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"That's one small step for [a] man, one giant leap for mankind™,

Neil Armstrong,1969




RESUMO

O objetivo desta investigacdo € compreender como é que se desenvolve a
atividade matemaética dos alunos no decorrer de atividades de investigacdo na area da
Geometria.

De forma a tornar mais claro o objetivo do estudo, elaborei trés questdes que
orientaram toda a investigagdo. Assim, pretendo saber (i.) como se desenvolve a
atividade matematica dos alunos quando se envolvem em atividades de investigacao
matematica em geometria? (ii.) que processos sdo utilizados pelos alunos no decorrer
deste tipo de atividades? (iii.) E qual o papel do professor no acompanhamento e
orientacdo dos alunos envolvidos em atividades de investigagdo matemética em

geometria?

Este € um estudo que se enquadra no paradigma interpretativo, seguindo uma
abordagem qualitativa, pelo que ndo se pretende generalizar os resultados, mas antes
descrever e interpretar todo o processo, tendo em conta também o contexto pessoal e
social onde se insere. Tomei como opc¢do a realizagdo de um Unico estudo com todos o0s
alunos da minha turma do 2° ano de escolaridade, os quais estdo organizados em dois

grupos de 4 alunos cada.

A recolha dos dados foi feita em situacdo de sala de aula, destacando-se a observacéao
participante enquanto Professora Tutelar da turma e investigadora, a analise dos registos
audiovisuais e produtos escritos dos alunos. A analise teve como base os constructos

tedricos de referéncia.

As conclusdes desta investigacdo basearam-se na analise das estratégias dos
alunos e no processo decorrente da atividade matemética inerente a atividade
investigativa proposta, tendo em conta a teria de van Hiele e Taxonomia SOLO de
Biggs e Collins. Os alunos investigaram triangulos e quadrilateros e foram capazes nao
sO discriminar as caracteristicas destas figuras, como também reconhecé-las visualmente
e agrupé-las de acordo com uma classificacdo geométrica criada por si. No caso dos
triangulos a classificacdo centrou-se na igualdade e diferencas entre o comprimento dos
lados, em relacdo aos quadrilateros os alunos optaram por agrupa-los tendo em conta 0s

angulos internos, a partir da amplitude do angulo reto.



Palavras-chave: geometria; visualizacao; niveis de van Hiele; Taxonomia Solo; materiais
manipulaveis; raciocinio geométrico; triangulos; quadrilateros.

ABSTRACT

The purpose of this research is to understand how students developed their

mathematical activity in the course of investigation activities in the geometry field.

In order to clarify the purpose of the study, three questions were formulated,
which guided the entire research. Therefore, I want to know: (i.) how do students
developed their mathematical activity when involved in investigational activities in
geometry? (ii.) Which are the processes used by students during such activities? (iii.)
What is the teacher’s role when monitoring and guiding the students involved in

investigational activities in geometry?

This is a study that falls within the interpretive paradigm, following a qualitative
approach, by which is not intended to generalize the results, but a fully comprehensive
description and interpretation the whole process, taking into account also the personal
and social context in which it operates. | opted to conduct a single study with all the

students in 2" grade class, which is organized into two groups of four students each.

The data collection was done in the classroom situation, highlighting a direct and
participant observation while class teacher and researcher, video and audio records and
written worksheets of students. The analysis was based on the theoretical constructs of

reference.

The conclusions of this research are based on analysis of students' strategies and
in the process due to the mathematical activity inherent to investigation activity
proposed, but based on the theory of van Hiele levels, and taxonomy SOLO of Biggs
Collis. Students investigated triangles and quadrilaterals and were able to discriminate
not only the characteristics of these figures, but also visually recognize them and group
them according to a geometric classification created by themselves. In the case of the
triangles, the classification was focused on the differences and equal length sides; for
the quadrilaterals, students chosen to group them in view of the interior angles from the

amplitude of the angle.



Keywords: geometry, spatial visualization; van Hiele levels, SOLO Taxonomy,

manipulative material, geometric reasoning, triangles, quadrilaterals.
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Capitulo |

INTRODUCAO

1. Problematica e objetivo do estudo

Atualmente a disciplina de matematica continua a ser vista por muitos alunos como aquela
que € mais dificil e que apresenta resultados mais negativos. Segundo Ponte (2010) muitos
alunos consideram que a disciplina ndo tem utilidade e que ndo vale a pena o seu esforco. De
facto, se consideramos a Matematica como um produto acabado, os alunos apenas tém de se
empenhar para aprender a resolver diversos tipos de exercicios, sem que tal lhes faca sentido,

sem gue estejam motivados para a sua aprendizagem.

Como refere Christiansen e Walther (1986) a Matematica escolar deve basear-se mais na
atividade pessoal do aluno e deve ser dada prioridade ao processo educacional que permite
levar os alunos a envolverem-se em atividades do tipo construtivo, exploratorio e de resolucdo
de problemas, nas quais podem trabalhar sozinhos, mas também em grupo. Torna-se
necessario que consideremos a atividade mateméatica como um conceito organizador do

ensino da Matematica tendo em conta 0s objetivos e o contexto educacional atual.

A escola deve procurar levar os alunos a “pensar matematicamente”, e para tal, estes
devem ter a possibilidade de se envolverem em problemas abertos e em exploracdes e
investigagbes matemaéticas. Neste sentido, considerando que a geometria é uma &rea da
Matematica propicia a realizacdo de atividades de natureza exploratéria e investigativa, €
fundamental proporcionar aos alunos diversos tipos de experiéncia de aprendizagem que 0s
levem a realizar descobertas, sem a necessidade de um elevado nimero de pré-requisitos e
evitando a visdo da Matematica centrada na resolucdo de algoritmos e em receitas para

resolver exercicios (Abrantes, 1999).

Deste modo, compreender a atividade matematica escolar inerente a propostas de

investigacdo e exploracdo na geometria, com recurso natural a materiais manipulaveis, pode



tornar-se interessante e relevante para aprofundar o conhecimento em educacdo matematica

em Portugal.

E neste sentido que este estudo arroga como objetivo principal a analise da atividade
matematica dos alunos inerente a atividades de investigacdo e exploracdo matematica em
geometria nos primeiros anos de escolaridade, dando énfase ao recurso a materiais
manipulaveis, como o geoplano e o papel ponteado. Para atingir o objetivo definido, procurar-
se-a dar resposta as seguintes questdes de investigagao:

- Como se desenvolve a atividade matematica dos alunos quando se envolvem em atividades

de investigagdo matemética em geometria?
- Que processos sdo utilizados pelos alunos no decorrer deste tipo de atividades?

- Qual o papel do professor no acompanhamento e orientagdo dos alunos envolvidos em

atividades de investigagdo matematica em geometria?

2. Pertinéncia do Estudo

Com a evolucdo da sociedade atual torna-se proeminente a necessidade de criar cidaddos
capazes de se adaptarem a novas situagGes, munidos de saberes que lhes permitam intervir na
sociedade e resolver problemas que lhes véo surgindo e que véo resolvendo com engenho,
espirito critico e destreza (Mendes,1997). Neste sentido, é necessario, proporcionar aos alunos
momentos de trabalho na sala de aula, nos quais possam refletir e participar de forma ativa e
significativa no seu processo de ensino aprendizagem. E cada vez mais dificil ir ao encontro
das necessidades de cada aluno e torna-se impensavel que o ensino da matematica seja
meramente expositivo, no qual os alunos sdo apenas recetores da informacao e o professor o
detentor do saber matematico. Martins, Maia, Menino, Rocha e Pires (2002) consideram que
0s problemas sdo situacfes nédo rotineiras e que nas atividades de investigacdo os alunos tém a
possibilidade de fazer pequenas cadeias de raciocinio dedutivo. As investigacOes
matematicas, consideradas como trabalho ndo rotineiro, permitem entre outros aspetos “(a) o
desenvolvimento de uma competéncia matematica, integrando atitudes, capacidades e
conhecimentos; (b) a oportunidade de abordar e relacionar dinamicamente conteudos

matematicos, valorizando as suas conexdes; (c) a realizacdo de situacOes de trabalho



diferenciado (...) (d) uma compreensdo global da natureza da atividade matematica (...)” (p.

74).

Tal como refere Abrantes (1999), “As atividades investigativas em geometria conduzem
rapidamente a necessidade de se lidar com diversos aspetos essenciais da natureza da prépria
Matematica. Formular e resolver problemas, fazer conjeturas, testa-las, valida-las ou refuta-
las, procurar generalizagdes, comunicar descobertas e justificagfes, tornam-se processos
naturais” (p.4). Este autor considera que exploragdes e investigagdes em geometria podem
fazer-se em todos os niveis de escolaridade. Como tal, nos primeiros anos € essencial este
trabalho. Considero no entanto, que a aprendizagem sO poderad ser efetiva se os alunos
puderem participar, discutir, refletir e construir, com a ajuda do professor, um conhecimento
matematico consistente. Considerando a importancia das atividades investigativas em
matematica pelo seu cardcter formativo, flexivel e motivador para os alunos, é essencial
aprofundar a investigacdo nesta area. Nas atividades investigativas atuam todos o0s
intervenientes presentes na sala de aula contribuindo para a criacdo de uma cultura de sala de
aula, onde todos participam de forma ativa e significativa. Progressivamente, os alunos fazem
as suas proprias descobertas e através delas constroem significados matematicos, fator

essencial para o sucesso da aprendizagem dos alunos em Matematica.

Como professora do 1° Ciclo considero que podera ser bastante motivante e enriquecedor
profissional e pessoalmente, o desenvolvimento desta investigacdo. A Geometria € uma area
para a qual os alunos estdo motivados e empenhados. Além disso, e apesar de lecionar ha
apenas 7 anos, sinto que na minha sala de aula, por vezes falta algo quando trabalho com os
meus alunos a Geometria. Sinto que poderia fazer muito mais, mas devido a alguma
inseguranca e incerteza sinto que tenho de ser eu a concretizar a aprendizagem. Assim, a
dindmica que esta inerente a realizacdo de atividades investigativas em Geometria, € muito
mais surpreendente e incerta, 0 que me colocara muito mais a prova, mas serd muito mais rica

e motivante para os alunos.



Capitulo 11

ENQUADRAMENTO TEORICO

O objetivo deste estudo € a andlise da atividade matematica dos alunos no decurso de

atividades de investigacdo em geometria, com recurso a materiais manipulaveis.

Em termos tedricos, este estudo implica a construgdo de um conjunto de referéncias
que permitirdo compreender, analisar e refletir acerca dos fendmenos a observar na atividade
matematica dos alunos. Serdo analisados textos tedricos, mas também trabalhos empiricos

realizados na mesma area.

Neste sentido, ao longo deste capitulo é feita a caracterizacdo dos constructos tedricos
subjacentes a: a) Aprendizagem e atividade matematica dos alunos; b) Atividades de natureza
investigativa nos primeiros anos da Matematica Escolar; ¢) Aprendizagem em geometria: O
pensamento geométrico e espacial; O recurso a materiais manipuléveis — do concreto para o

abstrato; d) Papel do Professor no decurso de atividades de natureza investigativa.

1. Aprendizagem e atividade matematica dos alunos

Tendo este estudo como objetivo principal a analise da atividade matematica dos alunos, é
fundamental compreender e identificar os principais constructos que caracterizam a

aprendizagem e a atividade matematica dos alunos.

Segundo Christiansen e Walther (1986), em todos os niveis de ensino da matematica os
exercicios ocupam um lugar central, o que leva a uma sobrevalorizagdo dos produtos em
detrimento dos processos na aprendizagem da Matematica. E essencial levar os alunos a
“fazer matematica” e neste sentido atividades do tipo investigativo poderdo proporcionar aos
alunos uma oportunidade de se envolverem em todo o processo de aprendizagem, valorizando
0 caminho e as opcdes que escolheram para chegar ao produto final, que por sua vez, se
estende para novos caminhos. Ou seja, ao investigar o conhecimento matematico dos alunos

vai sendo progressivamente alargado, tendo estes a oportunidade de fazer matematica ao



descobrir, conjeturar ou apresentar explicacdes e justificagdes com a ajuda dos seus pares e
professor. E aquilo que na perspetiva filosofica de Lakatos, se designa de falibilismo. Na
génese desta perspetiva, temos o0 processo pelo qual criacbes matematicas se transformam em
saber matematico publicamente aceite por todos (cit. Ponte, Boavida, Graca & Abrantes,
1997). Considerando que nesta perspectiva, o conhecimento do aluno implica da sua parte
uma atividade constante, serd fundamental compreendermos também a teoria da atividade.
Esta é desenvolvida e apresentada em diversas areas, como a Psicologia, a Sociologia, etc.
Considero que a atividade dos alunos deve passar pela compreensdo dos objetivos do seu
trabalho, da sua atividade. Deste modo, os alunos poderdo desenvolver um conjunto de agoes
que lhes permitirdo alcancar o objetivo inicial. E também fundamental ndo esquecer que, a
discussdo que se ird estabelecer entre os sujeitos, alunos e professores, também ird contribuir
e influenciar o desempenho dos alunos, dando sentido e significado a sua atividade. Mas, para
que possa surgir uma aprendizagem real, a atividade do aluno ndo pode acontecer
isoladamente, mas deve ser mediada pelo professor e pelos seus pares, processando-se a
aprendizagem dos alunos na sua zona de desenvolvimento proximal, como definido por
Vygotsky. Ao mesmo tempo, essa aprendizagem tal como referem Christisiansen e Walther

(1986) devera ser realizada dentro de um grupo do qual um individuo faz parte.

A aprendizagem e a atividade matematica dos alunos estdo implicitamente relacionadas.
Os alunos ndo podem simplesmente efetuar tarefas de rotina que nada, ou muito pouco,
acrescentam ao seu conhecimento e a real aprendizagem em matematica. Aos alunos tem de
ser dada a oportunidade de fazer matematica, tal como referem Bishop e Goffree (1986), ao
aprender Matematica fazendo, os alunos estdo ndo sé a manipular objetos, mas também a
pensar sobre essa manipulacéo, refletindo acerca do procedimento e da execucdo. Ao fazer
matematica, os alunos vao progressivamente construindo e alargando os seus conhecimentos
numa perspetiva significativa e Gtil, o que ndo podera estar exclusivamente dependente dos
conhecimentos e competéncia explicitadas pelo professor (Abrantes, Boavida, Graca e Ponte,
1997).

Segundo a visdo da matematica escolar dos Principios e Normas para a Matematica
Escolar (NCTM, 2007) a aprendizagem da matematica deve feita com compreensdo. No
entanto, e de acordo com a minha experiéncia profissional considero que infelizmente, a

aprendizagem sem essa compreensdo tem continuado a estar bastante presente no ensino da



Matematica. Num segundo ano de escolaridade, a aprendizagem deve ser ativa, rica em
linguagem natural e a matematica recheada de oportunidades. “Quando desafiados com
tarefas criteriosamente selecionadas, os alunos, tornam-se confiantes na sua capacidade de
lidar com problemas dificeis, ansiosos por chegar a resposta eles mesmos (...)” (NCTM,
2007, p. 22) . Ao trabalharem no decurso de uma proposta de investigagdo matematica, 0s
alunos tornar-se-do individuos cada vez mais competentes a nivel matematico, o que Ihes
permitira usar o conhecimento adquirido de forma adequada noutro tipo de situacdes. Ao
mesmo tempo, serdo também, mais autdbnomos e mais confiantes no seu conhecimento, nas
suas capacidades. Como referem as Normas do NCTM (2007) ja citadas, ao trabalharem neste
tipo de atividade - atividades de natureza investigativa - os alunos adquirem maior vontade

por quererem saber mais, por quererem aprofundar o seu conhecimento matematico.

2. Atividades de natureza investigativa nos primeiros anos da

Matematica escolar

Tendo como objetivo principal levar os alunos a “pensar matematicamente” ¢ fundamental
criarmos situacdes, nas quais os alunos possam desenvolver uma atividade metacognitiva,
refletindo sobre a sua propria aprendizagem. Ao mesmo tempo devemos levar os alunos a
pensar sobre as estratégias que utilizaram face aos resultados obtidos. As atividades de
investigacdo sdo um tipo de atividade na qual todos os alunos tém a oportunidade de
investigar e de experimentar. No entanto, por se tratar de um tipo de trabalho no qual é mais
dificil a programacdo exige muito mais do professor e dos seus alunos. Tal como referem
Ponte, Brocardo e Oliveira (2003) poder-se-a programar a forma como se vai iniciar uma aula
de investigacdo, no entanto, é dificil prever os caminhos que serdo seguidos pelos alunos, as
discussdes que serdo tidas, e, muito menos, 0 modo como a turma ira reagir as intervencoes
do professor. Neste sentido, torna-se desafiante para o professor e, claro, para os alunos, o

desenrolar de uma aula de investigacao.

As atividades de natureza investigativa serdo naturalmente confundiveis com a resolucéo
de problemas matematicos. Partilhando das ideias de Mendes (1997) as atividades de
investigacao possuem carateristicas particulares: a) mais abertas, porque permitem que néo se

chegue logo a conclusdo, nem eventualmente a uma mesma conclusao; b) permitem diversos



caminhos e Varios processos até se chegar a conclusdo; ¢) a resposta ndo é Unica e da mesma

atividade podem resultar produtos antagonicos.

A participacéo ativa de todos os alunos nas atividades investigativas é essencial, s6 deste
modo os alunos poderdo ser verdadeiros atores do seu processo de ensino-aprendizagem e nao
apenas meros espetadores daquilo que observam. De acordo com as OrientacGes
Metodoldgicas do Novo Programa de Matemética (ME, 2007) os alunos devem poder resolver
problemas, analisar e refletir sobre as suas resolugdes e as resolucdes dos colegas. E neste
sentido, um trabalho ndo rotineiro, aspeto ja referido por Abrantes, Serrazina e Oliveira
(1999), no qual os alunos tém a oportunidade de explorar situacdes problematicas, procurar
regularidades, fazer e testar conjeturas, formular generalizacdes. Esta € uma atividade
complexa e exige um processo de apropriacdo por parte dos alunos. Para que os alunos
possam apropriar-se da atividade inerente a uma tarefa de investigacdo matematica sera
essencial a criacdo de um ambiente de aprendizagem no qual possam aprender a raciocinar e
comunicar matematicamente. O que mais tarde lhes ira permitir formular e validar as suas
conjeturas, e adquirir a confianca necessaria para que possam participar nas discussdes dos
seus argumentos (Martins, et al, 2002). Nao é algo facil de atingir, mas facilmente os alunos
Ihe atribuem significado e conseguem eles proprios elaborar conjeturas. Alias, de acordo com
Principios e Normas para a Matematica Escolar (NCTM, 2007) os alunos mais novos irdo
verbalizar as suas conjeturas e descrever 0s seus pensamentos pelas suas préprias palavras e
exploréa-los, muitas vezes através da utilizacdo de objetos concretos. Pretende-se com estas
atividades levar os alunos a aprender a raciocinar através da discussao, envolvendo toda a
turma. Através deste tipo de comunicacdo matematica, os alunos podem partilhar as suas

ideias e partilha-las com o seu grupo ou com toda a turma.

“Os alunos comegam por pensar as ideias matematicas através da lingua natural. E nela que, pouco a
pouco, vdo integrando aspectos da linguagem matematica. Uma das dificuldades que encontram neste
processo resulta do facto que certos termos sdo usados tanto por uma como por outra por vezes com
significados diferentes. (...) Permitir aos alunos os seus proprios meios de expressdo ¢ essencial para que
eles possam desenvolver a sua competéncia no uso da linguagem matematica a partir da linguagem natural.
(Ponte e Serrazina, 2000, p. 62)

As tarefas investigativas permitem que os alunos comecem a fazer pequenas cadeias de
raciocinio indutivo a partir de padrdes e casos especificos, podendo muitas vezes apresentar

contra exemplos para contrariar conjeturas. A medida que v&o progredindo, é preciso levar os



alunos a aprender a formular argumentos dedutivos eficazes, baseados nas verdades

matematicas que vao estabelecendo nas aulas (NCTM, 2007).

Ao longo de uma tarefa de investigacdo, o trabalho dos alunos, e também do professor
passara por varias fases. De acordo com Matos e Ponte (1992) as atividades de investigacao
podem ser agrupadas em trés fases de trabalho principais “(a) formulacdo de objectivos, (b)
definicdo de estratégias, (c) reflexdo sobre os resultados das experiéncias conduzidas e
formulacdo e verificagdo de conjeturas ” (p.4). Da mesma forma, Ponte e Serrazina (2000)
consideram que uma investigacdo matematica, tal como um problema, deve iniciar-se sempre
por uma questdo de certo modo imprecisa, o que diferencia do tipo de questdo presente nos
problemas, que é bem definida. Os mesmos autores referindo Ponte, Oliveira, Brunheira,
Varandas e Ferreira (1999), apresentam ainda, um conjunto de quatro etapas, que
caracterizam uma investigacdo: 1)Formular a questdo a investigar; 2) Formular conjecturas
relativamente a essa questdo; 3) Testar as conjecturas e, eventualmente reformula-las; 4)

Validar e comunicar os resultados.

Na ultima fase do trabalho numa tarefa de investigacéo, os alunos, nomeadamente os do 1°
ciclo, deverdo ser encorajados a apresentar argumentos validos, a verificar conjeturas, mas ao
mesmo tempo, é importante, que lhes seja dado tempo para procurar evidéncias que as
apoiem, ou ndo, mas que permitam justificar as suas ideias. Os alunos devem compreender
que os exemplos sdo importantes, mas que 0s contra-exemplos sdo bastante Uteis,
principalmente quando os exemplos ndo sdo suficientes para provar as conjeturas
apresentadas (Martins, et al, 2002). Para Ponte e Serrazina (2000) “(...) as investigacdes
constituem processos caracteristicos da actividade matematica que devem marcar uma forte

presenca no ensino-aprendizagem desta area disciplinar” (p. 59).

3. Aprendizagem em geometria

Ao nivel do 1° ciclo, a aprendizagem da geometria deve ser feita de modo informal,
valorizando a manipulacdo de materiais e a reflexdo sobre as atividades realizadas, o que
conduzird os alunos a construgdo de conceitos neste dominio. Ou seja, € fundamental que
tenham a oportunidade de explorar, visualizar e comparar objectos de forma concreta

(Ponte e Serrazina, 2000). E fundamental que os alunos possam explorar o seu espago de



forma a compreenderem a realidade envolvente. Tal como refere Abrantes (1999) ao citar
as ideias de Freudenthal (1973) a geometria € um campo propicio a atividades que levam a
matematizacao da realidade e a realizacdo de descobertas. No entanto, é fundamental que
para além dos alunos poderem explorar e fazer as suas descobertas, possam também ter
oportunidade de discutir as suas ideias e conclusfes. Além disso, de acordo com a teoria
de Piaget, nos primeiros anos da matemaética escolar, as criancas estdo na fase das
operacdes concretas, pelo que faz todo o sentido que o trabalho em geometria permita que

os alunos explorem os objetos fisicamente.

Com actividades bem concebidas, com ferramentas adequadas e com o apoio do professor,
poderdo formular e explorar conjecturas e poderdo aprender a raciocinar cuidadosamente sobre

as nogdes geométricas, logo desde os primeiros anos de escolaridade (NCTM, 2007, p.44)

Deste modo, atividades de natureza investigativa em geometria fazem todo o sentido pois
permitem que os alunos se possam envolver naturalmente nas investigacdes sem que para isso
tenham de ter um grande nimero de conhecimentos anteriores, (pré- requisitos). Além disso,
diversas investigacbes demonstram que este tipo de trabalho é substancialmente rico em

processos caracteristicos da atividade matematica (Abrantes, 1999).

3.1 Visualizagdo e Pensamento Espacial

Tendo como ponto de partida os objetivos, as orientacGes e indicagdes presentes no
Programa de Matematica do Ensino Basico (ME, 2007), é essencial que o professor tenha a
preocupacado de levar os seus alunos a desenvolver o sentido espacial que tém em relacdo aos
objetos do mundo que os rodeia. Deste modo, com a aprendizagem no &mbito da Geometria,

os alunos devem:

a. Desenvolver a visualizacdo e ser capazes de representar, descrever e construir figuras
no plano e no espaco.

b. Ser capazes de identificar e interpretar relag0es espaciais.

Segundo Del Grande (1987), as criangas comegcam a contactar com as noc¢oes de espaco
assim que comegam a compreender o mundo através da linguagem. Neste periodo, 0

pensamento das criancas € dominado pela interpretacdo que ddo as suas experiéncias de visao,



audicdo, tato, movimento, etc. Ou seja, da sua percecdo do espago. A percecao espacial € a
capacidade de reconhecer e discriminar estimulos vindos do espaco e interpretar esses
estimulos de acordo com as suas experiéncias anteriores. Como sabemos, antes de entrar para
0 1° ano de escolaridade, os alunos contatam muitas vezes com jogos de materiais que 0s

levam a desenvolver intuitivamente as suas capacidades de visualizagdo espacial.

De acordo com Pestalozzi (citado em Guitérrez - 1996) a visualizacdo é um dos
componentes mais importantes da cognicdo. Quando se fala de visualizacdo surgem diversos
termos, nomeadamente: raciocinio visual, imaginacdo, pensamento espacial, imagens,
imagens mentais, imagens visuais, imagens espaciais e outros. Visualizacdo e pensamento
espacial podem ter significados semelhantes, contudo, a visualizacao é considerada como uma

componente necessaria para 0 ensino e a aprendizagem em geometria.

Clements e Sarama (2007) consideram que a visualizacdo espacial é a capacidade de
gerar e manipular imagens, que envolve a compreensdo e a capacidade de imaginar objetos
em movimento, a duas e a trés dimens@es. Para tal, € necessario que 0s sujeitos sejam capazes
de criar e manipular imagens mentais. As imagens sdo mais abstratas, mais maleaveis e
menos nitidas do que as fotografias. Elas sdo segmentadas em partes e representam as
relacdes entre essas partes (Shepard, 1978 citado por Clements e Sarama, 2007). As primeiras
imagens sdo estaticas e ndo dindmicas. Podem ser mentalmente representadas e mesmo
examinadas, mas ndo podem ser transformadas. Quando possuimos a capacidade de imaginar
de forma dindmica, podemos imaginar o “movimento” de uma figura de um lugar para outro,
ou mesmo estabelecer comparagdes entre uma imagem e outra imagem. De acordo com a
teoria de Piaget (referenciada por Clements & Battista, 2007), as criangas s serdo capazes de
criar imagens dindmicas depois de terem tido um conjunto de experiéncias visuais que lhes
permitam confiar plenamente no seu pensamento percetual. Além disso, na teoria apresentada,
as criancas sé serdo capazes de gerar imagens dindmicas em niveis correspondentes ao ensino
primario. Segundo Clements e Battista (2007) as atividades de visualizacdo e orientacdo
espacial que combinam simultaneamente movimento psicoldgico, lapis e papel e trabalho no

computador podem facilitar a aprendizagem da matematica.

Por sua vez, Gordo (1994) refere outra categorizacdo diferente para as capacidades
espaciais, considerando dois tipos: a visualizacdo e a orientacdo espacial (McGee, Connor e
Serbin citados por Tartre, 1990). A visualizacdo envolve a capacidade de imaginar como se
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apresentard um objeto representado numa gravura se for alterada a sua posicéao, alterando a
representacdo mental do objeto. A orientagdo espacial envolve a capacidade de detetar
combinacdes de objetos segundo um padréo e a capacidade para manter as percegdes face a

mudanca, alterando a perspetiva percetual do observador.

Além desta categorizacdo, surge uma outra proposta referida por varios autores
(Gordo, 1994; Gutiérrez, 1996 que citam Bishop ,1980) que apresenta dois tipos de
capacidades: capacidade de interpretar informacéo figurativa e capacidade de processamento

visual.

A capacidade de interpretar informacéo figurativa (IFl) — capacidade que envolve a
compreensdo de representacdes visuais e de vocabulario espacial. Esta capacidade relaciona-
se com a forma. A capacidade de processamento visual (VP) — envolve a transferéncia de
relacOes abstratas e dados nédo figurativos, em termos visuais. Esta capacidade relaciona-se

com o0 processo, e ndo com a forma.

Assim, € essencial termos em mente quais as capacidades de visualizagdo espacial que 0s
alunos devem desenvolver. Na sua pesquisa Del Grande (1990) relne sete capacidades de
visualizacdo espacial. A Coordenacdo visual-motora é considerada como a capacidade de
coordenar a visdo com 0s movimentos do corpo. Os alunos comecam a desenvolver esta
capacidade desde muito cedo em atividades como vestir, sentar-se numa mesa, cortar e colar,
etc. A percecdo figura-fundo permite aos alunos identificar visualmente uma determinada
figura dentro de um fundo complexo (figuras escondidas). Através da Constancia percetual,
os alunos tornam-se capazes de reconhecer a constancia da forma, necessitando de reconhecer
as propriedades das figuras geométricas: o tamanho, a forma, a posicdo, a textura... A
Percecao da posicao no espaco leva os alunos a distinguir entre figuras iguais, mas colocadas
com orientacOes diferentes. Este tipo de atividades envolve rotacBes e colocacdo das figuras
em posicOes opostas. Os professores devem procurar levar os alunos a compreender o que sao
figuras congruentes e com a mesma orientacdo. Esta capacidade € essencial para o
desenvolvimento de muitas outras capacidades em Geometria. Pela capacidade de Percecao
de relagdes espaciais, 0s alunos tornam-se capazes de ver um ou mais objetos numa relagao
consigo proprios ou em relacdo com os outros. Esta capacidade pode ser desenvolvida na
escola com atividades adequadas, por exemplo, reproduzir uma constru¢do com cubos igual a

do professor ou colegas. Esta € uma capacidade que esta presente na vida real das criangas em
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diversas situacdes, tais como, jogos, andar de bicicleta, etc. Através da Discriminagado visual
os alunos deveréo ser capazes de_identificar semelhancas e diferencas entre um amontoado de
objetos/figuras. Por sua vez, a Memoria visual — € uma das capacidades essenciais, pois
permite que os alunos tenham capacidade de recordar um objeto que ndo esta a vista,
relacionando as suas carateristicas com outros objetos. Ou seja, ¢ a chamada “imagem

fotografica” que esta mais desenvolvida em certas pessoas que noutras.

Concluindo, a atividade matemética como um processo construtivo, necessita de um
ambiente motivador que proporcione aos alunos o desenvolvimento das suas capacidades.
Neste sentido, tal como refere Gordo citando Bishop, as capacidade espaciais sdo importantes
pelo tipo de processos mentais envolvidos, que por sua vez, podem ser transferidos para
outras areas da Matematica, por exemplo no pensamento algébrico e no pensamento

aritmético.
3.2. Desenvolvimento do pensamento geométrico e raciocinio espacial

Segundo Clements e Sarama (2007) o pensamento espacial contribui de forma
significativa para o desenvolvimento das capacidades matematicas dos sujeitos, alids muitos
autores arrogam a ideia de que alunos com um pensamento espacial bem desenvolvido tém
melhores desempenhos matematicos. Por sua vez, Battista (2007) refere-se ao pensamento
geomeétrico que consiste, primeiramente na invencédo e uso formal de um sistema de conceitos

para investigar a forma e o espaco.

Especificamente, no sistema conceptual de analise dos quadrilateros e triangulos,
utilizam-se conceitos como, medidas de angulos, medidas de comprimento, congruéncia,
paralelismo, para conceptualizar as relagfes espaciais num universo de formas. Quando se
descreve uma forma geométrica tendo em conta as suas caracteristicas, tal, podera ajudar o

individuo a compreender a classificacdo das formas.

Piaget e Inhelder’s (1967), referidos por Clements (2003), apresentam a sua teoria acerca
do pensamento espacial. Primeiro, as representacfes espaciais tém uma estreita relagdo com o
desenvolvimento motor com as ag¢Bes por parte do sujeito. Além disso, as representaces
espaciais ndo correspondem apenas a leitura que o sujeito faz do ambiente espacial, mas
antes, a manipulagéo ativa que faz nesse ambiente. Segundo, a organizagdo progressiva das

ideias geométricas segue uma ordem definida que € mais logica do que histérica. Isto &,
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inicialmente, as relagdes topologicas sdo construidas, seguidas por relacBes projetivas e

euclidianas.

Relativamente ao pensamento geométrico, esse corresponde ao raciocinio espacial que é a
capacidade de “ver”, analisar e refletir sobre os objetos espaciais, imagens, relagdes e
transformacdes que implicam a criacdo e transformacdo de imagens ao servico de operacdes
mentais. O raciocinio espacial ¢ ndo s6 o “input” para o raciocinio geométrico formal, mas
também o essencial para o desenvolvimento cognitivo do pensamento critico necessario a

andlise geométrica formal.

De acordo com Piaget (citado por Clements e Sarama, 2007) as crian¢as ja nascem com
conhecimento acerca das formas e dos objetos. As primeiras no¢Ges que as criangas tém sao
acerca da topologia do espaco e mais tarde de perspetiva e coordenacdo espacial. Considera
que as criancas podem raciocinar acerca das perspetivas e distancias espaciais, no entanto, as
suas capacidades ir-se-do desenvolver muito mais quando entrarem para a escola, pelo menos

se forem confrontadas com atividades que Ihes permitam explorar, conjeturar, comunicar...

Algumas das pesquisas efetuadas por Piaget e Inhelder (1967) (citados por Clements e
Sarama, 2007) demonstram que a representacdo do mundo se baseia nas reflexdes tidas por
parte do sujeito acerca do espaco que o rodeia. Ou seja, por um lado, correspondem a
representacdo que tém do préprio mundo, o que depende das suas acdes (cddigo espacial) e,
por outro, correspondem a reflexdo que tém sobre o préprio mundo (pensamento espacial). A
medida que as criangas vao crescendo vao tendo um maior conhecimento espacial, o que vai
ao mesmo tempo alargar os codigos que possuem acerca das representacées do mundo. Neste
sentido, o pensamento espacial vai-se desenvolvendo progressivamente e acompanhando a
idade da crianga. No entanto, o conhecimento que as criangas possuem acerca das formas nao
se desenvolve apenas através de uma visualizacdo passiva. Pelo contrério, as criancas
necessitam de explorar as figuras para depois as poderem entender. Tal como referem
diferentes autores (por exemplo Arditi, Holtzman, & Kosslyn, 1988; Morrongiello, Timney,
Humphrey, Anderson, & Story, 1995; Newcombe & Huttenlicher, 2009) as experiéncias de
visualizacdo espacial sdo um valoroso contributo para o desenvolvimento do pensamento

espacial.
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A orientacdo espacial é o conhecimento que temos acerca do mundo que nos rodeia, que
nos permite movimentar e operar perante as relagdes entre as diferentes posi¢cdes no espaco,
seja em relacdo ao nosso proprio corpo, seja numa perspectiva mais abstrata que inclui mapas

e coordenacdo a varios niveis (Clements & Sarama, 2007).

Segundo Clements e Sarama (2007), as crian¢as pequenas podem aumentar e melhorar
as suas capacidades matematicas através de experiéncias que tém no espaco que as rodeia.
Inicialmente comegam a representar mentalmente os seus ambientes espaciais e conseguem
através das suas capacidades de representacdo espacial criar mapas espaciais simples. Ao
construirem esses mapas é necessario estabelecerem correspondéncias geométricas entre 0s
elementos, uma vez que estes variam em escala e perspetiva. No entanto, as criancas em idade
pré-escolar apesar de poderem compreender os simbolos presentes nos mapas, apresentam
maior dificuldade nas correspondéncias geométricas entre os mapas e o referido espago real.

De acordo com a teoria de Piaget e Inhelder (1967) citados pelos mesmos autores, as
criangas apresentam uma tendéncia inata para organizar objetos a duas ou trés dimensdes. No
entanto a consciéncia espacial ndo se inicia com um quadro de referéncia a duas ou trés
dimensdes, mas estas sdo por si o culminar do desenvolvimento do espago euclidiano. As
criangas mais novas possuem a partida capacidade para estruturar o espa¢o a duas dimensdes,
mas tem de lhes ser solicitado que a usem. No entanto, as criancas mais velhas, muitas vezes,
ndo tém desenvolvida uma base concetual solida e um sistema de coordenadas de referéncia.
A estruturacdo espacial € uma forma de abstracdo de coordenacdo, de selecdo, de unificacdo e
registo na memoria dos objectos mentais e das ac¢des.

Percec¢do e conhecimento das formas geométricas

A forma é um constructo fundamental do desenvolvimento cognitivo que vai para

além da geometria.

Segundo Piaget e Inhelder (1967), referidos por Clements e Sarama (2007)
inicialmente, as criancas comegam a descriminar 0s objetos através das carateristicas tidas
com base na proximidade em relacdo ao objeto — propriedades topoldgicas - ou entdo com
base em carateristicas de objetos equivalentes. Por outro lado, 0s mesmos autores consideram

também, que as representacfes que as criangas tém acerca do espaco, ndo dependem apenas
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da leitura que fazem do mundo, mas sim da sua acdo. Por exemplo, a abstracdo da forma € o

resultado da coordenacgéo das agdes das criangas.
3.3.  Teoria de van Hiele

Segundo Matos (1992), Dina van Hiele-Geldof e Pierre van Hiele desenvolveram a
sua teoria na Holanda em meados dos anos 50. A investigacdo que realizaram e da qual
resultou a sua teoria, sofreu influéncias do contexto de mudanca ao nivel da Educacéo
Matematica, mesmo antes da Matematica Moderna, mas quando a comunidade internacional
ja comecava a discutir novos métodos. Deste modo, Dina e Pierre van Hiele desenvolveram o
seu trabalho seguindo um curriculo no qual a geometria era vista como uma forma de treino
das capacidades ldgicas da mente, mas dado o seu ponto de vista contemporaneo, dava
relevancia a utilizacdo do geoplano e aos desenhos dos alunos com régua e compasso. A
teoria dos van Hiele é baseada em trés elementos essenciais: a base estruturalista do trabalho,
a influéncia da psicologia de gestalt, e, por ultimo o desenvolvimento da didatica da

matematica, ou melhor o insight na sala de aula.

O mesmo autor refere que apesar da teoria dos van Hiele se basear no ensino atual da
matematica, desvalorizando uma descricdo psicoldgica, algumas das suas propostas tém uma
base psicoldgica. Para os van Hiele a cognicdo desenvolve-se através da estruturacdo global
da mente. Além disso, van Hiele e a psicologia de gestalt consideram que os objetos nédo
surgem isolados, mas antes num determinado contexto, a estrutura. Pierre van Hiele nédo
define estruturas, mas explica algumas das suas propriedades e descreve espécies de
estruturas. Baseando-se na distin¢cdo de Popper, van Hiele considera que existem varias
espécies de estruturas. Nomeadamente, as estruturas do mundo onde vivemos (Mundo 1), as
estruturas na nossa mente (Mundo 2), e, as estruturas no mundo do conhecimento humano
comum (Mundo 3). Considerando a cogni¢do como uma estrutura mental, Matos (1992)
continua dizendo que Pierre van Hiele recolheu da psicologia de gestalt quatro propriedades
das estruturas: a primeira considera que as estruturas podem ser estendidas, a segunda que
cada estrutura pode fazer parte de uma estrutura mais fina, a terceira que uma estrutura pode
fazer parte de uma mais inclusiva e a quarta uma estrutura pode ser isomorfa de outra
estrutura. A primeira e a quarta estrutura sdo inatas as atividades do pensamento humano, as

outras duas propriedades devem ser ensinadas.
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Segundo Matos (1992) na teoria dos van Hiele considera-se que o desenvolvimento
mental progride & medida que as estruturas do aluno se véo alterando (trans — estruturacéo
[transtructuring  (itdlico do autor)) ou sdo substituidas por outras  (re-
estruturacdo/restructuring (italico do autor)). As estruturas de van Hiele sdo todas baseadas
nas estruturas do Mundo 1 e podem ser percecionadas como um gestalt. O insight para Pierre
van Hiele é essencial para que os alunos visualizem diferentes estruturas e construam
conceitos mais complexos. Baseando-se na perspetiva da psicologia de gestalt van Hiele
apresenta as seguintes propriedades do insight: Adequacdo, a uma nova situacéo o que requer
um mecanismo social; Inten¢do, o que leva a que uma pessoa possa atuar numa estrutura
percecionada. N&o planeamento. O desenvolvimento do insight deve basear-se no
desenvolvimento da capacidade dos estudantes verem estruturas como parte de estruturas
mais finas, mais inclusivas. Van Hiele considera que as estruturas mentais tém dois atos de
pensamento distintos, no caso da Geometria, a apresentacdo do material concreto, o que
invoca estruturas mentais indiferenciadas. No entanto, tal exige a analise do objeto que ira
levar ao surgimento de novas estruturas mentais. O segundo ato de pensamento que van Hiele
apresenta ¢ a classificacdo de estruturas interrelacionadas e que vao evoluindo através de um
programa de ensino-aprendizagem e de acordo com niveis de pensamento mais elevados, o

que acontece seguindo um processo de ensino — aprendizagem.

Matos (1992) refere os processos de aprendizagem na teoria dos van Hiele.
Referindo-se a van Hiele e van Hiele-Geldof (1958), a aprendizagem é um processo recursivo
que evolui através de niveis de pensamento. Van Hiele considera que existem varios niveis de
aprendizagem em Geometria e que a progressdo de um nivel para outro depende do processo
de ensino-aprendizagem. Van Hiele carateriza-os do seguinte modo: no nivel um
(visualizagdo) as figuras sdo avaliadas pela sua aparéncia; no nivel dois (descritivo) as figuras
sdo portadoras de propriedades; nivel trés (tedrico) as propriedades sdo ordenadas
logicamente; nivel quatro (I6gica formal) a Geometria € entendida como um sistema
axiomatico. Em alguns trabalhos, van Hiele apresenta um quinto nivel o nivel da natureza
I6gica formal. Neste ultimo nivel os sistemas axiomaticos séo estudados. Van Hiele considera

que para o ensino da Geometria nos devemos centrar nos trés primeiros niveis.

Mais recentemente diversos autores, nomeadamente Clements (2003) e Clements e

Sarama (2007), referem-se a perspetiva construtivista tradicional da teoria de Pierre e Dina
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van Hiele referindo que esta considera que o progresso da aprendizagem das criangas é
qualitativamente distinto em niveis de aprendizagem e pensamento da geometria. Tal
processo inicia-se no nivel mais elementar, o visual, até atingir o patamar superior, o nivel de
descricdo, andlise, abstracdo e prova. Estes niveis estdo organizados de forma hierarquica e
dependem da aprendizagem, ou melhor do ensino e ndo tanto da idade do individuo. Além
disso, um individuo s6 podera avancar para o nivel seguinte se tiver compreendido todos 0s
conceitos do nivel anterior. Considerando os autores citados, estes apresentam os niveis de
van Hiele: no nivel 1 — o nivel visual — os alunos reconhecem as figuras e formas como um
todo, mas nédo sdo capazes de criar imagens mentais sobre elas. Por exemplo, neste nivel, uma
crianga pode ser capaz de dizer que uma forma é um retangulo simplesmente porque se parece

com uma porta e ndo porque tem determinadas caracteristicas ou atributos.

Os mesmos autores referem que estudos recentes consideram a existéncia de um nivel
que antecede o nivel visual, que designam por nivel 0. No nivel 0 — pré-recognicdo — as
criangas ndo conseguem distinguir com seguranca circulos, tridangulos e quadrados de um
conjunto de exemplos e ndo exemplos daquelas formas. As criancas neste nivel
inconscientemente comecam a criar esquemas visuais acerca das formas. As criangas que
operam nos niveis 0 e 1 demonstram evidéncias de reconhecimento das componentes e

atributos das formas, no entanto esses recursos parecem nao estar claramente definidos.

No nivel 2 — nivel descritivo/analitico - os alunos reconhecem e caraterizam as
formas/figuras geométricas tendo em conta as suas propriedades. As propriedades sdo
adquiridas através da experimentagdo, observacdo, medic¢do, desenho... neste nivel, os alunos
ainda ndo sao capazes de ver e estabelecer relacGes entre as classes das figuras. Por exemplo,

um aluno pode considerar apenas, que uma figura ndo é um porque é um quadrado.

Acrescentam Clements e Sarama (2007) que o progresso dos alunos de uns niveis para
0s outros sO sera possivel se as criancas tiverem a possibilidade de contatar com diversas
representacfes geométricas das figuras que conhecem. Ao contatar com diversas figuras,
desde cedo as criancas utilizam uma linguagem geomeétrica. No entanto, a primeira questao a
que vao ter resposta é saberem o que é uma figura. Nomeadamente figuras que conhecem,
como quadrados e circulos. Seguidamente as criangas comegam a fazer a correspondéncia das
novas palavras (figuras geométricas) a exemplos concretos do seu quotidiano. SO depois de

combinarem as suas capacidades de produzir e criar nomes corretos para as figuras prototipos
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que conhecem, poderdo comecar a criar categorias acerca das diferentes figuras. Os nomes
das figuras facilitam a organizacdo e focagem de atencdo para certas carateristicas dos

objetos.

Mesmo numa tenra idade, nos seus esquemas imaginarios, as criancas sdo capazes de
observar caracteristicas especificas das figuras mesmo que sejam apenas os “biquinhos”
(“prickliness”) dos triangulos (e.f. Lehrer, Jenkins, & Osana, 1998). Assim que 0S seus
esquemas mentais se tornam mais completos as criangas sdo capazes de descrever mais

atributos que lhes véo permitir construir as defini¢Ges acerca das figuras.

As criancas séo capazes de identificar seguramente muitas figuras, mas s6 conseguem
focar-se num determinado conjunto de carateristicas. Depois de passarem pelo nivel 1, as
criangas mantém, por vezes, a falta de capacidade para construir e manipular imagens visuais
acerca das figuras geométricas. Este exemplo de concretizacdo ciclica é consistente com a
tradicdo de Piaget acerca da constru¢do geométrica de objetos num “plano percetual” depois
da reconstrucdo na “representacao” do “plano imaginal” (Piaget & Inhelder, 1967 citados por
Clements & Sarama, 2007).

A capacidade das criancas construirem e manipularem as imagens visuais que
possuem acerca das figuras estd intimamente relacionada com a sua capacidade para
produzirem protétipos. No entanto, as criangas sdo capazes de identificar figuras sem
necessariamente focarem a sua atencdo nas componentes/carateristicas especificas que Ihes
permitem identificar os protétipos. Para as criancas de todas as idades, os protétipos podem
ser sub e super generalizados comparados com a categorizacdo matematica, no entanto, tudo
depende dos exemplos e dos ndo exemplos e das experiéncias de ensino pelas quais passam.
Além disso, no progresso entre o nivel 1 e o nivel 2, a compreensao pode ser prolongada. Por
exemplo, muitas criancas do ensino primario continuam a aplicar acdes cognitivas sobre as
figuras, de forma a identificar carateristicas como gordo ou magro, ao compararem as formas
protétipas. Deste modo, os alunos poderdo procurar transformar determinada figura numa
outra. (Clements e Battista, & Sarama, 2001; Lehrer, Jenkins, & Osana, 1998).

Outros autores e, especificamente Clements (2003), referem o nivel 3 e o nivel 4 da
teoria dos van Hielle. No Nivel 3 — nivel abstrato/relacional — os alunos podem formar

defini¢cBes abstratas, distinguindo entre o conjunto de condi¢BGes necessarias e suficientes

18



acerca de um conceito, sendo capazes de apresentar argumentos l6gicos no dominio da
geometria. Os alunos sdo capazes de classificar hierarquicamente as figuras apresentando
argumentos informais que justificam as suas classificacdes. Eles podem descobrir as
propriedades de uma classe de figuras através de deducdes informais. No entanto, os alunos
neste nivel ainda ndo sdo capazes de compreender que a dedugdo logica é o método adequado
para provar as verdades geometricas.

No Nivel 4 — estabelecimento de teoremas dentro de um sistema axiomatico - 0s
alunos reconhecem um conjunto indefinido de termos, defini¢des, axiomas e teoremas e séo
capazes de construir provas originais que produzem um conjunto l6gico de declaracdes que

justificam as conclusdes a que apresentaram.

Mais tarde, Clements e Sarama (2007) referem que o nivel 1, o nivel visual da teoria
dos van Hiele, dever-se-ia designar de Nivel Sincrético. Neste nivel, consideram que ocorre a
fuséo de diversas perspetivas, nomeadamente a visual e verbal. Neste sentido considera-se a
existéncia de uma combinacdo entre o conhecimento verbal e aquele que corresponde as
imagens que ndo incluem as componentes e propriedades especificas das figuras. Neste nivel,
as criancas facilmente utilizam conhecimento declarativo para explicarem porque é que
determinada propriedade ndo faz parte de uma classe especifica. Esta capacidade, segundo
Gibson, 1985 (citado por Clements e Sarama, 2007), sO é conseguida pelo contraste existente
entre a figura e o prototipo visual que por sua vez promove a descricdo das diferencas entre

elas.

Os mesmos autores apresentam ainda uma outra teoria acerca da aprendizagem, a
teoria do interacionalismo hierarquico (italico dos autores). Na sequéncia do que foi dito
anteriormente, consideram que as generalizacOes feitas pelas criancas com base na
semelhanca entre figuras parece ser adequada. Além disso, as criancgas, ao abrigo desta teoria,
desenvolvem fortes prot6tipos visuais e gradualmente adquirem conhecimento verbal

declarativo.

Por ultimo, Ponte e Serrazina, ao abrigo da teoria dos van Hiele, referem um ultimo
nivel de aprendizagem o nivel 5 — nivel de Rigor — nele os alunos estudam diversos sistemas

axiomaticos para a Geometria (Ponte e Serrazina, 2000).
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De acordo com Matos (1992) van Hiele propde que a passagem de um nivel para o
outro seja feita de forma natural, no entanto, tal implica a existéncia de um processo de ensino
— aprendizagem. Neste sentido, o professor deve escolher uma abordagem adequada ao nivel
dos seus alunos, e deve leva-los a percorrer uma sequéncia de fases de aprendizagem, para
que os alunos ndo cometam erros matematicamente incorretos e inconsistentes. Os alunos
devem construir e tomar consciéncia das componentes e das propriedades geométricas das
figuras. Este processo de aprendizagem, requere uma tomada de consciéncia e reflexdo por
parte das criancas. Ou seja, ao abrigo desta teoria os alunos devem percorrer de forma
sequencial as diversas fases de aprendizagem através de um programa de ensino
aprendizagem. A teoria dos van Hiele inclui ainda, um modelo de ensino que evolui em cinco
fases. Matos (1992), Ponte e Serrazina (2000) e Clements (2003), sugerem que na 12 fase
(informacdo) o professor apresenta aos alunos, o trabalho a realizar. Por exemplo, pode
mostrar tridngulos aos alunos e dizer que s&o triangulos. Depois de orientados os alunos sdo
guiados pelas atividades estabelecidas por si ou dadas pelo professor (orientacdo guiada).
Neste sentido, os alunos irdo estabelecer relacbes entre 0s objetos. A terceira fase
(explicitacdo) baseia-se nas discussdes que serdo tidas com toda a turma, na qual os alunos
expressam as suas opinides e o que descobriram por palavras suas. Essa discussdo permitird
que os alunos adquiram uma linguagem que exprime o que descobriram. Na quarta fase os
alunos realizam tarefas mais complexas onde os seus conhecimentos se poderdo ampliar
(Orientacdo livre). Finalmente, na quinta fase (Integracdo), os alunos poderdo tirar conclusdes
acerca do que aprenderam com a ajuda do professor. Deste modo, considero que os alunos
poderdo de forma progressiva adquirir novos conhecimentos que lhes irdo permitir progredir
nos niveis de aprendizagem. Contudo, o professor devera ter a preocupacdao de adequar as

atividades ao nivel de desenvolvimento dos seus alunos.

Para ser adequado, isto é, para ter em conta o nivel de pensamento dos alunos, o ensino da
Geometria no 1° ciclo deve ter como preocupacao ajuda-los a progredir do nivel visual para o

nivel de andlise (...) favorecendo o progresso na aprendizagem (Ponte e Serrazina, 2000,

pp.180-181) .

De acordo com as ideias apresentadas por Battista (2007) muitas pesquisas
posicionaram 0s niveis de van Hiele de acordo com diferentes niveis e periodos de
desenvolvimento. Diferentes tipos ou “ondas” de raciocinio dependem da competéncia de

cada estudante, que neste caso dependem do nivel de maturacéo e instrucdo de cada um.
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Lehrer e tal. (1998) argumentam que uma “mistura de niveis” ¢ tipico em alunos em
idade escolar, nivel escolar primario. Ou seja, as criancas facilmente dao saltos entre os niveis
de van Hiele, o que depende do seu raciocinio e do tipo de tarefa apresentada. Além disso,
segundo Clements e Battista (2007) o pensamento geométrico das criancas € acompanhado de
um conjunto de operagdes mentais, nomeadamente: comparagédo entre figuras; atribui¢éo de
caracteristicas de uma figura noutra; descoberta de um conjunto variado de atributos das
formas. Clements e Battista (2001) referidos por Battista (2007) consideram que 0s niveis de
van Hiele se desenvolvem simultaneamente, o que € similar a sobreposi¢ao das “ondas”. No
entanto, apesar desses niveis se poderem desenvolver em simultaneo, cada nivel tende a ser

ascendente e privilegiado na orientacdo das criangas na resolucao de problemas geométricos.

Battista (2007), referindo-se a Clements e Battista (2001), considera que 0s niveis de
van Hiele correspondem a periodos de tempo qualitativa e cognitivamente distintos, mas com
um dominio especifico. De acordo com diversos estudos empiricos, muitas pessoas exibem
comportamentos que indicam diferentes niveis de desenvolvimento. Muitas vezes, os alunos
apresentam diferentes niveis de desenvolvimento de acordo com as tarefas que sdo
apresentadas e propostas. Considero deste modo que estas ideias implicam que o professor
enriqueca a aprendizagem da geometria dos seus alunos, através do uso de materiais que vao

além do curriculo tradicional, baseado apenas no uso de papel, lapis e manuais escolares
Uma proposta alternativa a elaboracao original dos niveis de van Hiele

Battista (2007) propde uma alternativa a proposta original de van Hiele, que permita
que os alunos possam progredir das conceptualizacdes intuitivas e informais das formas
geométricas a 2 dimensdes, para conceptualizacbes mais formais. Esta nova elaboracdo
pretende expandir os niveis de van Hiele em dois espacos — o desenvolvimento das
propriedades baseado no pensamento, e o desenvolvimento de inferéncias sobre as

propriedades.

No nivel 1, o nivel de raciocinio holistico visual - os alunos identificam, descrevem e
raciocinam sobre as formas e outras configuragfes geométricas a partir da aparéncia visual,
do todo. Referem muitas vezes protétipos visuais, associando facilmente figuras semelhantes.
Por exemplo, referindo-se a um retdngulo os alunos podem dizer que se parece com uma

porta.
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No nivel 1.1. Pré-recognicéo — os alunos sdo incapazes de identificar muitas figuras comuns.

No nivel 1.2. Recognicéo — os alunos reconhecem vérias figuras comuns.

No nivel 2, o nivel de Raciocinio Analitico-componencial, os alunos tendem a conceptualizar
e especificar as figuras geométricas a partir da descricdo das partes da figura e as relacdes
entre elas. Existem dois grandes fatores que contribuem para o desenvolvimento do raciocinio
de nivel 2: por um lado a capacidade e inclinagc&o para contar as estruturas da figura através da
analise das suas partes e da forma como se relacionam entre si. Por outro lado, a capacidade
para entender e aplicar os conceitos geométricos formais na anélise das relacdes entre as

partes.

No nivel 2.1. Raciocinio visual-informal - os alunos procuram descrever as partes e as
propriedades que compdem a figura de forma informal. A descri¢cdo baseia-se apenas na
visualizacdo. Por exemplo: contagem do nimero de lados. Neste nivel, os alunos recorrem a

uma linguagem informal e apreendida nas suas experiéncias do dia-a-dia.

No nivel 2.2. Raciocinio - assim que os alunos comegam a adquirir conceptualizacbes formais
que lhes permitem “ ver “ e descrever as relagdes entre as partes, 0S alunos usam a
combinacdo entre descri¢cGes formais e informais. Nas descri¢c@es formais os alunos utilizam
uma geometria standard e termos explicitos presentes curriculo. No entanto, essas descrigdes
sdo insuficientes para completar figuras especificas. O raciocinio dos alunos continua a ser
visual, baseado nas descrigdes das propriedades das figuras, bem como as conceptualiza¢des

parecem ocorrer esporadicamente.

No nivel 2.3. Raciocinio suficiente formal, baseado nas propriedades das figuras - Os alunos
utilizam conceitos geométricos formais explicitos exclusivos para descrever as figuras.
Utilizam um conjunto de propriedades que permitem especificar as figuras. No entanto, 0s
alunos nédo sdo ainda capazes de interrelacionar propriedades ou compreender que algumas
propriedades implicam outras. Este sub nivel implica a utilizacdo de conceitos formais tais
como, lados, altura, angulos e medida. A utilizacdo destes conceitos aumentam o nivel de

abstracao do aluno, o que lhe permite formular conceptualizac@es relacionais.

No nivel 3, o nivel do Raciocinio relacional — inferencial baseado nas propriedades - Os
alunos inter-relacinam e fazem inferéncias sobre as propriedades geometricas das figuras. Por

exemplo, se determinada figura tem a propriedade x por exemplo, também teré a propriedade
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y. No entanto, o recurso a estas inter-relacfes inicia-se através das associagdes empiricas, que
irdo progredir para uma anélise componencial - uma propriedade implica outra. Este tipo de
inferéncia permite iniciar uma conceptualizacdo que sugere uma classificacdo hierarquica das

figuras.
No nivel 3.1. — Relagdes empiricas — 0s alunos utilizam as evidéncias para tirar conclusdes.

No nivel 3.2. — Analise componencial — através da analise da construcdo das figuras, os
alunos concluem que quando uma propriedade ocorre, outra tem de ocorrer necessariamente.
Os alunos conduzem esta andlise através de desenhos ou da imaginacdo da construcdo das

figuras peca a peca.

No nivel 3.3. — Inferéncia logica — os alunos fazem inferéncias ldgicas sobre as propriedades.
Eles operam mentalmente nas propriedades e ndo nas imagens. Tais inferéncias implicam, que
os alunos recorram as classificagdes hierarquicas. Os raciocinios dos alunos sdo “localmente
logicos” e as suas dedugdes logicas sdo assumidas como verdadeiras. Os alunos neste nivel

utilizam a l6gica, mas ndo questionam o ponto de partida da sua analise.

No niveis 3.4. - Classificacdo hierarquicos das figuras baseada nas inferéncias légicas — os
alunos utilizam argumentos légicos que justificam as classificagcGes hierarquicas. Os alunos
recorrem a logica para estabelecer conclusGes que lhes permitem construir conhecimento
novo. O novo conhecimento vai deste modo permitir a criacdo de verdadeiras deducdes

I6gicas.

No nivel 4, nivel das provas formas dedutivas - Os alunos sdo capazes de compreender e
construir provas geométricas formais. Tal, faz parte de um sistema axiomatico, os alunos
podem produzir uma sequéncia de declaragbes que justificam as conclusGes. Reconhecem

diferentes conjuntos de termos indefinidos, definicdes, axiomas e teoremas.
Criticas aos niveis de van Hiele

Uma das varias criticas a teoria de van Hiele tem que ver com a progressdo entre
niveis. O progresso dos alunos ndo parece realizar-se através de saltos de um nivel para o

outro, mas antes atraves de pequenos passos.
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Battista (2007), referindo-se a Clements e Battista (2001) e Lether et al. (1998),
considera que a maior parte dos niveis podem ser desenvolvidos ao mesmo tempo, mas 0s
diferentes tipos raciocinio comecam a ser dominados durante a aprendizagem e o0

desenvolvimento.

De acordo com o estudo de Matos (1992) a teoria dos van Hielle apoia-se na teoria de
Gestalt, colocando de parte a perspetiva psicoldgica da autonomia. Ao mesmo tempo, deixa
também de fora muitas areas cruciais da aprendizagem da geometria, nomeadamente a
visualizacdo, orientacdo espacial e representacdo de objetos bi-dimensionais e tri-
dimensionais. No seu essencial, a teoria dos van Hielle baseia-se na aprendizagem da
geometria através da deducdo. A parte das questdes da autonomia, esta teoria também n&o tem
em conta as diferencas individuais dos alunos, considerando-os apenas como grupo
homogéneo. Ao mesmo tempo, a teoria dos van Hielle valoriza o papel do professor,
considerando-o como principal detentor do saber. Tal, torna bastante limitado a
implementacdo de um trabalho que permita que os alunos possam ser mais autonomos. O
professor, ao abrigo desta teoria, torna-se o centro de todo o processo de aprendizagem,
adquirindo o papel de “enculturador dos alunos na cultura matemaética aceite para a sala de
aula” (Matos, 1992, p.103). Deste modo, nao sera tido em conta o conhecimento matematico
que os alunos ja possuem. O mesmo autor Matos (1992), referindo-se a Vinher &
Hershkowitz (1983) e Wilson (1986), considera que esta teoria é contraditoria pois apesar do
referido, os alunos parecem conseguir construir conceitos matematicos ndo convencionais.
Por outro lado, esta teoria apesar das limitagdes referidas continua a superar os paradigmas de
outras teorias relacionadas com a aprendizagem em geometria, como é o caso das teorias de

Piaget, Bruner ou os behavoristas.
Problemas relacionados com a classificacéo das figuras

Na teoria de van Hielle, de acordo com Matos (1992), as questdes relacionadas com a
classificacdo de quadrilateros vao de encontro a nogcdo comum. Ou seja, no final do primeiro
nivel os alunos serdo capazes de identificar quadrados, retangulos, losangos e outras figuras.
No final do segundo nivel, os alunos serdo capazes de enumerar algumas propriedades das
figuras. Deste modo, s6 no final do terceiro nivel € que os alunos estardo preparados para

assumir a classificacdo hierarquica e aceitam considerar que o quadrado é um caso especial do
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retangulos. Nesta teoria é considerado que num terceiro nivel os alunos ja compreendem as

conexdes entre as diversas propriedades, aceitando as consequéncias de uma definicéo.

Matos (1992) refere a investigagdo realizada por Villiers e Njisane (1987) que fez
referéncia a inclusdo de classes ao abrigo da teoria da hierarquia dos niveis. Eles referem oito
categorias de pensamento geométrico, nomeadamente reconhecimento e representacdo de
figuras, reconhecimento visual de propriedades, uso e compreensdo de terminologia,
descricdo verbal de propriedades, dedugdo com um passo, deducdo mais longa, classificagdo
hierérquica e, por altimo, leitura e interpretacdo de definicbes. Em relacdo a ultima categoria,
esta parece ndo estar de acordo com as restantes, uma vez que se relaciona mais com as
capacidades linguisticas ao invés das geométricas. As restantes categorias relacionam-se entre
si num sistema hierarquico, no qual a primeira (reconhecimento e representacdo de figuras) é
a mais facil e a ultima (classificacdo hierarquica) é a mais dificil, mesmo em relagdo as
deducdes com varios passos. Tal dificuldade, como refere 0 mesmo autor, tem sido alvo de
investigacOes por parte de diversos autores, pelo que alguns (Fuys, Geddes e Tischler, 1985)
consideram que a dificuldade pode estar relacionada com dificuldades anteriores, ao passo
que Bruger (1985) refere os manuais e as praticas de ensino. Contudo, a classificacdo
hierarquica de figuras ao nivel da matematica escolar, é apenas um dos tipos, pois no universo
da matematica, ndo existe uniformidade a este nivel. No entanto, no estudo realizado por
Matos (1992) acerca das representacdes mentais, conclui-se que comegamos por categorizar
no nivel bésico, o que pode estar associado ao nivel 1 de van Hiele, onde a categorizacdo é
feita de forma global, adquirindo as criangas um determinado nome que mais tarde podera ser
diferenciado em categorias. A nivel escolar, as criangas aprendem um determinado nome, que
por sua vez sera associado a uma determinada categoria de nivel basico, dentro dos
quadrados, tridngulos, circulos. Mais tarde estas categorias de nivel basico serdo separadas em
duas categorias correspondentes as formas bi e tri — dimensionais. No entanto, esta questdo
nem sempre é compreendida pelas criangas, pois como refere Matos (1992) “ (...) muitas
criangas experienciam apenas representacdes de sélidos geométricos no livro de texto, outras
experienciam quadrados e tridngulos como prismas achatados “ (p. 108). Os niveis de van
Hiele descrevem a progressao do pensamento que faz parte do pensamento matematico.
Poderemos pensar nos niveis e ao mesmo tempo nos métodos cientificos através de 4 fases —
percecdo (categorias e raciocinio informal e formal); conceptualizacdo (explicitacdo dos

conceitos e andlises); organizacdo (resulta na organizacdo conceptual) e axiomatizagédo
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(resulta nos tratamentos légico formais). Neste sentido, ao abarcar estas quatro fases, 0s
alunos, educandos matematicos, poderdo progredir de um raciocinio informal, para um

raciocinio cientifico formal.

3.4. Taxonomia SOLO

Tal como vimos anteriormente a teoria dos van Hiele foi para muito investigadores o
centro da sua investigacdo, no entanto, outros consideram que esta teoria se torna insuficiente
e apresentam uma alternativa. De acordo com diversos autores (por exemplo Clements
(2003), Battista (2007), Ceia, Filipe e Santos (2011), Pedro (1999)) é possivel avaliar o
desempenho de um determinado aluno durante a realizacdo de uma tarefa especifica sem que
seja feita qualquer tipo de inferéncia acerca da sua estrutura cognitiva (Biggs e Collis, 1982).
O desempenho de um individuo vai evoluindo de forma hierarquica de acordo com a
complexidade das respostas dadas a determinadas tarefas. Deste modo, esta hierarquia dar-
nos-a a informacédo do nivel de aprendizagem de um aluno numa determinada tarefa (Biggs e
Collis, 1991 in Pedro, 1999).

Tal pressuposto implica que, de um ponto de vista prético, passaremos a atribuir uma categoria a
resposta que um individuo é capaz de produzir no desempenho de certa tarefa, avaliando unicamente o
seu desempenho (Estrutura dos produtos de aprendizagem observados — SOLQ), em vez de pretender
avaliar a estrutura cognitiva desse individuo (Estrutura Cognitiva Hipotética — HCS) (Biggs e Collis,
1982 in Ceia, 2002, p. 242).

Assim, é possivel atribuir ao aluno uma categoria de acordo com as respostas dadas,
analisando apenas o seu desempenho. Ou melhor, a estrutura dos produtos de aprendizagem
observados, avalia 0 desempenho dos alunos num determinado momento independentemente
da estrutura cognitiva dos mesmos (Ceia, Filipe e Santos, 2011). Deste modo, seréa possivel
que o desempenho de um individuo possa ser diferente em circunstancias distintas. No
entanto, de acordo com Biggs e Collis, referidos pelos autores citados, o nivel de maturacao
dos individuos podera influenciar a qualidade das respostas dadas, pelo que sera possivel
estabelecer a ponte entre os estadios de desenvolvimento de Piaget — Sensdrio-motor, pré-
operacional, concreto operacional e formal - com a qualidade da aprendizagem, ou seja, 0s

niveis Solo - pré- estrutural, uni-estrutural, multi-estrutural, relacional e abstrato.

26



Segundo Ceia (2002) e Ceia, Filipe e Santos (2011) a taxonomia SOLO desenvolve-se
nos cinco niveis ja referidos, sendo definido para cada um dos niveis trés tipos de
caracteristicas que vao permitir discriminar as diferentes categorias de resposta ou producoes
que lhes correspondem: as capacidades, o tipo de estrutura de resposta e consciéncia e
capacidade de elaborar conclusdes. No nivel pré-estrutural ndo existe uma relagdo entre as
questbes e as respostas, sendo que a obtencdo de uma conclusdo serd tida de forma muito
rapida e sem que o sujeito tenha consciéncia da mesma. No nivel uni-estrutural a resposta
dada ird apenas abranger um aspeto relevante. As conclusdes obtidas podem estar corretas, no
entanto, ndo sdo coerentes entre si. No nivel multi-estrutural a resposta pode abranger varios
aspetos relevantes, mas sem qualquer relacdo légica entre eles, pelo que pode apresentar
inconsisténcias. No nivel relacional a resposta demonstra a capacidade do individuo em
estabelecer inter relagdes entre muitos aspetos, existindo como tal, uma coeréncia global. O
nivel abstrato serd atingido quando um individuo for capaz de estabelecer uma estratégia para
obter determinados resultados, tendo para tal uma consciéncia global das conclusdes obtidas.
“Na perspetiva de Biggs e Collis aprender significativamente quer dizer dar significado ao
conhecimento existente, envolvendo o sujeito que aprende em duas tarefas: conhecer factos,

capacidades, conceitos ou estratégias de resolucdo de problemas (1982 in Ceia, 2002).
3.5.  Niveis de van Hiele e Taxonomia SOLO

De acordo com Pegg e Davey (1998) in Clements (2003) outros investigadores
apresentaram uma proposta alternativa a teoria dos van Hiele. Uma sintese dos modelos de
van Hiele e taxonomia Solo enfatizam que inicialmente os alunos tém a capacidade de
identificar um aspeto ou caracteristica de uma figura. No entanto, os alunos conseguem pensar
em mais do que um aspeto ou caracteristica, mas de forma independente. S6 mais tarde, serdo

capazes de relacionar essas caracteristicas.

Pegg and Davey (1998) in Battista (2007) integraram a teoria dos van Hiele com a
teoria SOLO de Biggs e Collis. Na sintese das duas teorias Pegg e Davey discutem trés modos
de pensamento. Modo iconico que corresponde a forma como os alunos operam perante
imagens mentais de objetos com os quais eles contataram. Modo concreto-simbdlico, no qual
os alunos estabelecem relagdo entre os conceitos e as operacOes para escrever simbolos, desde
gue 0s contextos se insiram nas suas experiéncias pessoais. Modo formal, onde os alunos

deixam de estar restritos as referéncias concretas e podem sistematicamente considerar
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principios e teorias. Comecam a ser capazes de apresentar provas formais. Estes modos
diferem entre si pela progressdo de diferentes niveis de complexidade, neste caso uma
progressdao que em cada caso implica, pelo menos, atingir dois ciclos da taxonomia SOLO:
Nivel uniestrutural (U) no qual os alunos se focam em apenas um aspeto ou situacdo. Nivel
multiestrutural (M) no qual os alunos se focam num ou mais aspetos da situacdo. Nivel
relacional (R) onde os alunos inter-relacionam entre si muitos aspetos. De acordo com Pegg e
outros autores (1998) in Battista (2007) a correspondéncia entre os niveis de van Hiele e
SOLO podera processar-se do modo como esta presente na tabela seguinte que decidi elaborar

de forma a facilitar a conexdo entre as duas teorias.

van Hiele SOLO
Nivel 0 — pré-recognicao Modo iconico — primeiro ciclo UMR (U1, M1,
R1)
Nivel 1 — Visual Modo iconico — segundo ciclo UMR (U2, M2,
R2)

U2 — o processo de imaginacao ocorre apenas
sobre um aspeto.

M2 — alguns aspetos interrelacionados sobre a
situacdo sao considerados.

R2- o individuo tem total controlo sobre o
processo imaginativo e esta apto a identificar
diversas formas.

Modo concreto - simbolico — no primeiro UMR — nivel de transicédo

Nivel 2 — Anélise Modo concreto simbdlico — Segundo ciclo
UMR .

U2 — focagem numa Unica propriedade.

M2- focagem em diversas propriedades.

Nivel 3 Modo concreto - simbdlico — in the R2

Nivel 4 Modo formal - os estudantes acedem a este
nivel quando tiverem completado os dois ciclos
UMR.

Quadro 1 — Correspondéncia entre os niveis de van Hiele e Taxonomia SOLO de Biggs e Collis, baseado em Battista, 2007
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A correspondéncia entre a teoria van Hiele e a taxonomia SOLO podera ser diferente,
depende da fonte e das referéncias que se tém em conta (Battista, 2007). No entanto,
considera-se que cada individuo ao entrar num determinado modo de funcionamento iniciara
0 seu desempenho no nivel uni-estrutural e & medida que as respostas vdo evoluindo ira
atingir niveis mais complexos. Quando atingir o nivel abstrato ird passar a funcionar no modo

imediatamente a seguir (Ceia, Filipe e Santos, 2011).

3.6. O recurso a materiais manipulaveis — do concreto para o abstrato.

As criangas convivem com a matematica no seu dia-a-dia, e desde cedo manipulam
objetos concretos e realizam jogos matematicos, sem que ainda tenham iniciado a
escolaridade. E essencial levar a crianca a percorrer um caminho entre o concreto e o abstrato.
“A nog¢ao de “concreto” relacionada com a utilizacdo de materiais manipulaveis em
sequéncias pedagogicas que procuram percorrer o caminho entre o “concreto € o abstrato”,
em educacdo, estd intimamente relacionada com as teorias e pesquisas em educacao

matematica (Clements, 1999).

Segundo o mesmo autor, 0s alunos que utilizam materiais manipulaveis na sala de aula
apresentam melhores resultados e melhor capacidade de resolucdo de problemas, do que 0s
alunos que ndo os utilizam. As atitudes dos alunos em relacdo a matematica sdo melhoradas
quando o ensino se baseia no uso de materiais concretos, e a0 mesmo tempo, mais facilmente
os alunos atribuem significado a sua atividade matematica. No entanto, para que tal aconteca,
0s materiais manipulaveis ndo devem ser utilizados pelos alunos sozinhos, mas sempre com a

supervisdo de professores que dominem o conhecimento acerca da utilizagdo dos mesmos.

Partilhando das ideias de Pastells (2004) considero que o material manipulavel devera ser
utilizado sempre que os alunos dele necessitem. Principalmente nas etapas de
elementar/priméria (6-12 anos) e na fase da educacédo infantil (0-6 anos). Ao introduzir um
novo conteddo matematico, seria ideal que o processo de ensino-aprendizagem incluisse a
manipulacdo de diferentes materiais, j& que um ensino diversificado, rico em recursos e
estratégias diversificadas poderd conduzir a aprendizagens significativas e ao aumento da

consciéncia sobre elas.

29



Contudo, apesar de considerarmos que a crianga tem de iniciar 0 seu processo de
aprendizagem através da manipulagdo e do concreto, ndo podemos cair no erro do excesso de
trabalho com materiais concretos, nem permitir que as criangas “olhem” para eles como
meros instrumentos ladicos. Tal como referem Matos e Serrazina (1988) é preciso levar os
alunos & matematizacdo e ela serd conseguida através da manipulacdo de materiais, mas
apesar de poder ter um caracter mais ludico, o objetivo é fomentar o desenvolvimento do
pensamento abstrato. A formacdo dos conceitos pertence a esséncia da aprendizagem da
matematica e ela tem de ser fundamentalmente baseada na experiéncia, ou seja na
aprendizagem concreta, na aprendizagem sensorial, s6 deste modo a crianca poderd conhecer

0 espago que a rodeia.

O ensino deve iniciar-se no concreto, recorrendo a materiais manipulaveis que devem
ser utilizados antes do ensino formal. Contudo, e tal como refere Clements (1999) o sucesso
dos materiais manipulaveis so sera alcancado se forem utilizados pelos alunos num contexto
educacional, no qual sdo propostas tarefas que os “obriguem” a pensar e a refletir sobre os
conteldos matematicos trabalhados. Ao utilizar material concerto, os alunos irdo mais
facilmente atribuir significados & sua atividade mateméatica, mas ¢é fundamental que
posteriormente, com o auxilio do professor, possam refletir sobre as suas acGes com 0s
materiais. Deste modo, os alunos poderdo de forma real e progressiva comecar a construir as

suas proprias ideias matematicas.

Ou seja, a introducdo de conceitos matematicos, através do uso de materiais
manipuldveis permite que a Matemaética se torne real e que as ideias abstratas tomem um
sentido, conseguido na experiéncia com objetos reais. Ao utilizar materiais manipulaveis os
alunos tém necessariamente de recorrer ao uso dos seus sentidos, o que favorece a sua
aprendizagem. “Aprender torna-se assim num processo ativo de construgdo do conhecimento,
com significado (Almiro, 2004 in Vale, 1999, p. 7).

Ainda de acordo com a opinido de Clements (1999), existem dois tipos de
conhecimento concreto: Conhecimento Concreto — Sensorial e Conhecimento Concreto —
Integrado. O primeiro diz respeito ao conhecimento que noés utilizamos quando temos
necessidade de usar o material sensorial para dar sentido a uma ideia. Por exemplo, quando
iniciam a escolaridade € importante que os alunos tenham materiais e coisas reais com 0s

quais possam aprender a contar. O segundo refere-se aos conceitos “concretos” de mais alto
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nivel, uma vez que estabelecem a conexdo entre diversos conhecimentos. Os alunos que tém a
capacidade de interligar estes conhecimentos, os objetos fisicos e as acdes que temos sobre
eles, e abstracbes fazem parte de uma estrutura mental forte. O que torna as ideias
matematicas num conhecimento concreto-integrado, ndo sdo as suas carateristicas fisicas.
Alias, de acordo com Piaget, o conhecimento fisico é diferente do conhecimento l6gico-
matematico. O que da sentido a este tipo de conhecimento concreto — integrado é a

interligacdo que se estabelece entre as ideias existentes e as situacoes.

Os bons materiais manipulaveis sdo aqueles que ajudam os alunos a construir e a
fortalecer conexdes entre as varias representacdes de ideias matematicas. Em Matematica, a
Geometria é por si s6, um campo propicio ao uso de materiais manipulaveis que auxiliardo os
alunos na compreensao dos problemas e conceitos abordados, que sdo mutas vezes abstratos e
dificeis de compreender no vazio. “ (...) o contacto e manipulagdo das figuras (...) facilitando
a passagem do concreto para o abstrato, podem contribuir para que o aluno construa

conhecimento matematico mais sélido e duradouro” (Almiro, 2004, p. 8).

Em suma, podemos dizer que todos os alunos, especialmente 0os mais novos tém, bastante
curiosidade pelas ideias geométricas e conseguem compreender muitas relagcdes (quando
apresentadas informalmente) que sdo dificeis de compreender formalmente. Para que 0s
alunos se apropriem dos novos conceitos, ndo podem s participar em atividades concretas,
mas é preciso que reflitam sobre as suas acGes. Neste sentido, 0 recurso aos materiais
manipulaveis é um ponto de partida ou mesmo um suporte para muitas tarefas escolares. Tal
significa que, ndo é pelo facto de os alunos memorizarem nomes de figuras e solidos
geométricos ou enunciados de propriedades e teoremas que vao aprender a raciocinar e

argumentar logicamente (Abrantes, Oliveira e Serrazina, 1999).

Por outro lado, ndo nos podemos esquecer que os alunos quando chegam a escola ja
trazem consigo muitos conhecimentos e nomeadamente conhecimentos geométricos e
espaciais. Neste sentido, as atividades de investigacdo em geometria vao levar os alunos a
ampliar os conhecimentos que trazem para a escola, através de investigacOes, exploracoes,

discussdes na sala de aula acerca das formas e estruturas geométricas.
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4. Papel do professor

Sendo a atividade o elemento fulcral para a compreenséo de que processos e produtos séo
utilizados pelos alunos no decorrer de uma proposta de trabalho, é fundamental
compreendermos que o professor tem um papel essencial no sucesso da aprendizagem dos
seus alunos. Segundo Bishop e Goffree (1986) “ (...) o professor desempenha o papel de
criador, iniciador, estimulador, controlador e gestor da referida actividade (p. 10)”. Ao
professor cabe a tarefa de motivar os seus alunos para a aprendizagem estimulando o seu
interesse pelas atividades que Ihes séo apresentadas. No entanto, este tipo de trabalho implica
da parte do professor um maior conhecimento, esforco e dedicacdo, a0 mesmo tempo que
implica que este dé espaco aos seus alunos para descobrirem e explorarem, deixando de ser o
centro da atividade matematica na sala de aula. O professor deve procurar apoiar 0S Seus
alunos, leva-los a pensar, questiona-los, tronando-os ativos constantemente. No decorrer de
atividades de investigacédo o professor tem um papel muito importante, deve procurar entender
os alunos, deixar que a sua atividade se desenrole de forma natural e fluida, encorajar os
alunos a manterem a sua atividade e acima de tudo, procurar ndo dar de imediato as respostas,
mas pelo contrario, questionar os alunos novamente. A ideia é a de que “ O aluno nio é um
aprendente passivo que absorve exposicdes, antes € um participante ativo no processo de
partilha (...)” idem (p. 27).

De acordo com Ponte, Oliveira, Brunheira, Varanda e Ferreira (1999) em Portugal o
Programa do Ensino Bésico abrange as atividades do tipo investigativo, as quais devem
envolver a exploracdo, pesquisa e até a elaboracdo de conjeturas por parte dos alunos. Neste
sentido, o professor tem um papel fulcral no arranque, no desenvolvimento e, na fase final da
atividade. No inicio da atividade, o professor deve procurar que 0s seus alunos assumam e se
envolvam na tarefa proposta. No decorrer da atividade é essencial, que o professor verifique
se 0s alunos estdo a conseguir realizar a tarefa e a0 mesmo tempo deve dialogar com eles,
levando-os a testar e justificar determinadas conjecturas. No final da atividade o professor
devera levar os seus alunos a apresentar as suas conclusdes de forma a verificar se todos
atingiram os mesmos resultados. E pois necessario que o professor no decorrer de todo este
processo, mantenha com o0s seus alunos um permanente didlogo, favoravel a um bom
ambiente, um ambiente onde seja possivel partilhar e discutir todos os resultados. Considero

gue um ambiente rico é favoravel ndo sé a uma aprendizagem matematica significativa, mas
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também ao desenvolvimento de conteldos matematicos da aprendizagem em geral. O
professor deve permitir que sejam apresentados os resultados obtidos pelos alunos, e, ao
mesmo tempo estimular os alunos a questionarem-se mutuamente. Neste sentido, cabe ao
professor dar liberdade aos alunos para entre pares, discutirem as suas ideias, permitindo que
“(...) ganhem um entendimento mais rico do que significa investigar, e por outro lado
desenvolvam a capacidade de comunicar matematicamente e de refletir sobre o seu trabalho.
(Ponte, Brocardo, Oliveira, 2003, p. 41). Neste processo de interacdo, € fundamental que o
professor tenha a0 mesmo tempo a preocupacdo de orientar os alunos na utilizacdo de uma

linguagem matematica, progressivamente mais alargada e cientificamente correta.

No quadro de referéncia apresentado, apesar do conhecimento matematico estar
centrado na atividade e aprendizagem do aluno, tal ndo exclui no entanto, o papel
determinante do professor na condugdo e gestdo da aula. Apesar de se considerar que o
professor tem o papel de “facilitador”, ndo o podemos considerar de forma errada, mas antes
entender que os alunos é que estdo a aprender e que ao professor cabe a tarefa de criar as

condicbes mais favoraveis para que isso aconteca (Abrantes, Serrazina e Oliveira, 1999).

Por outro lado, e partilhando da opinido de Ponte, Oliveira, Brunheira, Ferreira e
Varandas (1999), a atividade profissional de professor envolve as suas experiéncias do dia-a-
dia, o que implica a capacidade de resolucdo de problemas e tomada de decisdes. O professor
devera ser capaz de o fazer, também, em situacdo de sala de aula, em interacdo com 0s seus
alunos. Nas aulas de tipo investigativo, a interacdo entre professor e aluno deve ser constante
e as situacOes imprevistas testam a autoconfianca e a capacidade de improvisacdo do

professor, perante situacdes novas.

Segundo Fonseca, Brunheira e Ponte (1999), para que as aulas de investigacéo
constituam um momento de aprendizagem significativa para os seus alunos, o professor deve
investir na preparacdo dessas aulas de forma cuidada e refletida, principalmente por exigirem
uma maior complexidade e terem um maior caracter de imprevisibilidade. O professor devera
procurar ter uma “(...) atitude (...) também ela de carater investigativo e uma reflexdo sobre

0s objectivos que se pretendem atingir com a realizacdo de atividades de investigacdo” (p.10).

Para além disto, a preparacdo de uma aula de investigacdo é algo bastante exigente

para o professor. Este devera pensar e construir a(s) tarefa(s) potencialmente rica(s) de forma
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a que se desencadeie uma investigacdo por parte do alunos. Deste modo, o professor deve
refletir muito bem, sobre a estrutura da aula e de como vai organizar o trabalho dos alunos, se
de forma individual, se em pequeno grupo ou grupo turma. Por ultimo, o professor deve
preocupar-se com a organizacao criteriosa de todos os momentos de trabalho. Contudo, apesar
de toda a preocupacao e da elaboracdo de uma agenda, esta serd apenas um plano e numa aula
de investigacdo, o plano tem de ser dindmico e permitir a0 mesmo tempo, ao professor
“deixar certas coisas para fazer ou resolver, introduzir a¢bes ou tarefas inicialmente ndo

previstas” (Ponte, Oliveira, Brunheira, Ferreira e Varanda, 1999, p. 6).

Posto isto e partilhando das ideias de Mendes (1997) o professor deve ser: “ (a) 0
administrador, incumbido de preparar as propostas de atividades; (b) o gestor, discreto,
estabelecendo a sequéncia das tarefas dentro do tema, problema a resolver, assunto a tratar,
projeto a efetuar ou situagdo a investigar; (c) o apresentador, expondo tépicos de temas,
conceitos, clarificando ideias ainda no ar (...); (d) 0 guia, emitindo opinides e pistas sobre o
caminho a seguir (...); (¢) 0 companheiro, trabalhando num assunto ou discutindo uma
situacdo, lado a lado com os alunos na sala de aula e (f) o socorrista-salvador, oferecendo ou
dispondo sempre de informacgao e/ou outros recursos para que a ajuda quando solicitada possa

Ser oportuna e convincente.
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Capitulo 111

METODOLOGIA

1. Opcoes Metodoldgicas

Sendo o objetivo primordial deste estudo a analise da atividade matematica dos alunos
inerente a atividades de investigacdo e exploragdo em geometria, nos primeiros anos de
escolaridade, elaborei um conjunto de tarefas que fizeram parte de um estudo piloto e de uma
experiéncia de ensino - aprendizagem, na qual, os alunos puderam desenvolver a sua atividade

matematica com o meu apoio, assumindo os papeis de professora e de investigadora.
1.1 Abordagem Qualitativa

Dado que a investigacdo qualitativa considera como fonte principal dos dados o
ambiente natural, onde o investigador é o instrumento principal (Bogdan e Biklen, 1994),
neste estudo procurei analisar a atividade dos alunos no seu ambiente natural, a sala de aula,
onde como investigadora, tive uma participacdo ativa em todo o processo de forma a poder
compreender 0s acontecimentos a partir de uma perspetiva interna, tal como a de um
participante (Hérbert, Goyette & Boutin, 1990).

Considerando que a escola é o ambiente natural das criancas, é essencial que a
investigagdo decorra nesse mesmo ambiente, inserindo-se naturalmente na pratica diéria dos
alunos. Neste sentido, os dados foram recolhidos e analisados tendo em conta 0s pormenores
descritivos relativamente a pessoas, locais e conversas, ou seja este estudo, € nesse sentido, tal
como refere Bogdan e Biklen (1994) uma investigacao qualitativa de cariz interpretativo. Ao
analisar o ambiente natural dos alunos, pretendi interpretar e descrever 0s
acontecimentos/dados, procurando inter relaciona-los, de modo a ser possivel construir um
quadro de andlise que foi ganhando forma a medida que os dados da investigacdo foram
emergindo. Deste modo, foi necessario incluir na analise dos dados os resultados escritos da
investigacdo, neste caso, citagdes que pretendem ilustrar as situacdes ocorridas de forma
minuciosa e pormenorizada. Como referem Bogdan e Biklen “A descricdo funciona bem

como método de recolha dos dados, quando se pretende que nenhum detalhe escape ao
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escrutinio”(p.49). Por outro lado, sendo esta investigagdo uma experiéncia de ensino-
aprendizagem, dei maior relevo, aos processos em detrimento dos resultados obtidos. Esta
investigacdo resulta neste sentido na emergéncia natural dos dados que serdo inter-
relacionados permitindo assim, a construcdo de um quadro de andlise que se ird
complementando ao longo da investigagdo. E o que Glaser e Strauss (1967) designam de
“teoria fundamentada” (cit. Bogdan e Biklen, 1994). Além disso, 0 processo de analise como
Bogdan e Biklen (1994) referem vai-se estreitando, o que permite ao investigador qualitativo
planear utilizar parte do estudo para perceber quais as questdes mais importantes. De igual
modo, tendo em conta que este estudo pretende analisar a atividade matematica dos alunos no
decorrer da sua acdo em atividades de investigagdo em geometria, foi tido como objetivo o
permanente dialogo entre mim e os alunos, existindo um questionamento, de forma a ser
possivel, compreender e analisar 0 que estes experimentaram e 0 modo como interpretaram as

suas experiéncias (Psathas, 1973 cit. Bogdan e Biklen, 1994).

Sintetizando, e de acordo com Ludke e André (1986), uma investigacdo qualitativa
possui cinco caracteristicas basicas, nomeadamente: a existéncia de um ambiente natural, no
qual se recolhem diretamente os dados e o investigador é o instrumento principal; os dados
recolhidos devem permitir fazer uma descricdo da situacdo analisada; deve ser dada primazia
a andlise dos processos em detrimento dos resultados; o significado dado as coisas e situacdes
pelos intervenientes é de estrema importancia; e finalmente, a analise dos dados deve seguir o

caminho do processo indutivo.

2. Participantes

Os participantes sdo os alunos de uma turma do 2° ano de escolaridade, lecionada por mim
que tive aqui um duplo papel — professora e investigadora. A turma é formada por 8 alunos,
sendo 2 rapazes e 6 raparigas. As idades dos alunos variam entre 0s Seis e 0S setes anos e
frequentam o 2° ano de escolaridade, todos pela primeira vez. A turma pertence a uma
instituicdo privada a qual, devido a atual conjuntura econémica, tem vindo a perder alguns

dos seus alunos, por este motivo esta € uma turma com um numero reduzido de alunos.

Os alunos demonstram muito interesse pela area de Matematica, destacando-se o seu

gosto em atividades de geometria. No entanto, apesar de estarem habituados a resolver
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problemas matematicos, nunca foram envolvidos em nenhuma atividade de investigacao,

como tal é algo novo para os participantes.

Os alunos estdo organizados em grupos de trabalho de quatro alunos cada, e estdo
habituados a discutir as suas ideias e a trabalhar em grupo. Os alunos ja foram meus no ano

letivo anterior.
3. Recolha de Dados

Tendo em conta que este estudo é de natureza qualitativa elaborei uma experiéncia de
ensino sendo a recolha dos dados realizada em situacdo de sala de aula. Esta foi realizada
entre Outubro e Abril de 2012. Realizei, no entanto, primeiro aquilo que designei de Estudo
Piloto acerca das figuras geométricas, no primeiro trimestre do ano letivo 2011/2012. As

técnicas de recolha dos dados privilegiadas foram:

a) Observacdo participante — relato escrito da observacdo das aulas, a partir das

gravacdes video;

b) Gravac0es video das sessdes de trabalho com os alunos — gravacéo das aulas em que
se realizaram as tarefas. A camara estava fixa num tripé, num ponto estratégico da sala

de aula;

c) Anaélise documental dos produtos escritos dos alunos — documentos produzidos pelos
alunos, como as folhas de papel ponteado onde foi efetuado o registo das figuras

desenhadas pelos alunos no geoplano.

Sendo eu a investigadora, e professora da turma, os alunos ja estavam familiarizados
comigo, o que facilitou o desenvolvimento da modalidade de trabalho referida. Assumi o
papel de observadora participante. De acordo com Hebert, Goyette & Boutin (1990), e
considerando os postulados epistemoldgicos do paradigma interpretativo, na qualidade de
investigadora participante, tive a oportunidade de compreender o mundo social dos meus
alunos, partindo do seu interior, interagindo com eles no decorrer do processo, pois “A
experiéncia direta ¢ o melhor teste de verificagdo de um determinado assunto” (Ludke e
André, 1986, p. 45). Tal como referem os autores, essa € a melhor técnica de recolha de dados
quando outras ndo estdo disponiveis. Ao privilegiar a observacdo participante foi possivel

compreender ao pormenor 0s processos em que os alunos se envolveram na resolugéo das
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tarefas propostas e a0 mesmo tempo as questdes com que se depararam. Por outro lado, a
observacdo participante permitiu conhecer globalmente os processos, as dindmicas e as

perspetivas dos participantes envolvidos (Ponte, 1994)

Tomando como a op¢do metodologica a analise de um estudo de caso qualitativo,
nomeadamente um estudo de caso em Educacdo Matematica, considero que ao optar pela
particularizacdo/observagdo pormenorizada de um caso, este sera essencialmente um estudo
de caso de observacdo. (Bogdan e Biklen, 19994) Ou seja, tendo em conta que esta
investigacdo dependeu do desenvolvimento de uma experiéncia de ensino, foi oportuno
observar a interacdo e comportamento dos alunos no decorrer das atividades de investigacédo

em geometria, dentro de um local especifico, a sala de aula.
3.1. Estudo Piloto

Tal como referido anteriormente a Experiéncia de Ensino foi precedida de um Estudo
prévio (que designei de Estudo Piloto), no qual propus aos alunos um conjunto de tarefas que
pretendiam levé-los a alargar os seus conhecimentos acerca das figuras geométricas, ou
melhor as figuras planas dando especial destaque aos triangulos e quadrilateros (quadrados,
retangulos...). De seguida, apresento uma sintese desse trabalho. A maior parte das tarefas

que fizeram parte do Estudo Piloto basearam-se em Matos e Serrazina (1988).

Primeiro Momento - Figuras geométricas — neste primeiro momento o objetivo era
motivar os alunos para o trabalho que se iria desenrolar de seguida, no decorrer deste estudo.
Optei por iniciar com uma vertente ludica da aprendizagem. Neste caso, permiti que os alunos
se envolvessem em dois jogos semelhantes, para os quais necessitaram de utilizar os conceitos
que ja possuiam acerca das figuras geométricas. No primeiro jogo, o Jogo do Telegramas,
formaram-se dois grupos (4 alunos cada). Cada um dos grupos teve de desenhar algumas
figuras geométricas, com trés ou quatro lados. O outro grupo teve de representar estas figuras
no seu geoplano, mas a partir das indicacBes verbais (telegramas) que Ihes foram enviados
pelo outro grupo. Pretendi levar os alunos a identificar e distinguir as caracteristicas de
algumas figuras geométricas (triangulos e quadrilateros), e, ao mesmo tempo leva-los a

comunicar matematicamente.

Segundo Momento - Triangulos/Procurando Triangulos — neste segundo momento,

pretendi que os alunos contactassem com exemplos e ndo exemplos de triangulos, levando-os
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a identificar visualmente as figuras que eram triangulos. Aos alunos foi apresentada uma folha
de papel ponteado com algumas figuras representadas. Os alunos tiveram primeiro, em
pequeno grupo e depois em grande grupo, de decidir sobre quais dessas figuras eram ou nao
triangulos (anexo 1). Desta feita, os alunos acabaram por dar inicio a uma classificacdo
simples de triangulos. De seguida, solicitei aos alunos que representassem no seu geoplano e
posteriormente em folhas de papel ponteado, tridngulos, ou melhor, 0 maior nimero possivel
de tridngulos diferentes. Pretendi aqui que os alunos descobrissem de forma natural a
necessidade de classificar triangulos, aceitando triangulos diferentes e em posicdes diferentes

e talvez pouco convencionais.

Terceiro Momento — Retangulos/Procurando Quadrilateros- no terceiro momento o
objetivo era que os alunos reconhecessem uma figura geométrica como quadrilatero tendo em
conta as suas caracteristicas e que reconhecessem o quadrado como um caso especial do
retangulo. Inicialmente, cada aluno teve de construir no seu geoplano 5 x 5 todos os
quadrilateros possiveis, e de seguida, regista-los em folhas de papel ponteado. Posteriormente,
cada aluno, recebeu uma folha de papel ponteado com uma &rea delimitada, correspondendo a
um retdngulo (anexo 4). Solicitei-lhes que procurassem descobrir quantos quadrilateros
diferentes conseguiam desenhar no interior desse espaco. No final os alunos resolveram duas
tarefas relacionadas com quadrados, que pretendiam leva-los a reconhecer e identificar

facilmente os atributos dessa figura geométrica.

Quarto Momento — Questionario - Apos a realizacdo das tarefas referidas anteriormente,
entreguei aos alunos, um pequeno questionario (anexo 9), no qual foram aferidos os
conhecimentos dos alunos. Neste caso, sobre o que é um triangulo, o que é um quadrilatero, a

inclusdo do quadrado no retangulo, e a representacdo de triangulos e quadrilateros.

Quinto Momento — Repeticdo do Jogo dos Telegramas e Jogo das Adivinhas — Antes de
dar inicio a Experiéncia de Ensino decidi solicitar aos alunos que voltassem a jogar os dois
jogos iniciais. Pretendi aferir, de forma lGdica e direta, os conhecimentos adquiridos pelos
alunos ao longo do Estudo Piloto.

Apos a realizagdo deste trabalho composto pelos cinco momentos referidos dei inicio a
Experiéncia de Ensino, relacionada com triangulos e quadrilateros, e, sobre a qual esta

investigacdo de debruga. Foram propostas aos alunos duas tarefas, uma designada de
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Bandeiras Triangulares e outra designada de Bandeiras como Quadrilateros. Esta Experiéncia
de Ensino teve como objetivo dar continuidade ao trabalho realizado no decorrer do Estudo

Piloto, encaminhando os alunos no caminho da classificacéo de triangulos e quadrilateros.
3.2.  Experiéncia de Ensino

Bandeiras Triangulares

Entreguei aos alunos o enunciado da tarefa (anexo 13) e em grande grupo foi feita uma
leitura do mesmo. Solicitei de seguida que os alunos procurassem desenhar 0 maior nimero
possivel de bandeiras triangulares diferentes no seu geoplano 5 x 5. De seguida, os alunos
tinham de reproduzir na folha de papel ponteado os tridngulos desenhados (anexo 14 e 15).
Durante a realizacdo desta tarefa e nos momentos de discussdo em pequeno e grande grupo, e
sob minha orientacgdo fui-lhes colocando diversas questfes: Todas as figuras séo triangulos? O
que faz com que sejam triangulos? Serdo todos iguais? Quais as diferencas? Como poderemos

agrupé-las em sub grupos?

Esta tarefa dividiu-se em duas partes, na primeira os alunos representaram os triangulos e
na segunda procuraram arruma-los em subgrupos, ou seja classifica-los. No final da primeira
parte, foi feita uma discussdo e ponto de situacdo com ambos 0s grupos. Apos a realizacdo da
segunda parte, foi sistematizado com todos os alunos, as descobertas que haviam sido feitas.
O registo foi feito numa folha de papel ponteado grande que estava afixada no quadro e que

permitia desenhar e apagar as figuras representadas.

Figura 1 — Folha de papel ponteado grande

No inicio da primeira parte desta tarefa, optei por entregar aos alunos um fio de medigéo
para que pudessem medir de forma informal o comprimento dos lados dos triangulos, e deste

modo diferencia-los.
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Bandeiras que sdo quadrilateros

Semelhante a tarefa anterior solicite aos alunos que desenhassem bandeiras que fossem
quadrilateros diferentes do primeiro que Ihes apresentei na folha da proposta (anexo 16). De
seguida, os alunos tiveram de reproduzir na folha de papel ponteado os quadrilateros
desenhados (anexo 17 e 18). Durante a realizacdo desta tarefa e nos momentos de discussdo
em pequeno e grande grupo, e sob minha orientacdo fui-lhes colocando diversas questdes

semelhantes as da tarefa anterior.

Esta tarefa, tal como a anterior, dividiu-se em duas partes, na primeira os alunos
representaram 0s quadrilateros e na segunda procuraram arruma-los em subgrupos, ou seja
classifica-los. No final da primeira parte, foi feita uma discussdo e ponto de situacdo com
ambos 0s grupos. Apos a realizacdo da segunda parte, foi sistematizado com todos os alunos,
as descobertas que haviam sido feitas. O registo foi feito numa folha de papel ponteado
grande que estava afixada no quadro.

Entreguei aos alunos, no inicio do trabalho, um medidor de angulos (canto) de uma folha de

cartolina.
4. Analise de Dados

Dada a opcao pela realizacdo de um estudo de natureza qualitativa, a analise dos dados foi
sendo feita a0 mesmo tempo que a recolha dos dados, procurando dar respostas as questdes de
investigagdo apresentadas no inicio deste estudo. Ao mesmo tempo que os dados iam
emergindo, estes foram analisados, numa primeira fase numa perspetiva mais aberta e, apés a
recolha de todos os dados foi objetivo o estreitamento dessa analise. Consideramos que este
tipo de analise ira partir de um “processo essencialmente indutivo: caminha-se dos dados
empiricos para a formulacdo de uma classificacdo que se lhes adeque” (Esteves, 2006, p.
110).

Ao longo da recolha dos dados foram analisados os registos video das sessdes de trabalho,

bem como os documentos resultantes do trabalho dos alunos.
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Capitulo IV

OS ALUNOS E AS ATIVIDADES DE INVESTIGACAO EM
GEOMETRIA

1. Sintese do Estudo Piloto: Figuras geométricas — triangulos e

alguns quadrilateros

No inicio do ano letivo, realizei com os alunos da minha turma um estudo
inicial, que considerei um Estudo Piloto, no qual propus aos alunos um conjunto de
tarefas ja referidas no capitulo anterior. A escolha das mesmas foi bastante ponderada e
fruto de alguma pesquisa, tendo-se baseado, em grande parte em Matos e Serrazina
(1988). O objetivo inicial deste estudo foi por um lado, compreender o que os alunos
eram capazes de fazer e o que j& sabiam acerca das figuras planas, no caso particular,
triangulos e quadrilateros (quadrados e retangulos), por outro lado, levar estes alunos a
progressivamente alargar 0s seus conhecimentos acerca das referidas figuras
geométricas. Pretendia que os alunos naturalmente chegassem a conclusdes e a algumas
classificacbes geométricas simples, adequadas ao seu nivel de desenvolvimento e
escolaridade. Apresento aqui uma analise global desse estudo de modo a que melhor se
compreenda o contexto onde foi desenvolvido o estudo que constitui a parte empirica

desta dissertacdo e cuja analise sera apresentada na se¢do seguinte.

O primeiro Momento — Figuras Geomeétricas - teve como 0 objetivo, motivar 0s
alunos para as tarefas que se seguiam. Optei por iniciar com duas tarefas mais ludicas.
Propus aos alunos dois jogos semelhantes nos quais necessitaram de utilizar os

conceitos que ja possuiam acerca de figuras geométricas.

A primeira tarefa foi designada de Jogo dos telegramas. Os alunos
organizaram-se em dois grupos (4 alunos cada). Um dos grupos desenhou no geoplano
algumas figuras geométricas, com trés ou quatros lados. O outro grupo teve de
representar essas figuras no seu geoplano, mas a partir das indicacOes verbais
(telegramas) que lhes eram enviadas pelo outro grupo. Pretendeu-se levar os alunos a
comunicar matematicamente, identificando e distinguindo. Pretendia-se que os alunos
fossem capazes, de por um lado, dar indicacdes corretas acerca das figuras desenhadas

(numero de lados, lados iguais ou lados diferentes, vértices, posicdo...), por outro lado,



compreender as indicacbes dadas e reproduzir a figura desenhada pelos colegas.
Inicialmente foi explicado aos alunos a tarefa e cada um dos grupos experimentou uma
vez de forma a verificar se haviam compreendido. O 1° grupo comegou por desenhar
um triangulo isésceles* quase equilatero”. O 2° grupo desenhou um quadrado, ocupando

todo o espaco do geoplano.

Figura 2 — tridngulo isosceles “quase” equilatero e quadrado

As indicacgdes dos alunos (telegramas) centraram-se essencialmente a volta do n°
de lados, lados iguais ou diferentes; n° de vértices; e por vezes 0 n° de pregos no interior
e lados de cada figura desenhada. Os alunos ndo demonstraram dificuldade nem na

representacdo nem na nomeacao de quadrados, triangulos e retangulos.

Na ultima representacdo, 0 1° grupo representeou um triangulo escaleno retangulo.

Figura 3 — tridngulo escaleno retangulo grupo A

No grupo que representou a figura, foi um aluno que a sugeriu, mas apesar de ser
aceite pelos restantes membros do grupo, levantou duvidas, sobre se seria ou ndo um
triangulo. Apos alguma discussdo os alunos reconheceram a figura como triangulo, no
entanto, as indicagdes (telegramas) além de referirem o nimero de lados e vértices
referiam também, na linguagem dos alunos: tem um vértice a apontar para cima/ no
topo, sozinho. O 2° grupo, que tentava acertar na figura, teve relativa facilidade em
representa-la. No entanto, alguns membros do grupo insistiam em transforméa-la, como
se ndo a aceitassem a partida. Foi necessaria a minha intervencéo, levando o 1° grupo a
repetir algumas das indicagdes, a0 mesmo tempo que 0 2° grupo comparava com a sua.
No final, questionei os alunos sobre que figura era aquela, como se chamava. Para meu

espanto, os alunos nédo disseram que era um triangulo. Alias, uma aluna transmite essa
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ideia: Quando eu era pequena desenhava assim os triangulos, mas depois vi que ndo era
assim; outro aluno designou esta figura como “um trés angulos”. Eu disse aos alunos,
que mais tarde iriamos descobrir que figura era aquela. Aqui os alunos demonstraram
que ainda ndo reconheciam todos os atributos que uma figura tem de ter para se
considerar triangulo. Ou seja, os exemplos com 0s quais haviam contactado até aqui,
inicio do 2° ano de escolaridade, apenas corresponderiam a protétipos, nomeadamente o
habitual tridngulo equilatero.

Na ultima oportunidade, o 2° grupo desenhou um losango, figura também que

havia sido pouco explorada no ano anterior (1° ano de escolaridade)

Figura 4 — losango

Foi necessario a minha ajuda para decidirem que indicaces dar, demonstrando
que ainda ndo conheciam a figura e muito menos as suas propriedades ou atributos. No

entanto, o 1° grupo demonstrou muita facilidade em representa-la.

Passaram depois, ainda no mesmo dia, para o Jogo das adivinhas, formaram
dois grupos (4 alunos cada). Um grupo desenhou uma figura no geoplano e escondeu o
que desenhou. O outro grupo fez até 20 perguntas para descobrir qual é a figura de que
se trata, e em que posicdo estava desenhada. As figuras desenhadas tinham de ser
figuras para as quais pudessem ser feitas perguntas cuja resposta fosse Sim ou Nao.
Depois os grupos trocaram de funcdes. O objetivo era que os alunos fossem capazes de
fazer perguntas pertinentes, que se relacionassem com o0s atributos das figuras
geométricas que conheciam. A resposta a essas perguntas permitiu que os alunos
representassem uma determinada figura. Esta tarefa no inicio correu bem, mas foi
necessario clarificar bem as regras e dar exemplos. As perguntas dos alunos centraram-
se essencialmente no nimero de pregos no interior da figura, nimero de pregos dos

lados, nimero de vértices, nimero de lados...

No segundo dia, continuaram o Jogo das Adivinhas, mas foi necessario
relembrar os alunos acerca das regras. Uma das figuras desenhadas por um dos grupos

foi o triangulo escaleno retangulo, exatamente igual ao representado no Jogo dos
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telegramas. Questionei os alunos sobre como se chamava esta figura e referiram “trés
angulos”. Procurei que os alunos me explicassem porque € que achavam que se

chamava assim.
Rute — A mim vem dos trés lados...

Prof. — Mas trés lados... ndo percebo angulos... ndo percebo essa palavra... se calhar
tém de pensar bem nas caracteristicas da figura para saberem como se chama. Mas

discutimos isso noutra altura.

Definitivamente os alunos nao reconheceram este triangulo como um tridngulo, mas na

figura seguinte desenharam novamente um triangulo escaleno retangulo, mas diferente.

Figura 5 — triangulo escaleno retangulo B

Desta vez, os alunos aceitaram esta figura como um triangulo, provavelmente
por ser maior e se assemelhar mais com os protétipos de tridngulos que conheciam.

Optei por levar os alunos a comparar este triangulo com o anterior.

Prof. — Agora temos aqui, duas figuras muito parecidas. Sera que elas tém, 0 mesmo

nome, ou ndo?

Alunos — Nio... sim...

Claudia — (disse que ndo) — Porgque uma figura tem um preguinho no meio e a outra ndo.
Prof. — Mas tém caracteristicas comuns, ou ndo? ... O que ¢é que elas tém de igual...
Magda — Tém trés bico.

Claudia — Tem trés lados.

Prof. — Os lados sdo todos iguais?

Alunos — Nao.
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Prof. — Elas tém coisas muito parecidas...portanto, trés lados, trés vértices... como €

que seré que se chama esta figura?
Rute — Eu acho que ¢ trés angulos...

Prof.- Nao existe nenhuma figura com esse nome...nés haveremos...ndo vos vou

dizer...no préximo dia vamos perceber como é que se chama esta figura.

Ambos os grupos tiveram alguma dificuldade em representar o tridngulo
escaleno retangulo. Apesar de bem identificados os atributos das figuras (n°de lados e
vértices...), os alunos demoraram algum tempo a adivinhar as figuras desenhadas, alias
foi necessario referirem bem o n° de pregos que estavam no interior de cada figura, além

disso, continuaram sem reconhecer esta figura como um triangulo.

Num outro dia, num segundo momento foi apresentada aos alunos a tarefa
Procurando Triangulos (anexo 1 tarefa A). Aos alunos foi apresentada uma folha de
papel ponteado com alguns exemplos e ndo exemplos de triangulos. Os alunos

mantiveram a organizacdo anterior, dois grupos (quatro alunos cada).

De seguida, os alunos tiveram de discriminar entre exemplos e ndo exemplos de
triangulos num espaco em branco (anexo 1 tarefa B). Em ambas as situacdes, 0s alunos
comecaram por decidir primeiro em pequeno grupo e depois em grande sobre quais das
figuras eram tridngulos. Esta tarefa pretendeu levar os alunos a uma classificagio
simples de triangulos, ou melhor ao reconhecimento dos atributos necessarios a uma
figura para que seja considerada triangulo. Foi gerada uma discussdo em grande grupo
acerca das descobertas e duvidas dos alunos. Os alunos estavam bastante motivados
para o desenrolar de mais uma tarefa. Ao contrario das minhas espectativas, baseadas no
seu desempenho nos dias anteriores, pensei que os alunos fossem identificar apenas os
triangulos equilateros ou quase equilateros na posicdo habitual. No entanto,
identificaram facilmente todos os triangulos. A discussdo final em grande grupo
permitiu aos alunos compreenderem que a posicdo de uma figura ndo altera as suas

propriedades ou atributos.

A parte de terem assinalado todas as figuras que eram tridngulos, num dos grupos, 0s

alunos assinalaram a seguinte figura.
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Figura 6 — ndo exemplo de triangulo

Alegaram que esta figura tinha, trés lados e trés vértices. No entanto, na
discussdo em grande grupo uma aluna do outro grupo disse: “ndo tem linha em baixo e,
por isso, ndo pode ser”. A discussdo que se gerou de seguida, permitiu que os alunos
descobrissem mais um dos atributos de um triangulo, ou seja, tem de ter uma linha
“poligonal” fechada. Uma outra figura (figura 7) suscitou duavidas nos alunos
pertencentes a0 mesmo grupo que havia assinalado a figura anteriormente referida. Os
alunos aceitaram-na, mas depois da discussdo conjunta compreenderam que era uma

figura sé e ndo dois tridngulos juntos. Contamos os lados e os vértices da figura para

esclarecer eventuais dividas.

Figura 7 — ndo exemplo de triangulo

Também foi muito interessante, os alunos aceitarem o0s triangulos muito
fininhos, pois de acordo com a minha experiéncia profissional os alunos tém tendéncia

para ndo considerar como triangulos essas figuras.

R -
\-&' . * .

Figura 8 — exemplos de tridangulos “fininhos”
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Por outro lado, algumas figuras ndo tinham os lados compostos por uma Unica
linha reta (figura 9), mas visualmente os alunos achavam que sim. Ao analisarmos esta

figura, os alunos ficaram mais - - AY. . . despertos e passaram a estar

.

mais atentos para analise das __ caracteristicas das figuras.

. . . . .

Figura 9 — ndo exemplo de tridngulo

Na segunda tarefa, os alunos tiveram novamente de identificar visualmente
triangulos, mas desta vez, sem a malha ponteada. Questionaram de imediato, se algumas
figuras estavam mal por causa da fotocopia, uma vez que ndo tinham os lados todos

desenhados. Um aluno tentou mesmo desenhar a linha em falta...
,: ) i \
12 14

Figura 10 — ndo exemplos de triangulos, figuras abertas

Pensei que os alunos fossem considerar as figuras representadas (figura 11), pois

(D B

Figura 11 — ndo exemplo de tridngulo, lados curvos

tém trés vértices e sdo figuras fechadas.

Os alunos rejeitaram ambas as figuras com a justificacio que: “tem 0s lados
g J ¢ao q

“redondos” ... “curvos”.

No final foi construido, por mim, com as sugestbes dos alunos, um pequeno
cartaz sobre o que era um triangulo para afixar na sala de aula, no qual se destacavam os
principais atributos: trés lados, trés vertices, uma figura fechada. Na ficha de avaliagdo
do 1° Periodo foi apresentado um exercicio de reconhecimento de tridngulos e os alunos
acertaram em tudo e ndo assinalaram nenhum que nédo fosse triangulo, demonstrando,

por isso, uma evolucdo significativa dos seus conhecimentos.
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Uma nova tarefa consistiu em desenhar Triangulos no geoplano e regista-los em
papel ponteado. Cada aluno teve de representar triangulos no geoplano 5 x 5, e de
seguida, registad-los em papel ponteado. Os alunos deveriam tentar descobrir todos o0s
tridangulos possiveis. Antes da atividade, em grande grupo procuramos definir o que séo
triangulos iguais, destacando os atributos. Esta tarefa pretendia levar os alunos a
necessidade de classificar triangulos e aceitar tridngulos diferentes e em posicoes
diferentes e talvez pouco convencionais. Pretendeu-se, a0 mesmo tempo, que atraves da
discussdo em pequeno e grande grupo, que os alunos fossem capazes de identificar os
trés tipos de triangulos: equilateros, isosceles e escalenos. As representacdes dos alunos
(anexo 6 e 8) demonstraram que os alunos j& ndo representaram apenas os protétipos de
figuras que conhecem, e em posi¢cdes tradicionais. Pelo contrario, representaram
inclusive triangulos escalenos retangulos e triangulos isosceles. Relativamente ao
triangulo equilatero ndo seria possivel os alunos o representarem no geoplano 5 x 5.
Neste trabalho ndo surgiu nenhuma oportunidade para que os alunos conhecessem 0s
nomes dos tridngulos desenhados, até porque ndo era algo que lhes fizesse muito
sentido, e nem estava no ambito dos objetivos definidos inicialmente. Considero que
para conhecerem as figuras € essencial que reconhecam o0s seus atributos, muito mais do

que saberem 0s seus nomes apenas.

Num terceiro momento, as tarefas propostas foram no éambito dos
Quadrilateros. A primeira tarefa pretendia que cada aluno representasse retangulos no
geoplano 5 x 5, e de seguida, registd-los em papel ponteado. Os alunos tentaram
descobrir todos os retangulos possiveis. Os alunos comegaram por considerar o tamanho
como o critério mais importante (pequeno, médio e grande). Em ambos 0s grupos

surgiram retangulos e quadrados, € num grupo surgiu um paralelogramo (Figura 12).

|
"!
,!
-
g
—

kS T -

Figura 12 — Quadrilateros no geoplano 5 x 5
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Na discussdo em grande grupo, os alunos expuseram as suas duvidas. Os trés
primeiros retangulos desenhados foram muito bem aceites e em grande grupo os alunos
definiram trés atributos para um retangulo: 4 lados, figura fechada, lados iguais 2 a 2.Na
analise do paralelogramo desenhado, procuramos comparar os atributos das figuras
passo a passo (retangulo e paralelogramo). Para os alunos, o paralelogramo era um
retdngulo inclinado. De forma a verificar as diferencas, pedi aos alunos para olharem
para dentro dos cantinhos, e disse-lhes que essa parte tinha 0 nome de angulo. Depois de
observarem e de eu sobrepor (com um geoplano transparente por cima de um colorido)
as duas figuras, os alunos verificaram que o paralelogramo néo tinha os angulos todos
iguais, como o retangulo (angulos retos). Procurei reforcar a ideia de que um retangulo

tem os angulos todos iguais e “direitos” (retos).

Quando passdmos para a discussdo em torno do quadrado, voltdmos a fazer o
mesmo que no caso do paralelogramo. Apesar de ja ter sido referido, no 1° ano de
escolaridade, que o quadrado é um retangulo, tal ndo foi evidente. Quando comparamos
0s angulos do quadrado e do retangulo, os alunos puderam constatar que eram iguais e
do mesmo tipo (&ngulos retos). Deste modo, foi fécil levar os alunos a compreender que
o quadrado ¢ um caso “especial”’/”’particular” do retangulo, mas que apenas tem a

particularidade de ter os lados todos iguais.

Na segunda tarefa Procurando quadrilateros cada aluno teve acesso a uma
folha de papel ponteado com uma &rea delimitada, correspondente a um retangulo
(anexo 4 tarefa 2). Foi-lhes solicitado que descobrissem quantos quadrilateros diferentes
conseguiam desenhar no interior dessa regido (existiam pelo menos 14). Aqui surgiu
uma palavra nova para os alunos — quadrilateros, pelo que foi bastante importante que
antes da atividade os alunos compreendessem o que era um quadrilatero. Pretendia-se
levar os alunos a distinguir entre quadrilateros e triangulos, destacando as principais
diferencas e as caracteristicas geométricas que deve ter um quadrilatero. Os alunos ao
compreenderem que um quadrilatero € uma figura geométrica com quatro lados
facilmente descobriram figuras diferentes, entre trapézios, paralelogramos, quadrados e
retdngulos. No entanto, a nomeacéao das figuras ndo foi algo que considerasse essencial

para cumprir com os objetivos deste trabalho.

Na terceira tarefa, Quadrilateros Especiais, os alunos facilmente conseguiram

representar quadrados, identificando o maior e menor quadrado possivel.
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Na quarta tarefa deste terceiro momento, Descobrindo Quadrados, os alunos
do Grupo B identificaram facilmente o nimero de quadrados da figura A (5) e 0 nimero
de quadrados da figura B (14) (anexo 5 e 7 tarefa 4). Na discussdo os alunos do Grupo

A conseguiram compreender porque erraram.

Num quarto momento, Questionario Final, foi entregue aos alunos, um
questionario (anexo 9). O objetivo era aferir os conhecimentos adquiridos pelos alunos
no decurso deste trabalho. Os alunos responderam facilmente as questdes colocadas, no
entanto, foi necessario reforcar que era importante dizerem tudo aquilo que sabiam
acerca dos triangulos e quadrilateros. Inicialmente, os alunos referiram apenas 0s
atributos mais bésicos dos triangulos, numero de lados e vértices. Na Gltima questédo
sobre se 0 quadrado é ou ndo um retangulo, a maioria dos alunos respondeu que sim, no
entanto, um dos alunos demonstrou ainda ndo ter compreendido que um quadrado é um

retangulo, pois foi o Unico que respondeu que néo.

e Diz por palavras tuas, o que € um tridngulo?
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Figura 13 — Resposta completa sobre o que é um triangulo

" O quadrado é um reténgulo”. Achas que esta informagdo é verdadeum’ DIZ porque
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Figura 14 — Resposta incorreta sobre a inclusdo do quadrado no retangulo

Apesar de ndo estar previsto inicialmente, no quinto momento decidi repetir o
jogo dos telegramas e o0 jogo das adivinhas. Pretendi verificar se os alunos haviam

evoluido nos seus conhecimentos desde o primeiro momento, no qual jogaram estes
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jogos. Os alunos basearam as suas perguntas e indicacbes no numero de lados e
vertices. Na discussdao com todo o grupo, questionei os alunos, sobre se uma figura
poderia ter um namero diferente de lados e vértices. Através de varios exemplos, 0s
alunos constaram que ndo. Deixaram de referir os dois atributos e passaram a referir

apenas um deles.

No triangulo escaleno retangulo foi necessario levar os alunos a comparar o
comprimento dos dois lados maiores, pois para uma aluna esses lados eram iguais.
Medimos através da marcacdo de uma folha e compardmos. Demonstraram bastante
mais facilidade e “abertura” para a representacdao de triangulos e figuras diferentes.
Outra figura que surgiu foi o losango, que alguns alunos consideravam como um
quadrado se rodassemos o geoplano. Decidi levar os alunos a comparar um quadrado
que ja haviam desenhado e o losango em questdo, pois 0s alunos ndo sabiam como se

chamava o losango.

Figura 15 — quadrado e losango

Ao comparar as duas figuras alguns alunos ficaram na diavida se o quadrado era
ou ndo um losango. Os alunos rodaram o geoplano do quadrado para que ficasse numa
posicdo semelhante a do losango. Os alunos reconheceram que ndo deixava de ser
quadrado se alterdssemos a posicdo. Questionei os alunos sobre os atributos do

quadrado: “quatro lados...os angulos todos iguais”.

Ao comparar ambas as figuras levei os alunos a ver a diferencas e semelhancas.

Neste caso que tem quatro lados todos iguais, mas 0s angulos ndo sdo todos iguais.
Prof. — Entdo e como é que se chama esta? Ndo se pode chamar quadrado...ou pode?
Rute — Nao... é um losango.

Hugo — Eu sabia.
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Através desta discussao, os alunos passaram a considerar o quadrado e o losango

como figuras diferentes, mesmo tendo ambas, os quatro lados iguais.
Notas finais do Estudo Piloto

Os alunos estiveram permanentemente interessados nesta investigagéo, pelo que
considero que este foi um trabalho bastante rico, principalmente no decorrer das
discussbes em grande grupo. O geoplano permitiu que os alunos pudessem compreender
no concreto (experimentar, observar, medir, desenhar) os atributos e os pontos-chave
das discussOes geradas. Este estudo piloto permitiu que os alunos evoluissem nos seus
conhecimentos geométricos acerca dos triangulos e quadrilateros, no entanto, considero
que faz todo o sentido levar os alunos a continuar o seu caminho. A partir das suas
descobertas neste estudo, aparentemente, os alunos ficaram mais seguros e mais
conscientes dos atributos das figuras trabalhadas (triangulo, quadrilateros), mas nao as

analisaram ao pormenor.

Foi a partir desta experiéncia que elaborei o que designei por experiéncia de
ensino que pretendeu levar os alunos a continuar o seu trabalho, partindo dos

conhecimentos que entretanto ja adquiriram ou sedimentaram.
2. Experiéncia de Ensino

2.1. Bandeiras Triangulares

Na sequéncia deste estudo, elaborei uma experiéncia de ensino que, como
referido anteriormente, se focalizou nos triangulos e quadrilateros e pretendeu que 0s
alunos avangassem no sentido da analise das propriedades e estabelecimento de uma
classificagdo. Embora, os alunos da turma demonstrassem ser capazes de reconhecer
exemplos e ndo exemplos de triangulos, recorrendo ndo s6 as questdes de visualizacao,

mas também ao reconhecimento de algumas propriedades dos tridngulos.

A tarefa apresentada em primeiro lugar aos alunos foi designada de Bandeiras

Triangulares.
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- Bandeiras Triangulares -

“ A Professora Joana quer fazer uma bandeira de boas vindas, para colocar na sua sala de aula.
Ela sabe que pretende fazer a bandeira com a forma de um triangulo, mas ndo sabe que tipo de
triangulo pretende. A Professora Joana precisa de encontrar um tridngulo de que goste”.

Procura ajudar, em conjunto com os teus colegas do grupo, a Professora Joana a criar o maior
namero possivel de bandeiras triangulares diferentes.

1. Tarefa A — Bandeiras Triangulares
Observa a seguinte folha de papel ponteado e a bandeira triangular que esta representada.
Quantas bandeiras triangulares, consegues encontrar?

Utiliza o teu geoplano e depois representa as figuras na folha de papel ponteado que te foi
entregue.

Baseado em Britton, B. Candy Conundrum Problem (2005) Teaching Children Mathematics.

Figura 16 — Tarefa Bandeiras Triangulares

Os objetivos principais da tarefa foram: distinguir entre figuras iguais e
diferentes, reconhecer e compreender que o tamanho e posicdo de uma determinada
figura ndo alteram as suas propriedades relativamente a forma, desenvolver a
capacidade de discriminacdo visual de determinadas figuras, nomeadamente entre
figuras diferentes, fazer uma classificacdo de triangulos, de forma simples, arrumando
as figuras desenhadas em sub grupos, desenvolver a capacidade de reproducdo de
figuras desenhadas no geoplano em papel ponteado e posteriormente reproduzidas em

folhas de papel ponteado.

Os alunos trabalharam sempre em grupos de quatro alunos cada, mantendo-se a
organizacdo j& existente na dindmica de sala de aula. Estavam entusiasmados e
disponiveis para a atividade proposta. Na proposta apresentada, foi-lhes solicitado que

tentassem descobrir 0 maior numero de bandeiras triangulares diferentes. Foi-lhes
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entregue o material necessario para a realizacdo da atividade proposta, nomeadamente, a
folha do enunciado (anexo 13), um geoplano para cada um, elasticos e uma folha de
papel ponteado. Foi feita uma leitura em grande grupo do que lhes era pedido e
esclarecidas duvidas. De seguida, os alunos iniciaram a sua atividade em pequenos
grupos, e eu, enquanto professora, fui circulando pelos dois grupos mantendo um
didlogo e questionando-0s sobre o que estava a fazer. A certa altura, os alunos j& tinham
descoberto alguns tridngulos, mas comegaram a surgir ddvidas sobre a sua

diferenciacéo, seriam ou ndo diferentes?

Assim que os alunos dos dois grupos de trabalho, Grupo A e Grupo B, iniciaram
a sua atividade senti que estavam a ter dificuldades em diferenciar entre triangulos
visualmente semelhantes. Em alguns casos, bastava que os alunos contassem o numero
de preguinhos de cada um dos lados dos triangulos. No entanto, alguns dos triangulos
desenhados, pela sua posicdo no geoplano, apresentavam o0 mesmo numero de pregos
dos lados, mas a medida do comprimento dos lados era diferente. Deste modo,
considerei que era essencial que os alunos tivessem um outro material que os auxiliasse
neste trabalho. Decidiu entregar a cada grupo um fio de medig&o. Ou seja, o objetivo foi
leva-los a comparar o comprimento dos lados dos seus triangulos, deste modo, mais
facilmente conseguiriam distinguir entre triangulos visualmente semelhantes. Claro, que
tinha como objetivo prévio leva-los posteriormente a uma classificacdo simples de
triangulos baseada no comprimento dos lados. Justifica-se assim a existéncia de um fio

de medigdo.

Nesta fase do trabalho irei procurar descrever e analisar os dados recolhidos,

mas tendo em conta os dois grupos de alunos, Grupo A e Grupo B, e discussdo coletiva.

Grupo A

No inicio do trabalho, os alunos deste grupo representaram o maior triangulo
“quase equilatero” no geoplano. Ao recorrerem a discriminagdo visual dos tridngulos,
mais especificamente ao tamanho, consideraram que eram a mesma figura, ou seja

desvalorizaram as questdes relacionadas com o tamanho.
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Figura 17 — triangulo quase equilatero

Paula- E igual, mas s6 que maior.

Na discussdo que mais tarde se gerou entre os alunos deste grupo, com a minha
intervencgdo, levei-os a decidir que o facto de ter tamanho diferente era na mesma

considerado, pois eram bandeiras triangulares diferentes.

Paula — Porque é igual a esta [apontando para um triangulo que ja haviam representado
(quase equilatero pequeno)], mas sé que maior.

Prof. — Entdo e achas que é a mesma bandeira? Essa ou agquela?

Paula — Nao...

Prof. — Porque ndo? (...)

Magda — [apontando para o tridngulo maior] - Porque esta tem mais pregos...

Prof. — (Estando as duas figuras lado a lado representadas no geoplano) — Entdo achas
gue sdo iguais?

Patricia — N&o.
Prof. — Porque que é que néo sdo iguais?

Patricia-[apontando para os pregos do geoplano que estdo em baixo] - Porque esta tem
trés e este tem cinco.

Prof. — E s06 isso? Claudia é so isso que elas tém de diferente?
Claudia — Nio...

Prof. — Entdo?

Claudia — Porgue aqui vai até ca a cima e aquela néo.

No inicio desta tarefa deixei que os alunos decidissem entre si qual o critério que
queriam utilizar para saber se um triangulo era igual ou diferente de outro. O tamanho
foi considerado para os alunos deste grupo como algo importante a considerar. Contudo,
na continuidade do trabalho este foi um critério abandonado dando lugar a medida do

comprimento dos lados dos tridngulos. Estes alunos ao recorrerem apenas a visualizagdo
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demonstraram algumas dificuldades em discriminar entre triangulos visualmente
semelhantes. A atitude dos alunos passava por contar o nimero de pregos do geoplano
que faziam parte de cada lado do tridngulo.

Prof. — Entdo?

Claudia — Ela diz que o que eu fiz ¢ igual a este...
Prof. — E 0 que é que acham? Acham que é igual?
Alunos — Nio...

Prof. — Porqué?

Claudia — [referindo-se ao tridngulo que pensam ser igual] — Tem trés pregos e ali s

tem dois...

Considerei que os alunos deste grupo ndo estavam muito seguros nas
comparacgOes efetuadas, além disso, por vezes surgiram triangulos que tinham o mesmo
namero de pregos dos lados, mas medidas de comprimento diferentes, como tal, decidi
entregar-lhes o fio de medigdo. Deste modo, levei os alunos a recorrerem ndo sO a

visualizacdo, mas também a medicdo.

Prof. — Sim, tu estas a dizer que este é igual aquele, mas como é que eu posso ter a

certeza ...

Claudia — (referindo-se aos pregos que ficam no lado diferente, em baixo) - Mas este s

tem dois e este tem trés.

Prof- ... Se tu quisesses ter a certeza como ¢é que ias fazer?

Maria — Ia ver quantos preguinhos...

Prof. — E sem ser com os preguinhos, ndo posso medir com um fio?
Alunos — Sim...

Prof. — Entdo... podes pegar, medes um e depois vais comparar com o outro...faz 14
isso... vamos 14 ver [ajuda os alunos a medir o comprimento dos lados do triangulos]. —

Dalj, ali...pegas...agora com a mesma medida e vais ver se € igual...é igual... Maria?
Alunos- Nio...
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Prof. — E maior ndo é? S30 ou nio sdo diferentes de comprimento?

Alunos — Sim.

Talvez para estes alunos néo tivesse sido compreendido, e ndo lhes fizesse
sentido, ainda, que ao utilizarem o fio de medicdo poderiam mais rapidamente
diferenciar entre os triangulos. Este foi um processo acelerado por mim. Apesar de ter
sido explicado aos alunos que existia a possibilidade de utilizarem o fio de medicéo,
estes ainda estavam pouco proactivos na utilizagdo do mesmo, e foi novamente

necessario a minha ajuda.
Prof.- Entdo qual foi a outra descobriram...
Mario — Mas a Claudia ndo concorda.
Prof. — Porqué? Dizes que ndo concordas porqué?
Paula — Ela ja percebeu...

Prof. — Mas eu quero ouvir porque é que a Claudia acha que ndo...Porque é que
pensaste a primeira que ndo?

Claudia — Porque por baixo tem trés e a outra também tem trés.

Figura 18 — triangulos considerados iguais visualmente

Prof. — Entdo, mas na ddvida facam as duas e mecam, o0 que é que eu disse que podem
fazer? Representem as duas e megam o comprimento dos lados...ndo sdo? Se temos

duvidas, vamos medir...

Nesta situagao este grupo de alunos utilizou o fio para medir o comprimento dos
lados apds sugestéo, efetuando a comparacao entre os dois tridngulos a partir da medida

do comprimento dos lados. Desta vez, considero que lhes fez muito mais sentido a
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utilizacdo do fio de medicdo, pelo menos no caso destas duas figuras, que embora

tivessem o mesmo numero de pregos num dos lados, ndo tinham a mesma medida.

Mais a frente neste trabalho os alunos deste grupo discutem entre si sobre dois
triangulos que sendo iguais se encontravam em posic¢des diferentes. Apesar de ja termos
analisado triangulos em varias posi¢des, no estudo prévio anterior, e discutido o facto de
a posicao ndo alterar a figura, os alunos ainda hesitaram e necessitaram de ajuda para

compreender este atributo, neste caso de todas as figuras geométricas.

Figura 19 — tridngulos retangulos iguais, mas em posig¢des diferentes

Prof. — [Explicando para todos os alunos do grupo] — Ha aqui uma duvida. ..

[Duas alunas do grupo comecam a medir um dos lados de um dos tridngulos...]

Paula — Sao iguais...

Prof. — Mas sera que basta s6 medir esse lado? Os lados sdo todos iguais dessa figura?
Claudia — Nio...

[O grupo continua a medir os restantes lados com a ajuda do fio de medicao].

Prof. — E entdo?

Claudia e Paula — Sao iguais. ..

Prof. — Entdo, apesar de estarem em posi¢cOes diferentes, ndo deixam de ser a mesma

figura.

Neste didlogo considero que fui demasiado interventiva e “dominadora”, nao
deixei que fossem os alunos a chegar a conclusdo de que a posi¢do de uma figura ndo
altera as suas propriedades. Numa atividade invetigativa é essencial que os alunos
tenham espaco para pensar, para elaborar as suas conjeturas. O professor ndo deve dar
as respostas diretamente, deve através de um permanente questionameno leva-los a

fazer eles proprios novas descobertas.
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Grupo B

Ap0s o inicio da atividade, os alunos deste grupo discutiram sobre a posicao dos
triangulos que desenharam. No entanto, um dos alunos considerou a certa altura que o
facto de um tridngulo estar numa posicéo diferente fazia com que ja ndo fosse uma

bandeira triangular.

Hugo — Aquilo nao ¢ uma bandeira...

Prof. — A bandeira tem a forma de um triangulo.

Maria — Tem a forma de um triangulo...

Prof. — Sim...

Rute — E acho que esta bem.

Prof. — Aquilo para ti ndo é um triangulo? Aquela figura?

Hugo —E...

Prof. — Diz ai que tens de ajudar a Professora Joana a encontrar um tridngulo de que ela

goste... ndo sabes dos que estas a desenhar se ela vai gostar de algum...

Nesta situacdo fica evidente que este aluno ndo compreendeu bem o que lhe era
pedido no enunciado. Para ele, deveria representar bandeiras triangulares que

estivessem na mesma posicao daquela que aparecia no enunciado.

Neste grupo de alunos, uma aluna revela dificuldades acerca de dois triangulos
que sdo visualmente semelhantes. No entanto, os restantes elementos do grupo néo
concordaram e ajudaram a colega a compreender que eram figuras diferentes, com

medidas de comprimento dos lados diferente.

Hugo — Ja descobrimos seis. ;

i
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Prof. — Diferentes?

T EE E Ifi' ml

Hugo- Sim. Figura 20 — tridangulos considerados iguais visualmente
Catia- [Apontando para duas figuras] — Eu acho que estas sdo iguais.

Prof. — (reforgando a ideia da aluna) — A Cétia acha que esta e esta sdo iguais.
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Rute — N&o. Eu acho que néo.
Maria — N&o, porque olha aqui...
Prof. — Representem no geoplano...um aqui, outro aqui.

Maria - Agora tens de desenhar esta. Esta tem, uma, duas, trés, quatro [contando o
nimero de pregos nos lados do primeiro triangulo].E esta tem ... quatro, cinco
(referindo-se ao segundo). [As colegas ajudam a Cétia a representar novamente 0s dois
triangulos].

Prof. — Entdo va, agora comparem... Achas que elas sdo iguais? (as figuras estdo
representadas em geoplanos diferentes, colocados, um ao lado do outro na mesa, em

frente a aluna).
Maria — Volta a contar o nimero de pregos em baixo...

Prof. — Vai buscar o fio para medir. A Rute foi buscar o fio para se medir. Agora medes
o comprimento de um lado... [As alunas medem o comprimento de um lado do 2°
tridngulo e depois vdo comparar com 0 mesmo lado no 1° triangulo. ..]- Entdo achas que

é igual?
Cétia — Nao.

A interagdo gerada pelos alunos é essencial, no entanto, o fio de medigdo
permitiu que a aluna compreendesse que o comprimento deste lado do triangulo era
diferente, muito embora, e tal como uma das colegas sugere, ao recorrer a contagem dos

pregos, poderia ter compreendido 0 mesmo.

Na continuidade do trabalho os alunos deste grupo discutem entre si sobre a
forma como as figuras tém de ser reproduzidas na folha de papel ponteado em relacéo
ao geoplano, demonstrando que consideram diferente se a folha e o geoplano,

propriamento dito, estiverem em posicdes diferentes.

Rute — Essa ja foi...
Hugo — Néo, ndo foi.

Rute — Foi a que a Cétia fez.

Prof. — Muda a figura se mudarem a posigéo?

Figura 21 — tridngulo escaleno
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Hugo — Néo.
Prof. — O facto de rodares, vai mudar a figura que tu desenhaste?
Maria — Nio...

Uma das alunas do grupo, utiliza a folha de registo de papel ponteado ao
contrario, tendo em conta o local onde escreveu o nome. No entanto, a aluna Rute,
reforca que ndo tem mal, uma vez que ndo muda as figuras. Para esta aluna € claro que a
posicao da figura ndo altera as suas propriedades, demonstrando que possui um nivel de

conhecimento mais avangado que alguns dos seus colegas.
Discusséo Coletiva

Apbs os alunos ja terem descoberto alguns triangulos, e quase no final do
primeiro dia de trabalho, foi feito um ponto de situacdo com ambos os grupos. Os
alunos revelaram que ja estdo mais a vontade com os atributos de um triangulo. Além
da questdo relacionada com o nimero de lados, surge uma associacdo por parte de um

aluno, em relacdo ao numero de lados e vértices.

Cétia — Tem de ter trés lados. (...)
Hugo — E por isso trés vértices.

Prof. — E porque é que disseste e por isso trés vertices? Perceberam o que ele disse? Ele
ndo disse trés vértices. E por isso... ou seja, por ter trés lados tem trés vértices. Mas

porque € que é assim?

Hugo — Porque uma figura com 0 mesmo ntmero de lados tem 0 mesmo nimero de

vértices(...).

Neste dialogo fica claro que este aluno estd num nivel de desenvolvimento mais
avancado, pois conseguiu fazer uma associagdo que ndo me parece que tenha sido
compreendida por todos. Alguns alunos revelaram que ainda estdo muito “presos” aos
prototipos de tridngulos com os quais contactaram até ao momento da realizacao desta
tarefa. Nesta discussdo conjunta uma aluna refere que um triangulo tem de ter um
vertice apontado para cima, deixando de lado todos os tridngulos que possam estar

numa posi¢do mais inclinada. Contudo, outros alunos referem-se ao facto da posicao
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ndo alterar a figura em questdo, no caso, uma aluna compreendeu esta questdo e da o

exemplo de uma situagdo que surgiu no seu grupo.
Prof. — Houve outra questdo que vocés falaram, teve a ver com a posicao.

Rute — Sim. A posi¢do ndo muda nada...Porque a Maria tinha desenhado um tridngulo,
por exemplo, em pé. E depois a Catia desenhou-o de lado e...a Maria disse que ndo

podia ser porque era uma bandeira, e a professora disse que ndo mudava nada.

Nesta primeira parte desta atividade investigativa os alunos puderam através das
suas proprias descobertas,alargar 0s seus conhecimentos neste caso puderam descobrir
que existem triangulos que apesar de visualmente semelhantes ndo sdo iguais, pois tém
caracteristicas/propriedades diferentes, nomeadamente a medida do comprimento dos
lados diferente. No entanto, ao partilharem as suas descobertas, 0s alunos necessitaram
da minha confirmacdo, de que o que tinham descoberto tinha sentido. Por vezes, os
alunos estdo inseguros e é necessario icentiva-los a continuar, para que de futuro

estejam mais confiantes e possam elaborar eles proprios as suas conjeturas.

Na segunda parte da tarefa, que foi iniciada ainda no mesmo dia, foi proposto
aos alunos que arranjassem uma forma de arrumar os triangulos em sub grupos,
pintando da mesma cor as figuras que achassem pertencer ao mesmo sub grupo. Ambos
0s grupos utilizaram como critério de classificacio o comprimento dos lados.
Inicialmente previa que os alunos pudessem utilizar como critério o tamanho, uma vez
que na primeira parte da tarefa surgiram situacdes em que a discussdo tida em grupo se
prendia com esta questdo. No entanto, tal ndo se verificou e facilmente descobriram dois
grupos. Penso que o facto de os alunos terem recorrido ao fio de medicdo na primeira
parte da tarefa influenciou a escolha deste critério, ou seja agrupar os triangulos de
acordo com a medida do comprimento dos lados.

Grupo A

Os alunos deste grupo consideram a partida que o primeiro tridangulo analisado tinha os
lados todos iguais. Decidi ajuda-los efetuando a medicdo do comprimento dos lados do

triangulo.

Prof. — Entdo que caracteristicas € que tem este triangulo? Os lados ndo sdo todos

diferentes, mas também nao sao todos iguais... Entdo como ¢ que sdo os lados?
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Grupo- Dois lados iguais e um diferente.

Incentivei o0 grupo a continuar as suas descobertas, e estando mais desperto e mais a
vontade com a medicdes, rapidamente, descobrem o grupo dos triangulos com os lados

diferentes.
Prof. — Portanto, este que grupo é? E o grupo dos qué?
Claudia — Dos lados todos diferentes.

Paula - ... podemos descobrir outro grupo com os lados todos iguais?...

Prof. — Pode haver um grupo com os lados todos iguais, agora seré que é esse? Nao sei
tém de ver.

& - L3 1
; W i % e Figura 22 — triangulo isdsceles

Neste grupo, esta aluna que volta a questionar sobre a existéncia ou ndo de um
grupo de triangulos com os lados todos iguais. Em grupo procuraram ver a diferenca
apenas através da visualizacdo, mas depois chegaram a conclusdo que o melhor era
medirem. Ao medirem o comprimento dos lados do tridngulo com o auxilio do fio de
medicdo, concluiram que o triangulo tinha dois lados iguais e um diferente. Este € mais
um exemplo, de alguns triangulos que visualmente parecem ter os lados todos iguais,
mas na realidade a medida do comprimento dos lados ndo corresponde a essa

caracteristica.

Ao continuarem o trabalho, este grupo de alunos pintou os seus triangulos com
duas cores, correspondentes ao grupo dos triangulos com os lados todos diferentes e o

grupo dos triangulos com dois lados iguais e um diferente (ver anexo 14)

Grupo B

Este grupo de alunos, muito mais autdbnomos, rapidamente, descobriu que nos
tridangulos desenhados existiam triangulos que tinham os lados todos diferentes, mas
quando questionados demonstraram alguma dificuldade em explicar porque € que

tinham agrupado dois triangulos.
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Prof. — Porque é que vocés acham que estas duas sdo parecidas? Os lados sdo todos
iguais? Sao diferentes? Como € que sao?

Rute — Sao diferentes...

Prof. — Todos diferentes? Estes dois lados sdo diferentes?... acho que h& formas de
termos a certeza...

Rute — E medir?

Prof. — N&o sei 0 que é que achas?

Ao ajudar os alunos a efetuar a medi¢cdo do comprimento dos lados estes chegam
a conclusdo de que apesar de visualmente parecerem iguais, hd lados que sdo muito
parecidos, mas que ndo séo realmente iguais.

Prof. — O que é que acham? Ent&o o que é que estes dois triangulos tém de parecido?

Rita — Tém os lados todos iguais...

Prof. — Iguais?

Grupo — Diferentes. ..

Prof. — Entdo pode ser um grupinho. Tridngulos com os lados todos diferentes.
Procurem outros se t€ém os lados todos diferentes. ..

Mais a frente os alunos deste grupo descobriram outro tipo de triangulos, no
entanto, apesar de saberem que eram diferentes dos tridngulos anteriores, néo

conseguiram identificar em que € que diferiam.
Rute — E que néo sdo todos diferentes. ..
Hugo — Dois iguais e um diferente.
Prof. — Entdo a que grupo é que pertencem? Acham que podem ser do mesmo grupo?
Alunos — N&o.

Prof. — Vai pertencer aquele primeiro. Se vocés estéo a ir por aqueles que tém os lados
iguais ou diferentes, tém de ver sempre assim.

Devido a questdes logistas relacionadas com a instituicdo escolar, o trabalho do
primeiro dia teve de terminar. No segundo dia, uma semana mais tarde, os alunos
iniciaram o trabalho dando continuidade ao que ja havia sido feito. Contudo, considerei
que era importante verificar e levar os alunos a pensar novamente sobre os atributos de

um triangulo. Considero que aqui, os alunos demonstraram estar mais seguros dos
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atributos de um triangulo, referindo ndo s6 o numero de Vvértices, o facto de ter de ser

uma figura fechada, mas também, o facto de ter tantos lados como vértices.

Catia — Trés vértices.

Prof. — Tem trés vértices, eu acho que nés tinhamos falado alguma coisa em rela¢do aos
vértices e aos lados...?

Alguns alunos — E por isso tem trés lados.

Prof. — Ora bem, chegamos a concluso que... e até foi o Hugo que disse e muito bem,
que o numero de lados é sempre correspondente ao nimero de...

Alunos — Vértices.

De facto, apesar de ter sido referida por mim, de certo modo, os alunos
revelaram que compreenderam a questdo da associacdo do numero de lados para o
namero de vértices, 0 que anteriormente nesta investigacdo havia sido apenas referido
por um dos alunos da turma. Os alunos continuaram a verificar a que grupo pertenciam
os triangulos que desenharam, associando uma cor para cada grupo de triangulos. Os
grupos continuaram o seu trabalho, mas recomendei aos alunos que voltassem a
representar as figuras no geoplano e ai verificar a que grupo pertenciam. Os alunos
tiveram novamente o fio de medicdo disponivel para as medi¢bes do comprimento dos
lados. Até esta fase do trabalho, ambos os grupos encontraram dois grupinhos, o dos

lados todos diferentes e o dois lados iguais e um diferente.
Discusséo Coletiva

Depois dos alunos verificarem todos os triangulos que tinham desenhado foi
feita uma discussdo conjunta final. No quadro da sala de aula esta afixado uma folha de
papael ponteado ampliada. Esta serviu para que fosse possivel representar para todos 0s
alunos verem, alguns dos triangulos que haviam sido descobertos pelos alunos,
principalmente aqueles que suscitaram maiores duvidas, ou que foram alvo de

discussao.

Uma das questBes que suscitou maiores duavidas, foi se existiam ou nao
triangulos com os lados todos iguais. Desta feita, optei por iniciar a discussdo a volta
deste tema, desenhando no geoplano afixado no quadro, um dos tridngulos que levou os

alunos a questionar se existia ou ndo um grupo de tridngulos com os lados todos iguais.
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Figura 23 — tridngulo isosceles “quase” equilatero

Prof. — (...) um, dois, trés, quatro, cinco... [apontei para 0s preguinhos de todos 0s
lados]. Todos os lados deste tridngulo, apanham cinco preguinhos, mas ...e a Paula e a
Claudia, normalmente era mais elas as duas, diziam logo assim, vocés lembram-se? O

gue é que voceés diziam?
Patricia e Clara — Que tinha os lados todos iguais.

Prof. — Elas falaram de um grupo diferente... este ¢ diferente. Tem os trés lados iguais.

Entdo o que é que elas fizeram? E vocés também faziam?

Alguns alunos — Medir...

(...)
Maria — Acho que aquele ¢ maior do que aquele...

Contudo, decidi verificar se os alunos se recordavam de um trabalho que havia sido

feito em torno das simetrias de um triangulo equilatero.

Prof. — Nds podemos representar tridngulos sem ser no geoplano... de varias maneiras.
E de facto com o geoplano ¢ dificil... tem que ver com o tamanho com as medidas, ndo
dé para fazermos... poderiam tentar fazer, mas ndo iriam conseguir. Ora bem... nos ja

falamos numa outra situagéo sobre ele, mas ndo foi no geoplano.
Claudia — Eu ia dizer o nome...

Prof. — J& conheces o tridngulo com os lados todos iguais?

Rute — Ah sim, a professora ja nos disse...

Prof,. — Entdo ?

Claudia — Triangulo equilatero....

Prof. — E esse... é o triangulo equildtero. Nos ja falamos deles, quando falamos dos
eixos de simetria, ndo ¢? Nos utilizamos um triangulo equilatero... que tem os trés lados
iguais.

67



Para que todos os alunos recordassem esse trabalho com as simetrias, fui buscar
0 cartaz que estava afixado na sala, e, no qual estavam representados 0s eixcos de

simetria do triangulo equilatero.

Na continuagédo da discussdo, optei por levar os alunos a pensar sobre um dos
triangulos desenhados. De acordo com a minha experiéncia profissional, achei oportuno
analisar com todos os alunos o triangulo muito “fininho (figura 21), por considerar que

se trata de um dos triangulos onde, normalmente, apresentam mais duvidas.

Prof. — De facto, este tridngulo... Sera que esta figura também ¢ um triangulo?
Alunos — Sim...

Prof. — Tém a certeza... olhem ndo tem aquela coisa... vocés falavam sempre numa
caracteristica... tem um vértice apontado para cima... olhem nenhum deles esta
direitinho a apontar para cima...

Claudia — Mas tem trés lados...
Hugo — E trés vértices... e por isso trés vértices.

Magda — Nem todas as figuras tém ...[ faz 0 gesto como se se estivessem a referir ao
vértice apontado para cima].

Neste didlogo a aluna Magda demonstra ter compreendido que os triangulos ndo
tém sempre um vértice a apontar para cima, como achava no inicio desta investigacao.
Através da experimentacdo, da analise e da discussdo em torno das caracteristicas dos
triangulos os alunos tiveram oportunidade de evoluir e alargar os seus conhecimentos.
Por exemplo, na primeira parte desta ivestigacdo, os alunos consideraram como critério
as questdes relacionadas com o tamanho dos triangulos, considerando que um triangulo,
mesmo que igual, se fosse maior ou mais pequeno, era uma bandeira triangular
diferente. No entanto, na segunda parte da tarefa quando tiveram de arrumar o0s
tridngulos em grupinhos, os alunos colocaram esse critério de lado, considerando que o

tamanho ndo altera a figura, nem as suas caracteristicas.

Prof. — Agora, achei piada que nenhum de vocés foi pelas questdes do
tamanho...podiam ter arranjado... de facto dentro desse dos lados, vocés tém figuras
com tamanhos diferentes. Sera que o tamanho, o facto... se eu agora tentasse fazer uma
igual a esta mas mais pequena... 8desenhei um triangulo retdngulo mais pequeno]...

igual ndo, parecida. E parecida com esta...
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Clara — s6 que é mais pequeno...

Prof. — E o facto de ser mais pequena, vai mudar esta caracteristica? (referindo-se aos

trés lados de comprimentos diferentes)
Alunos — Nio...

Por outro lado, inicialmente as questfes relacionadas com a posi¢do da figura
suscitaram muitas davidas, no entanto parece ter ficado bastante mais claro para os
alunos que o facto de uma figura mudar de posicdo ndo vai alterar as suas

caracteristicas.

Prof. — De facto o tamanho n3o muda esta caracteristica que vocés definiram...agora se
por exemplo eu pegasse no meu geoplano e fizesse isto... (rodei o geplano e coloquei-0

na vertical).
Hugo — Era igual.
Outros alunos- E igual... igualzinho.
Prof. — O que é que ndo muda a figura?
Alunos — A posigdo...

Sintese — Bandeiras Triangulares

Ao longo deste trabalho, Bandeiras Triangulares, os alunos foram confrontados
com duas grandes tarefas. Por um lado, tiveram de descobrir triangulos diferentes, o que
exigia que ja fossem capazes de identificar as caracteristicas e propriedades dos
triangulos. Por outro lado, foi-lhe solicitado que procurassem classificar os triangulos
representados tendo em conta as suas caracteriticas.

Na primeira tarefa, os alunos revelaram poucas dificuldades, o que podera estar
relacionado com os conhecimentos adquiridos anteriormente, onde os alunos foram
confrontados com diversos exemplos e ndo exemplos de triangulos. Apos discussao em
pequeno e grande grupo acerca desses exemplos e ndo exemplos, os alunos
conseguiram adquirir as nocdes sobre as caracteristicas e propriedades e conceito de
triangulo. Neste trabalho, os alunos facilmente desenharam no seu geoplano triangulos
diferentes, mas surgiram em alguns casos, duvidas relativas a posicao, e a diferenciacao

entre triangulos visualmente semelhantes. Aqui foi fundamental fornecer aos alunos um
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fio de medicdo de forma a poderem verificar a medida do comprimento dos lados dos
triangulos. Deste modo, puderam colocar em pratica a no¢do de comprimento que ja
haviam adquirido no seu dia a dia. A questdo da posicdo levou-os a compreender que

triangulos congruentes, ndo deixam de o ser se estiverem em posicOes diferentes.

Na segunda tarefa, e apds os alunos compreenderem a diferenca entre
congruente e semelhante (mesmo sem contactar com estes nomes), os alunos facilmente
conseguiram classificar de forma simples os tridngulos. Ambos os grupos utilizaram
como critério o comprimento dos lados, surgindo naturalmente, mas sem que fossem
atribuidos nomes, o grupo dos triangulos com os trés lados com comprimentos
diferentes e o grupo com dois lados com o mesmo comprimento e um diferente. O
grupo dos triangulos com os lados todos iguais, surgiu na discussao, mas naturalmente
ndo foi possivel os alunos descobrirem este grupo, pois tal ndo é possivel desenhar no

geoplano.

Os alunos estiverem sempre muito disponiveis para a realizacao desta tarefa, o
que facilitou as suas descobertas. De forma natural os alunos puderam verificar e
compreender que existem triangulos diferentes, mas que por serem congruentes entre si,

podem ser agrupados em determinados grupos.

Ao longo desta atividade surgiram diversos momentos que eu me sentia pouco
confiante no conhecimento que os alunos ja possuiam, sentindo necessidade de ser
demasiado informativa e até controladora. Este facto, acabou por dar pouco espago para

que os alunos pudessem eles préprios chegar as suas proprias conclusées.
1.2. Bandeiras como Quadrilateros

Na sequéncia da tarefa sobre Bandeiras Triangulares, propus aos alunos uma
tarefa sobre quadrilateros. No estudo prévio os alunos identificaram as caracteristicas,
reconheceram as semelhancas e diferencas entre quadriladteros e em especial entre
quadrados e retangulos. Contudo ndo ficou claro para todos os alunos o porqué do
quadrado ser considerado um caso especial do retangulo (anexo 16). Também ao longo
desse trabalho surgiu o conceito de angulo, mas penso que tal ndo foi apreendido por
todos os alunos, pelo que este estudo pretendeu levar os alunos a compreender melhor
este conceito, e deste modo analisar e classificar hierarquicamente os quadrilateros a

partir da analise dos seus angulos internos.
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Esta tarefa pretendeu, tendo em conta o conhecimento anterior dos alunos, leva-
los a representar quadrilateros diferentes e a reconhecer caracteristicas semelhantes,
conduzindo-os de forma natural, a uma primeira classificacdo de quadrilateros. Além
disso, manteve-se como objetivo principal a necessidade de levar os alunos a

compreender e assumir o quadrado como um caso especial do retangulo.

- Bandeiras que sdo Quadrilateros -
“ A Professora Joana que fazer, novamente, uma bandeira de boas vindas, mas desta vez para colocar na
porta de entrada da sua sala de aula. Ela sabe que pretende fazer uma bandeira com a forma de um
quadrilatero, mas ndo sabe que tipo de quadrilateros pretende. A Professora Joana precisa de encontrar um
quadrilatero de que goste.”

Procura ajudar, em conjunto com os teus colegas do grupo, a Professora Joana a criar 0 maior nimero
possivel de bandeiras diferentes com a forma de um quadrilatero.

2. Tarefa B — Bandeiras que sdo Quadrilateros

Observa a seguinte folha de papel ponteado e a bandeira com a forma de um quadrilatero que te é muito
familiar.

Quantas bandeiras diferentes, com a forma de um quadrilatero consegues encontrar?

Utiliza o teu geoplano e depois representa as figuras na folha de papel ponteado que te foi entregue.

B * -

* . -

Baseado em Britton, B. Candy Conundrum Problem (2005) Teaching Children Mathematics.

Figura 24— Tarefa Bandeiras como Quadrilateros

Os alunos trabalharam sempre em grupos de quatro alunos cada, mantendo-se a
organizacdo ja existente na dindmica de sala de aula. Estavam entusiasmados,
disponiveis e curiosos perante a tarefa apresentada. Na proposta, foi-lhes solicitado que
tentassem descobrir 0 maior nimero de Bandeiras que sdo Quadrilateros diferentes.

Os objetivos principais da tarefa foram: distinguir entre figuras iguais e
diferentes, reconhecer e compreender que o tamanho e posi¢do de uma determinada
figura ndo alteram as suas propriedades, desenvolver a capacidade de discriminagéo

visual de determinadas figuras, nomeadamente entre figuras diferentes, fazer uma
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classificacdo, de forma simples, arrumando as figuras desenhadas em sub grupos,
desenvolver a capacidade de reproducéo de figuras desenhadas no geoplano em papel
ponteado, compreender que o quadrado é um caso especial do retangulo.

A questdo relacionada com a aceita¢cdo do quadrado como um caso especial do
retangulo, tal como referido, foi abordada no estudo exploratdrio realizado. No entanto,
tal ndo ficou claro para todos os alunos e foi necessario leva-los a refletir sobre o
mesmo ao longo desta tarefa. No final da tarefa, penso que ficou bastante mais claro
para os alunos que o quadrado é apenas um retangulo especial que tem os lados todos

iguais.

Novamente irei fazer a descri¢do da tarefa, por grupos, Grupo A e Grupo B, e discussao

coletiva.
Grupo A

O grupo comeca por desenhar dois retangulos, sendo o segundo, mais estreito
que o anterior. Decidi questiona-los sobre a diferenca entre as duas figuras, de forma a

compreender o critério que utilizaram para representar quadrilateros diferentes.

Prof- Porque é que essa figura é diferente da anterior? A figura que desenharam antes

qual era?

Alunos — Retangulo.

Prof — E a que desenharam agora?

Alunos — Retangulo.

Prof — O que é que tem de diferente em relacéo a outra?

Magda- [apontando para o primeiro retangulo] - Porque esta figura é mais larga que
esta.

Prof — E o facto de ser mais larga, para vocés é diferente?

Os alunos consideraram que o tamanho ndo era algo a terem em conta na
diferenciacdo entre quadrilateros. Para estes alunos sendo um retangulo, mas com
tamanho diferente € o suficiente para que seja uma figura diferente, os alunos deste
modo, compreenderam que as duas figuras desenhadas apresentam as mesmas
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caracteristicas, apesar de terem tamanhos diferentes. Para terem a certeza contaram 0s
pregos dos lados da figura. Posteriormente, um dos alunos procura utilizar o cantinho da
folha de cartolina entregue no inicio do trabalho, para “medir” os &ngulos internos dos
quadrilateros e verificar se eram maiores , iguais ou mais pequenos que o angulo reto.
Apoiando-se, os alunos do grupo chegam a conclusdo de que o retangulo tem os quatro
angulos iguais e que independentemente do tamanho, os angulos continuam a ser iguais.
Ao contrario da tarefa anterior, aqui os alunos recorreram a medi¢do dos angulos

internos da figura.

Em discussdo com os alunos deste grupo, estes demonstraram ndo reconhecer o

losango como um quadrado.
Prof. — Entdo e que figura é essa Magda? Ja a conheces?
Magda — Losango.
Prof.- Ndo é um quadrado?
Magda — E...

Prof. — E um quadrado ou um losango? Achas que € igual a um quadrado? A Claudia

diz que néo.

Prof. — Porque é que dizes que isso € um quadrado? Justifica-me que isso € um

guadrado. [A aluna roda o geoplano e comeca a medir 0s angulos internos].
Prof. - S8o iguais? (questionando acerca da medida dos angulos).
Magda — Néo.

A meu pedido os alunos desenharam um quadrado e mediram o0s seus angulos

internos, verificando facilmente que os quatro angulos sdo iguais.

Prof. — Entdo acham que esta figura é igual a esta? [Apontei para o losango e para 0

guadrado].
Alunos — Nio...
Prof. — O que é que tém de diferente? Sera que os angulos sdo todos diferentes?

Claudia — S&o dois iguais e dois diferentes.
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Nesta situacdo os alunos foram induzidos, por mim, para ndo considerar o
quadrado como losango. Levei-os a ver as diferencas, deixando de lado as semelhancas.
Mais a frente, os alunos do grupo desenharam um “papagaio” e, novamente, pelo facto
de ser uma figura que ndo havia surgido nem em situacdo de sala de aula, nem nas
tarefas anteriormente realizadas, os alunos ndo conheciam os seus atributos, nem como

é designada.

Figura 25 — papagaio

Prof. — Entdo e que figura € esta? Sera que é um quadrado? Sera que é um losango?

Tem os angulos todos iguais?

Magda — [apontando para a figura e referindo-se aos lados] Estes dois sdo iguais e estes

dois sdo iguais.

Solicitei que os alunos verificassem os angulos internos da figura, o que os levou
a chegar a conclusdo de que um angulo era igual ao do quadrado, e neste caso ao
medidor de angulos que lhes havia sido entregue, ao passo gque, 0s outros dois eram
maiores e um era mais pequeno. N&o achei essencial que os alunos conhecessem o

nome da figura, mas antes que compreendessem 0s seus atributos.

Os alunos deste grupo demonstraram que sabiam o que é um quadrilatero pois
em diversas situacdes representaram figuras que ndo correspondiam aos protétipos a
que estdo habituados. Na figura seguinte, os alunos com a minha ajuda comecaram a
“medir” os angulos internos da figura, e compararam a amplitude dos angulos a partir

do medir de angulos que corresponde a 90° do angulo reto.

. - Figura 26 — Quadrilatero — N&o Trapézio

Prof. — Como é que é esse angulo em relacfo & folha que estdo a utilizar? N&o esta a
bater na figura...
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Nesta primeira parte da tarefa este grupo facilmente desenhou quadrilateros, néo
revelando dividas perante o que é ou ndo é um quadrilatero. Por outro lado, a partir do
medidor de angulos que Ihes havia sido entregue com a amplitude de 90°, tal como o
angulo reto. Descobriram que existiam, nos quadrilateros desenhados, angulos internos
maiores, mais pequenos e iguais ao angulo reto. Contudo, nao considerei essencial que
0s alunos soubessem o0s nomes dos angulos maiores e mais pequenos que o angulo reto.
Por outro lado, surge uma discusséo em torno do losango e do quadrado. Apesar de em
acao ter considerado que ndo era oportuno levar os alunos a compreender a inclusédo do
quadrado nos losangos, penso que tal, teria sido facilmente compreendido se os alunos
tivessem comparado a medida do comprimento dos lados das figuras. Teriam assim

compreendido que os lados do losango séo todos iguais tais como os do quadrado.
Grupo B

Apesar de na tarefa das Bandeiras Triangulares, ter sido bastante discutida a
questdo relacionada com a posi¢éo das figuras, alguns alunos deste grupo revelaram no
inicio deste trabalho que ainda ndo assumiram essa caracteristica como regra geral para
qualquer figura geométrica. Ao analisar um quadrado numa posicdo diferente da
tradicional, os alunos discutem acerca da igualdade ou ndo perante um quadrado numa

posicao habitual, questionando-se a0 mesmo tempo se seria um losango.

Y . Figura 27 — Quadrado “inclinado”

Cétia — Néo é igual ao da Maria? [A aluna Maria desenhou um quadrado pequeno, na
posicao tradicional ].

Hugo — Nio.... entdo vamos medir.

[Voltam a representar no geoplano o quadrado anterior. Comecam a “medir” o
comprimento dos lados com a ajuda de um fio de medicéo].

Prof. — Esta que vocés desenharam primeiro... que figura é para vocés?
Alunos — Quadrado.

Prof. — A Catia desenhou esta (a segunda) e diz que acha que é um losango. A Rute diz
gue acha que néo.
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Rute — Eu acho que é um quadrado.
Prof. — Porqué?

[A aluna pega no geoplano e roda-o...] Rute - Ndo implica a posi¢do da figura, mas s6
que se for assim (rodando novamente) j& se vé melhor.

Ao contrério dos seus colegas, esta aluna revela que ja compreendeu que o facto
de uma figura mudar de posi¢édo, ndo leva a alteracdo das suas propriedades. Contudo,
ao mesmo tempo esta aqui em causa o facto de o quadrado ser um losango, pelo que os
alunos demonstram que ainda ndo reconhecem o quadrado como um losango, por ter os

lados todos iguais.

Maria — Eu acho que sim.

Prof. — Mas porque é que achas que sim? O que ¢ que o losango... tem de diferente em
relacdo ao quadrado? N4o sei, estou-vos a perguntar?

Rute - Eu acho que é. [Desenha um losango no geoplano na posi¢do habitual] @)
losango é assim.

Prof. — Entdo e o que isso tem de diferente em relagdo ao quadrado.
Hugo - A rotacéo...

Rute — Mas se tu virares, ndo é nenhum quadrado.

Prof. — O que é que eu posso ver... o que é que o quadrado tem de igual?
Rute- [apontando para o losango] — Isto ndo tem os angulos todos iguais.

Para estes alunos como o quadrado ndo tem os angulos internos iguais aos do
losango, ndo pode ser um losango. Poderia ter levado os alunos a analisar o
comprimento dos lados da figura e deste modo, teriam compreendido a inclusdo do

quadrado no losango.

Em diversas situacdes surgiram quadrilateros com os quais os alunos do grupo
ainda ndo haviam contactado, nomeadamente o trapézio, neste caso o trapézio isosceles

(figura 28), aquele que surge mais vezes nos manuais escolares.

s = & » & Figura 28 — Trapézio isdsceles
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Prof. - Vocés ja conhecem esta figura, ndo conhecem?

Rute — E um quadrilatero.

Prof. — Esta bem. E quais séo as caracteristicas desta figura?
Alunos — Tem quatro lados....

Hugo — E por isso quatro vértices.

Prof. — Se é um quadrilatero tem de ter quatro lados... essa caracteristica ndo ¢ muito
relevante. ..

Os alunos deste grupo parecem estar muito presos as caracteristicas gerais dos
quadrilateros, quatro lados e quatro vértices, a0 mesmo tempo também nao
manifestaram interesse em saber 0 nome da mesma. Enquanto discutiam acerca do
trapézio isésceles, um aluno comecou autonomamente a “medir” os angulos internos do
mesmo. Ao “medir” prontamente os angulos internos de uma figura, este aluno revela
que compreendeu que podemos analisar os angulos de uma figura para a conhecermos
melhor. A partir do medidor de angulos retos inicialmente entregue, os alunos puderam
constatar que ha figuras que tém angulos maiores e outras mais pequenos que o angulo

reto.

No entanto, na continuidade do trabalho, os alunos deste grupo discutiram entre
si sobre um retangulo, considerei oportuno questiona-los acerca dos atributos de um
retangulo.

Prof. - Que figura € esta que vocés desenharam?
Alunos- E um retangulo.

Prof.- E um retangulo ou é um quadrado?
Alunos — E um retangulo.

Prof. - O que € que tem um retangulo?

Hugo — Quatro angulos iguais...

Prof.- Sim, tem os quatro angulos iguais. E mais?
Hugo — Tem quatro lados...

Maris- Estes dois lados sdo iguais e estes dois séo iguais (apontando).
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Aqui os alunos reconhecem os atributos do retangulo, e mais a frente ao
analisarem os atributos de um quadrado reconhecem que pode ser incluido como

retdngulo simplesmente porque tem os angulos iguais aos do retangulo.

Prof. — Portanto, tem os angulos iguais ao do....
Alunos — Retangulo.

No final da primeira parte da tarefa, que precedeu um intervalo, os alunos de
ambos 0s grupos recorreram essencialmente ao medidor de angulos retos para
diferenciar entre as figuras desenhadas. Por vezes, apresentavam algumas dividas na
utilizacdo correta do medidor, no entanto, com a minha ajuda, facilmente conseguiram

constatar que existiam angulos internos diferentes, ou iguais aos do medidor de angulos.

Em relacdo a inclusdo do quadrado como um retdngulo especial, penso que 0s
alunos compreenderam melhor, agora, a partir da “medi¢do” dos angulos internos de
retdngulos e quadrados, que pelo facto de ter os quatro angulos iguais e iguais aos do
retangulo, faz do quadrado, um retadngulo. No entanto, considero ao mesmo tempo que
apesar de ter sido discutida a inclusdo do quadrado como um losango, ndo me parece
que os alunos a tenham compreendido nesta primeira parte da tarefa. Eu propria, em
algumas situacgdes incitei os alunos a considerar o quadrado uma figura completamente
diferente do losango, ndo tendo surgido a comparacao entre a medida do comprimento

dos lados de ambas as figuras.

Na segunda parte desta tarefa, no decorrer do mesmo dia, mas apos intervalo,
solicitei aos alunos que procurassem arrumar os quadrilateros desenhados em pequenos
grupos de acordo com um critério definidos pelos alunos, tal como na tarefa anterior,

atribuindo para cada grupo uma cor diferente.
Prof. — Os quadrilateros que vocés desenharam sdo todos iguais?

Alunos — Nao.

Prof. — Pois por isso é que os desenharam... agora, sera que posso fazer grupinhos,
tendo em conta as caracteristicas. Em grupo, vdo pensar em que caracteristica é que nds
nos vamos basear. Vocés analisaram dois tipos de coisas... o que é que VOCES
analisaram? Quando estavam a comparar as figuras para verem se eram iguais ou ndo, o

que é que viam?
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Claudia — O comprimento dos lados.

Prof. - Por um lado, viam em relagdo ao comprimento dos lados, mas também viam
outra coisa...

Alguns alunos — Os angulos.

Prof. — Tém de pensar bem em grupo, o que é para vocés, mais significativo. Se é a
parte do comprimento dos lados, e entdo vamos por ai, ou sera que vamos ver pelos
angulos e depois agrupar pelas caracteristicas dos angulos. E isso que tém de discutir

em grupo e depois de chegarem a decisao, vao orientar... e vao pintar.

Maria - Mas tem de ser da mesma cor?

Prof. — Sim, convém que seja a mesma cor.

[Os alunos comegam a discussao em pequeno grupo para chegarem a um acordo].
Grupo A

Inicialmente este grupo de alunos, provavelmente porque na tarefa das Bandeiras
Triangulares assim o fizeram, definiram, como critério, o comprimento dos lados. No
entanto, e apesar de um dos objetivos desta tarefa ser a “arrumagdo” dos quadrilateros”
em grupos de acordo com a amplitude dos angulos internos, podera ter sido um pouco
forcado pela minha parte, a escolha do critério relacionado com a medida de amplitude
dos angulos internos dos quadrilateros, principalmente para que os alunos

compreendessem a inclusdo do quadrado como um retangulo especial.

Prof. — Entdo, mas se forem por aquilo que estdo a dizer, quando forem arrumar o
quadrado, ja o vao colocar num grupinho diferente (em relacdo ao retangulo). Tém de
pensar bem...Se vao escolher esse critério, por exemplo, em relagdo ao quadrado... o

que é que sabem... ndo sabem nada? O quadrado para vocés é um retangulo?
Alunos — Sim.

Prof.- Porqué?

Alunos — Porgue tem os angulos todos iguais.

Claudia — E um retangulo especial.

[Apos efetuarem a “medicdo” dos angulos internos com o medidor de angulos...] Prof -

Sera que ha mais figuras com os angulos iguais? Serdo do mesmo grupinho?
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Neste didlogo, os alunos demonstram que consideram o quadrado como um
retangulo, no entanto, s6 uma das alunas parece compreender o porqué do quadrado ser
um caso especial do retdngulo. Mais a frente, uma das alunas do grupo considera que
um retangulo por ser mais estreito ndo deve fazer parte do mesmo grupo que um
retdngulo mais largo. Com a ajuda dos colegas do grupo, a aluna volta a “medir” a

amplitude dos angulos internos da figura e constata que é igual a do retangulo maior.

Ao analisarem outros quadrilateros, nomeadamente o losango, depararam-se
com a duvida se este quadrilatero devia ou ndo fazer parte do grupo do papagaio. Em
discussdo com os alunos e ajudando-os, “medimos” os angulos internos de ambos 0s
quadrilateros. Depois de “medir”, os alunos verificaram que o papagaio desenhado tem
um angulo igual ao do papel (anexol7), ou seja reto, dois maiores e um é mais pequeno,

ao contrario dos angulos do losango que séo iguais dois a dois.

A certa altura, senti que os alunos de ambos os grupos estavam com dificuldades
em utilizar corretamente o medidor de angulos, por ser demasiado grande em relacao as
folhas de papel ponteado e geoplano. Decidi encurta-lo, ficando mais pequeno, e desta

forma mais semelhante ao “cantinho” do geoplano.

Na continuidade do trabalho de “arrumagao dos quadrilateros, uma aluna deste
grupo demonstra que esta familiarizada com as caracteristicas dos angulos do retangulo,
reconhecendo que sdo todos iguais.

Prof. O que é que vocés ja sabem sobre o retangulo?

Claudia — tem os angulos todos iguais.

Grupo B

Este grupo de alunos, prontamente comecou a analisar os seus quadrilateros
tendo em conta a amplitude dos angulos internos das figuras. Apesar de alguns alunos
deste grupo terem demonstrado anteriormente que compreenderam a inclusdo do

quadrado nos retangulos.
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Prof. — ... e essa se é um quadrado, o que é que tem?

Maria — Tem quatro angulos iguais... (solicitei de seguida que a aluna medisse 0s
angulos internos da figura).

Prof. Se tem os quatro angulos iguais, por isso € que faz parte da familia do retangulo,
ndo é? Por isso é que é considerado um retangulo.

Rute — Tem os angulos todos iguais.
Prof. — Também tem os angulos todos iguais.

A minha intervencdo levou a que entre algumas alunas existisse um dialogo
semelhante. Pelo que demonstraram que compreenderam o que foi feito anteriormente.
Ao analisar outro quadrado, ainda, uma aluna deste grupo ndo esta certa sobre a que
grupo deve pertencer o quadrado.

Rute — Catia, achas que ... se sabes como € que sdo os angulos nesta figura?

Maria — Achas que sdo todos iguais? Todos diferentes? Dois sdo iguais, dois sdo
diferentes?

Prof. — Se calhar convinha que ela desenhasse e verificasse no geoplano.
Rute — Como é gue sdo os angulos?
Caétia — Sdo todos iguais.

Os alunos deste grupo centraram-se essencialmente na analise dos seus
quadrilateros a partir da amplitude dos angulos internos das figuras, sejam trapézios,
quadrados, retangulos ou outras. Ndo demonstraram interesse em saber o nome de

quadrilateros que ndo o quadrado, losango e retangulo.
Discussdo Coletiva

Neste ultima parte da tarefa, optei por deixar os alunos em, cada um dos grupos,
agrupar os seus quadrilateros, o mais autonomamente possivel. No final da tarefa
realizei com os alunos uma sistematizacdo em coletivo de algumas das descobertas mais

significativas de ambos 0s grupos.

Prof.- Entdo vamos la parar com o que estavam a fazer. Vocés estabeleceram aqui um
critério. Neste tipo de figuras nds tanto podemos usar o critério dos angulos como o dos
lados. De facto, vocés, os dois grupos escolheram o mesmo. Foi ir pelos angulos.

(registei no quadro... utilizei um angulo reto feito num cartdo maior). Olhando para esta
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figura, que vocés ja tinham (figura inicial), € um quadrado... ja tinhamos visto que o
angulo de um quadrado, ¢ um cantinho de uma folha... uma folha normal... olhem la

para a vossa folha, vejam I se ndo faz este cantinho?
Alunos — Faz.

Prof. — Ora bem, este tipo de cantinho, este angulo assim chama-se um angulo reto. Tem
um nome, chama-se angulo reto [registei no quadro]. Este tipo de angulo que é assim
direitinho [demonstrei] faz este efeito, como o canto da folha, € um angulo reto. O
quadrado [demonstrei], tem quatro angulos retos... um, dois, trés, quatro... sdo todos

iguais ndo ¢? Um dos grupinhos que vocés fizeram... qual foi o critério? Foi figuras ...
Alunos — Com os angulos todos iguais.

Prof. — [Registei no quadro] — Portanto figuras com os 4 angulos iguais. Portanto, que

tipo de figuras é que surgiram? Que vocés conhecem de nome?
Alunos — Retangulo.

Prof. — Muito bem... surgiu o retangulo...

Alunos — E o quadrado...

Prof. — Vou desenhar ali com outra cor... varios retdngulos... fizeram retangulos
diferentes pelo tamanho, certo? [desenhei no geoplano grande que estava no quadro um
dos retdngulos maiores]. Estas vocés ja conheciam... temos a azul... alias a vermelho o
retangulo, vocés desenharam varias. (escrevi a palavra no quadro) Se vocés repararem

na propria palavra retangulo ndo vém nada de engragado?
Claudia — Angulo reto.
Alunos — Reto... angulo.

Prof. — Reto e angulo. O retangulo, portanto, tal como também o nome dele indica, tem
os quatro angulos retos... vamos 14 confirmar [utilizei 0 meu canto de cartdo. Medi para

o0s alunos verem]. Ali o cantinho...
Alunos — Sim...

Prof. — Entdo, o retangulo é aquela figura geométrica, que para além daquela
caracteristica que vocés ja falaram, da questdo dos lados, ser dois a dois iguais...

retdngulo porque tem a ver com os quatro angulos retos. Logo esta figura azul que vocés
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pintaram da mesma cor, faz parte da mesma familia. Ndo foi? Pintaram ou nao

pintaram... Como ¢ que se chama esta azul?
Alunos — Quadrado.

Prof. — [Registei no quadro] — S&o os quadrados nao é? O que é que os quadrados tém

para poderem pertencer aquela familia?
Alunos — Os angulos séo todos iguais.
Prof. — E como é que sdo os angulos?
Alunos — Retos.

Prof. — Por isso é que se diz que o quadrado é um retdngulo, mas é um retangulo

especial. E especial porqué? Porque tem os lados. ..
Alunos — Todos iguais.

Fica claro nestes didlogos que os alunos compreenderam a inclusdo do quadrado
nos retangulos. No entanto, a discussdo foi mediada essencialmente por mim que fui
questionando os alunos. Optei nesta discussdo por introduzir o nome do angulo reto,
associando-o0 ao retangulo. Considero que os alunos compreenderam esta associacao.
Continuando a discussdo analisei com os alunos outro grupo de quadrilateros, aqueles

com os angulos iguais dois a dois.

Prof. — Mas tendo em conta a caracteristica dos quatro angulos retos, ndo é? O quadrado
também tem os quatro angulos retos, portanto, pertence aos retangulos, correto? Agora,
voceés descobriram outro grupo, para além deste com os angulos todos iguais. Qual foi o

outro grupo?
Alunos — Os angulos iguais dois a dois.

Prof. — Muito bem. [registei no quadro]. Angulos iguais dois a dois. Ndo é? [apaguei as
figuras anteriores que estavam representadas no geoplano afixado no quadro]. Por
exemplo, acho que todos os grupos... exato... a comecar por... que inicialmente diziam
que era um retangulo, quero dizer um quadrado. [desenha o losango]. Inicialmente estou

eu a dizer. Nao é? Todos tém esta certo? Todos tém esta ou ndo?
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Figura 29 — losango

Alunos — Sim.

Prof. —E esta vocés pintaram com a cor do grupo dos angulos iguais dois a dois...
agora seré que os angulos sdo retos? Agora que ja aprendemos este nome, este tipo de

angulo assim [apontando]... é reto.
Aluno — Sim...

Nesta situacdo, levei os alunos a diferenciarem os quadrilateros tendo em conta a
amplitude dos angulos internos. No entanto, e considerando que o losango podera ser
considerado um quadrado pelo facto de ter os lados todos iguais, ndo permiti que os
alunos pudessem compreender esta associagdo. Nem mesmo, 0s encaminhei para
analisarem e até compararem o quadrado com o losango. Considerei na altura que seria
talvez, demasiado confuso para os alunos compreenderem que o quadrado é também um
losango, e a0 mesmo tempo um retangulo. No entanto, mais a frente, levei os alunos a

analisarem o losango pela perspetiva do comprimento dos lados.

Prof. — [Registei no quadro]. Entdo, nestas figuras com os angulos iguais dois a dois,

vocés tém dois angulos mais pequenos que o angulo reto e dois angulos como?
Alunos — Maiores que o angulo reto.

Prof. — Ok. Esta figura, além dos angulos, ela... vocés, alguns de vocés ja disseram

como € que ela se chamava, ja a conhecem.

Alunos — Losango.

Prof.- Losango muito bem [registei no quadro]. O losango tem de facto os angulos dois
a dois iguais, mas ndo sdo iguais aos angulos do retangulo e do quadrado, mas se nds
quisermos olhar para os lados, o que é que ele tem também... como é que s&o os lados
entre eles?

Rute — S&o todos iguais.
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Prof. — Vamos confirmar [utilizei o fio para medir o comprimento dos lados]. Portanto,
0 losango o que é que tem de especial? Tem dois &ngulos mais pequenos que o angulo

reto, dois angulos maiores que o angulo reto e tem os lados todos...

Maria — Iguais.

Prof. — Por isso € que vocés tém tendéncia para dizer que parece um quadrado, porque
também ... o quadrado tem os lados todos iguais. Mas depois os angulos nao sao todos
iguais. Portanto, ndo é um quadrado. Ou ndo ¢ igual a um quadrado mesmo... isto

considerando os angulos...

A minha intervencdo aqui induziu os alunos em erro. Refletindo sobre o que
aconteceu, considero que teria feito todo o sentido levar os alunos a compreender o
porqué do quadrado ser considerado um losango. Senti inseguranca e fiquei com receio
que os alunos ndo compreendessem e ficassem confusos em relacdo ao que ja sabiam.
Ou seja, de certo modo, subjuguei os alunos e considerei que sabiam menos do que

provavelmente sabiam.

Ao continuar a discussdao com os alunos, analisdmos outras figuras como é o
caso do trapézio isosceles, que tal como ja referi anteriormente, tendo em conta a minha

experiéncia profissional, é aquele que surge mais vezes nos manuais escolares.

Prof. — E mais aberto. Portanto ¢ maior que o angulo reto... agora... isto pelos angulos,
pertence a0 mesmo grupo que o losango. Agora sera que é mesmo um losango? O que é
gue o losango tem para além dos angulos?...

Alunos — Os lados todos iguais.

Prof. — [apontei para o trapézio] Este tem os lados todos iguais?

Alunos — Nio...

Rute — Tem os lados iguais dois a dois.

Prof. — [medi para os alunos verem o comprimento dos lados do trapézio, utilizando o
fio de medicgdo] Qual é que dizes que é igual a este? [falando para uma aluna] é o de
cima? Este é mais pequeno.

Rute — Eu néo tou a dizer que este...

Prof. — (Apontando). Estes dois é que sdo iguais.

Rute — Sim...

85



Prof. — Nao € Hugo?
Hugo — Sim.

Os trapézios foram incluidos, por parte dos alunos, no mesmo grupo que o
losango tendo em conta os angulos internos (anexos 17 e 18). Contudo, nesta discussao
ndo ficou muito claro, a que grupo deve ser associado o trapézio, até porque nao falei
com os alunos acerca da classificacdo de quadrilateros na qual podem ser separados 0s
paralelogramos, trapézios ou ndo trapézios. Seriam mais palavras... no entanto, talvez
tivesse feito sentido, pois poder-se-ia ter feito outra arrumacéo que ndo a que foi feita.
Ao discutir com os alunos acerca do papagaio desenhado, procurei leva-los a

compreender porque ndo poderia fazer parte do mesmo grupo que o losango.

Prof. — Parece um losango, assim olhando de repente. Mas ndo é. Este é o chamado
papagaio. Regista 0 nome. O papagaio também tem outras caracteristicas em relagdo aos
angulos. Vocés ndo pintaram desta cor (referindo-me a cor do trapézio e do
losango).N&o é? Porqué? Porque ele de facto ndo tem dois a dois iguais. [medi para o0s

alunos verem]. Este angulo aqui [medi o angulo reto] é igual ndo é?
Rute — Angulo reto.

Prof. — Entdo se é igual a este cantinho da folha como é que se chama?
Alunos — Angulo reto.

Prof. — Quando é igual a isto (referindo-me a folha) encaixa aqui perfeitamente. Agora

vamos ver este cantinho...é maior ou mais pequeno que o angulo reto?
Alunos — maior.

Prof. — Hugo, vamos ver este ca debaixo.

Hugo — Mais pequeno...

Prof. — E mais fechadinho, muito mais para dentro. E este... Maria?
Maria — Maior.

Prof.- Portanto ha aqui dois que s&o iguais. Este dois s&o iguais [apontando]. — volta a

medir os angulos para confirmarem...- Muito bem.
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Surge um outro grupo de quadrilateros, os que tém apenas um angulo reto, dois

com uma amplitude maior e um menor.
Sintese — Bandeiras como Quadrilateros

Terminando a discussdo com os alunos acerca dos quadrilateros desenhados
surgiram, quadrados, retdngulos, losangos, trapézios e paralelogramos.

Sendo um dos objetivos desta tarefa, levar a que os alunos compreendessem a
inclusdo do quadrado como um retangulo especial, penso que este foi atingido e que
esta foi uma das situaces mais discutida e que me pareceu, os alunos melhor
compreenderam. Nas tarefas anteriormente realizadas, a volta dos quadrilateros, penso
que exerceram alguma influéncia para que os alunos compreendessem esta associacao.
Os alunos estavam mais despertos e “abertos” para esta analise, pelo que apesar de
inicialmente, alguns alunos, ainda se sentirem inseguros perante esta questdo, no final,
os alunos evoluiram e prontamente afirmavam que pelo facto de ter os angulos todos
iguais e iguais aos do retangulo o quadrado é também um retangulo. Considero que ao
compreenderem isto, muito provavelmente o0s alunos estdo num nivel de
desenvolvimento superior ao visual (na teoria dos van Hiele), o nivel de analise seja o

mais adequado.

No que toca a andlise do losango, penso que poderia ter levado os alunos a
compreenderem a inclusdo do quadrado nesse grupo, mas considerei, no momento, em
acdo, que os alunos poderiam ficar confusos em relacdo ao que ja sabiam sobre o
quadrado e neste caso do retangulo.

O trapézio isosceles foi também uma figura analisada, e pelo facto de ter os
angulos iguais dois a dois, e neste caso, nenhum angulo reto, tal como o losango, foi
incluido nesse grupo. Figuei na davida se faria sentido que os alunos compreendessem
que os quadrilateros poderdo ser classificados em trapézios e ndo trapézios...e por sua
vez os trapézios, em paralelogramos e ndo paralelogramos. Além disso, em ambos 0s
grupos surgiram outros tipos de trapézios, mas nao indiquei aos alunos que também se
enquadravam nesse grupo. Considerei que esse ndo era um dos objetivos desta

investigacao.
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Por sua vez o papagaio desenhado ficou num grupo distinto, tendo em conta a
amplitude diversa dos angulos internos, e por s ter um angulo reto. Este é um
quadrilatero que ndo apresenta uma classificacdo simples, pelo que foi incluido no

grupo dos quadrilateros com um ou dois angulos retos.

No que diz respeito especificamente aos angulos, neste trabalho com os alunos
surgiu apenas a palavra angulo reto. Este correspondeu ao angulo do medidor de
angulos que foi entregue aos alunos. Foi bastante curioso que apesar de terem surgido
outros angulos, maiores e mais pequenos que o angulo reto, os alunos né&o
demonstraram interesse em saber o nome deles. No entanto, foi a partir deste medidor
de angulos que os alunos agruparam as suas figuras e apesar de intuitivamente,
acabaram por surgir trés tipos de quadrilateros: quatro angulos retos, um ou dois

angulos retos e sem angulos retos.

Sintetizando, nesta Experiéncia de Ensino, foi proposta aos alunos uma
atividade investigativa os alunos, na qual puderam através das suas proprias
descobertas,alargar 0s seus conhecimentos, descobrir que existem triangulos e
quadrilateros que apesar de visualmente semelhantes ndo sdo iguais, pois tém
caracteristicas/propriedades diferentes nomeadamente a medida do comprimento dos
lados diferente. No entanto, ao partilharem as suas descobertas, os alunos necessitaram
da minha confirmacdo, de que o que tinham descoberto tinha sentido. Por vezes, 0s
alunos estdo inseguros e é necessario icentiva-los a continuar, para que de futuro
estejam mais confiantes e possam elaborar eles préprios as suas conjeturas. Neste
trabalho os alunos puseram a prova as suas capacidades de visualizacdo espacial. Ao
descobrirem os triangulos e quadrilateros, surgiram situacfes nas quais as mesmas
figuras estavam em posicdes diferentes , o que nem sempre foi 6bvio para todos 0s
alunos. Quando representavam na folha de registo de papel ponteado, para alguns
alunos, era muito importante que essa representacdo fosse tal e qual como no seu
geoplano. No entanto, para outros alunos, poucos, a posicdo nao alterava as
caracteristicas da figura. Para a maioria dos alunos, esta questdo ndo estava clara. Tal
facto, foi surpreendente, pois esta foi uma das questdes abordadas no Estudo Piloto
realizado anteriormente. Considero que aqui a discussao tida em torno desta questao foi
essencial, pois no final da tarefa os alunos revelam estar mais a vontade com esta

questao.
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Por outro lado, alguns alunos também foram capazes de relacionar entre
diferentes caracteristicas, o que revela que estejam provavelmente num nivel de

desenvolvimento superior ao visual.

Além disso, o facto de no estudo realizado previamente os alunos terem tido
oportunidade de analisar diferentes triangulos e alguns quadrilateros, podera ter
influénciado a facilidade com que os alunos foram desenhando triangulos e
quadrilateros muito diferentes. Em nenhum momento os alunos se questionaram sobre
se as figuras que estavam a desenhar eram ou ndo tridngulos ou quadrilateros.Os alunos
demonstraram ser capazes de identificar triangulos, mesmo que ndo se enguadrem nos
prototiopos dos triangulos que ja conhessem, e também foram capazes de compreender

a inclusdo do quadrado no retangulo.

Também poderemos afirmar que os alunos parecem, no final deste estudo,
evidenciar um nivel de desenvolvimento mais evoluido do que anteriormente no final
do estudo exploratério realizado previamente, mas tal estda sempre subjacente a

utilizacdo permanente de material manipulavel.
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Capitulo V

SINTESE, CONCLUSOES E RECOMENDACOES

Nesta secdo do documento pretendo fazer uma sintese de todo o trabalho até agora
descrito, apresentando as principais conclusfes. Deste modo, procurarei dar resposta as
questes de investigacdo que no inicio do estudo defini, fazendo a ponte entre os
referenciais tedricos, o trabalho dos alunos e 0s processos envolvidos no decorrer desta

investigacao.

1. Sintese

No inicio deste trabalho propus aos alunos um conjunto de tarefas acerca de
triangulos e quadrilateros, os quais designei de Estudo Piloto. O objetivo destas tarefas
foi, por um lado levar os alunos a contactar com exemplos e ndo exemplos de
triangulos, e, por outro lado, leva-los a representar quadrilateros que ndo sé quadrados e
retdngulos, mas a0 mesmo tempo que compreendessem a inclusdo do quadrado nos
retdngulos. Além disso, pretendi com estas tarefas, motivar os alunos para o trabalho

que Se seguiu.

Os alunos estiveram bastante disponiveis para este trabalho e no final das tarefas
relacionadas com os triangulos, a maioria, se nao todos os alunos sentiram-se bastante
mais a vontade com a identificacdo visual, associada ao reconhecimento das

caracteristicas dos triangulos.

No que corresponde aos quadrilateros os alunos, na sua maioria compreenderam
a inclusdo do quadrado no retangulo. Contudo, em relacdo a outros quadrilateros nao
existiu um trabalho tdo exaustivo, pois considerei que no decorrer desta investigagdo 0s

alunos iriam ter oportunidade de os analisar com mais pormenor.

No final deste primeiro conjunto de tarefas apresentei aos alunos um pequeno

questionario que pretendia aferir sobre os conhecimentos dos alunos, neste caso em
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relacdo as propriedades dos triangulos, quadrilateros e acerca da inclusdo do quadrado

no retangulo.

Na segunda parte desta investigacdo, designada de Experiéncia de Ensino,
apresentei aos alunos a proposta de descobrirem o maior nimero possivel de bandeiras
triangulares (triangulos) no Geoplano 5 X 5. Inicialmente os alunos em grupo foram
descobrindo triangulos diferentes e discutindo entre si e comigo as suas descobertas e
incertezas perante a aceitagdo de determinada figura como triangulo, ou como sendo um
tridngulo diferente daqueles que haviam feito. Nem sempre foi 6bvio, para os alunos,
essa distingcéo, pelo que considerei na altura, que era importante que os alunos tivessem
um fio que lhes permitisse a medicdo do comprimento dos lados dos seus triangulos.
Deste modo, os alunos puderam distinguir entre triangulos visualmente muito parecidos
mas que tinham medidas de comprimento dos lados diferentes. Posteriormente, e apds
uma sistematizacdo de algumas das descobertas dos alunos, solicitei que procurassem
arrumar os seus triangulos em grupos, tendo em conta as suas caracteristicas. Os alunos
optaram por utilizar cores para cada um dos grupos. Surgiu o grupo dos triangulos com
os lados todos iguais, que os alunos ja conheciam de outro trabalho na sala de aula, o
grupo dos triangulos com dois lados iguais e um diferente e o grupo dos triangulos com
os lados todos diferentes. No final, os alunos compreenderam esta classificacdo, até
porque autonomamente, e com alguma ajuda da minha parte, encontraram esta

arrumagcéo, que me pareceu bastante correta.

Na terceira e Gltima parte desta tarefa, foi apresentada aos alunos uma proposta
semelhante a anterior, mas desta vez, em relacdo a bandeiras que sdo quadrilateros. Os
alunos descobriram diferentes retangulos, quadrados, losangos, trapézios e outros
quadrilateros. Considero que esta tarefa foi mais desafiante para os alunos e também
para mim. Os alunos quando tiveram de agrupar os seus quadrilateros de acordo com as
suas caracteristicas fizeram-no tomando como ponto de partida o angulo reto. Cada
grupo recebeu um medidor de angulos, ou seja, um cantinho de uma folha de cartolina
(angulo reto). A partir dai analisaram com a minha ajuda as figuras tendo em conta a
amplitude do angulo reto, se os angulos eram maiores, iguais ou mais pequenos que o
angulo reto. Deste modo, os alunos compreenderam desta vez, de forma muito mais
clara, a inclusdo do quadrado no retangulo, pelo facto de termos analisado os angulos de

ambas as figuras. No entanto, penso que poderia ter avangcado um pouco mais na
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classificacdo dos restantes quadrilateros de outro modo, por exemplo tendo em conta o
paralelismo presente nas figuras. Ficamos “agarrados” a classificacdo dos quadrilateros
como tendo ou ndo angulos retos. Tal como Loureiro (2009) refere, esta € uma das trés
classificacbes possivel dos quadrilateros, que se enquadrada mais na direcdo da
geometria euclidiana, e assim corresponde a um nivel de conceptualizacdo mais
elementar. Ou seja, os alunos intuitivamente classificaram os seus quadrilateros do
seguinte modo: quadrilateros sem angulos retos; quadrilateros com um ou dois angulos
retos e quadrilateros com quatro angulos retos. Esta foi a base de trabalho dos alunos de
ambos 0s grupos, apesar de ndo terem tido nocéo de que o estavam a fazer. Os alunos a
partir do medidor de &ngulos retos verificavam se 0s angulos internos dos seus
quadrilateros eram maiores, mais pequenos ou iguais. Foi bastante interessante que os
alunos recorreram facilmente ao “medidor” de angulos no lugar de utilizarem o fio de
medicdo como fizeram na tarefa das bandeiras triangulares. Deste modo, atraves desta
classificacdo os alunos puderam compreender a inclusdo dos quadrados nos retangulos,

como quadrilateros com os quatro angulos retos.
2. Conclus6es do Estudo

- Como se desenvolve a atividade matematica dos alunos quando se envolvem em

atividades de investigacdo matematica em geometria?

Partilhando das ideias de Cristiansen e Walther (1986), em todos os niveis de
ensino da matematica é ainda dada prioridade aos exercicios e aos resultados/produtos
finais, no lugar de se valorizar mais os processos. E essencial que os alunos tenham
oportunidade de “fazer matematica”, e como tal, as atividades do tipo investigativo
permitem que os alunos tenham um papel ativo, se ndo mesmo o principal, no decorrer
de toda a investigacdo. Nesta investigacdo os alunos tiveram oportunidade de
experimentar, tiveram oportunidade de ‘“fazer matematica” tanto o grupo A como o
grupo B, tiveram muitos momentos em que sozinhos iam fazendo as suas descobertas, e
chegando as suas proprias concluses. No entanto, foi essencial que os alunos tivessem
oportunidade de aprender a raciocinar, através das discussdes que foram sendo tidas em
grande e pequeno grupo. Deste modo, puderam “arrumar” as suas ideias, e confirmar se
0s seus argumentos eram validos ou ndo. Tal como refere 0 NCTM (2007) a medida que

os alunos véo evoluindo no seu conhecimento, é preciso leva-los a aprender a formular
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argumentos dedutivos eficazes, baseados nas verdades matematicas que Vvéo

estabelecendo nas aulas.

Especificamente na area da Geometria, os alunos tém imensas possibilidades de
“fazer matematica”. Esta ¢ uma 4rea propicia a atividades de investigagao. Como diz
Freudenthal (1973, citado por Abrantes, 1999) a geometria € um campo propicio a
atividades que levam a matematizacao da realidade e a realizacdo de descobertas. Nesta
investigacdo os alunos, tanto no Estudo Piloto, como no segundo conjunto de tarefas,
tiveram oportunidade de realizar descobertas, que iam partilhando com os seus colegas
de grupo. Tanto tridngulos como quadrilateros sdo figuras com as quais estdo
permanentemente em contacto no seu dia-a-dia. Seja porque observam os sinais de
transito, seja porque observam as bandeiras das praias, a bandeira de Portugal... Este
grupo de alunos sempre esteve disponivel para a realizacdo desta investigacdo, a
Geometria j& era uma area na qual gostavam de trabalhar. Além disso, o facto de terem
utilizado o Geoplano e o Papel Ponteado, fez com que os alunos ndo perdessem o

interesse, 0 que foi essencial para a progressao deste trabalho.

Considero que o sucesso da experiéncia se deve por um lado a familiarizacdo
dos alunos com triangulos e quadrilateros, o que resultou provavelmente do Estudo
Piloto. No inicio desta investigacdo, aquando da realizacdo do Estudo Piloto, os alunos
apenas reconheciam as figuras visualmente. O facto de terem que discutir com 0s seus
pares e comigo, enquanto professora/investigadora levou-os a evoluir nos seus
conhecimentos. Em atividades de investigacdo matematica em Geometria, os alunos vao
progredindo e a medida que vao fazendo descobertas, vdo tirando as suas proprias

conclusoes.

O desenvolvimento desta investigacdo passou por diversas fases que se
assemelham as fases de trabalho dos alunos e do professor apresentadas por Matos e
Ponte (1992) em relacdo a tarefas investigativas em matematica. Neste caso, a
formulacdo do objetivo (1), a definicdo de estratégias (2), e a reflexdo sobre os
resultados e elaboracdo de conjeturas (3). Especificamente nesta investigagdo, na
primeira fase, foram apresentadas aos alunos as propostas de trabalho, e esclarecidas
duvidas consoante o trabalho que Ihes era proposto (1). Considero que para que 0S
alunos possam fazer a suas descobertas, trabalhado de forma autonoma, é essencial que

compreendam o enunciado da proposta de trabalho que lhes é apresentada, e neste caso
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aquilo que lhes é pedido. Depois os alunos comegaram em pequenos grupos a fazer o
que lhes era pedido, definindo uma estratégia, e fazendo as suas préprias descobertas.
Nesta fase, a0 mesmo tempo, eu foi circulando pelos dois grupos de trabalho, e procurei
questionar os alunos de cada grupo acerca do que iam descobrindo. O objetivo foi leva-
los a compreender as suas descobertas e a partir delas procurar fazer generalizacées. No
final, foi feita uma sistematizagdo em grande grupo sobre todas as descobertas, tanto as
do grupo A como as do grupo B. além disso, em conjunto refletimos sobre o que
fizeram e procuramos formular de certo modo conjeturas. Por exemplo, que o quadrado
é um caso especial do retangulo, porque tal como ele tem quatro angulos retos, mas 0s
lados séo todos iguais; que o nome de retangulo advém do facto de ter quatro angulos
retos, etc.

Além disso, considero que no decorrer desta investigacdo foi essencial que os
alunos se baseassem em exemplos e contraexemplos das figuras geométricas planas que
estavam a trabalhar, no caso triangulos e quadrilateros. Tal como Martins, et al (2002)
referem estes sdo essenciais, pois a certa altura os exemplos ndo bastam para

compreenderem e provarem as conjeturas apresentadas.
- Que processos sao utilizados pelos alunos no decorrer deste tipo de atividades?

No decorrer deste trabalho notei que os alunos foram ganhando confianga
perante 0s seus conhecimentos e capacidades geométricas, e, foram concretizando o que

Ihes era pedido com cada vez mais facilidade e sucesso.

No primeiro conjunto de tarefas os alunos contactaram com exemplos e contra
exemplos de triangulos. Alguns alunos consideraram inicialmente como triangulos
figuras como a Figura L e J (anexo 1 tarefa A). A discussdo que se gerou em torno desta
andlise e discriminacdo visual de tridngulos permitiu aos alunos compreender e assumir
as carateristicas dos mesmos. Desta feita, na tarefa seguinte (ver anexo 1 tarefa B) a
maioria dos alunos assinalaram apenas as figuras que correspondiam efetivamente a
triangulos. Ao evoluirem no seu nivel de conhecimento, os alunos deixaram apenas de
reconhecer triangulos s6 porque se assemelham a algo, ou s6 porque alguém ja lhes

disse que aquelas figuras sao triangulos.

No inicio do trabalho tal como ja referi e pelo que podemos observar dos

produtos escritos dos alunos, estes apresentavam um nivel de desenvolvimento
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caracteristico do nivel Visual, tal como van Hiele refere. Neste nivel as figuras sédo
avaliadas pela sua aparéncia (Matos, 1992), o que justifica que os alunos tivessem
assinalado triangulos com um dos lados concavos ou mesmo uma figura da qual
fizessem parte dois triangulos. Ao mesmo tempo, e mesmo apos a discussao e analise
das figuras exemplos e ndo exemplos de triangulos, no decorrer da experiéncia de
ensino, especificamente das bandeiras triangulares, alguns alunos apresentam evidéncias
de nivel de pensamento visual. Num dos grupos, aquando da andlise de dois triangulos
visualmente parecidos, uma aluna demonstra pouca seguranca em distingui-los como
triangulos diferentes. Os colegas ajudam-na a verificar que nao eram iguais atraves da
contagem dos preguinhos que fazem parte de cada lado da figura. Considero que ao
longo deste trabalho foram sendo feitas pequenas discussdes em pequeno e grande

grupo que contribuiram para que os alunos alargassem os seus conhecimentos.

Ainda no decorrer do final do Estudo Piloto apresentei, tal como ja referi, aos
alunos um pequeno guestionario acerca do trabalho realizado, destacando as defini¢des
de tridngulos, quadrilateros e o reconhecimento do quadrado como um retangulo. No
que corresponde aos triangulos alguns alunos demonstraram que ja sdo capazes de
pensar nas figuras geométricas planas (tridngulos e quadrilateros) um pouco mais além
da sua imagem visual. Em alguns casos, os alunos confundiam um pouco as
caracteristicas, pelo que referiam tudo o que se lembravam, (ver anexo 11). Alguns
alunos apresentam nas suas respostas evidéncias de nivel de pensamento visual, uma
vez que revelam alguma confuséo entre as propriedades analisadas. Outros revelaram
maior facilidade na analise das figuras, pelo que apresentam respostas que revelam um

nivel de pensamento superior (ver anexol12)

Ou seja, um nivel de desenvolvimento mais avancado que o0 anterior e mais perto
do nivel de andlise apresentado por van Hiele, onde as figuras sdo portadoras de
propriedades (Matos, 1992). Alguns alunos do grupo assumiram essas propriedades,
pelo que considero que o seu nivel de conhecimento apresenta caracteristicas do

pensamento descritivo e analitico tal com van Hiele define.

Também Clements (2003) e Clements e Sarama (2007) se referem aos niveis de
van Hiele e consideram que neste nivel, descritivo/analitico, os alunos ja sdo capazes de
analisar as figuras tendo em conta as suas propriedades. Com base nos dados

apresentados bastantes alunos, na tarefa da Bandeiras Triangulares, j& eram capazes de
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dizer que uma figura € um tridngulo quando tem atributos tais como: trés lados, e por

isso trés vértices.

Além disso, alguns alunos estabelecem relacBes entre caracteristicas, por
exemplo, o caso do aluno Hugo que chegou a conclusdo de que o nimero de vértices é
igual ao numero de lados. Este tipo de evidéncias apesar de bastante mais elaborado
esteve sempre associado ao trabalho com materiais concretos (geoplano), pelo que ainda

se enquadra no nivel de pensamento geométrico descritivo/analitico.

Ao mesmo tempo, quando no final da tarefa das Bandeiras triangulares e das
Bandeiras que sdo quadrilateros, lhes solicitei que arrumassem as suas figuras em
“grupinhos”, incentivei os alunos a ir um pouco mais além, a classificar
hierarquicamente as suas figuras. Corresponderam as minhas espectativas e ambos 0s
grupos foram capazes de agrupar as figuras tendo em conta as suas propriedades, seja
no caso dos triangulos (is6sceles, escaleno e equilatero) como no caso dos quadrilateros
(sem angulos retos, com um ou dois angulos retos, com quatro angulos retos). Em
relacdo a estas classificacdes, ao longo desta investigacdo nunca foi meu objetivo que os
alunos aprendessem os nomes dos triangulos e quadrilateros referidos, mas antes que
compreendessem e estabelecessem relacdes entre eles, que Ihes permitissem criar uma
classificacdo de figuras tendo em conta as suas caracteristicas. Tal como é referido no
NCTM (2007) a terminologia convencional ndo deve ser a énfase dos programas deste

nivel de ensino (2° ano de escolaridade).

Numa outra perspetiva de pensamento geométrico, outros autores tais como Ceia
(2002) e Ceia, Filipe e Santos (2011) referem-se a taxonomia SOLO de Biggs Collis
(1982). Ao abrigo desta teoria poderiamos analisar o desempenho dos alunos nos trés
momentos, Estudo Piloto, Bandeiras Triangulares e Bandeiras que sdo Quadrilateros e a
partir das suas respostas atribuir uma determinada categoria de resposta, um nivel de
resposta. Refiro-me neste caso aos niveis, pré-estutural, uni-estrutural, multi-estrutural,
relacional e abstrato. Considero que neste estudo poderemos considerar que os alunos
oscilaram entre os niveis pré-estrutural e em alguns casos relacional. Inicialmente, no
Estudo Piloto, quando lhes foi pedido que assinalassem quais das figuras apresentadas
eram triangulos, os alunos responderam de forma intuitiva partindo dos seus
conhecimentos prévios. N&o lhes foi exigido nenhum pré requisito, e nem houve

nenhum trabalho de preparacdo anterior. Em relagdo aos quadrilateros os alunos
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estiveram muito agarrados aos prototipos de quadrilateros, especificamente retangulos e
quadrados. Tal como se pode verificar no registo escrito dos alunos, na folha de papel
ponteado (ver anexos 10, 11 e 12) em ambos 0s grupos surgiram muitos quadrados e
retdngulos. Ou seja, apOs a selecdo pelos alunos das suas respostas foi feita uma
discussdo onde foram discutidas e analisadas as propriedades das figuras, as
propriedades dos tridngulos e quadrilateros. Deste modo, nas tarefas seguintes da
Experiéncia de Ensino, Bandeiras Triangulares e das Bandeiras que sdo Quadrilateros,
os alunos revelaram maior facilidade em representar tridngulos que nao os protdtipos
“quase equilateros” que estdo habituados a visualizar nos manuais escolares, por
exemplo. Tal nivel de resposta, pode estar enquadrado nos niveis uni e multi-estrutural.
Alguns alunos representavam triangulos e quadrilateros apenas porque os colegas do
grupo o fizeram, ou entdo baseavam as suas representacdes nos prototipos de triangulos
que conheciam. Mais a frente quando os alunos foram confrontados com a diferenciacéo
entre triangulos e entre quadrilateros, ja tiveram em conta mais do que um aspeto e
acabaram por distingui-los muitas vezes pela medida do comprimento dos lados. Ou

seja, ndo se limitaram apenas a discriminar tridangulos visualmente.

Em relacdo a tarefa de classificacdo das figuras representadas, das Bandeiras
Triangulares e que das que sdo Quadrilateros ja Ihes era exigido um nivel de resposta
mais avancado que pressuponha um conhecimento mais avancado das propriedades de
ambos os grupos de figuras analisados (triangulos e quadrilateros), ao mesmo tempo
que lhes era exigido que estabelecessem relacdo entre as referidas propriedades. Deste
modo, ao corresponderem a esta exigéncia poderemos considerar que o seu nivel de
resposta, nesta situacdo se enquadra numa resposta do tipo relacional. Como referem
Biggs e Collins (1982) no nivel relacional a resposta mostrara que o aluno é capaz de
estabelecer uma relacdo logica entre os aspetos envolvidos, no entanto, tal, ndo é

suficiente para que tenha uma visao global de todo o conceito.

- Qual o papel do professor no acompanhamento e orientacdo dos alunos

envolvidos em atividades de investigagdo matematica em geometria?

No decorrer de qualquer trabalho o professor deve selecionar tarefas que
contribuam para motivar seus alunos. No entanto, para que a aprendizagem dos alunos
seja efetiva e significativa, este deve dar espago para que 0s alunos possam pensar e

discutir as suas ideias. Tal como referem Bishop e Goffree (1986), no decorrer de uma
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investigacdo o professor deve ser um participante ativo, mas ndo o centro das atengoes,
deve por outro lado, questionar os alunos permamentemente e também motiva-los para
continuarem com o seu trabalho, com as suas descobertas. Nesta investigacdo, considero
que procurei auxiliar os alunos, levando-os a pensar e a alargar os seus conhecimentos.
Questionei-os acerca do que iam descobrindo, o que em diversas situacdes contribuiu
para que os alunos avangassem e evoluissem no seu nivel de conhecimento. Contudo,
penso que fui demasiado interventiva, e em algumas situagdes dei as respostas, sem dar
espaco para que os alunos chegassem as suas proprias conclusbes. Considero que a
minha inseguranca, pouca confiangca nos conhecimentos geométricos dos alunos, e, de
certo modo o receio de que os alunos ndo chegassem onde eu pretendia fez com que
limitasse algumas das discussdes geradas em pequeno e grande grupo. Estes
constrangimentos levaram a que acelerasse o processo de aprendizagem dos alunos, por
exemplo ao introduzir um fio de medicédo no inicio da tarefa das Bandeiras Triangulares,
0 que a0 mesmo tempo condicionou as conclusdes dos alunos, que muitas vezes foram
apresentadas por mim. Numa investigagdo matematica, para que a aprendizagem dos
alunos seja efetiva, tal como refere Lampert (cit. in Ponte, 1999), o professor deve
apresentar informacéo sobre o0s conceito, procedimentos e notacGes matematicas, mas a
medida que ensina os alunos a fazer Matemética, e ndo de forma abrupta e
descontextualizada.

Uma atividade de investigacdo deve ser constituida por diversos momentos que
segundo Ponte (1999) deverdo incluir o inicio, o desenvolvimento e a conclusdo da
atividade. Penso que no inicio das tarefas propostas, foi bastante util que eu fizesse uma
leitura com os alunos acerca do que era pedido e que a0 mesmo tempo, Mesmo no
arranque da atividade, fosse circulando pelos grupos de trabalho, esclarecendo eventuais
duvidas acerca do trabalho pedido. No decorrer do trabalho, fui dando algum espaco
para que os alunos fizessem as suas descobertas, ao mesmo tempo que procurei
questiona-los para que comecassem eles proprios a criar as suas conjecturas. Como ja
referi, penso que nesta fase do trabalho antecipei-me muitas vezes aos alunos, pelo que
poderiam, talvez, ter chegado a outras conclusdes. Ou seja, ao dar opinides e respostas
concretas limitei o espirito critico e reflexdo dos meus alunos. Na parte final do trabalho
foi essencial sistematizar com os alunos as suas ideias, as descobertas e conclusdes a

que chegaram.
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Proprio das atividades de investigacdo a imprevisibilidade é algo para o qual o
professor deve estar preparado. As situacbes imprevistas colocam em check a
capacidade de improvisacdo do professor e neste caso a sua autoconfianca. Considero
que a minha autoconfianca foi posta a prova e que em algumas situacdes o facto de nédo
estar segura perante os conhecimentos dos alunos e mesmo a sua capacidade de
compreensdo acerca de alguns dos conteudos abordados, levou a que procurasse
controlar o rumo dos acontecimentos limitando as discussfes entre mim e os alunos.
Partilhando das opinibes de Fonseca, Brunheira e Ponte (1999), penso que as aulas
investigativas implicam que o professore esteja mais atento e disponivel para perceber
as descobertas dos alunos e neste sentido, dar continuidade a caminho que tomaram
caso este se enquadre no trabalho desenvolvido.

3. Limitacdes e Recomendacdes

Na segunda parte desta investigacdo, no decorrer das tarefas Bandeiras Triangulares
e Bandeiras como Quadrilateros, ao nivel da classificacdo dos quadrilateros, poderia
encaminhado a discussdo dos alunos noutro sentido. Decidi a partida que os alunos
iriam utilizar o medidor de angulos retos e que a partir dai se iria gerar a classificacéo
das figuras. Nem ponderei inicialmente que os alunos pudessem utilizar o fio de
medicdo que utilizaram na tarefa das Bandeiras Triangulares, e nessa tarefa também néo
ponderei entregar-lhes o medidor de angulos. Se ndo tivesse sido tdo interventiva, 0s
alunos poderia ter encontrado outra classificacdo, nomeadamente a classificacdo a partir
dos lados paralelos, ou no caso dos triangulos a partir da amplitude dos angulos

internos.

No decorrer das tarefas propostas surgiram alguns momentos de discussdo em
grande grupo, penso que os alunos foram pouco participativos nestes momentos que
foram essencialmente mediados por mim, mas baseados nas descobertas feitas pelos

alunos.

Considero gue do ponto de vista pratico, poderia ter colocado um gravador em cima
da mesa de cada grupo de trabalho, e deste modo, analisar de forma mais profunda as
conexdes e discussdes tidas pelos alunos enquanto trabalhavam de forma mais

autbnoma.
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Foi extremamente dificil abstrair-me do meu papel de professora, e de certo modo,
se estivesse mais segura do ponto de vista de conhecimento tedrico, provavelmente
anteciparia alguns dos raciocinios dos alunos, e nesse sentido, ndo influenciaria tanto a

direcdo que tomou a investigacao.

Seria interessante dar continuidade a este trabalho, no 4° ano de escolaridade destes
alunos. Poder-se-ia aferir que conhecimentos adquiriam e como se iriam comportar e
que caminhos iriam seguir numa investigacdo semelhante, mas com um maior grau de

complexidade de exigéncia.
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Anexo 1 — Enunciado das Tarefas acerca de Triangulos do Estudo
Piloto

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Tridngulos

Nome: Data: _ / /

- Tridngulos -
Proponho-vos agora um conjunto de tarefas acerca de triangulos.

1. Tarefa 1 A - Procurando Tridngulos.

Observa a seguinte folha de papel ponteado e as figuras que estdo
desenhadas.

Serd que todas as figuras sdo tridngulos?

Discute com o teu grupo e depois assinala com umOas letras das figuras
que consideraram tridngulos.




2. Tarefa 1 B - Procurando Tridngulos.
Observa o seguinte conjunto de figuras.

Serd que todas as figuras sdo tridangulos?

Discute com o teu grupo e depois assinala com um O os nimeros das
figuras que consideraram triangulos.

3. Tarefa 2 - Triangulos
Constrai tridngulos no geoplano 5 X 5, com a ajuda do teu grupo.

Regista no papel ponteado todos os que conseguires desenhar, mas ndo te
esquegas que tém de ser todos diferentes.

Quantos tridngulos conseguem desenhar? + . * - .
L] & L} L *
= # -I - &
* + & = L
* - i & &
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Anexo 2 — Produtos Escritos de um aluno do Grupo A das tarefas
acerca de Triangulos do Estudo Piloto.

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade ~ Geometria - Tridngulos

Nom __Data: :

- Tridngulos -
Proponho-vos agora um conjunto de tarefas acerca de tridngulos.
1. Tarefa 1 A - Procurando Tridngulos.
Observa a seguinte folha de papel ponteado e as figuras que estdo desenhadas.

Serd que todas as figuras sdo tridngulos?

PN,
Discute com o teu grupo e depois assinala com um Q as letras das figuras que
consideraram tridngulos.
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2. Tarefa 1 B - Procurando Tridngulos.
Observa o seguinte conjunto de figuras.
Serd que todas as figuras sdo tridngulos?

Discute com o teu grupo e depois assinala com um Qos nimeros das figuras que
consideraram tridgngulos.

A A

3. Tarefa 2 - Tridngulos
Constrdi tridngulos no geoplano 5 X 5, com a ajuda do teu grupo.

Regista no papel ponteado todos os que conseguires desenhar, mas ndo te
esquegas que tém de ser todos diferentes.

Quantos tridngulos conseguem desenhar? + e * . s
& - - L L
= ] " = -
* * - - *
- + " a &
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Anexo 3 - Produtos Escritos de um aluno do Grupo B das tarefas
acerca de Triangulos do Estudo Piloto.

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - TriGngulos

Nome _Data:

- Tridngulos -
Proponho-vos agora um conjunto de tarefas acerca de tridngulos.
1. Tarefa 1 A - Procurando Tridngulos.
Observa a seguinte folha de papel ponteado e as figuras que estdo desenhadas.
Seré que todas as figuras sdo tridngulos?

Discute com o teu grupo e depois assinala com um Q as letras das figuras que
consideraram tridngulos.
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2. Tarefa 1 B - Procurando Tridngulos.
Observa o seguinte conjunto de figuras.

Serd que todas as figuras sdo tridngulos?

Discute com o teu grupo e depois assinala com um Qos nimeros das figuras que
consideraram tridngulos.

3. Tarefa 2 - Tridngulos
Constréi triéingulos no geoplano 5 X 5, com a ajuda do teu grupo.

Regista no papel ponteado todos os que conseguires desenhar, mas ndo fe
esquegas que t&m de ser todos diferentes.

Quantos tridngulos conseguem desenhar’ . 8 % .
& - = L +*
* * L ] - B
+ & & - *
= * 4 = P
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Anexo 4 — Enunciado das Tarefas acerca de Quadrilateros do Estudo
Piloto

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Quadrildteros

Nome: Data: / /

- Quadrilateros -

Proponho-vos agora um conjunto de tarefas acerca dos quadrilateros.

1. Tarefa 1 - Retdngulos.
Constréi retangulos no geoplano 5 X 5, com a ajuda do teu grupo. Regista ho

papel ponteado todos os que encontrares. Quantos retdngulos conseguiram
desenhar?

2. Tarefa 2 - Procurando Quadrilateros
Delimita no geoplano 5 x 5 a regido indicada na figura em baixo.

Com a ajuda do teu grupo procura descobrir quadrildteros diferentes.
Quantos quadrildteros conseguem desenhar? No interior dessa regido?

Registem os vossos quadrildteros na folha de papel ponteado que vos foi
entregue.

L

L] L] = 9

= b - 9
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3. Quadrilateros Especiais
Com a ajuda do teu grupo, constréi quadrados no geoplano 5 x 5 e
regista-os na folha de papel ponteado que te foi entregue.

Qual é o maior quadrado?

Qual é o menor quadrado?

4. Descobrindo Quadrados

Em conjunto com o teu grupo observa a figura A e a figura B.
Quantos quadrados estdo “"escondidos” na figura A?

E na figura B?

A B
& E & ™ & * E #
& & " = &
- =
L] *
L L
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Anexo 5 — Produtos Escritos de um aluno do Grupo A das tarefas
acerca de Quadrilateros do Estudo Piloto.

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Quadrildteros

ol 4
Nor __Data

- Quadrilateros -
Proponho-vos agora um conjunto de tarefas acerca dos quadriléteros.
1. Tarefa 1 - Retdngulos.

Constréi retdngulos no geoplano 5 X 5, com a ajuda do teu grupo. Regista no papel
ponteado todos os que encontrares. Quantos retdngulos conseguiram desenhar?

——

2. Tarefa 2 - Procurando Quadrildteros
Delimita no geoplano 5 x 5 a regido indicada na figura em baixo.

Com a ajuda do teu grupo procura descobrir quadrildteros diferentes. Quantos
quadrildteros conseguem desenhar? No interior dessa regido?

Registem os vossos quadrildteros na folha de papel ponteado que vos foi entregue.

-

LN
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3. Quadrilateros Especiais

Com a ajuda do teu grupo, constréi quadrados no geoplano 5x 5 e regista-os na
folha de papel ponteado que te foi entregue.

Qual € o maior quadrado?

Qual é o menor quadrado?

4. Descobrindo Quadrados
Em conjunto com o teu grupo observa a figura A e a figura B.
Quantos quadrados estdo “escondidos” na figura A?

E na figura B?

A B
= £ & w3 L Y .
® * = & @ -

-« o *
= 8 L]
s Y
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Anexo 6- Folha de Papel ponteado de registo de um aluno do Grupo A
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Anexo 7 — Produtos Escritos dos alunos dos alunos do Grupo B das
tarefas acerca de Quadrilateros do Estudo Piloto.

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Quadrilateros

Nome: | ata: 4

- Quadrildteros -
Proponho-vos agora um conjunto de tarefas acerca dos quadrildteros.
1. Tarefa 1 - Retdngulos.

Constréi retdngulos no geoplano 5 X 5, com a ajuda do teu grupo. Regista no papel
ponteado todos os que encontrares. Quantos retdngulos conseguiram desenhar?

2. Tarefa 2 - Procurando Quadrildteros
Delimita no geoplano 5 x 5 a regido indicada na figura em baixo.

Com a ajuda do teu grupo procura descobrir quadrildteros diferentes. Quantos
quadrildteros conseguem desenhar? No interior dessa regido?

Registem os vossos quadrildteros na folha de papel ponteado que vos foi enfregue.
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3. Quadrildéteros Especiais

Com a ajuda do teu grupo, constréi quadrados no geoplano 5 x 5 e regista-os na
folha de papel ponteado que te foi entregue.

Qual € o maior quadrado?

Qual é o menor quadrado?

4. Descobrindo Quadrados
Em conjunto com o teu grupo observa a figura A e a figura B.

Quantos quadrados estdo “escondidos” na figura A?

E na figura B?
A B
- . H B s * ¥ & » *
- . " - * M
= = (I e @
- * *
s L] L]
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Anexo 8 — Folha de Papel Ponteado de registo de um aluno do Grupo B
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Anexo 9 — Enunciado do Questionario Final do Estudo Piloto.

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Tridngulos

Agora que jd sabes muitas coisas sobre tridngulos e quadrildteros procura pensar
sobre o que aprendeste.

o Diz por palavras tuas, o que é um tridngulo?

Representa no papel ponteado, pelo menos, trés tridngulos diferentes. Se
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.

L 3 L] L L ] » L * L » L 2 * L ] L -
L . L] L] ] . L ] . ® L L] @ - L
. L] * g - L] @ . » = ® L] . *
® L ] [ ] L] ® » L ] L 9 * * - L] ®
e e - F Y e @ ® S - L ] - [ 3 £

Diz por palavras tuas, o que é um quadrildtero?

119



Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Tridngulos

e Representa no papel ponteado, pelo menos, trés quadrildteros diferentes. Se
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.

* . . . . . . . ' 3 » . . .
L * . . ® * L ] - ® L] * L ] L *
L4 ° L - L ] L J L3 - . L4 L ] * - L ]
L] *® L] ] ® L L] ® Y * ® & L] [}
. ° - kY ° ° - . ° . ® - ') .

" O quadrado é um retdngulo”. Achas que esta informagdo é verdadeira? Diz porqué.

Data: ___/____/

2° ano de escolaridade
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Anexo 10 — Exemplo A - Respostas de um aluno ao Questionario Final
do Estudo Piloto

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria -

Agora que jd sabes muitas confns sobre tridngulos e quadrildteros procura pensar
sobre o que nprendesfe

Dy KO

00 <

e Representa no papel ponteado, pelo menos, trés tridngulos diferentes. Se
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.

e Diz por palavras tuas, o que éum qua nla'rero?

0 culddfinselo %Q tO\dQ)€

topy Y Yoo
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Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria -

o Representa no papel ponteado, pelo menos, trés quadrildteros diferentes. Se
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.
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Anexo 11 — Exemplo B - Respostas de um aluno ao Questionario Final
do Estudo Piloto

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria -

Agora que jd sabes muitas coisas sobre tridngulos e quadrildteros procura pensar
sobre o que aprendeste.

e Diz por palavras tuas, o que € um tridngulo?

A T LT
5 v - y\Joi- bk JBS L\J"A;J‘—
\ ~ ) ; o T
*KL L aminbonnaD Pone Co & eC V) Xl \“‘"ﬁ(‘” o VS
" TS s = Y ~ 23 T " =T 1
SA&0 “(9.\«\ e NS (J axn® Yo Ob. G N Q.-?{C;Zz_rn P

Yecae A oA

o Representa no papel ponteado, pelo menos, trés tridngulos diferentes. Se
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.

e Diz por palavras tuas, o que é um quadrildtero?

(Lt Quadle la Leratem de ke AVE H\cos\‘{-ln«ob
o axcs Hhax ol tei- (‘Q\,&Pﬁvr\f‘ \50_©.
Oome Qe £1 A fas 2 {‘%‘»\9&(9\\&9 Qua (A0S ©

(\\ d(cC

123



Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria -

Representa no papel ponteado, pelo menos, trés quadrildteros diferentes. Se
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.

® [ ] L . » * * » * - . * -
5y

L » L » L - L4 - L . * » L *

® ® * - * * [ * - Y - L * L3 *

" O quadrado é um retangulo”. Achas que esta informagdo é verdadeira? Diz porqué.

%(W\DPOY‘O(\l ¢ Fem oo \ogal© o Ameld s\QK{\D
e nals e‘\% Codo O Q\LE OHHC\A‘YA&Q@ Qf\ (@co
iy e Qoo
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Anexo 12 — Exemplo C - Respostas de um aluno ao Questionario Final
do Estudo Piloto -

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria -

Agora que jd sabes muitas coisas sobre tridngulos e quadrildteros procura pensar
sobre o que aprendeste.

e Diz por palavras tuas, o que é um tridngulo?

A 4 o
Om o0\ e @ wonn Coad ala O LOONL C () e
2 . (@)
Comn 8 \adoas Ecs's Vectices o g~
aona ﬁlg%c,\(n Q).pr*\nc\r{ A

e Representa no papel ponfeadd, pelo menos, trés tridngulos diferentes. Se
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.

¢ Diz por palavras tuas, o que é um quadrildtero?

5 & "
U qua AdciateCo  © ama A’:.%u(:::x coon o
1
¥4 r“{"rt?, >
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Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria -

o Representa no papel ponteado, pelo menos, trés quadrildteros diferentes.
necessdrio utiliza um geoplano disponivel no teu grupo.

* O quadrado é um retdngulo”. Achas que esta informagdo é verdadeira? Diz porqué.

| =2 - /\ S

T a Jeltirea @ Zomnheon

A
onCace L2 aNbase Be mn%a\mg R

VA S o
(@]
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Anexo 13 — Enunciado da Tarefa Bandeiras Triangulares

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Tridngulos

Nome: Data: -

- Bandeiras Triangulares -

“A Professora Joana quer fazer uma bandeira de boas vindas, para
colocar na sua sala de aula. Ela sabe que pretende fazer a bandeira
com a forma de um tridngulo, mas ndo sabe que tipo de tridangulo
pretende. A Professora Joana precisa de encontrar um tridngulo de

que goste.”

Procura ajudar, em conjunto com os teus colegas do grupo, a
Professora Joana a criar o maior nimero possivel de bandeiras

triangulares diferentes.

1. Tarefa A - Bandeiras Triangulares

Observa a seguinte folha de papel ponteado e a bandeira triangular que

estd representada.

Quantas bandeiras triangulares, diferentes, consegues encontrar?

Utiliza o teu geoplano e depois representa as figuras na folha de papel

ponteado que te foi entregue.
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Anexo 14 — Produto Escrito de um aluno do Grupo A da Tarefa
Bandeiras Triangulares

geopiano 5x5
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Anexo 15 — Produto Escrito de um aluno do Grupo B da Tarefa
Bandeiras Triangulares

/

geopianc 5x5

® ® = = & &
] ¥
€ ®
£ &
s 2 & & = »
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® = ® = & 3

s s & =
2 ® £ & s i;esat
& « & u & = s 8 =
>tl. s % s &
® s = = = e w = &
‘: ¥ & 3 ® & # = =®# s 3
& & - s s & & e 3 2 & &8 s =
& * #* L4 L s 0B
& 2 & € s : s
2 C . ® £ =
% 5 @ = s L
®#® & & = =& & 83 & s = & ® =& = =
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Anexo 16 — Enunciado da Tarefa Bandeiras como Quadrilateros

Atividade Investigativa num 2° ano de escolaridade - Geometria - Quadrildteros

Nome: Data: VA

- Bandeiras que sdo Quadrildteros -

“A Professora Joana quer fazer, novamente, uma bandeira de boas
vindas, mas desta vez para colocar na porta de entrada da sua sala
de aula. Ela sabe que pretende fazer a bandeira com a forma de um
quadrildteros, mas ndo sabe que tipo de quadrildtero pretende. A
Professora Joana precisa de encontrar um quadrildtero de que goste.”

Procura ajudar, em conjunto com os teus colegas do grupo, a
Professora Joana a criar o maior nimero possivel de bandeiras
diferentes com a forma de um quadrildtero.

2. Tarefa B - Bandeiras que sdo Quadrildteros

Observa a seguinte folha de papel ponteado e a bandeira com a forma de
um quadrildtero que te é muito familiar.

Quantas bandeiras diferentes, com a forma de um quadrildtero consegues
encontrar?

Utiliza o teu geoplano e depois representa as figuras na folha de papel
ponteado que te foi entregue.
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Anexo 17 — Produto Escrito de um aluno do Grupo A da Tarefa como
Quadrilateros

gecpianc 5x5
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Anexo 18 — Produto Escrito de um aluno do Grupo B da Tarefa
Bandeiras como Quadrilateros

geopianc 5x5
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