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Resumo

Este estudo tem como objetivo compreender o modo como os alunos desenvolvem a
flexibilidade de célculo multiplicativo num contexto de ensino exploratério, tendo sido
delineadas trés questdes de investigacdo: i) Quais as estratégias usadas pelos alunos
quando resolvem tarefas de multiplicacdo?; ii) Como evoluem as estratégias usadas
pelos alunos? e iii) Como é que os alunos usam de forma flexivel o célculo
multiplicativo?

O estudo insere-se no paradigma interpretativo de natureza qualitativa, tendo sido
realizada uma experiéncia de ensino. O estudo realizou-se numa turma de 3.° ano e teve
como foco dois pares de alunos. Durante a experiéncia de ensino, foram propostas sete
tarefas de multiplicacdo e de diviséo, tendo sido aplicadas pela docente da turma. A
recolha de dados decorreu através das seguintes técnicas: observacdo direta e
participante e recolha documental. Os documentos utilizados como fontes de
informacdo incluem: (a) os registos video e audio e respetivas transcri¢des, (b) as notas
de campo e (c) os trabalhos elaborados pelos alunos.

Os resultados deste estudo revelam que, aquando da resolucdo de situacOes
multiplicativas, inicialmente, os alunos privilegiaram estratégias de natureza aditiva.
Mais tarde, os pares passaram a aplicar sobretudo estratégias de natureza multiplicativa,
recorrendo a célculos aditivos apenas em casos pontuais. No que se refere a resolucao
de situacdes de proporcionalidade, os alunos evidenciaram o uso de uma estratégia
aditiva em combinacdo com o uso de estratégias multiplicativas escalares e funcionais.
Relativamente a flexibilidade de céalculo multiplicativo, os pares: i) estabeleceram
relagbes numeéricas; ii) usaram estratégias que incluem o uso de propriedades da
multiplicacdo; e iii) utilizaram factos basicos por si dominados na origem de diferentes
estratégias. Como indicador de alguma fragilidade ao nivel do calculo flexivel, verifica-
se a utilizagdo da estratégia de particdo de numeros de forma mecanizada, usando-a néo
SO para resolver uma tarefa, mas também para verificar e demonstrar aos outros a

correcdo de uma outra estratégia mobilizada flexivelmente.

Palavras-chave: multiplicacdo, estratégias de célculo, tarefas matematicas, ensino

exploratdrio, flexibilidade de calculo.



Abstract

This study aims to understand how the students develop the flexibility of multiplicative
calculation in a context of exploratory teaching. Based on the purpose of the study three
research questions were outlined: i) What are the strategies used by students when solve
tasks of multiplication?; ii) How the strategies used by the students evolve? and iii)
How do the students use flexibly the multiplicative calculation?

The study adopts a qualitative methodology within an interpretive paradigm having
been held a teaching experience. The study took place in a third-grade class during the
school year 2015/2016 and had focused on two pairs of students. During the teaching
experience, seven multiplication and division tasks had been proposed, having been
applied by the teacher’s class.

The data collection took place through the following techniques: direct and participant
observation and documentary collection. Documents used as sources of information
include: (a) video and audio records and respective transcriptions, (b) the field notes and
(c) the work produced by students.

The results of this study show that initially, when students solved multiplicative
situations, they applied additive strategies. Later, the pairs began to apply multiplicative
strategies, using the additive calculations only in punctual cases. In regard to the
resolution of situations of proportionality, students showed the use of an additive
strategy in combination with the use of multiplicative scalar and functional strategies.

In what concerns the flexibility of multiplicative calculation, the pairs: i) established
numerical relationships; ii) used strategies that include the use of properties of
multiplication; and iii) used basic facts at the origin of different strategies. The
mechanized way as students used the strategy of numbers partition is an indicator of
some fragility of the flexible calculation. The students used it not only to solve a task,
but also to check and demonstrate to others the correction of another strategy mobilized

flexibly.

Keywords: multiplication, calculation strategies, mathematical tasks, exploratory

teaching, flexible calculation.
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1. INTRODUCAO

O presente capitulo consiste numa introdugdo ao estudo e contém o problema, o
objetivo e as questdes que despoletaram a investigacdo tal como a pertinéncia do estudo

e a organizacao da dissertacao.

1.1. Problema e objetivo do estudo

Pesquisas tém demonstrado que a aprendizagem dos nimeros e das opera¢des constitui
um processo complexo para as criangas (ex., Fuson,1992). Assim, “¢ essencial conhecer
algumas relagdes numéricas elementares, como a adi¢cdo de nimeros com um unico
algarismo e a multiplicacdo de dois numeros, com um algarismo cada; assim como as
suas operagdes inversas, a subtracdo e a divisdo” (National Council of Teachers of
Mathematics, 2007, p. 34).
No Programa de Matematica do Ensino Basico de 2007, os autores afirmam que
o professor deve propor aos alunos a realizacdo de diferentes tipos de tarefas,
dando-lhes uma indicacdo clara das suas expectativas em relacdo ao que espera
do seu trabalho, e apoiando-os na sua realizacdo. Para além da realizacdo das
tarefas propriamente ditas, o ensino-aprendizagem tem de prever momentos
para confronto de resultados, discussao de estratégias e institucionalizacdo de
conceitos e representacdes matematicas. Ouvir e praticar sdo atividades
importantes na aprendizagem da Matematica mas, ao seu lado, o fazer, o
argumentar e o discutir surgem com importancia crescente nessa
aprendizagem. (ME, 2007, p. 8-9)
Em 2011, Canavarro defende que o ensino exploratorio ndo advoga que os alunos
aprendam Matematica sozinhos, nem que o professor espere por “rasgos iluminados e
criativos dos seus alunos” (p. 11), pois “o ensino exploratério da Matematica defende
que os alunos aprendem a partir do trabalho sério que realizam com tarefas valiosas que
fazem emergir a necessidade ou vantagem das ideias matematicas que s&o
sistematizadas em discussdo coletiva” (p.11).
Tendo em conta o que foi mencionado, considerei pertinente realizar este estudo com o

seguinte objetivo de investigacao:



- Compreender o modo como os alunos desenvolvem a flexibilidade de célculo
multiplicativo num contexto de ensino exploratorio.

No estudo foram igualmente apresentadas tarefas que envolvem a operacdo divisao,
devido a relacdo existente com a multiplicagcdo. “Uma vez que a divisao ¢ a operagao
inversa da multiplicacdo, os alunos podem recorrer as combinagfes da multiplicacéo
para aprenderem as da divisao” (NCTM, 2007, p. 177).

1.2. Questdes de investigacao

Este estudo pretende dar resposta as seguintes questdes:

» Quais as estratégias usadas pelos alunos quando resolvem tarefas de multiplicagdo?
» Como evoluem as estratégias usadas pelos alunos?

» Como é que os alunos usam de forma flexivel o calculo multiplicativo?

1.3. Pertinéncia do Estudo

Considero este estudo pertinente, pois ao longo do meu percurso engquanto aluna sempre
tive uma boa relacdo com a Matematica, principalmente no dominio NUmeros e
Operac0es e apesar de, até a presente data, ndo ter obtido colocagdo como titular de uma
turma de 1° ciclo, detenho experiéncia em explicacfes a alunos dos diferentes anos que
integram o ciclo, tendo verificado algumas dificuldades em tarefas que envolvem a
multiplicacéo (e/ou diviséo). Assim, realizo este estudo para compreender 0 modo como
os alunos desenvolvem a flexibilidade de calculo multiplicativo num contexto de ensino
exploratdrio, e consequentemente, conseguir perceber quais as estratégias mais usadas
pelos alunos e a sua evolugdo.

Segundo o NCTM (2007), do "3° ao 5° ano, ajudar os alunos a desenvolverem o
significado da multiplicagdo e da divisdo de numeros inteiros devera ser considerado
essencial” (p. 36).

De acordo com Fuson, Verschaffel, Greer e De Corte (citados por Mendes, 2012), a
investigacdo disponivel associada a aprendizagem da multiplicacdo tem sido em menor
numero quando comparada com a relacionada com as operacdes adicdo e subtracdo. A

escassez de investigacdo é realcada por Verschaffel et al. (citado por Mendes, 2012), em



particular, no que diz respeito as estratégias usadas pelos alunos para resolver

problemas de multiplicacdo (e de divis&o).

1.4. Organizacao da Dissertacao

O estudo encontra-se organizado em cinco capitulos. No primeiro, apresenta-se o tema,
0 objetivo, as questbes de investigacdo, a pertinéncia do estudo e a organizagdo da
dissertacdo. No segundo capitulo, encontra-se o enquadramento teérico, abordando os
temas: multiplicacdo e estratégias de multiplicacdo; ensino exploratério e flexibilidade
de célculo.

O terceiro capitulo contempla a metodologia usada, indicando as op¢des metodoldgicas;
a descricdo dos participantes e dos critérios de selecdo, a descricdo da professora, da
turma, dos dois pares, do contexto de trabalho; a recolha de dados e a analise dos dados.
O quarto capitulo contém a analise dos dados recolhidos ao longo da sequéncia de
aprendizagem.

O quinto capitulo engloba as conclusdes, uma reflexdo sobre o estudo desenvolvido e

algumas recomendacdes para estudos futuros.



2. ENQUADRAMENTO TEORICO

2.1. A multiplicacdo

O conceito de multiplicacdo deve ser gradualmente ensinado e trabalhado para que os
alunos apreendam e coloquem em pratica estratégias cada vez mais sofisticadas e
eficientes na resolucéo de problemas.

Alguns estudos mostram que o0s alunos conseguem desenvolver conceitos de
multiplicacdo e divisdo nos primeiros anos de escola (Carpenter et al. citados por
Mulligan & Watson, 1998) mesmo sem ter havido uma apresentacdo formal destas
operacdes (Mulligan & Watson, 1998).

De acordo com Mendes, Brocardo e Oliveira (2013), na aprendizagem da multiplicacéo
importa desenvolver a passagem do raciocinio aditivo para um de natureza
multiplicativa. Afirmam ainda que a progressao dos procedimentos usados pelos alunos
esta subjacente a construcdo gradual das ideias que 0s suportam.

Mulligan e Watson (1998) indicam que o raciocinio multiplicativo é essencial no
desenvolvimento de conceitos e processos como razdo e proporcao, area e volume,
probabilidade e anlise de dados.

Inicialmente, os modelos construidos pelos alunos para representar situacdes
multiplicativas estdo associados a ideia de multiplicacdo como adicdo repetida de
parcelas iguais (Mendes et al., 2013). No ensino da multiplicacdo, o professor deve
utilizar modelos de raciocinio multiplicativo aos quais os alunos recorrerdo
gradualmente quando confrontados com situacdes problematicas. Exemplos desses
modelos sdo o uso da linha vazia, as disposi¢des retangulares e as tabelas de razéo.
Barmby et al. (citados por Mendes et al., 2013) declaram que a opc¢éo pelo modelo de
disposicdo retangular suporta a evolugdo do raciocinio multiplicativo, pois permite
visualizar a propriedade comutativa da multiplicagdo e as varias particdes dos nimeros
que podem ser feitas, tendo subjacente a propriedade distributiva da multiplicacdo em
relacdo a adicéo.

A decomposicdo de um dos fatores para realizar um produto, tendo subjacente a
propriedade distributiva em relacdo a adicdo estd na base da maior parte dos

procedimentos multiplicativos de resolucdo das tarefas cujo contexto recorre a



disposicdo retangular e em que, pelo menos um dos fatores, € maior que dez (Mendes et
al., 2013).
A aprendizagem da multiplicacdo deve ser feita numa perspetiva de desenvolvimento de
sentido de nimero (Mendes et al., 2013). Mcintosh, Reys e Reys (1992, p. 3) sublinham
a importancia do sentido de numero, definindo-o da seguinte forma:
o0 sentido de numero refere-se a compreensdo geral que uma pessoa tem de
um numero e das operacdes, juntamente com a habilidade e inclinagcdo para
usar essa compreensdo de maneira flexivel para fazer julgamentos
matematicos e desenvolver estratégias Uteis para lidar com numeros e
operacoes.
A aquisicdo de sentido de numero é feita de forma gradual, sendo um processo

evolucionario que comeca muito antes da escolaridade formal.

2.1.1. Estratégias de multiplicacdo

Os alunos, ao longo da aprendizagem, evidenciam a aplicacdo de diferentes estratégias.
Heirdsfield, Cooper, Mulligan e Irons (1999) mencionam as seguintes cinco estratégias:
(i) estratégias de contagem que englobam qualquer estratégia de contagem, como a
contagem por saltos para a frente, a adi¢do repetida e estratégias de reducdo de metade e
dobro; (ii) estratégias de facto basico onde se usa um facto conhecido de multiplicacdo
ou divisdo ou um facto derivado; (iii) estratégias de decomposi¢cdo dos numeros
segundo o valor de posicdo e calculo da direita para a esquerda; (iv) estratégias de
decomposi¢do dos numeros segundo o valor de posicdo e calculo da esquerda para a
direita e (v) as estratégias holisticas.

As estratégias holisticas parecem ser mentalmente menos complexas do que as
estratégias de decomposicao, pois requerem menos trabalho de memoria (Heirdsfield et
al., 1999).

Foxman e Beishuizen (2002) indicam as seguintes categorias de estratégias: (i)
estratégias de particdo de numeros e (ii) estratégias de compensacdo. Nas primeiras,
integram-se as estratégias de particdo que podem ser realizadas somente no
multiplicador, sé no multiplicando, ou em ambos, de duas maneiras diferentes: usando

numeros ndo maultiplos ou maltiplos de 10. O uso destas estratégias tém como objetivo



facilitar a forma de multiplicar. A segunda categoria abrange as estratégias de
compensacdo. Nestas, 0s numeros sdo combinados de acordo com as suas
caracteristicas. Tal como em estratégias descritas anteriormente, este ajuste pode ser
efetuado apenas no multiplicador, no multiplicando ou em ambos 0s numeros.

Os contextos presentes nas tarefas de multiplicagdo também tém um papel importante.
Foxman e Beishuizen (2002) mencionam a diferencga existente na taxa de sucesso dos
alunos aquando a resolucdo de problemas, distinguindo os problemas com ndmeros em
contexto daqueles que ndo estdo em contexto. Desta forma, concluem que no segundo
caso, a taxa de sucesso € mais reduzida.

Silver (citado por Mcintosh et al.,1992) defende que o contexto no qual os problemas
matematicos sdo apresentados influencia o raciocinio. Assim, é conveniente apresentar
aos alunos problemas com uma contextualizacdo rica, 0 que ndo sO promovera a
resolucéo de problemas, mas também estimulara o sentido de numero.

Segundo Fosnot e Dolk (2001) os contextos devem integrar trés componentes: (i)
permitir 0 uso de modelos, (ii) fazer sentido para os alunos e (iii) criar surpresa e
suscitar questdes.

Mulligan e Mitchelmore (1997) distinguem as seguintes estratégias: i) contagem direta,
i) contagem ritmica, iii) contagem por saltos, iv) calculo aditivo e v) célculo
multiplicativo.

Na primeira categoria, os materiais fisicos sdo usados para modelar o problema e os
objetos sdo simplesmente contados, sem qualquer referéncia ébvia a estrutura
multiplicativa.

Na segunda, a contagem segue a estrutura do problema. Simultaneamente com a
contagem, uma segunda contagem do namero de grupos é mantida.

Na terceira, a contagem € efetuada em multiplos, tornando mais facil manter a contagem
do namero de grupos. Na quarta, a contagem € substituida por célculos de natureza
aditiva. Por fim, na quinta categoria, os calculos assumem a forma de factos conhecidos
ou derivagdes de um facto conhecido.

Ambrose, Baek e Carpenter (2003) apresentam as seguintes estratégias: i) modelacéo

direta, ii) uso de adicdes e de dobros, iii) algoritmos inventados usando o dez.



A primeira estratégia integra a modelacdo direta sem particdo dos fatores que envolve o
uso de contadores individuais que representam diretamente o problema e a modelagéo
direta com particdo do multiplicando em dez e unidades que se relaciona com o
desenvolvimento do conhecimento de conceitos numéricos de base 10, pois os alunos
preferem usar materiais de base 10 em vez de contadores individuais.
A segunda engloba i) a adigdo de dobros, i) o uso complexo de dobros e iii) a
construcdo a partir de outros fatores. O primeiro caso € a estratégia abstrata mais
simples. Uma estratégia multiplicativa de uso complexo de dobros corresponde a
compor o multiplicador a partir de dobros sucessivos do multiplicando usando,
implicitamente, as propriedades associativa e distributiva da multiplicacdo em relacéo a
adicdo. Esta estratégia é usada para adicionar mais rapidamente os nimeros, evitando a
dificuldade associada a adicdo de uma longa lista, para além do dobro ser o facto
numeérico que os alunos aprendem primeiro. Uma estratégia de construcdo a partir de
outros fatores corresponde a (de)compor o multiplicador de modo a obter produtos mais
faceis de calcular.
A terceira engloba i) particdo do multiplicador em dezenas e unidades e ii) particdo do
multiplicador e do multiplicando.
Hartnett (2007, p. 345) afirma que
usar estratégias de calculo mental com flexibilidade requer sentido de nimero
e ao usar uma abordagem de estratégias de calculo, em vez de se focarem em
algoritmos processuais, 0s alunos tém oportunidades para trabalhar com os
numeros de forma flexivel, o que por sua vez, oferece oportunidades para
melhorar o seu sentido de nimero.
Hartnett (2007) criou cinco categorias de estratégias, que por sua vez se dividem em
vinte e uma subcategorias. As categorias sdo: i) contar para a frente, ii) usar dobros e/ou
metades, iii) ajustar e compensar, iv) usar particbes de nimeros e v) usar o valor de
posicao.
A primeira categoria refere-se a contagem para a frente para multiplicar. A segunda
refere-se ao estabelecimento de relagdes de dobro e de metade entre os fatores de um
mesmo produto. A terceira preconiza a substituicdo de um produto por outro, que

envolve um fator que é “proximo” de um dos numeros do produto que é preciso



calcular, mas mais facil de efetuar. A quarta integra a parti¢cdo de um ou dois nimeros
usando o valor de posicdo e a particdo de um ou dois nimeros usando nUmMeros
compativeis. A quinta inclui as estratégias: pensar em multiplos de dez e focar-se em
posicdes relevantes.

Fosnot e Dolk (2001) propGem a seguinte categorizacdo de estratégias de multiplicag&o:
i) adicdo repetida; ii) contagem unitaria; iii) unitizing; iv) de contagem; v) uso de dobros
e vi) célculo da diviséo.

Na primeira categoria, adiciona-se sempre 0 mesmo numero. Na segunda, contam-se 0S
elementos um a um. Na terceira, as unidades isoladas podem ser representadas como um
todo/grupo. A quarta engloba o contar para a frente e para trds; a contagem por saltos e
a reducdo para metade ou dobro. A quinta refere-se a adicdo do numero de forma a
calcular o dobro e a sexta relaciona-se com o uso da divisdo como operacdo inversa da
multiplicacéo.

Fosnot e Dolk (2001) também alegam que determinadas estratégias envolvem o uso das
propriedades distributiva, associativa e comutativa, enunciando-as como “grandes
ideias” associadas a multiplicagao.

A tabela 1 resume as categorizacdes de estratégias usadas pelos alunos de acordo com

0s autores acima referidos.

Tabela 1- Categoriza¢ées das estratégias usadas pelos alunos na resolugéo de problemas de
multiplicagéo

Heirdsfield, Cooper, Mulligan e Irons (1999)

Estratégia Descricéo Exemplo

De contagem A contagem é efetuada por saltos dos multiplos, “5,10, 15, 20, 25~

para a frente ou para trés.

Adicao repetida. 4X6;

6‘6+6+6+65’

Contagem envolvendo o uso da metade ou dobro | 5x6;
para facilitar uma adicéo repetida.

Uso de factos Usa-se um facto conhecido de multiplicacdo ou “5x8: 10x8=80, logo 5x8=40"

Dobro de 6, dobro de 6, mais 6




béasicos

divisdo ou um facto derivado.

Estratégias
holisticas

Os numeros sao tratados como totalidades.

“5x19=5x20-5=100-5=95"

Separacdo direita
esquerda

Os nameros s&o decompostos segundo o valor de
posicao e calculados da direita para a esquerda.

“5x19:5x9=45=40+5, 5x10=50,
50+40=90,95”

Separacgéo
esquerda direita

Os nmeros sdo decompostos segundo o valor de
posicao e calculados da esquerda para a direita.

“5x19:5x10=50, 5x9=45,
50+45=95"

Fosnot e Dolk (2001)

Adigdo repetida

Adiciona-se sempre 0 mesmo nimero.

“6+6=12, 12+6=18; 18+6=24"

Contagem unitaria

Conta os elementos um a um.

“1,2,3,4”

Unitizing

As unidades isoladas podem ser representadas
como um todo/grupo.

“5+5+5= trés cincos”

De contagem

Contar para a frente por saltos.

“7,14,21,28”

Reducdo para metade ou dobro.

“4x3 =2x6”

Uso de dobros

Adicdo do numero de forma a calcular o dobro.

“8+8=16, 16+16=32"

Calculo da divisao

Uso da divisdo como operacdo inversa da
multiplicacdo.

“24:4=6, logo 4x6=24"

Mulligan e Mitchelmore (1997)

Contagem direta

Os materiais fisicos sdo usados para modelar o
problema e os objetos séo simplesmente contados,
sem qualquer referéncia ébvia a estrutura
multiplicativa.

Uso de material concreto ou
desenhos.

Contagem ritmica

A contagem segue a estrutura do problema.
Simultaneamente com a contagem, uma segunda
contagem do namero de grupos é mantida.

“1,2; 3,4, 5,

6” ou“6; 5, 4; 3, 2.”

Contagem por
saltos

Contagem ¢é efetuada em multiplos, tornando mais
facil manter a contagem do nimero de grupos.

“2’ 4’ 6’9

Célculo aditivo

A contagem é substituida por calculos.

“242=4,4+2=6"

ou“6-2=4,4-2=2"




Calculo

Os calculos assumem a forma de factos

“3 vezes 2 €67

multiplicativo conhecidos ou derivagdes de um facto conhecido.
“Bx2=2x2+2>
Baek (2006)
Modelacéo direta Modelacdo através do uso de material
manipulavel.
Adicéo repetida Adicionar repetidamente o multiplicando. 4X6;
6+6+6+6
Adicdo de dobros | E usada de modo a tornar o processo de adigoes 4X6;
repetidas mais rapido.
12+12
Particdo de Pode ser realizada apenas no multiplicador, sé no | “15 caixas de 177 macas cada
ndmeros multiplicando, ou em ambos, de duas maneiras B .
diferentes: usando ndmeros ndo mdltiplos ou 15=5x3, 3x177, 5x3x177".
multiplos de 10.
Compensacao Pode ser realizada apenas no multiplicador, s6 no | Se tiver cinco sacos com 250

multiplicando, ou em ambos.

berlindes cada, quantos
berlindes tenho no total?

“Visto que vou multiplicar por
cinco posso dividir 250 ao
meio e multiplicar por 10.
Metade de 250 sdo 125 e 125
vezes 10 sio 1250. E 1250.”

Hartnett (2007)

Contar para a
frente

Contar para a frente para multiplicar.

5, 10, 15, 20, 25

Uso de dobros e/ou
metades

Estabelecimento de relacGes de dobro e de metade
entre os fatores de um mesmo produto.

“25x8=25x(2x4)=(25x2)x4=50
x4.”

Uso de parti¢oes de
ndmeros

Decomposicdes, decimais ou ndo, de um ou dos
dois fatores envolvidos.

16 x 4 = (10+6) x 4 = 10x4 +
6x4 = 40 + 24 = 64

Uso do valor de
posicao

Inclui as estratégias: pensar em multiplos de dez e
focar-se em posicdes relevantes
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Ajustar e
compensar

Substitui¢do de um produto por outro, que
envolve um fator que ¢ “proximo”, mais fécil de
efetuar, tendo de se compensar no final. Esta
subjacente o uso da propriedade distributiva da
multiplicacdo em relagéo a subtracéo.

“19x5;
20x5=100

100-5=95"

Foxman e Beishuizen (2002)

Decomposicao

Realizam-se decomposic¢des, decimais ou nao, de
um ou dos dois fatores envolvidos.

16 X 4 = (10+6) X 4 = 10x4 +
6x4 = 40 + 24 = 64

Arredondar, Substituicdo de um produto por outro, que “19x5;
multiplicar e envolve um fator que € “proximo”, mais facil de _
compensar efetuar, tendo de se compensar no final. 20x5=100
100-5=95
Ambrose, Baek e Carpenter (2003)
Uso complexo de | Compor o multiplicador a partir de dobros “47x34

dobros

sucessivos do multiplicando usando,
implicitamente, as propriedades associativa e
distributiva da multiplicacdo em relacéo a adig&o.

1x34, 2x34, 4x34 até 48x34,
subtraindo depois 1x34”

Construcéo a partir
de outros fatores

(De) compor o multiplicador de modo a obter
produtos mais féaceis de calcular.

Esta subjacente o uso das propriedades
associativa e distributiva da multiplicacdo em
relagdo a adicao.

“24%32, em que um aluno
decomp®e 24 em 20+1+1+2 e,
a seguir, decompde 20 em 4x5,
efetuando depois os produtos
parciais correspondentes”

Algoritmos
inventados usando
0 dez

Particdo do multiplicador em dezenas e unidades

16 x 4 = (10+6) x 4 = 10x4 +
6x4=40+24=64

Particdo de ambos, do multiplicador e do
multiplicando em dezenas e unidades

16 x 45 = (10+6) x (40+5)
10x40 = 400

6x40 = 240
10x5= 50
6x5= 30

400+240+50+30 =720
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Nesher (citado por Mulligan & Watson, 1998) indica que os aspetos linguisticos e a
estrutura semantica de um problema influenciam as solugdes dos alunos. Tanto a
estrutura semantica do problema como os numeros especificos podem influenciar o
modelo a usar e, consequentemente, 0 desempenho dos alunos.

A interligacdo entre a multiplicacdo e a divisdo é um aspeto que ndo pode ser ignorado.
Mclintosh et al. (1992) reiteram que ter consciéncia da relacdo entre as operagoes,
especificamente, entre a multiplicacdo e a divisdo € um dos aspetos contemplados no
conhecimento e destreza com as operacdes, componente do sentido de namero. Certos
problemas de divisdo podem ser construidos como problemas de inversdo, com vista a
aplicacdo das duas operacdes.

No estudo de Heirdsfield, Cooper, Mulligan e Irons (1999), as respostas das criancas
mostraram um desenvolvimento da simples contagem para o uso de factos combinados
ou conhecidos para pequenas combinagdes numeéricas; de estratégias complexas até
procedimentos algoritmicos para um nimero largo de combinacoes.

Segundo Kamii, Lewis e Livingston; Reys e Barger (citados por Mulligan & Watson,
1998) é necessario desenvolver proficiéncia em computacdo mental através da aquisicdo
de estratégias autodesenvolvidas ou espontdneas em vez da memorizacdo de
procedimentos.

Os alunos devem compreender que um todo composto € um grupo de itens individuais
que devem ser vistos como uma unidade. Por exemplo, um aluno deve ver trés itens
como “um trés”, de modo a que a unidade “3” seja uma unidade contavel (Mulligan &
Watson, 1998). Lamon (citada por Mulligan & Watson, 1998) designa este processo por
unitizing. Os alunos precisam de coordenar os grupos de grupos iguais relacionando os
compostos de compostos (por exemplo, seis grupos de trés).

De acordo com Mendes et al. (2013), existem ideias essenciais associadas a
multiplicacdo: o compreender um grupo como uma unidade (unitizing); a propriedade
distributiva da multiplicacdo, em relacdo a adicdo e a subtracdo; a propriedade
comutativa da multiplicagdo; os padrdes de valor de posi¢do associados & multiplicacdo
por dez e a propriedade associativa da multiplicacéo.

O modelo de crescimento cognitivo SOLO (Estrutura de Resultados de Aprendizagem

Observados) apresenta uma aprendizagem em cinco niveis (Biggs & Collis citados por
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Mulligan & Watson, 1998): pré-estrutural, uniestrutural, multiestrutural, relacional e
abstracdo alargada. No nivel pré-estrutural, os alunos respondem de forma
idiossincratica, ndo se focando nos elementos matematicos especificos ou na estrutura
do problema. O uniestrutural refere-se ao uso de elementos simples. Neste nivel, os
alunos tendem a usar os dedos para contar; no multiestrutural, usam-se varios
elementos; o relacional implica varios elementos relacionados para formar um
argumento coerente e as respostas abstratas alargadas indicam a transi¢cdo para 0 modo
seguinte (mais avan¢ado). Uma dimensdo critica na analise de conceitos matematicos
usando o modelo SOLO é a nocdo de que os alunos podem ter desempenhos
correspondentes a diversos niveis dependendo, por exemplo, da situacdo apresentada no
problema, da sofisticacdo dos conceitos e das quantidades numéricas envolvidas.

A falta de desenvolvimento adequado, através de modos icénicos simbdlicos e
concretos, pode influenciar negativamente a transicdo para o pensamento formal de
muitos alunos. No modo simbdlico concreto, os conceitos multiplicativos sdo
experimentados atraves de simbolos e notacdes matematicas e atraves da linguagem
escrita; as respostas sdo geralmente evocadas mentalmente (Mulligan & Watson, 1998).
As imagens formadas no modo iconico sdo fulcrais para o desenvolvimento do modo
simbdlico concreto, visto que fornecem a estrutura sobre a qual as operagdes
multiplicativas sdo desenvolvidas (Mulligan & Watson, 1998).

Mulligan e Watson (1998) indicam que embora os diferentes problemas possam exigir
diferentes niveis de resposta para esta ser considerada correta, aquilo que é mais
relevante é a variedade de respostas a varios niveis, independentemente do conjunto de
tarefas ou da exatiddo da resposta.

Mesmo que mais tarde, os alunos voltem aos métodos de contagem unitaria menos
sofisticados para realizar um célculo, a mudanga para o pensamento concreto simbdlico
€ necessaria ao desenvolvimento da multiplicagéo e divisdo como operagdes (Mulligan
& Watson, 1998).

Nesta fase, & importante que se incentive as criancas a avangarem para la da contagem
unitaria de modo a usarem a estrutura dos grupos iguais. Steffe e Confrey (citados por

Mulligan & Watson, 1998) argumentam que devemos ensinar constructos alternativos
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para a multiplicagdo, como por exemplo a adigédo repetida e a coordenacgéo de unidades
compostas.

De acordo com Trefers e Buys (citados por Mendes et al., 2013), a evolugdo dos
procedimentos de calculo usados pelos alunos corresponde a uma progressiva
esquematizacdo através dos diferentes niveis de desenvolvimento da operacdo
multiplicacéo.

Para Mendes et al. (2013), a evolucdo dos procedimentos dos alunos inclui a progressao
de procedimentos de contagem e aditivos para procedimentos de tipo multiplicativo e

tem subjacente a mudanga para modos de resolu¢do mais sofisticados.

2.1.2. Estratégias para lidar com situacdes de proporcionalidade

Vergnaud (2014) distingue duas grandes categorias de relacdes multiplicativas nos
problemas de tipo multiplicativo, designando assim as relacbes que comportam seja
uma multiplicagdo seja uma divisdo: i) isomorfismo de medidas e ii) produto de
medidas. A primeira consiste numa relagdo quaternaria entre quatro quantidades: duas
quantidades sdo medidas de um certo tipo e as outras duas sdo de outro tipo (por
exemplo, pessoas e objetos, bens e custos, tempos e distancia). Exemplo: “Tenho 3
pacotes de iogurte. Ha 4 iogurtes em cada pacote. Quantos iogurtes tenho?” (2014, p.
239).
Vergnaud (citado por Pinto, 2011) define a existéncia de dois processos com caréter
multiplicativo: i) quando os alunos no produto a x b, entendem a e b como nimeros e
ndo como grandezas e ii) quando os alunos no produto a x b, entendem a e b como
grandezas. O segundo processo pode corresponder a dois procedimentos diferentes; i)
raciocinio escalar e ii) raciocinio funcional. O primeiro corresponde a uma razéo entre
valores da mesma grandeza e ndo possui dimensdo, permitindo passar de uma linha a
outra na mesma categoria de medidas. O segundo representa fungbes e expressa a
passagem de uma categoria de medidas a outra.
No isomorfismo de medidas, os problemas podem ser resolvidos usando:

- uma multiplicacéo;

- uma divis&o;

- uma regra de trés simples.
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A segunda grande categoria de relacdo multiplicativa, produto de medidas, consiste
numa relagdo ternaria entre trés quantidades, das quais uma é o produto das duas outras.
Exemplo: “3 rapazes e quatro raparigas querem dancar. Cada rapaz quer dangar com
cada rapariga e cada rapariga, com cada rapaz. Quantos seriam os casais possiveis?”
(2014, p. 253). Um casal consiste na associacdo de um elemento do primeiro conjunto
com um elemento do segundo. O numero de casais € igual ao produto do nimero de
rapazes pelo nimero de raparigas.

Fernandez, Llinares, Dooren, Bock e Verschaffel (2010) reiteram que a natureza das
quantidades existentes em problemas de proporcionalidade pode afetar o desempenho
dos alunos. No estudo realizado por Fernandez et al. (2010), os autores concluiram que
os alunos usam (ligeiramente) mais métodos proporcionais nos problemas com
varidveis discretas do que com variaveis continuas, tanto em problemas aditivos como
em problemas proporcionais. Os resultados deste estudo mostram que os alunos do
primeiro ciclo usam sobretudo métodos aditivos em problemas aditivos, mas também
em problemas de proporcionalidade. Segundo os autores, “o uso de situagdes mais
realistas pode ajudar os alunos a identificar e reconhecer as relacdes multiplicativas nas
situacdes de proporcionalidade e a separa-las das aditivas™ (2010, p. 20).

Cramer e Post (1993) distinguem quatro estratégias na resolucdo de situacdes
proporcionais: i) a utilizacdo da taxa unitaria; ii) a utilizacdo do fator de mudanca, em
que sdo utilizados os multiplos para estabelecer relacdo; iii) a utilizacdo das razdes
como fragbes, quando as razdes sdo tratadas como fracdes aplicando-se-lhes o principio
da equivaléncia de fracdes e iv) utilizacdo do algoritmo do produto cruzado, que
consiste em estabelecer uma proporcao, efetuar o produto cruzado e resolver a equagéo
resultante.

Os autores salientam que a utilizacdo da segunda estratégia depende das caracteristicas
dos nameros presentes no problema, pois se um dos fatores ndo for um ndmero inteiro,
a propensdo para 0 uso desta estratégia diminui consideravelmente.

No estudo desenvolvido por Infante (2014), verificou-se, em alguns casos, um misto
entre a utilizacdo de estratégias multiplicativas, escalares e funcionais, e a utilizacdo de
estratégias aditivas. Ao longo do tempo, notou-se o abandono das estratégias aditivas e

a tendéncia para a utilizacdo generalizada de estratégias multiplicativas funcionais.
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A forma como as criangas pensam acerca das relacdes funcionais tem implicacdes em
aprendizagens posteriores. Assim, ha que desenvolver tarefas que possibilitem
aprofundar, alargar e apoiar o desenvolvimento do pensamento funcional dos alunos,

desde os primeiros anos de ensino (Blanton & Kaput citados por Infante, 2014).

2.2. O ensino exploratério

O ensino exploratério visa que os alunos aprendam, tendo como ponto de partida o
trabalho que realizam, o que possibilita a construcdo de conhecimento e o surgimento de
procedimentos matematicos com significado, desenvolvendo assim diferentes
competéncias matematicas.

Ponte (2005, p. 15) refere que “uma estratégia de ensino-aprendizagem com cariz
exploratério promovera atividades de exploracdo, tais como: algumas investigacoes,
projetos, problemas e exercicios”.

O papel do professor é fulcral comecando pela selecdo das tarefas e pela planificacdo da
exploracdo matematica das mesmas para alcancar o objetivo matematico tracado. O
professor deve saber interpretar as resolucdes dos alunos e examina-las atentamente de
forma a articular as ideias com o objetivo tracado.

O professor depara-se frequentemente com uma variedade consideravel de respostas dos
seus alunos a uma tarefa e deve usé-las para levar a turma a uma compreensdo mais
profunda do significado matematico. De acordo com Ponte (2005, p. 13) «o “ensino-
aprendizagem exploratorio” tem como caracteristica principal o professor ndo procurar
explicar tudo, mas deixar uma parte importante do trabalho de descoberta e de
construcdo do conhecimento para os alunos realizarems.

Para Canavarro (2011), uma aula deste tipo inclui quatro fases distintas: a apresentacao
da tarefa, a exploracdo, a discussao e a sistematizacdo. Na primeira fase, procede-se a
leitura (em siléncio/em voz alta) e interpretacdo do enunciado da tarefa, a qual deve ser
clara, para afiancar que todos os alunos compreendam o que lhes é solicitado. Na
segunda, os alunos trabalham autonomamente em grupos ou a pares. Na fase da
discussao, os alunos apresentam as estratégias aplicadas com a finalidade de comparar e
confrontar as mesmas. Na Ultima fase, o professor institucionaliza novas aprendizagens

matematicas que decorreram do trabalho desenvolvido.
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Os problemas matematicos propostos aos alunos devem ser mais realistas e complexos,
promovendo a discusséo coletiva das resolugdes. Esta discussao deve ser orientada pelo
professor. Deste modo, 0s alunos podem construir e avaliar as suas proprias ideias
matematicas e as dos seus colegas, permitindo igualmente a negociacdo de significados
matematicos.
Stein, M. K., Engle, R. A., Smith, M. S., & Hughes, E. K. (2008) desenvolveram um
modelo pedagogico que especifica cinco praticas para que o professor consiga usar as
respostas dos alunos de modo mais eficaz na discussdo: antecipar, monitorizar,
selecionar, sequenciar e fazer conexdes entre as respostas dos alunos, bem como entre
estas e as diversas ideias e os diferentes conceitos matematicos.
Ao antecipar, o professor prevé respostas que possam ser dadas pelos alunos e toma
decisbes sobre como estruturar as apresentacdes dos alunos. Assim, o professor fica
mais preparado para as discussoes coletivas.
Canavarro (2011, p. 13) reitera que ao antecipar,
o professor dedica-se a: prever a interpretacdo e o envolvimento dos alunos
na tarefa; elencar uma diversidade de estratégias corretas e incorretas, que 0s
alunos poderdo usar, com diferentes graus de sofisticagdo; relacionar essas
estratégias com 0s conceitos, representacdes ou procedimentos que quer que
os alunos aprendam e/ou com as capacidades que quer que eles desenvolvam.
A antecipacdo realiza-se durante o trabalho de planificacdo e permite desenvolver
expectativas sobre como os alunos poderéo interpretar matematicamente um problema,
a ordem das estratégias — corretas e incorretas — que eles podem usar para resolvé-lo e
como essas estratégias e interpretacbes podem relacionar-se com 0s conceitos
matematicos, as representacdes, 0s procedimentos e as praticas que o professor gostaria
que os seus alunos aprendessem (Stigler & Hiebert citados por Stein et al., 2008).
Antecipar requer que os professores realizem as tarefas matematicas que estéo a planear
propor aos seus alunos, de todas as formas possiveis. Antecipando, “o professor fica
mais apto a explorar todo o potencial da tarefa para as aprendizagens matematicas dos
alunos e a tomar decisdes acerca de como estruturar as apresentacbes e gerir as
discussdes com base em critérios relacionados com a aprendizagem matematica”

(Canavarro, 2011, p.13).
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Bishop e Goffree (1986, p. 10) indicam que “o professor sabendo que varias solugdes
podem ser imaginadas pelos seus alunos, cria largos espagos para a atividade”.
Ao monitorizar o trabalho dos alunos durante a fase da exploracdo, o professor
verificard que a antecipacdo feita € benéfica. A pratica de selecionar determinados
alunos para apresentar as suas respostas permite ao professor acompanhar a variedade
de respostas que os alunos produzem na fase de exploragéo.
O objetivo da monitorizacdo é identificar o potencial de aprendizagem matematica das
estratégias e representacdes particulares usadas pelos alunos e que devem ser
partilhadas na fase de discussdo (Lampert citado por Stein et al., 2008). Os professores
que se esforcam durante a fase inicial de planificacdo para antecipar como os alunos
podem responder, sentir-se-d0 melhor preparados para monitorizar aquilo que de facto
os alunos estdo a fazer durante a fase de exploracdo (Lampert & Schoenfeld citados por
Stein et al., 2008).
Ap0s a monitorizacdo, o professor seleciona determinados alunos para partilharem o seu
trabalho com o resto da turma. Ao selecionar, o professor mantém o controlo sobre que
alunos partilham as suas estratégias e consequentemente qual serd o conteldo
matematico da discuss&o.
Ponte (2005, p. 16) defende que “a discussdao constitui um aspeto de comunicag¢ao na
sala de aula de Matematica”. Na discussdo, o professor tem o papel de moderador que
gere as intervencdes dos alunos.
Ao selecionar as estratégias a partilhar,
0 professor pode adotar diversos critérios como, por exemplo, escolher: uma
resolucdo que apresenta um erro recorrente a esclarecer; uma resolucéo
particular que se distingue e acrescenta compreensdo e/ou ajuda a atingir o
propésito matematico da aula; resolugbes com diferentes estratégias
matematicas, sobretudo as mais produtivas; resolugcdes com representacdes
matematicas diferentes, sobretudo as mais eficazes (Canavarro, 2011, p.15).
Bishop e Goffree (1986, p. 5) reiteram que “¢ importante o facto de os erros passarem a
ser considerados indicadores do significado que os conceitos matematicos tém para as

criancas em vez de se considerar 0s erros como nogdes incorretas a serem corrigidas”.
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A selecdo feita é sequenciada de forma a organizar a discussdo coletiva. Ao fazer as
escolhas propositadamente sobre a ordem de apresentacdo das respostas, o professor
pode maximizar as hipoOteses de que 0s seus objetivos matematicos sejam atingidos
(Stein et al., 2008).
Uma forma de sequenciacdo € comecar por uma estratégia comum aos alunos e sé
depois discutir estratégias que foram usadas por um numero inferior de alunos. Assim,
os alunos sdo capazes de desenvolver estratégias com maior sucesso e aprender
estratégias com maior grau de sofisticacdo. Além disso, o professor pode querer
relacionar ou confrontar estratégias a fim de facilitar a sua comparacdo matematica.
Canavarro (2011, p. 16) sugere critérios para a sequenciagdo das apresentacoes:
i) comecar com uma resolucdo que ajude a tornar a discussdo mais acessivel a
todos os alunos por permitir esclarecer aspetos essenciais e basilares em que
se suportem as ideias mais sofisticadas, independentemente dessa resolucao
ser correta ou incorreta; ii) caminhar do mais informal para o formal no que
diz respeito as representacbes matematicas utilizadas; iii) caminhar
progressivamente para as resolugbes que permitem generalizar conceitos
matematicos ou sistematizar procedimentos.
Stein et al. (2008) indicam alguns critérios possiveis de sequenciacdo: comecar pela
estratégia usada pela maioria dos alunos; confrontar as estratégias apresentadas uma
apos a outra e terminar com uma estratégia cujo grau de sofisticacéo é superior.
Na conexdo entre respostas, o professor pode ajudar os alunos a estabelecer conexdes
entre as ideias matematicas presentes nas estratégias e representacdes que eles usaram.
O objetivo desta conexdo é haver apresentaces de alunos construidas a partir das dos
colegas para desenvolver ideias matematicas fortes.
Bishop e Goffre (1986, p. 7) consideram que “um novo conceito € significativo na
medida em que faga a ligacdo com os conhecimentos individuais ja adquiridos”.
Na transi¢do entre as apresentacoes de dois alunos, o professor deve elucidar as ideias
que podem ser semelhantes ou diferentes entre elas nos tipos de representagoes,
operacdes e conceitos que eles usaram (Hodge & Cobb citados por Stein et al., 2008) ou

pedir aos alunos que identifiguem essas semelhancas e diferencas.
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Se considerar pertinente, o professor pode, mais tarde, propor tarefas cujo nivel de

exigéncia seja maior.

O ensino exploratorio da Matematica
precisa de tempo e de continuidade para que o professor possa melhorar e
aperfeicoar a sua pratica, 0 mesmo tempo e continuidade que sdo necessarios
para que os alunos lhes correspondam e desenvolvam aquilo que ele
proporciona: aprender conteddos matematicos mas também modos de
producdo do conhecimento matematico no contexto de uma comunidade da

qual sdo parte integrante. (Canavarro, 2011, p. 17)

2.2.1. Tarefas matematicas

Ponte (2005, p. 1) considera que
qguando se esta envolvido numa atividade, realiza-se uma certa tarefa. Uma
tarefa é, assim, o objetivo da atividade. Uma tarefa pode surgir de diferentes
maneiras: pode ser formulada pelo professor e proposta ao aluno, ser da
iniciativa do proprio aluno e resultar até de uma negociacdo entre o professor
e o aluno.
Uma tarefa pode proporcionar um segmento de atividade da sala de aula dedicada ao
desenvolvimento de uma ideia matematica particular (Stein & Smith, 1998). Doyle
(citado por Stein & Smith, 1998) indica que as tarefas usadas na sala de aula constituem
a base para a aprendizagem dos alunos. Durante a selecdo das tarefas a propor aos
alunos “é preciso ter atengdo a0 modo de as propor e de conduzir a sua realizagdo na
sala de aula” (Ponte, 2005, p. 2).
A exploracdo de diferentes tipos de tarefas na sala de aula promove o desenvolvimento
de ideias implicitas nos alunos sobre a natureza da Matematica. Ponte (2005) distingue
cinco tipos de tarefas matematicas: os problemas, os exercicios, as investigacfes, 0s
projetos e as tarefas de modelacao.
Para Polya (citado por Ponte, 2005), o professor deve propor problemas aos seus alunos
para que estes se possam sentir desafiados nas suas capacidades matematicas e assim

experimentar o gosto pela descoberta, desenvolvendo o gosto pela disciplina. Contudo,
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se 0 problema for demasiado dificil, ele pode levar o aluno a desistir rapidamente. Se o
problema for muito acessivel, deixa de ser problema mas sim um exercicio.

No caso de um aluno dispor de um processo imediato de resolucdo a uma questao, esta
perante um exercicio. Caso contrario, a questdo sera um problema. Os exercicios
servem para o aluno pér em préatica os conhecimentos j& adquiridos, servindo assim para
consolidar conhecimentos (Ponte, 2005).

Numa investigacdo, o professor fornece informacdo e coloca questdes, todavia deixa
ainda muito trabalho ao aluno para fazer, quer em termos de elaboracdo de uma
estratégia de resolucédo, quer em termos da formulacdo especifica das proprias questdes
a resolver (Ponte, 2005).

As investigacdes, mais do que problemas, promovem o envolvimento dos alunos, pois
requerem a sua participacdo ativa desde a primeira fase do processo. As investigacoes
podem surgir num contexto da vida real ou podem ser formuladas em contextos
puramente matematicos (Ponte, 2005).

Os projetos sdo tarefas de longa duracdo que partilham muitas das caracteristicas das
investigacOes. As tarefas de longa duracdo permitem aprendizagens mais profundas, no
entanto correm o risco de os alunos se dispersarem ao longo do percurso, entrarem num
impasse, perderem tempo com coisas irrelevantes, abandonando até a tarefa (Ponte,
2005).

As tarefas de modelacdo séo tarefas que se apresentam num contexto de realidade e sdo
de natureza probleméatica e desafiante, constituindo problemas ou investigacGes,
conforme o grau de estruturacao do respetivo enunciado (Ponte, 2005).

As tarefas no seu conjunto devem proporcionar um percurso de aprendizagem coerente,
que permita aos alunos a construgéo dos conceitos fundamentais, a compreensdo dos
procedimentos matematicos, o dominio das notagcfes, bem como das conexdes dentro e
fora da Matematica (Ponte, 2005).

De acordo com Ponte (2005) existem duas dimensdes fundamentais das tarefas: o grau
de desafio matematico e o grau de estrutura. O grau de desafio matematico prende-se
com a percecao da dificuldade de uma questdo, variando entre os polos “reduzido” e
“elevado”. O grau da estrutura varia entre os polos “aberto” e “fechado”. Numa tarefa

fechada é dito de forma clara o que é dado e o que é pedido. Por outro lado, uma tarefa
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aberta contém um grau de indeterminagdo consideravel no que € dado, no que é pedido,
ou em ambos.

Segundo Ponte (2005), através do cruzamento das duas dimensdes (cf. figura 1),
chegamos a quatro quadrantes: i) tarefas relativamente abertas e faceis designadas por
tarefas de exploracdo; ii) um exercicio é uma tarefa fechada e de desafio reduzido; iii)
um problema é uma tarefa também fechada, mas com elevado desafio; iv) uma

investigacdo tem um grau de desafio elevado, contudo é uma tarefa aberta.

Desafio reduzido

'

Exercicio Exploragdo
Fechado -+ * Aberio
Problema Investigagdo

v

Desafio elevado

Figura 1 — Ligacdo entre os diferentes tipos de tarefas de acordo com os seus graus de desafio e de
abertura (Ponte, 2005)

Stein e Smith (1998) apresentam o Quadro das Tarefas Matematicas (cf. figura 2) que
distingue trés fases através das quais passa a tarefa: i) como elas surgem no curriculo ou
em materiais de ensino; ii) como sdo apresentadas pelo professor; iii) como sdo
implementadas/trabalhadas pelos alunos em sala de aula.

Este quadro é uma ferramenta para reflexdo, permitindo perceber o que de facto os

alunos estdo a fazer e a pensar durante as aulas de Matematica.

Tarefas Tarefas Tarefas

Aprendi-

COIMG aparecem .| como apresen- .| como realizadas zagemdo
. = ™ L —_— =
nos materiais tadas pelo pro- pelos alunos aluno
curriculares fessor

Figura 2 — Quadro das tarefas matemaéticas (Stein & Smith, 1998)
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Ponte (2005, p. 23) aponta que “as tarefas sdo um elemento fundamental na
caracterizagdo de qualquer curriculo, pois elas determinam em grande medida as

oportunidades de aprendizagem oferecidas aos alunos”.

2.3. A flexibilidade de calculo

Buys citado por Brocardo (2014, p. 1) caracteriza o calculo mental como "movendo-se
rapidamente e com flexibilidade através do mundo dos nimeros".

Para resolver um problema usando o calculo mental os alunos podem: (i) lembrar-se de,
ou 'saber’, um facto numeérico, (ii) usar um procedimento de contagem simples, em que a
sequéncia numérica é recitada enquanto mantém o controlo da contagem, (iii) fazer uma
representacdo mental de um método em que usam 'papel e lapis' e (iv) construir uma
sequéncia de transformacdes dos ndmeros envolvidos no problema para chegarem a
uma solucdo (Threlfall citado por Brocardo, 2014, p. 1). Para este autor, "é 0 quarto
tipo, muitas vezes referido como 'estratégias’, que sdo geralmente consideradas vitais
para as finalidades mais amplas do calculo mental” (p. 1). Também em Threlfall (2009),
sdo apresentadas as “estratégias de abordagem” do calculo mental. Uma estratégia de
abordagem em calculo mental é uma forma geral de cogni¢cdo matematica utilizada no
problema — por exemplo contar, ou recordar ou aplicar um método aprendido, ou a
visualizagcdo de um processo, ou a exploragdo de relagdes conhecidas entre 0s nimeros.
O autor distingue (1) estratégia de transformacdo de nimeros, (2) estratégia de calculo e
(3) estratégia de contagem. A primeira refere-se ao caminho detalhado através do qual
os numeros foram transformados para chegar a solugdo; a segunda relaciona-se com o
momento em que um problema é respondido através da exploracdo de relacbes
numéricas conhecidas e a terceira corresponde a transformacdo numeérica, através de
passos sucessivos para cima e para baixo na sequéncia de nimeros naturais.

A ideia de célculo mental proficiente esta relacionada com o uso das estratégias
‘adequadas’ de calculo mental (Heirdsfield et al. citados por Brocardo, 2014). Essa ideia
refere-se a precisdo de célculo com a flexibilidade de escolher uma estratégia. Para estes
autores, a flexibilidade no calculo mental é vista como 0 uso de estratégias eficientes
que séo escolhidas de acordo com as combina¢es numéricas que inspiram a escolha da

estratégia.
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Segundo Threlfall (citado por Brocardo, 2014, p.10)
o céalculo mental flexivel pode ser visto como uma reacgdo individual e pessoal
com conhecimento, manifestada no sentido subjetivo do que é evidenciado
pelo problema especifico. Como resultado desta interacdo entre percecdo e
conhecimento, cada solu¢do “método” tem um sentido Unico para o caso e é
inventada no contexto particular do calculo — embora claramente influenciada
pela experiéncia.
Brocardo refere que o estudo desenvolvido por Mendes (2012), uma experiéncia de
ensino com um terceiro ano, focada na aprendizagem da multiplicagéo, concluiu que os
alunos construiram procedimentos de resolugéo relacionados com contextos e nimeros.
No entanto, alguns deles tenderam a usar um determinado procedimento, mesmo nao
sendo o0 mais adequado ao contexto e aos nimeros propostos.
Fuson e Thompson (citados por Brocardo, 2014) indicam que para 0s alunos
desenvolverem uma especializagdo adaptativa e a flexibilidade, devem construir
significativamente os seus proprios conceitos e conhecimentos matematicos.
Siegler e Lemaire (citados por Brocardo, 2014) também supdem que a variedade de
estratégias reflete dois aspetos de um ‘processo adaptativo™: (1) as estratégias sao
frequentemente mais aplicadas em problemas nos quais sdo mais eficazes; (2) a exatidao
e a velocidade sdo maiores quando as criancas sdo livres para usar diferentes estratégias
(ndo se limitando a usar uma Unica abordagem de solucdo). O modelo final para a
descricdo da competéncia estratégica adaptativa surgiu a partir deste ponto de vista.
Tem quatro dimensdes: (1) repertorio de estratégias (variedade de estratégias usadas por
alguém para resolver uma tarefa); (2) distribuicdo estratégica (frequéncia relativa da
utilizacdo); (3) eficacia (velocidade necessaria para resolver a tarefa e a precisdo da
execucdo) e (4) selecdo de estratégias (flexibilidade com que cada estratégia €
escolhida).
Investigagdes realizadas nas ultimas décadas, no campo do céalculo mental
flexivel, fornecem muitas evidéncias do impacto das variaveis individuais
(por exemplo, o conhecimento adquirido), caracteristicas da tarefa (por
exemplo, ndmeros e contexto) e condicdo instrucional (por exemplo,

investigacdo coletiva da constru¢do individual) em desenvolver o uso
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flexivel-adaptativo de "estratégias de solugdo" inventadas e/ou
"procedimentos de célculo". (Brocardo, 2014, p. 4)
Threlfall (2009) rejeita 0 modelo de "escolha de estratégia”, argumentando que a
flexibilidade ndo pode ser ensinada como uma habilidade estratégica para escolher o
método de calculo mais adequado e eficaz. Na sua perspetiva, estratégia é vista como
uma forma pessoal e individual de calculo. Emerge da conex&o ndo totalmente
consciente e racional entre o que o aluno reparou nos humeros da tarefa e o0 que ele sabe
sobre 0s nimeros e as relacGes entre eles. O autor apresenta um modelo alternativo de
escolha de estratégia, o “zeroing in”. Nesta perspetiva, as estratégias para a aritmeética
mental sdo construidas e ndo selecionadas e aplicadas. Os nimeros do problema néo sdo
considerados para decidir qual a estratégia, mas para decidir o que fazer em seguida, por
exemplo, a particdo, aproximar, combinar ou alterar. O autor indica isto como 'reparar’
em aspetos dos nimeros e nas relagdes entre eles.
Segundo Threlfall (2009), o calculo mental flexivel é importante ndo s6 pelos beneficios
que traz a crianca ao ser bem-sucedida no calculo, mas porque € o inicio de, ou a
evidéncia, de algo mais matematico do que a aquisicdo de conhecimentos factuais e
processuais.
Verschaffel, Luwel, Torbeyns e Dooren (2009) definem a escolha de uma estratégia
adaptativa como “a sele¢do consciente ou inconsciente e o uso da estratégia de solugao
mais apropriada num determinado item matematico ou problema, para um determinado
individuo, num determinado contexto sociocultural.”.
Hatano e Oura (citados por Selter, 2009, p. 620) afirmam que
a maioria dos estudos em especializacdo tém mostrado que os peritos, que
tiveram anos de experiéncia em resolucdo de problemas num determinado
dominio, podem resolver tipos de problemas familiares com rapidez e
precisdo, mas muitas vezes ndo conseguem ir além da eficiéncia processual.
Estes autores caracterizam a “especializacdo adaptativa como a fluéncia processual que
é complementada por uma compreensdo concetual explicita que permite a adaptacdo a
variabilidade” (p. 620).
Diversos investigadores, ao longo dos anos, mencionam a especializacdo adaptativa

como a capacidade de aplicar os procedimentos aprendidos flexiva e criativamente.
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Nesta perspetiva, a instru¢do escolar é bem-sucedida quando os alunos séo capazes de
usar o que eles aprenderam para inventar procedimentos eficazes de forma a resolver
problemas novos.
Hatano e Oura (citados por Selter, 2009, p. 620) definem a adaptabilidade como “a
capacidade de mudar de uma abordagem para resolver um problema para outra
(flexibilidade) e pela habilidade para inventar novas ou modificar abordagens existentes
(criatividade)”.
Selter (2009) entende os trés conceitos da seguinte forma:

e A criatividade é a habilidade para inventar novas ou modificar estratégias

existentes.
o A flexibilidade € a habilidade para trocar entre diferentes estratégias.
e Adaptabilidade é a habilidade em usar estratégias adequadas que o individuo
desenvolveu criativamente ou selecionou flexivamente.

Selter (2009) reitera que uma caracteristica distintiva da especializacdo adaptativa é a
capacidade de aplicar efetivamente conhecimentos a novos problemas ou casos atipicos
num dominio. O autor considera que o elemento de criatividade deve, por conseguinte,
ser considerado como igualmente importante, tal como o elemento de flexibilidade,
quando pensamos em adaptacao.
Assim, Selter (2009) define adaptabilidade como a capacidade de desenvolver
criativamente ou de selecionar flexivelmente e usar uma estratégia de solucdo adequada
duma forma (in)consciente, num determinado item matematico ou problema, para um
determinado individuo, num determinado contexto sociocultural.
Verschaffel et al. (2009) consideram que o conceito de adaptabilidade deve integrar
fatores como: i) as varidveis da tarefa; ii) as variaveis do sujeito e iii) as variaveis do
contexto.
O primeiro fator esté relacionado com as caracteristicas da tarefa, como por exemplo, 0s
numeros existentes nesta que podem conduzir a uma determinada estratégia. O segundo
refere-se as caracteristicas do sujeito que resolve a tarefa, nomeadamente, o quanto este
domina as diferentes estratégias de resolucdo e o ultimo prende-se com o contexto

sociocultural, pois 0 mesmo pode influenciar a escolha das estratégias.
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3. METODOLOGIA DE INVESTIGACAO

Este capitulo apresenta e justifica as op¢des metodoldgicas que foram tomadas para o
presente estudo, tendo em conta o objetivo e as questdes de investigacdo enunciados.
Descreve ainda: os participantes, nomeadamente, a professora, a turma onde se realizou
0 estudo, os alunos que constituem os dois pares, as técnicas utilizadas na recolha de
dados, a sequéncia de aprendizagem utilizada neste estudo e o processo de analise dos

dados.

3.1. Opc¢des Metodoldgicas

Considerando o objetivo do estudo, compreender o modo como os alunos desenvolvem
a flexibilidade de calculo multiplicativo num contexto de ensino exploratdrio, o estudo
insere-se no paradigma interpretativo de natureza qualitativa (Bogdan & Biklen, 1994).
Para estes autores, um estudo de natureza qualitativa possui cinco carateristicas: i) a
fonte direta dos dados € o ambiente natural e o investigador é o principal agente na
recolha desses dados; ii) os dados que o investigador recolhe sdo principalmente de
carater descritivo; iii) os investigadores, que utilizam metodologias qualitativas,
interessam-se mais pelo processo em si do que pelos resultados; iv) a analise dos dados
¢ feita de forma indutiva; e v) o investigador interessa-se, sobretudo, por tentar
compreender o significado que os participantes atribuem as suas experiéncias.

Este estudo contempla parte de uma experiéncia de ensino, integrada na modalidade de
design research/experiment, devido ao seu enquadramento num Projeto de investigacdo
mais amplo desenvolvido por uma equipa alargada de investigadores cuja tematica € a
flexibilidade de calculo e o raciocinio quantitativo.

A design research/experiment tem como objetivo desenvolver teorias tanto sobre o
processo de aprendizagem como sobre 0s meios que sdo usados para apoiar essa
aprendizagem (Gravemeijer & Cobb, 2013). Gravemeijer e Cobb (2013) reiteram que
esta metodologia engloba trés fases: 1) a preparacdo da experiéncia, 2) a experiéncia na
sala de aula e 3) a analise retrospetiva. Na primeira fase, preparacdo da experiéncia, a

equipa de investigacdo tenta antecipar como o pensamento e a compreensao dos alunos
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podem evoluir quando as atividades instrucionais planeadas (mas que podem ser
revistas) sdo usadas na sala de aula.

A segunda fase, experiéncia na sala de aula, consiste na conducdo da experiéncia. Nesta
fase surgem os microciclos de design e andlise (Freudenthal citado por Mendes, 2012).
Em cada ciclo da aula, a equipa de investigacdo prevé como as atividades instrucionais
propostas podem ser resolvidas interativamente pelo professor e os alunos, e o que 0s
alunos podem aprender enquanto participam nestas.

Durante a exploracdo das tarefas, a equipa tenta analisar o processo real de participacao
e aprendizagem dos alunos. A seguir a esta analise, a equipa de investigacdo toma
decisbes sobre a validade das conjeturas que foram incorporadas na experiéncia
instrucional, o estabelecimento de normas especificas e sobre a revisdo dos aspetos
especificos da experiéncia (Freudenthal citado por Gravemeijer & Cobb, 2013).

A terceira fase, analise retrospetiva, em que a andlise é conduzida a partir dos dados
recolhidos durante a experiéncia. Para verificar a credibilidade da anélise, todas as fases
do processo analitico tém de ser documentadas, incluindo o melhoramento e a refutacédo
das conjeturas.

Nesta metodologia, uma equipa de investigadores (ou apenas um investigador) colabora
com um ou mais professores que tém a responsabilidade do ensino na aula (Confrey &
Lachance citados por Mendes, 2012).

Quanto as tarefas propostas aos alunos durante a experiéncia de ensino, estas foram
delineadas por um dos elementos da equipa de investigacdo no ambito do Projeto, Jean
Marie Kraemer, e discutidas no seio da equipa, tendo sido aplicadas pela docente da

turma.

3.2. Participantes e Critérios de Selecao

O estudo realizou-se numa escola de 1° ciclo da cidade de Lisboa, mais precisamente
numa turma de 3° ano composta por 24 alunos: 15 rapazes e 9 raparigas. O foco do
estudo incidiu em quatro alunos que trabalharam sempre a pares: Alexandre e Rosa;
Tiago e Anabela.

Os participantes no estudo enquadram-se no Projeto de investigacdo, cuja recolha de

dados mais ampla tinha tido inicio no ano letivo anterior, ou seja, quando os alunos

28



frequentavam o 2° ano de escolaridade. Os critérios de selegdo foram a disponibilidade
da professora da turma, a qual indicou, a pedido da equipa de investigacdo do Projeto,
quatro alunos com um desempenho razoavel a Matematica. A docente foi também
participante no estudo. Procurou-se uma professora com héabitos de trabalho
correspondentes a um ensino exploratério e com abertura e vontade de trabalhar em
conjunto com a equipa de investigacao na preparacao das aulas e discussao das tarefas a
implementar na experiéncia de ensino. O desempenho razodvel a Matematica como
critério de selecdo dos alunos teve em conta o facto da flexibilidade de calculo
corresponder a um nivel mais avancado do desenvolvimento das aprendizagens dos
alunos. Querendo compreender como se processa 0 desenvolvimento da flexibilidade de
calculo, a equipa de investigacdo do Projeto quis assegurar a observacdo deste
fendmeno, selecionando alunos com dominio das competéncias mais basicas de calculo.
Com o intuito de reservar o anonimato dos participantes, todos 0s nomes presentes neste
estudo sdo ficticios.

As descricdes que se seguem tiveram como Unica fonte a docente da turma.

3.2.1. Descricéo da professora

A professora da turma é licenciada em Ensino Bésico — 1° Ciclo e exerce a profissdo ha
15 anos.

Durante este tempo letivo, trabalhou em diferentes contextos socioecondémicos, o que
Ihe permitiu desenvolver/aprender diversas estratégias e metodologias para colmatar as
dificuldades encontradas e motivar os alunos para o desenvolvimento do seu processo
de ensino- aprendizagem. Ao longo destes anos fez sempre formacéo nas diversas areas
de forma a atualizar novas metodologias e estratégias, pois considera que a permanente
atualizagdo é promotora de sucesso educativo.

A docente realizou na Escola Superior de Educacdo de Lisboa: a Formacdo Continua
em Matematica em 2006 e 2007; a Formacédo Continua de Professores sobre o Programa
Nacional de Ensino do Portugués (PNEP) e a Formacdo de Formadores na area de
Matematica em 2015/2016.
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3.2.2. Descrigao da turma

A turma é muito heterogénea quer em termos do processo de aprendizagem, quer em
comportamento. Tem alunos com um excelente raciocinio que conseguem facilmente
fazer conclusdes, tirar ilacOes e interessados no processo de aprendizagem e por outro
lado, tem alunos muito imaturos, cujo processo de ensino-aprendizagem situa-se na base
do suficiente. As suas dificuldades, na maioria dos alunos, centram-se mais na &rea da
Matematica, nomeadamente, na interpretacdo das situacbes problematicas. De uma
forma geral, a turma revela um bom calculo mental. Os alunos habitualmente trabalham

a pares ou em grupo.

3.2.3. O Alexandre

E um aluno bom e interessado, contudo quando I& uma tarefa e ndo a percebe, refere que
a mesma estd mal formulada. E um aluno que se destacou na turma durante os dois
primeiros anos, 0 que o levou a ganhar confianca no trabalho que desenvolve. Tem um

bom raciocinio e estabelece relacGes, explicitando-as.

3.2.4. ARosa

E uma aluna um pouco distraida e faladora. Quando esta atenta e concentrada tem um
bom raciocinio, deducdes e métodos de calculo muito interessantes. Aquando a fase de
discussdo de uma tarefa, é habitual a aluna formular uma nova estratégia partindo das

apresentacdes dos colegas. A Rosa € irma gémea da Anabela.

3.2.5. 0 Tiago

O aluno revela facilidade em perceber se uma situacdo problematica pede um céalculo
imediato. Evidencia um excelente calculo mental e procura relacdes possiveis quando
esta a resolver uma tarefa. O aluno vé& o que existe além do ndmero que esta no
enunciado. Habitualmente, o aluno trabalha Matematica com o pai, refor¢cando assim a

sua aprendizagem.
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3.2.6. A Anabela

E uma aluna muito concentrada no trabalho, pensa no que esta a fazer e tira conclusdes.
E muito interessada e gosta muito de aprender. E boa aluna em todas as areas e revela
autonomia na realizacdo dos trabalhos. Sempre que tem alguma duvida, questiona a

professora. A Anabela é irma gémea da Rosa.

3.3. Contexto de trabalho

A sala encontrava-se disposta em quatro grupos de seis elementos, em que cada grupo
se divide em trés pares.

A docente da turma desenvolve as suas aulas em contexto de ensino exploratorio.

A sequéncia de aprendizagem proposta contém sete tarefas distintas, sendo que a Gltima
se encontra dividida em quatro partes. Esta sequéncia visa trabalhar as operagdes de
multiplicacdo e de diviséo.

A aplicacdo da sequéncia de aprendizagem decorreu ao longo de sete sessdes de
noventa minutos cada, entre 25 de novembro de 2015 e 17 de fevereiro de 2016 (tabela
2).

3.4. Recolha de dados

A recolha de dados decorreu através das seguintes técnicas: observacdo direta e
participante e recolha documental. Os documentos utilizados como fontes de
informacdo incluem: (a) os registos video e audio e respetivas transcri¢des, (b) as notas
de campo e (c) os trabalhos elaborados pelos alunos.
Yin (2010, p. 92) indica que a observacdo participante ¢ “um modo especial de
observagado na qual o investigador ndo ¢ meramente um observador passivo”.
Bryne et al. (citados por Léssard-Hebert, Goyette & Boutin, 1990) referem que a
observagdo participante possibilita observar factos tal como o sdo para o0s sujeitos
observados e verificar fendmenos latentes (que escapam ao sujeito, mas nao ao
observador).

A observacdo participante permite recolher dois tipos de dados. Os dados

registados nas «notas de trabalho de campo» sdo do tipo da descri¢cdo narrativa
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e aqueles que o investigador anota no seu «diério de bordo» pertencem ao tipo

da compreensdo, pois que fazem apelo a sua propria subjetividade. (Léssard-
Hebert et al., 1990, p. 157-158)

Ao longo do estudo, privilegiou-se o registo de notas de campo, porém estas incluiam

breves reflex6es sobre o que era observado.

Durante a observacdo das aulas, estiveram sempre presentes na sala de aula, além de

mim, mais duas investigadoras que integravam a equipa de investigacdo alargada do

projeto mais amplo.

Todas as aulas foram gravadas em suporte video e audio e, posteriormente, procedeu-se

as transcri¢bes de todos os videos, completando-as com os registos audio sempre que

necessario. Segundo Yin (2010), os documentos sdo uma das fontes de dados usada

habitualmente em estudos de natureza qualitativa permitindo confrontar evidéncias

sugeridas por outras fontes de dados. A recolha documental incidiu nas produgdes dos

dois pares de alunos, nas notas de campo e nos registos video e audio.

3.4.1. Calendarizacao

Tabela 2 - Calendarizacdo das aulas de implementacéo da sequéncia de aprendizagem

Data Tarefa Objetivo(s)

25/11/2015 | “As espetadas” Distribuir equitativamente os camarfes pelos pauzinhos,
tendo como condi¢cBes de partida, 61 camarBes e a
liberdade de convidar mais ou menos amigos.

A tarefa visa a compreensdo da multiplicacdo e da divisao
envolvidas nas diferentes possibilidades de agrupamentos
dos camardes.

02/12/2015 | “logurtes para toda a | Compreender a multiplicagdo como uma adicéo de parcelas

familia” iguais.
“No supermercado” Decompor o0 20 numa soma de dois produtos.

06/01/2016 | “Moedas” Decompor 0 13 e 0 26 em somas de dois produtos.

- Decompor 0 13 e 0 26 em somas de trés produtos.

20/01/2016 | “Bolas de bilhar” Desenhar retangulos com 16 bolas.
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A tarefa visa a decomposi¢cdo do 16 em produtos por

recurso ao modelo retangular.

27/01/2016 | “Uma bandeira estrelada” Multiplicar por recurso ao modelo retangular.

Decompor o0 50 numa soma de dois produtos.
01/02/2016 | “Paezinhos I” Decompor o nimero 800 em produtos de 2 fatores.
17/02/2016 | “Paezinhos II” Calcular o preco de 1 pdozinho, através da diferenca entre

0 preco de 6 paezinhos e de 5 paezinhos.
O enunciado da tarefa induz uma abordagem de natureza

aditiva.

“Pdezinhos 111

Calcular o preco de 14 paezinhos.

Calcular o preco de outras quantidades de pées.

O enunciado da tarefa tira partido da abordagem aditiva da
tarefa anterior, mas induz uma abordagem multiplicativa de
natureza escalar, ao colocar uma lista cujos nimeros sdo
obtidos pela duplicacdo no interior de cada uma das

variaveis.

“Pdezinhos IV”

Comparar o preco dos paezinhos nas duas padarias.
O enunciado da tarefa apela a mobilizacdo de uma relacéo
multiplicativa de natureza funcional, focando a relagéo

entre as variaveis.

Assim, as tarefas foram sequenciadas tendo em conta a progressdo da aprendizagem da

multiplicacéo,

e em particular do raciocinio multiplicativo em situacbes de

multiplicacdo com relag¢fes quaternarias, ou seja, em situacdes de proporcionalidade. As

tarefas intermédias tiveram como principal objetivo o aumento do reportério dos alunos

relativamente a relacdes numéricas e as formas de ver os numeros, pela multiplicidade

de decomposi¢des dos mesmos.

33




3.5. Analise de dados

“Toda a analise de contetidos decorre de uma pergunta ou perguntas que o investigador
se coloca, bem como da natureza dos dados com que ele lida” (Esteves, 2006, p. 108-
109).

A andlise de dados do estudo desenvolveu-se durante a recolha destes e no final da
experiéncia na sala de aula, tendo tido inicio ap6s os primeiros momentos de recolha de
dados. Foi desenvolvida mais intensamente apds a conclusdo da recolha de dados.
Foram usadas categorias analiticas provenientes do quadro tedrico que se apresentam
em seguida.

Partindo das estratégias de calculo em situagbes de multiplicacdo mencionadas por
diversos autores na revisdo da literatura, procedeu-se a respetiva categorizacdo. As
tabelas 3 e 4 resultaram da sintese da categorizacdo prévia da multiplicidade de
estratégias identificadas pelos varios autores e sua interacdo com a analise dos dados do
estudo.

Tabela 3 - Categorizagado de estratégias de natureza aditiva na resolugdo de situaces multiplicativas

Estratégia Descricéo Exemplo
Contagem A contagem é efetuada por saltos dos multiplos, “5,10, 15, 20, 25”
envolvendo saltos | para a frente ou para tras.
dos maltiplos ou "25, 20, 15, 10, 5
Adicao repetida Adiciona-se sempre 0 mesmo numero. “6+6=12, 12+6=18;

18+6=24"
Contagem unitaria Contagem dos elementos um a um. “1,2,3,4”

unitizing

As unidades isoladas podem ser representadas
como um todo/grupo.

“5+5+5= trés cincos”

Uso de dobros

Adigdo do mesmo numero de forma a calcular o
dobro.

“8+8=16, 16+16=32"

34




Tabela 4 - Categorizagdo de estratégias de natureza multiplicativa na resolucao de situagGes

multiplicativas

Estratégia

Descricéo

Exemplo

Calculo da divisao

Uso da divisdo como operagdo inversa
da multiplicacéo.

“24:4=6, logo 4x6=24"

Particdo de numeros
em produtos

Decomposic¢ao do multiplicador, do
multiplicando, ou de ambos.

Esta subjacente o uso da propriedade
associativa da multiplicacéo.

“15 x 12 =3x(5x12) = 3x60 = 180”
ou

“25x8=25x(2x4)=(25x2)x4=50x4 =
200.”

Particdo de numeros
em somas

Decomposic¢ao do multiplicador ou do
multiplicando, ou de ambos.

Esté subjacente o uso da propriedade
distributiva da multiplicacdo em relacdo
a adicao.

“5x19 = 5x(10+9) = 5x10+5x9
=50+45=95"

Compensagao com
uso de relacdes
multiplicativas entre
os fatores

Estabelecimento de relacGes
multiplicativas (dobro e metade;
quéadruplo/quarta parte; ...) entre os
fatores de um mesmo produto, de modo
a que a alteracdo efetuada num fator
seja compensada, de forma inversa, no
outro fator, garantindo, assim, a
invariancia do produto.

A aplicacao deste tipo de relacdes
permite usar factos basicos conhecidos
dos alunos, facilitando o célculo.

“25x8= D
50x4 =
2007

“100=8=
g D -4
400x2=

g00.”"

C

Compensacao no
produto apds
arredondamento de
um fator

Pode ser realizada apenas no
multiplicador ou s6 no multiplicando.

Substituicdo de um fator por outro
superior que seja “proéximo” cuja
multiplicacdo seja mais fécil de efetuar.
Apbs a multiplicacdo, tem de se
compensar, retirando o que se
multiplicou a mais.

Esta subjacente o uso da propriedade
distributiva da multiplicacdo em relagao
a subtracao.

“19x5 = 20x5-5 = 100-5 =95
18x5; (18x5 = (20-2) x5)
20x5=100;

100-10=90
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Uso complexo de

dobros

Composicédo do multiplicador a partir de
dobros sucessivos do multiplicando
usando, implicitamente, as propriedades
associativa e distributiva da
multiplicagcdo em relacéo a adicéo.

47x34

1x34=34
2x34=68
4x34=136
8x34=272
16x34=544
32x34=1088

47 X34 = (32+16-1) x 34 =
= 32x34 + 16x34 - 1x34
=1088 + 544 - 34 = 1598

Troca da ordem dos

fatores

comutativa.

Troca da ordem dos fatores para obter
um produto parcial que facilite o
restante célculo.

Esta subjacente o uso da propriedade

“4x14x25 = 4x25x14 = 100x14 =
1400~

No que respeita as estratégias aplicadas em situacdes de proporcionalidade, construiu-se

uma tabela (tabela 5) partindo da revisdo da literatura (Cramer & Post, 1993; Fernandez
et al., 2010; Infante, 2014; Vergnaud, 2014).

Tabela 5- Estratégias para lidar com situa¢@es de proporcionalidade

Estratégia aditiva

Estratégia multiplicativa

Escalar

Funcional

Baseia-se na adigéo ou
subtracéo repetida no
interior de cada uma das

variaveis.

Baseada em relagoes
multiplicativas internas,
ou seja, relagdes entre
guantidades da mesma

natureza.

Considera relagdes
externas, isto &, relagdes
entre quantidades de

diferentes naturezas.
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Relativamente as categorias analiticas no ambito da flexibilidade de calculo (tabela 6),

usou-se o quadro tedrico de Threlfall (2009). As categorias consideradas (também

assumidas em Brocardo, 2014) referem-se ao processo de construcdo de estratégias em

que os alunos, aliando o seu conhecimento pessoal sobre 0s nimeros e operagcdes ao

processo de notar, constroem as estratégias adaptadas a situacdo ou aos numeros em

causa para alcangar a solucdo da tarefa.

Tabela 6 - Categorias analiticas no &mbito da flexibilidade de célculo

Categoria

Descricéo

Processo de notar

Reparar nos nimeros e nas relagdes que se pode estabelecer

entre eles.

Caélculos exploratdrios parciais

Os calculos exploratérios parciais decorrem do conhecimento
pessoal dos alunos acerca dos nimeros e das propriedades das
operagdes quando este é usado para derivar.

Relacbes numéricas aplicadas

na solucao

O modo de relacionar os nimeros para resolver o problema e

alcancar a solucdo das situacoes de calculo.

Métodos ou procedimentos de

calculo aplicados na solucédo

O modo de relacionar as operagdes para resolver o problema e
alcancar a solucéo das situacdes de calculo.

“A categorizacdo ¢ a operagdo através da qual os dados sdo classificados e reduzidos,

apos terem sido identificados como pertinentes, de forma a reconfigurar o material ao

servigo de determinados objetivos de investigagdao” (Esteves, 2006, p. 109).

A primeira tarefa, “As espetadas” e a Ultima, “Paezinhos”, ambas envolvendo situagdes

proporcionais da sequéncia de aprendizagem foram analisadas de uma forma mais

detalhada, com vista a verificar a existéncia de evolugéo das estratégias mobilizadas e

da flexibilidade de célculo. As tarefas intermédias foram objeto de uma analise menos

detalhada.
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4. ANALISE DOS DADOS

Este capitulo contém a analise das estratégias usadas pelos dois pares de alunos,
evidenciando a sua evolucdo e a flexibilidade de calculo existente.

4.1. Tarefa “As espetadas”

Os alunos comecaram por ouvir a professora da turma a explicitar a tarefa, salientando
que todos os pauzinhos teriam de ter o mesmo nimero de camardes. Seguidamente, 0s

pares iniciaram a discussao das estratégias em voz baixa.

4.1.1. Par Alexandre e Rosa

O par comecou por desenhar 1 pauzinho e 1 camardo de forma a representar

iconicamente1x61 camardes, isto é, uma espetada com 61 camardes (cf. figura 3).

Figura 3 — Representacao do calculo 1x61

Ap0ds este registo, seguiu-se o dialogo:

Alexandre: Bora [sic] fazer de 10 em 10. (evidenciou-se uma certa hesitagao)
Outro colega: Néo da!

Alexandre: D4, da, porque sobra 1.

Anabela: A professora disse que podia sobrar. Nao disse que era proibido
sobrar.

Rosa: Pois é. De 3 em 3. Entédo j& podemos fazer de 3 em 3.
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De seguida, os alunos comecgaram por desenhar pauzinhos (cf. figura 3). O Alexandre
perguntou a professora “Professora, pode sobrar?”. A professora da turma dirigiu-se ao
par e questionou-o sobre o que estavam a fazer, mencionando “...ndo precisamos disso,
precisamos de estratégias de calculo”. O par apagou o que tinha feito e elaborou
algumas tabelas (cf. figuras 4 a 6), aplicando a estratégia da contagem envolvendo
saltos dos multiplos.

As tabelas tém duas linhas: a superior contém a sequéncia matematica correspondente
ao namero crescente de pauzinhos; a inferior, 0 nimero de camar@es correspondente ao
namero de pauzinhos patente na célula acima.

A hesitacao evidenciada inicialmente esté relacionada com o facto de sobrar 1 camaré&o,
razdo pela qual o Alexandre decidiu confirmar com a professora se tal era possivel. A

Rosa antecipou o 3 como divisor do 60, porém abandonou a ideia.

(\"\

Figura6 — Tabelado 5

O par deixou de desenhar tabelas, contudo a estratégia usada manteve-se (cf. figuras 7 a
11).
Ao abandonarem a tabela, o foco do par foi o nimero 60, procurando descobrir

divisores deste nimero. Os alunos efetuaram varios calculos em que o primeiro nimero
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é um divisor de 60; exemplo disso é a figura 7, na qual os alunos escreveram o nimero

10 em primeiro lugar. As figuras 4 e 5 representam as estratégias cujo resultado é mais

afastado do niumero 60.
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Figura 8 — Calculo de 4 em 4
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Figura 9 — Calculo de 6 em 6

Figura 10 — Calculo de 20 em 20

s
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Figura 11 — Célculo de 8 em 8
Com este trabalho de saltos dos multiplos, os alunos verificaram que existem nimeros
de camardes por pauzinho que atingem o numero 60, isto €, sdo divisores de 60. Na
figura 11, o calculo ndo atinge 60, logo 11 ndo é divisor de 60. Constatou-se que ao

alcangar o nimero préximo do 60, os alunos pararam os saltos dos multiplos.
Mais tarde, o par identificou a relacdo numérica de dobro numa tabela ja construida,

nomeadamente na linha superior (cf. figura 4) e utilizou a estratégia multiplicativa da

troca da ordem dos fatores (cf. figuras 12 a 14).

Figura 12 — Estratégia da troca da ordem dos fatores
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Figura 13 — Estratégia da troca da ordem dos fatores
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Figura 14 — Estratégia da troca da ordem dos fatores

Evidenciou-se a mobilizacdo da propriedade comutativa ao explorar pares de
possibilidades diferentes, mantendo o foco no nimero 60. Apds alcancado o 60, 0s
alunos adicionam 1, aproveitando o calculo anterior, e por isso, ignoram o sentido
relacional do sinal de igual, assumindo-o com o significado de "d&". Por exemplo, na
figura 14, pode verificar-se que os alunos acabam por exprimir 12x5=61, embora
tenham pensado 12x5=60; 0 mesmo acontece para todos 0s outros casos.
Os alunos identificaram relagdes numéricas a partir de calculos ja efetuados (cf. figuras
6, 8 e 10), nomeadamente, 12x5=60 ou 5x12=60; 15x4=60 ou 4x15=60 e 3x20=60 ou
20x3=60 (cf. figuras 12 a 14). Na figura 14, visualiza-se a relagdo de quadruplo/a quarta
parte entre fatores de diferentes calculos colocados lado a lado (12x5=60 e 3x20=60 ou
5x12=60 e 20x3=60); contudo, devido a um problema técnico ndo ha registo video que
comprove que os alunos identificaram essa mesma relacdo ou a mobilizaram para
registar o 60 expresso através de diferentes produtos.
Agquando a apresentacdo no quadro, a professora indagou a turma no sentido de saber
“A quem ¢ que sobrou mais do que 1?”.

Rosa: Sobrou 7.

Professora: Como € que organizaste a tabela?

A aluna escreveu no quadro 9x6=54 ou 6x9=54.

Rosa: Eu fiz 9x6 que era 54 e depois fiz 6x9 que é 54 também.

Professora: Era necessario tabela? Era outra forma de apresentar sem ser a
tabela. Rosa, quanto é que sobrou?

Rosa: Sobraram 6. Ah! 7.

A aluna fez a respetiva tabela no quadro e assinalou os dobros.
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Professora: Pde 14, sobraram 7 camaroes.

De forma a explicar a estratégia da troca da ordem de fatores, 0 par escreveu no verso
da folha a seguinte conclusdo “Quando fazemos uma conta, podemos fazer ao

contrario”.

4.1.2. Par Tiago e Anabela

O par iniciou o seu trabalho, construindo diferentes tabelas, aplicando a estratégia da

contagem envolvendo saltos dos multiplos (figuras 15 a 18).

B o aum Cararses

Figura 15— Céalculode 5em 5

Figura 16 — Célculo de 10 em 10

Os elementos do par continuaram a discussdo sobre qual o calculo seguinte a realizar.

Tiago: Vamos fazer uma tabela de 20 em 20. N&o, vamos fazer de 30 em 30.
Anabela: De 30 em 30 ¢ muito. (...)

Tiago: Vamos fazer de 6 em 6. (...)

Anabela: Esta bem.

Tiago: 1-6;2—12...

Figura 17 — Calculo de 6 em 6
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Figura 18 — Calculo de 4 em 4

Os alunos procederam aos célculos, tendo 0 6 como divisor de 60. O par elaborou outras
tabelas: de 4 em 4 (cf. figura 18); de 11 em 11; de 9 em 9 e de 30 em 30. Mais uma vez,
o0 par identificou uma relacdo numérica, assinalando alguns dobros existentes na linha
inferior da tabela (cf. figuras 15, 17 e 18) e nas duas linhas (cf. figura 16).

O foco do par, na maioria das tabelas, foram os divisores de 60, ou seja, iniciaram
sempre com numeros de camardes por pauzinho cuja iteracdo atingia o 60. No que se
refere a primeira estratégia utilizada, os alunos desenvolveram-na sempre através da
construcao de tabelas.

A determinado momento, os alunos usaram a estratégia da troca da ordem dos fatores

(cf. figuras 19 a 21), multiplicando o numero de camardes pelo nimero de pauzinhos.
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Figura 19 — Estratégia da troca da ordem dos fatores

/1’7—_)(" 5% 52, 53,

Figura 21 — Estratégia da troca da ordem dos fatores
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Os célculos presentes nas figuras 19 a 21 tiveram como ponto de partida as respetivas
tabelas. Os alunos transformaram a estratégia usada nas tabelas na estratégia da troca da

ordem dos fatores. O mesmo aconteceu com a tabela de 9 em 9.

Professora (dirigindo-se a um elemento do par): Tiago, estamos a fazer o qué?
Tiago: Estamos a fazer tabelas.

Professora: Fizeste de quanto?

Anabela: Fizemos de 5 em 5, de 30 em 30, de 10 em 10, de 6 em 6, de 11 em
1,...

Professora: Agora ndo vamos fazer mais nada. Agora vamos ver qual é o tipo
de relacdes que temos aqui.

Os alunos escreveram a seguinte conclusdo: “A tabuada do 10 esta relacionada com a
tabuada do 5 porque o 10 € o dobro de 5 e 5 ¢ metade de 10”.

Mais tarde, a professora da turma solicitou aos dois elementos do par que fossem ao
quadro explicar os célculos realizados. A Anabela explicou o célculo de 6 em 6 e 0

Tiago o célculo de 10 em 10 (cf. figura 22).

Figura 22 — Explicitacdo do calculo de 10 em 10

Tiago: Andei a fazer uma tabela e fiz os dobros e as metades e agora percebi
que tenho aqui 6 vezes um 10 que esta aqui e da 60. Fiz 10x6=60.

O aluno fez a leitura de que 6 pauzinhos com 10 camarfes perfazem 60. Nesta tabela

(cf. figura 22), o Tiago assinalou a relagdo numérica de dobro tanto na linha superior

44



referente a0 numero de pauzinhos, como na linha inferior referente ao numero de
camaroes.
A Anabela usou a estratégia de uso de dobros e/ou metades para confirmar os calculos

(cf. figura 23), porém errou ao assinalar o dobro de 24.

Figura 23 — Explicita¢do do célculo de 6 em 6

Professora: Essa tabela podia se relacionar com outra ou ndo? (referindo-se a
de outro colega).

Anabela: Com a do 12,

Professora: Porqué?

Anabela: Porque 6 é metade de 12. (...)

Professora: Anabela, tu descobriste o qué?

Anabela: Eu descobri que 6x10 ¢ 60. (...)

Professora: 1sso quer dizer o qué?

Anabela: Que em vez de fazer a tabela, podia ter usado a multiplicacéo.

A professora fomentou a discusséo no sentido de verificar a existéncia de mais relagdes
numeéricas. A Anabela identificou a relacdo de metade, apds a professora ter referido

que a irmd tinha feito a tabela do 12. Mais tarde, a professora questionou:
- Quem ¢ que fez a tabela do 3?

Os alunos, em conjunto, concluiram que 6 era o dobro de 3 e 3 era metade de 6. Apds a
intervencdo da Anabela, os alunos perceberam que poderiam ter aplicado de imediato a

multiplicagdo em detrimento da construcédo de tabelas.
4.2. Tarefa “Paezinhos 1”

A professora escreveu no quadro a tarefa e os alunos copiaram para a folha.
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4.2.1. Par Alexandre e Rosa

Inicialmente, tendo em conta o dialogo dos alunos, verifica-se que o par ndo percebeu a
tarefa.

Rosa: Os péezinhos dividem-se em quantos? Nés ndo sabemos quantos

tabuleiros, quantos paes tém!

Alexandre: N&o diz se tém de ter a mesma quantidade, se ndo tém.

Rosa: Polis.

Alexandre: N&o diz isso.

Investigadora: La esta, vocés é que tém de chegar a conclusdo de quantas

formas diferentes.
Apbs a elucidacdo por parte da investigadora, o par decidiu construir uma tabela com
duas colunas, a primeira refere-se ao numero de tabuleiros e a segunda ao nimero de
péezinhos existentes em cada tabuleiro, tal como sugerido no enunciado da tarefa. O par
questionou a professora se poderia “fazer a tabela um bocadinho grande”.
Apos a construcdo das linhas da tabela, o Alexandre sugeriu a primeira possibilidade “8
paezinhos para 100 tabuleiros” (cf. figura 24), contudo a Rosa optou por registar outra

opcéo, 10 tabuleiros com 80 péezinhos (cf. figura 25).

Figura 24 — Tabela inicial do Alexandre

Aol iy | Jotimbn

100 2

Figura 25 — Tabela inicial da Rosa
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Na segunda linha da tabela, o aluno escreveu o que a colega escreveu na primeira linha
e a Rosa escreveu o que o Alexandre escreveu na primeira linha. Nesta abordagem
inicial, os alunos fazem a decomposi¢cdo do 800 em produtos, comegando por pensar
nos fatores 10 e 100 cujos produtos por 80 e por 8, respetivamente, parecem constituir
factos basicos ja conhecidos.

Depois de escrever a terceira possibilidade, 2 tabuleiros com 400 péezinhos, o par
parece ter comecado a usar a estratégia das relacGes numeéricas entre os fatores. Isto é, o
par usou uma estratégia multiplicativa escalar dentro de cada uma das variaveis,
aplicando a proporcionalidade inversa existente nesta situacdo. Por exemplo, se temos o
dobro de tabuleiros, vamos ter metade de p&ezinhos por tabuleiro (cf. figura 26).

Wwu | 2 .
Figura 26 — Producdo do Alexandre

Rosa: Agora metemos 50, ndo? 50 com 50. N&o, ndo pode ser 50 com 50. Tem
de ser 50 com 3.

Alexandre: N&o.

Rosa: 3 tabuleiros, cada um com 50. Da 150 paezinhos. Ndo, mas esse da 150.
Alexandre: Pois da.

A Rosa propds a opcdo 3 tabuleiros com 50 péezinhos, tendo abandonado a ideia apds

calculo mental.
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Mais tarde, o par escutou a professora a conversar com um outro par sobre a leitura de
determinadas possibilidades, nomeadamente, a existéncia de 800 tabuleiros com 1
padozinho. A professora indicou que essa possibilidade ndo fazia sentido.

O par Rosa e Alexandre, partindo do produto 800x1 considerado sem sentido pela
professora, acrescentou a tabela 1 tabuleiro com 800 p&ezinhos, aplicando a propriedade
comutativa para conferir sentido a esta possibilidade, de acordo com o contexto do
problema.

O Alexandre descobriu uma outra hipdtese, 40 tabuleiros com 20 péezinhos, a partir da

qual a Rosa aplicou a estratégia da troca da ordem dos fatores.

Rosa: Ha algumas que dédo para duas vezes (apontando para 40 tabuleiros com
20 paezinhos).
Posteriormente, o aluno alterou a primeira linha da tabela para 8 tabuleiros com 100
paezinhos (cf. figura 26). A Rosa também escreveu 8 tabuleiros com 100 p&ezinhos.

Tiago: 16x50? Se 8x50 da 400, o dobro de 8 que é 50x16 da 800, porque 8 é
metade de 16.
Alexandre: 1sso é buéda [sic]facil.

O Tiago propds a possibilidade 50x16, explicando o seu raciocinio aos colegas
Alexandre e Anabela. O Alexandre registou na tabela 16 tabuleiros com 50 péezinhos e
alertou a Rosa para essa possibilidade. De imediato, o par procedeu a troca da ordem
dos fatores.

O Alexandre acrescentou 5 tabuleiros com 160 péezinhos e 160 tabuleiros com 5
pdezinhos. Tendo como ponto de partida os algarismos usados, a Rosa escreveu novas

possibilidades: 6 tabuleiros com 150 péezinhos; 150 tabuleiros com 6 péezinhos.

Rosa: 160x5. Ja descobrimos outra. Vamos descobrir mais. Ai! Fiz uma coisa
muito mal...150 com 6.

Alexandre: 6?

Rosa: Sim, é o contrério da de cima. E o contrario da de cima, ndo é?
Alexandre: Mais ou menos. Ja fizemos muitas.
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A aluna apagou a possibilidade 160 tabuleiros com 5 péezinhos e escreveu 150
tabuleiros com 6 péezinhos. Completaram mais uma linha da tabela, através do uso da
estratégia da troca da ordem dos fatores, ao escrever 6 tabuleiros com 150 paezinhos.
Por fim, o par completou a tabela com as seguintes possibilidades: 15 tabuleiros com 60
paezinhos e 60 tabuleiros com 15 péezinhos.

No que concerne a possibilidade 15 tabuleiros com 60 pdezinhos, uma das

investigadoras inquiriu:

- Alexandre, esse da? Vé |4 se esse da.

Alexandre: Deve dar.

Rosa: Eu acho que da, porque € o contrario destes (referindo-se a 6 tabuleiros
com 150 péezinhos e 150 tabuleiros com 6 p&ezinhos).

Alexandre: Nao, ndo. Aqui so tirei este zero (apontando para o nimero 150) e
meti-o aqui (indicando o nimero 60).

O aluno explicou que, ao alterar a posi¢do dos zeros, encontrou novas possibilidades,
estabelecendo a relacdo de 10x/décima parte entre os fatores.

Algum tempo depois, a mesma investigadora dirigiu-se ao par.

Investigadora: V€ la se isto da. 5x160 quanto é que da?
Alexandre: 800.

Investigadora: 5x6?

Alexandre: 5x6 da...

Rosa: N&do, ndo da. D4, por acaso até da.

Investigadora: Da. E depois este aqui? (remetendo para 150x6)

Para esclarecer a davida, a Rosa decidiu calcular na folha 150x6, escrevendo
100x6=600 e 50x6= 300 (cf. figura 27). Neste célculo, a Rosa usou a estratégia de
particdo de numeros, aplicando a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacédo a

adicéo.

Figura 27 — Célculo da Rosa (150x6)
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Rosa: D4 mais até...

Alexandre: D4, da...(duvidando da colega, o aluno verificou o célculo que esta

realizou)

Rosa: Da mais.
Assim, a aluna concluiu que o resultado de 150x60 era um numero superior aos 800
péezinhos da tarefa, acabando por apagar da tabela 150x6 e 6x150.

Alexandre: N&o é esse. E este (indicando 15x60).

Rosa: Esse é a mesma coisa que este. Ja sabemos que 150x6 nao da.
O Alexandre iniciou o calculo mental para tirar a davida, contudo ndo o terminou. A
Rosa principiou o calculo na folha, porém este estava incorreto (“16x50=50""), mesmo
ndo tendo sido concluido.
A aluna decidiu apagar da sua tabela as possibilidades 15x60 e 60x15, embora o seu par
tenha optado por manter na sua tabela.

Rosa: Mas hé coisas que estdo mal.

Alexandre: Dizes tu, podem estar bem.
Apesar do comentario da colega, o Alexandre ndo fez qualquer alteracéo na sua tabela.
No momento da discussdo, o Alexandre foi ao quadro apresentar algumas hipéteses de

resposta (cf. figura 28).

Figura 28 — Apresentacdo no quadro do Alexandre
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O aluno mencionou que a primeira possibilidade estava relacionada com a terceira,
identificando a relagdo de dobro e metade entre os fatores. O aluno colocou setas de

forma a assinalar essa relacdo (cf. figura 29).

Figura 29 — Relagéo dobro e metade

Professora: O que é que puseste relacionado com o 10? Explica la.
Alexandre: Porque 160 é metade de 80.

Professora: 160 é metade de?

Alexandre: 160 € metade (corrigiu) o dobro de 80 e 80 é metade de 160. E5 €
metade de 10 e 10 é metade (engano na palavra) de 5. 10x80 dava 800.
Professora: E agora 0 6?

Alexandre: Esta aqui?

Professora: 6x150.

Tiago: Esta mal...da 900.

O Alexandre realizou o calculo 6x150 e comprovou que aquela possibilidade estava
incorreta, 0 mesmo aconteceu com 15x60.

Alexandre: Fiz 6x100 igual a 600, depois fiz e 50x6 que me deu 300. D& 900.
Ta [sic] mal.

Professora: Agora vamos ao 15, Alexandre.

Alexandre: Eu vi que 10x60 da 600 e que 5x60 da 300. Depois somei e da 900.
Esta mal!

O aluno apagou a possibilidade 15x60 e explicou 0 40x20.

Alexandre: Esta acho que esta bem, porque 40 é metade de 80 e 0 20 é o dobro
de 10. Entdo, eu fiz 20x40 que me deu 800. Tiras os zeros, fazes 4x2 que da 8 e
depois pbes os zeros, da 800.

O aluno aplicou a relagdo numérica de dobro e metade e a regra de compensacao dos

ZEeros.
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A professora questionou a turma sobre o que o Alexandre tinha trocado, ao que a turma
respondeu: “as parcelas”. Assim, a professora salientou a estratégia da troca da ordem
dos fatores.

Em relacdo a Gltima possibilidade apresentada, o Alexandre explicitou:

- Eu vi que 8x10 dava 80 e depois acrescentei um zero que da 800.

Mais uma vez, o aluno justificou uma nova possibilidade, através da regra de sempre
que se aumenta um zero num fator também se aumenta no produto. Esta regra
fundamenta-se na compensacao: se aumenta 10 vezes um fator, em compensacao, 0
produto fica 10 vezes aumentado.

Ao chegar ao seu lugar, o aluno apagou da sua tabela todas as possibilidades incorretas.

4.2.2. Par Tiago e Anabela

Antes da leitura da tarefa, em voz alta, pela professora, o par construiu uma tabela com
duas colunas: a primeira referente aos tabuleiros e a segunda aos paezinhos.

O Tiago sugeriu a primeira hipdtese, tendo chegado a esta através da estratégia da
divisdo como operacdo inversa da multiplicacdo, revelando assim um raciocinio

funcional.

Tiago: 800 a dividir por 10? Da 8. Tem de ser 8x100, 800 a dividir por 100.

Apesar de verbalizar 10, Tiago parece ter pensado sempre em 100 (“800 a dividir por
1007).

Contudo, esta ndo foi a primeira possibilidade escrita na tabela, ficando na quarta linha
da mesma. Inicialmente, os alunos escreveram ndmeros maiores na coluna dos
tabuleiros e nimeros menores na coluna dos paezinhos (cf. figura 30).
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Figura 30 — Tabela inicial da Anabela

Anabela: Vamos fazer 100. 100 tabuleiros com 8 péaezinhos.
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Tiago: 400 e 2 paezinhos.
Anabela: Agora vamos fazer 8 tabuleiros cada um com 100, ao contrario.

O par usou a estratégia da troca da ordem dos fatores, no entanto s6 escreveu na tabela
um pouco mais tarde (8 tabuleiros com 100 péezinhos).

Algum tempo depois, a professora dirigiu-se ao par, salientando a leitura da primeira
linha da tabela.

Professora: 800 tabuleiros levam 1 pdozinho?

Tiago: Cada tabuleiro leva 1.

Professora: Entdo, tu vais ler 800 tabuleiros levam 1 pdozinho? 1 tabuleiro leva
800 péezinhos. N&o vamos por 800 tabuleiros com 1 péo.

Esta leitura ndo fazia sentido, tendo em conta o contexto da tarefa, ter 800 tabuleiros
apenas com 1 pdozinho.
Os alunos apagaram a primeira possibilidade que tinham escrito e optaram por usar a

estratégia da troca da ordem dos fatores, escrevendo 1 tabuleiro com 800 péezinhos.

Anabela: E melhor apagar o do 100 e o do 400, porque a professora ndo gosta
gue sejam nameros grandes.
Tiago: Tem de ser ao contrario. Tem de ser os nUmeros mais pequeninos em
tabuleiros.
Na sua abordagem inicial, os alunos pensaram em maultiplas decomposi¢des do 800 em
produtos de dois fatores, sem pensar se as mesmas fariam ou nao sentido no contexto do
problema. Ou seja, pensaram de um modo mais abstrato.
Apbs o comentario da professora chamando a atencdo para o contexto, os alunos
apagaram as possibilidades que ja tinham na tabela e decidiram trocar a ordem dos
fatores das mesmas, colocando tabuleiros que levassem uma grande quantidade de
péezinhos (“tem de ser os numeros mais pequeninos em tabuleiros”), atendendo a que

numa padaria existiria a preocupacdo de maximizar a ocupagédo do forno.
Tiago: Olha, arranjei outra conta...50x16. 50x4 da 200; 50x8 da 400, o que
quer dizer 50x16.

A Anabela ficou na duvida se esta possibilidade estaria correta. O Tiago explicou:

- 16x50. Se 8x50 da 400, o dobro de 8 que é 50x16 da 800, porque 8 é metade
de 16 e da 400. Quer dizer que pode.
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O aluno aplicou a estratégia uso complexo de dobros, chegando a decomposicao do 800
em 50x16 ou 16x50, através da duplicacdo sucessiva de um fator e do produto. Partindo
de um facto basico por si dominado, 50x4=200, Tiago estabelece mentalmente uma
cadeia com relacbes numeéricas, aplicando sucessivamente o dobro no segundo fator e
consequentemente no produto (mantendo o 50 constante), até chegar ao produto
pretendido de 800, obtido com 50x16. Assim, o aluno acaba por compor 0 16 como uma
poténcia de base dois (16=4x2x2; isto é 16=2%). Tiago revela flexibilidade de calculo
pelo modo como vai estabelecendo a relagdo numérica de dobro para obter uma nova
decomposicdo do 800, aplicando intuitivamente a propriedade associativa da
multiplicacdo. Durante a explicacédo, o Tiago usou a troca da ordem dos fatores.

Seguidamente, o aluno descobre uma nova possibilidade de distribuicdo dos péezinhos.

Tiago: Ja arranjei outra. 20 tabuleiros vezes 40 paezinhos. 20x4 da 80, mais um
zero, acrescenta-se um zero.

Verifica-se a implementacdo da estratégia da compensacdo com uso de relagdes
multiplicativas, recorrendo a um facto bésico, visto que o aluno usou um facto
conhecido de multiplicagdo, o 20x4, para encontrar outra possibilidade de distribuicéo.
A regra de acrescentar o zero resulta da necessidade de compensar no produto o facto de

se ter multiplicado por 10 o fator 4.

Tiago: Os tabuleiros tém de ser com 0s nimeros mais pequenos, ndo podem ser
com nameros maiores (voltando-se para o Alexandre e a Rosa).

Rosa: Podem, podem.

Tiago: Nao faz sentido 800 tabuleiros e 1 pdozinho em cada um. N&o da. Eles
vao ter tudo mal.

Anabela: A professora disse que ndo podiamos.

Investigadora: Porqué?

Tiago: A professora disse que ndo podia ser 800 tabuleiros. SO podia ser com
nlmeros mais pequenos.

Investigadora: E assim: este € o nimero de tabuleiros (apontado para a
respetiva coluna), este € o nimero de paes que leva cada um (indicando a
segunda coluna). Ora, se tu tens 1 tabuleiro, tens que por todos os paes nesse
tabuleiro.

Tiago: Mas néo faz sentido. A professora disse.

Investigadora: Sim e esta bem assim.

Tiago: Ah! Entdo, vamos fazer ao contrario.
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Apos as intervencBes da investigadora e da Rosa, 0s alunos decidiram aplicar a
estratégia da troca da ordem dos fatores em todas as possibilidades que tinham
descoberto. O objetivo do par foi obter uma tabela maior que contemplasse a exaustdo
das solugdes matematicas da decomposi¢cdo do 800 em produtos de 2 fatores. Nesta
fase, o par desligou-se do contexto da tarefa e centrou-se no sentido numérico e a
Anabela deixou de escrever “cada um com” na coluna dos paezinhos (cf. figura 31).
Assim, registam 800 tabuleiros com 1 pao cada apesar da chamada de atencdo da

professora de que tal ndo faz sentido.

Figura 31 — Tabela da Anabela

Seguiu-se uma nova intervencédo da investigadora.

Investigadora: Diz-me uma coisa. Tu aqui tens 10 tabuleiros que levam 80.
Qual é a metade do numero de tabuleiros?
Tiago: 5x160.

O par escreveu na tabela, porém a Anabela ficou com davidas se estaria correto. De
forma a explicar a colega, o Tiago fez o calculo na folha, aplicando a estratégia de
particdo de numeros (cf. figura 32). No entanto, inicialmente ndo foi essa a estratégia
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usada. Quando a investigadora apela a aplicacdo da relagdo de metade do fator 10,
Tiago imediatamente aplica também a relagdo de dobro no outro fator, 80, chegando a
5x160.

Figura 32 — Célculo do Tiago

O aluno observou a tabela e através da estratégia do uso de dobros e metades entre os
fatores, chegou ao nimero 32 como dobro de 16 e ao numero 25 como metade de 50.
Assim, Tiago usou a estratégia multiplicativa escalar em cada uma das variaveis, usando
intuitivamente um raciocinio proporcional inverso.

O par aplicou sempre a estratégia da troca da ordem dos fatores, excetuando a
possibilidade de 32 tabuleiros com 25 péaezinhos, a qual foi descoberta pelo Tiago, ndo
tendo sido escrita pela Anabela.

Por fim, os alunos escreveram na tabela 150 tabuleiros com 6 péezinhos e 6 tabuleiros

com 150 péezinhos, embora estas possibilidades estejam incorretas (cf. figuras 33 e 34).
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Figura 33 — Resposta incorreta: 150x6

1
Figura 34 — Resposta incorreta: 6x150

) )
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No momento da discussao coletiva, a professora solicitou ao Tiago que fosse ao quadro.

56



Figura 35 — Apresentacdo do Tiago

De forma a explicitar a tabela (cf. figura 35), o aluno assinalou relagfes numéricas de
dobro, explicitando-as, por vezes, de forma aditiva, tanto dentro da varidvel (por
exemplo: "+10"), como entre as duas varidveis (por exemplo: "+100"). No entanto, ndo
explicitou as relacdes inversas aplicadas na exploracdo da tarefa. Por exemplo,
explicitou 0 32 como dobro de 16, mas ndo o 25 como metade de 50. As relagdes
assinaladas sdo desligadas umas das outras, ndo evidenciando o raciocinio mobilizado
durante a exploragéo.

O Tiago explicou a resposta 2 tabuleiros com 400 péezinhos da seguinte forma:

- Eu tirei 0 zero do 20 e pus no 40, deu-me 400x2.

O aluno aplicou a regra da compensacdo dos zeros, retirando o zero do fator 20 para
acrescentar ao fator 40.

Para justificar as possibilidades de 32 tabuleiros com 25 péezinhos e 16 tabuleiros com
50 péezinhos, o aluno usou a particdo de numeros, decompondo em somas ambos 0s
fatores, no caso de 32x5, e apenas 0 16, no caso de 16x50 (cf. figuras 36 e 37).
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Figura 37 — Parti¢do de nimeros para 16x50

Embora Tiago tenha revelado flexibilidade estratégica ao aplicar relagbes escalares de
dobro e metade entre os fatores, ao explicar a turma as possibilidades encontradas, ndo
consegue aparentemente explicar o raciocinio desenvolvido, optando por comprovar as
possibilidades obtidas com o procedimento mecanizado de particdo de numeros. O
mesmo aconteceu quando, na fase da exploracdo, o aluno explicou a colega como
chegou a possibilidade 5x160 (cf. figura 32).

A particdo de numeros é um procedimento mecanizado, pois é a forma do Tiago
comprovar aos outros colegas que a possibilidade estd correta, embora nunca tenha
constituido estratégia de exploracao.

Tiago parece ndo ter a completa consciéncia das relaces numéricas emergentes
associadas a flexibilidade de calculo, pois, embora as tenha usado, ndo as verbaliza ap6s

0 Seu uso.
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No final da discussdo, apds a apresentacdo de todas as possibilidades, a professora
questionou a turma:
- Encontrdmos todas as possibilidades? Podemos tirar algumas conclusdes
dali? Que numeros séo aqueles? O 32, 0 400, 100, 200, 16?
O foco matematico da professora incidiu na exaustdo das possibilidades, deixando de
relevar o sentido contextual da tarefa.

A turma concluiu que todos esses nimeros eram divisores de 800.

4.3. Tarefa “Paezinhos I1”

4.3.1. Par Alexandre e Rosa

Apos a leitura da tarefa em voz alta, a Rosa referiu ja saber a resposta.
Rosa (dirigindo-se ao seu par): 84-70 da 14; 6-5 da 1.

Os alunos observaram as duas moedas com as quais 0 Bernardo pagou os 5 péezinhos e
adicionaram o valor mentalmente (50 céntimos+20 céntimos=70 céntimos). Ao valor
pago pela Beatriz por 6 pdezinhos, 84 céntimos, a Rosa subtraiu o valor gasto pelo
Bernardo, 70 céntimos, concluindo que o preco de cada pdozinho era de 14 céntimos.

Usaram uma abordagem aditiva no interior de cada uma das variaveis.
Quando uma das investigadoras passou por perto, a aluna explicitou a sua resposta:

Rosa: Ja sabemos o resultado.
Investigadora: Ja?
Rosa: Ela comprou 6 pdezinhos que custou 84 e ele 5 pdezinhos que custou 70.
84-70 e descobrimos o resultado.
O Alexandre optou por calcular 84-70, implementando a estratégia de particdo de

nameros (cf. figura 38).

59



ZE o V""'_,— = N
e 6 ol ) P> 0oment
(A2 Jas W
- & EJ:’\\ N -
A
{ 4
Cbves S
84-50 =14
QL ~_
CA-bH-(, .
B By o
i~ 20 =15 f £% 73 -
T 7 G\ a
Cra— 14 | &Q ',:‘( 7. b
(6\~ T ;1 D Cey
§ o0 2 >

Figura 38 — Estratégia aditiva na determinacéo do prego unitario dos paezinhos

No momento da discussao coletiva, que se realizou oralmente, o Alexandre explanou a

Sua resposta:

Alexandre: Eu e a Rosa vimos que o Bernardo comprou 5 pdezinhos com uma
moeda de 50 e de 20 e depois somamos e deu 70 e depois eu e a Rosa tiramos
de 84 o 70 e depois fomos ver quanto é que nos deu. Fizemos a decomposi¢ao
do 70 e tirdmos esses dois numeros. Eu aqui tirei 4 e meti 80 e depois aqui
aumentei o 4.

Professora: E cada p&ozinho custava?

Alexandre: 14 céntimos.

O aluno descreveu que tirou 0 4 das unidades para operar apenas com as dezenas, tendo
adicionado as 4 unidades ao resultado final. O Alexandre optou por fazer a particdo do
namero 70 (40+30).

4.3.2. Par Tiago e Anabela

Os alunos comecaram por adicionar o valor das moedas existentes na tarefa, percebendo
que o Bernardo tinha pago 70 céntimos por 5 péezinhos. Seguidamente, o par calculou
84-70=14, obtendo o preco de cada paozinho, 14 céntimos. Usaram, assim, tal como o
par anterior, uma abordagem de natureza aditiva.

Mais tarde, o Tiago e a Anabela optaram por continuar 0 esquema existente no
enunciado da tarefa (cf. figura 39): 6 pédezinhos custavam 84 céntimos; 5 péezinhos
custavam 70 céntimos e assim sucessivamente, mantendo a abordagem anterior de

natureza aditiva no interior de cada uma das variaveis, ou seja, subtraindo sempre 14, o
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valor unitario do preco do pdo, ao preco acabado de obter na coluna da direita e
subtraindo sempre 1 ao numero de pdezinhos, na coluna da esquerda. Contudo, 0s
alunos erraram no célculo do preco de 4 péezinhos, o que influenciou os restantes

resultados.
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Figura 39 — Esquema presente no enunciado a que os alunos deram continuidade

O erro existente, 70-14=66, consistiu no esquecimento do empréstimo exigido na
subtracdo em causa, pois os alunos calcularam de forma automatica e algoritmica 7-1=6
(dezenas) e 10-6=6 (unidades). A professora interveio, visto que a Anabela comentou

com o Tiago que aquele resultado ndo fazia sentido.

Anabela: Mas isto ndo tem sentido. Se 1 pdozinho custa isto (apontando para o
nlmero 24), 2 paezinhos sé aumenta 14 céntimos. Nao tem sentido nenhum.
Professora: Diz 1a, Anabela, diz 14 o que tens a dizer.

Anabela: Se este custa 24, porque € que 0s outros paezinhos, quando sdo 2, 0s
péezinhos custam menos dinheiro cada um?

Professora: Explica la o teu raciocinio.

Anabela: Tém que ter o mesmo numero. Tém de ser todos a 24.

Tiago: Diz mais de 10 céntimos.

Anabela: Mas os outros paezinhos também tém de custar 24 assim.

Tiago: N&o, ndo pode ser. Tém de custar 14 céntimos (...) Ta [sic] mal entéo.

Anabela revela sentido critico face ao resultado obtido com o esquema, 24 céntimos por
cada pdozinho; porém, ndo confrontou com a concluséo alcancada anteriormente de 1
péo custar 14 céntimos e aplicada no completamento do esquema. A aluna questionou a

auséncia de proporcionalidade que existiria com aqueles precos: “Se 1 paozinho custa
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isto (apontando para o numero 24), 2 pdezinhos s6 aumenta 14 céntimos. Ndo tem
sentido nenhum.”. Assim, embora ndo tenham identificado o seu erro, concluiram que o
esquema nao estava correto mobilizando um raciocinio proporcional subjacente a
situacdo proposta, 0 que revela compreensao de que o preco de cada paozinho tem de
ser constante (y = k x) e ndo variavel: “Tém de ser todos a 24.”.

O par decidiu apagar o esquema feito. O Tiago recorreu a multiplicacdo para esclarecer
a davida do preco de 1 pdozinho. Nesta multiplicacdo, o aluno utiliza uma relacdo
funcional como forma de verificar se 1 pao custaria 14 céntimos, tendo aplicado a
estratégia da particdo de numeros (cf. figura 40) no célculo 14x6. Assim, Tiago
confirma que o seu resultado é igual ao indicado no enunciado como preco de 6
paezinhos, ficando com a certeza de que o0 preco unitario é 14 e ndo 24.

Figura 40 — Estratégia de particdo de nimeros (Tiago)
A Anabela decidiu refazer o esquema, mas desta vez de baixo para cima. Ao partir do
preco de 1 pdozinho, voltou a usar uma abordagem aditiva, adicionando sempre 14 de
forma sucessiva. A aluna errou no célculo do preco de 3 péezinhos ao obter 32. O erro
foi detetado pelo Tiago.

Tiago: 3 ndo é 32, é 42. Falta-te acrescentar 10.

Anabela: Pois, eu acrescentei.

Tiago: N&o, ndo. Olha, acrescentaste mal. Falta mais 1 (o aluno apontou para a

ordem das dezenas).
A aluna, mais uma vez, parece ter adicionado cada um dos digitos (como se pode inferir
quando ela afirma que adicionou o 10, em reagdo a interpelacdo de Tiago: "Pois, eu
acrescentei™), por um processo algoritmico, sem atender ao transporte da dezena do 12

obtido como soma de 8 com 4 (cf. figura 41).
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Figura 41 — Erro de célculo do preco de 3 paezinhos (Anabela)

Apbs correcdo do esquema (cf. figura 42), a Anabela usou a estratégia do calculo da

divisdo como operacdo inversa da multiplicacdo (cf. figura 43) para confirmar que 1

paozinho custava 14 céntimos.

Figura 43 — Calculo da divisao
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Ao fazé-lo, Anabela evolui para uma abordagem de natureza multiplicativa
estabelecendo uma relagdo funcional entre as varidveis, 0 preco e o nimero de
péezinhos, como forma de verificar a constante da proporcionalidade direta.

No momento da discussdo coletiva, a professora solicitou a participacdo da Anabela.

Professora: Anabela, qual foi a vossa estratégia?

Anabela: Primeiro, vimos que 6 era 84 e 5 era 70. Depois queriamos saber

quanto era, vimos a diferenca que eram 14. Entdo fomos confirmar e fizemos

quantos é que eram 4, 3, 2 e 1 e depois dividimos outra vez para ver se estavam

bem e deu certo.

Professora: E deu certo. Deu 14, pronto.

Anabela: Sim.
Os alunos resolveram a tarefa, aplicando diferentes estratégias de resolucdo e
confirmacdo. No que respeita as estratégias de resolucdo da tarefa, os alunos usaram
uma estratégia de natureza aditiva, tendo comecado por determinar o preco unitario pela
diferenca entre os precos de 6 e 5 pdezinhos ("vimos a diferenca que eram 14"), e
depois subtraindo ou adicionando 14 aos precos de diferentes nimeros de péezinhos.
Uma vez que se deram conta da existéncia de erros de célculo neste processo
(aparentemente devidos ao uso de um processo algoritmico), os alunos sentiram
necessidade de confirmar o preco unitario de 14 céntimos, tal como explicaram na
conclusdo que escreveram: “um paozinho custa 14 céntimos, porque multiplicAmos 14
vezes 6 que nos deu 84 e também dividimos”. A conclusdo apresenta a relacdo externa

funcional entre as variaveis usando ambas as operacGes, multiplicacdo (preco =

constante x nimero de péezinhos, y = k x) e divisdo (constante = pre¢o + nimero de
péaezinhos; k = %). Evidencia também a mobilizacdo da relacdo inversa entre estas duas

operagdes nesta situacao.

4.4. Tarefa “Paezinhos 111”
4.4.1. Par Alexandre e Rosa

O par releu o enunciado da tarefa e decidiu multiplicar o nimero de péezinhos, 14, pelo

preco de 1 pdozinho, 14 céntimos.

Rosa: Ja sei, fazemos 14x14.
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Para efetuar o céalculo, os alunos usaram a estratégia de particdo de nimeros ao
decompor tanto o multiplicando como o multiplicador, aplicando a propriedade

distributiva da multiplicacdo em relacao a adicéo (cf. figura 44).
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Figura 44 — Célculo 14x14

Alexandre: Aqui, 116 ndo é? Mas ainda falta uma coisa.
Rosa: O qué?

Alexandre: 10x4.

Rosa: Entéo fica 196.

Mais tarde, os alunos decidiram construir uma primeira tabela com 2 linhas: a linha
superior remetia para 0 numero de pédezinhos e a linha inferior para o preco dos
péezinhos.

O objetivo do par era apresentar uma estratégia diferente (cf. figura 45) para o calculo
do preco de 14 pdezinhos. O par comecgou por preencher a tabela com os dois primeiros
valores da lista que constava no enunciado. No entanto, evidenciam-se diferencgas no
numero de péezinhos presentes nas tabelas do par, Alexandre colocou 3, a seguir a 2
pdezinhos, e de seguida, 6, aplicando a relagdo numérica de dobro. Em seguida, colocou
7 paezinhos (cf. figura 45). O aluno calculou o custo de 7 péezinhos adicionando o

preco de 1 pdozinho, 14 céntimos, ao custo de 6 pdezinhos, 84 céntimos.
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Figura 45 — Tabela inicial do Alexandre
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Rosa, seguindo a lista do enunciado, colocou 4 e ndo 3 paezinhos, a que se seguiu 5 e 6
(cf. figura 46).
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Figura 46 — Tabela da Rosa

Ao preencher a tabela com 5 e 6 paezinhos, Rosa escreveu 0s precos que ja tinham sido
calculados na tarefa anterior (“Paezinhos II), tal como se pode verificar no extrato
seguinte:

Rosa: 5, 70...isso ja tinhamos visto. 6 sdo...Nao, ndo sdo 70 (referindo-se a 6
paezinhos). Mas ai € 84. E, nds vimos na outra ficha.

Alexandre: Entdo, porque ¢ que? Vezes 2... (apontando para o resultado do
preco de 3 paezinhos).

Rosa: SO que isso ndo estd bem. Este nimero ndo pode estar bem.

Alexandre: T4, ta [sic], que eu fiz. Sabes porqué? 28+7 é rapido, 28+2 é igual a
30 e ainda faltam 5.

Rosa: Essa conta ndo da. Fiz agora, d& mais de 35.

Alexandre: Quanto é que da?

Rosa: Entdo eu fiz...temos de somar mais 14, entdo 28 tirei os 2, fiquei com
12, 12+30, 42 e ai depois vai ao 84.

Para calcular o preco de 3 paezinhos, Alexandre aplicou uma estratégia aditiva,
adicionando 14 (o preco de um péozinho) a 28 (o prego de 2 péezinhos). Inicialmente,
decompds o0 nimero 14 em metades (7+7). Seguidamente, o0 aluno decompds 0 nimero
7 (2+5): “28+7 € rapido, 28+2 ¢ igual a 30 e ainda faltam 5”. Acabou por se esquecer de
adicionar a outra metade (7) aos 35 acabados de obter, registando, na tabela, 35 como
sendo o prego de 3 péezinhos. Este erro levou-o a considerar que 6 paezinhos custariam
70 céntimos, ao aplicar a relagdo do dobro. Rosa corrigiu-o, explicando que nas tarefas
anteriores ja tinham visto que 5 pdezinhos custavam 70 céntimos e 6 pédezinhos
custavam 84 céntimos. Interpelada pelo colega sobre o preco de 3 pdezinhos ("Quanto é
que da?"), Rosa mantém a estratégia aditiva de adicionar 14 a 28, adotando, contudo,
uma outra estratégia de célculo, a estratégia da compensacdo, pela qual transforma

14+28 em 12+30, acrescentando a 28, os dois que retirou de 14 ("temos de somar mais
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14, entdo 28 tirei os 2, fiquei com 12, 12+30, 42"). Assim, retificando o erro, Rosa
confirma o 84 como dobro de 42 (42 e ai depois vai ao 84").
O par completou a tabela até ao numero 14 (péezinhos), privilegiando a relacdo

numérica de dobro (cf. figura 47).

Figura 47 — Tabela final do Alexandre (até 14 p&ezinhos)

Assim, o par utilizou relagdes escalares dentro de cada uma das variaveis, aplicando a
proporcionalidade direta presente nesta situacdo. Ao ter o dobro dos péezinhos, gasta-se

0 dobro do dinheiro.

Investigadora: Esta bem, mas agora ainda falta esta, esta ultima (referindo-se a
ultima frase do enunciado).

Alexandre: Qual? (releram o problema)

Rosa: Vamos fazer agora mais uma, uma quantidade diferente. Qual é que
queres fazer? Vamos fazer quantos paes os meus pais costumam levar...8.
VVamos fazer mais de 8, mais que 14.

Alexandre: Os meus pais costumam comprar mais de 8. Costumam comprar ai
uns 12, 14.

Algum tempo depois, 0s alunos construiram uma segunda tabela visando uma nova

quantidade de péezinhos (cf. figura 48), de forma a resolver a segunda parte da tarefa.

Figura 48 — Tabela até 16 pdezinhos
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Rosa: Chegas ao 4 e fazes vezes 2. Eu vou estar sempre a fazer vezes 2 até

fazer o0 8.
Nesta tabela, o par escreveu todos os valores da lista existente no enunciado, tendo
recorrido @ mesma para consultar o preco de 4 paezinhos e decidiu calcular o dobro do
ultimo nimero de p&ezinhos dessa lista, 0 nimero 8, usando assim uma relacéo escalar.
Enquanto a turma j4 tinha iniciado a tarefa seguinte (“Paezinhos IV”’), a Rosa desenhou
uma terceira tabela para calcular o preco de 12 péezinhos (cf. figura 49), copiando os
valores até 6 paezinhos ja determinados na tabela anterior (cf. figura 46). A aluna
construiu esta tabela visando a tarefa seguinte (“Paezinhos IV”’), contudo fé-lo na folha

da tarefa “Paezinhos III”.

—t—

Figura 49 — Tabela da Rosa (até 12 paezinhos)

Mais uma vez, a aluna aplicou a relacdo numérica de dobro, neste caso, o dobro de 6.
No momento da discussdo, a professora ndo solicitou ao par que apresentasse as suas

estratégias.

4.4.2. Par Tiago e Anabela

Inicialmente, o Tiago sugeriu fazer uma lista, a semelhanca da existente no enunciado,
até obter o preco de 7 pdezinhos.

Tiago: Ja sei o que temos de fazer. Fazemos uma lista até 7 e depois fazemos o

dobro. O dobro de 7 é 14.

Anabela: Acho que podemos continuar esta lista, ndo podemos?
O aluno apontou a relacdo numérica de dobro para alcancar mais rapidamente os 14
pdezinhos mencionados no problema, usando assim uma estratégia multiplicativa
escalar. A Anabela incentivou o colega a completar a lista existente (de forma seguida)
até ao numero 14, contudo decidiu calcular de imediato o prego de 7 pdezinhos. A aluna

indicou que 7 pdezinhos custavam 98 céntimos.
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Anabela: E 98.
Tiago: Ah?! Néo da 98, néo.
O Tiago discordou da colega e esta escreveu na folha o célculo que tinha feito

mentalmente, de forma a explicar ao Tiago como chegou ao resultado (cf. figura 50).
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Figura 50 — Célculo da Anabela para 7 paezinhos

A Anabela aplicou uma estratégia aditiva (mobilizando o custo de pdezinhos que
calculou na tarefa anterior), 6 pdezinhos custam 84 céntimos, a que adicionou o valor de
1 pdozinho, 14 céntimos. Assim, 7 paezinhos custam 98 céntimos (84+14).

O Tiago decidiu continuar a lista até 14 paezinhos, usando a relacdo numérica de dobro
em cada uma das variaveis (cf. figura 51), obtendo o preco dos 14 péaezinhos, 196

céntimos.

Figura 51 — Relagdo numérica de dobro (Tiago)

Professora: Imagina uma outra quantidade de péezinhos e mostra como a
Beatriz poderia saber o seu preco. Prolongar aqui esta lista de p&ezinhos.
Quantos custam 12...quanto custam 107?

Tiago: E 10x14, por isso da 140.
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O aluno escreveu na lista o preco de 9 péezinhos (126 céntimos) e de 10 péezinhos (140

céntimos). Seguidamente, voltou a usar a relacdo numérica de dobro para calcular o

preco de 20 péaezinhos (cf. figura 52).

Figura 52 — Lista de pregos do Tiago

Tiago: O professora, estamos a fazer mais. Estamos a fazer outros tipos.
(referindo-se a diferentes quantidades)

Investigadora: Muito bem. Temos uma lista que assim facilita os pagamentos.
Tém logo ai 0s pregos dos pdezinhos todos.

O par decidiu aumentar gradualmente o nimero de paezinhos.

70

Tiago: Vamos fazer 46...46 paezinhos.

Anabela: Oh, facil...vezes 2. Que divertido! (os alunos j& tinham calculado o
custo de 23 péezinhos)

(...)

Tiago: Pois, é divertido! Eu ndo vou parar até n0s comecarmos. (referindo-se a
fase da discussao)

Anabela: Entdo 368 da 4000.

Tiago: 5000.

Anabela: Ah! 5000.

Tiago: N&o, ndo. Ndo da 5000, da 6000.

Anabela: N&o é 6000, o 70 ndo entra ai.

Tiago: Ah, pois. O 50 entra. O 500 entra, entra. 2000+2000...4000, mais 500,
mais 500, mais 70.



Anabela: O 500 entra, o 70 ndo. 5000, depois o 70 é 140. 5000 e depois o
6...5152.
O par foi preenchendo a tabela, aplicando a relacdo escalar de dobro tanto no niumero de
pédezinhos como no preco dos mesmos. Para saber o preco de 368 paezinhos (o dobro de
184) o par calculou o dobro, adicionando 2576 (preco de 184 péezinhos) a 2576. Na
adicdo, os alunos usaram a estratégia de particdo de nimeros.
Os alunos prolongaram a lista até 736 pédezinhos, empregando a relacdo numérica de
dobro.
A professora, no momento da discussdo, solicitou a Anabela que fosse ao quadro. A
aluna escreveu alguns dos calculos efetuados pelo par (cf. figura 53).

Figura 53 — Apresentacdo da Anabela

Uma aluna comentou a apresentacdo de um colega que calculou o preco de 128
péezinhos, dizendo:

- Isso néo faz parte.

Professora: O que é que ndo faz parte?

Aluna: Eles s6 queriam saber quanto é que eram 14.

Professora: Faz, faz. Diz la: imagina uma outra lista. O que pode ndo fazer
sentido é por exemplo, ndo ha muita gente a comprar 128 paezinhos na padaria.
Pode ser para um café, podem ir buscar para um café, mas ndo é muito usual.
Mas imagina uma outra lista.

Anabela: Nos fizemos até 736.

Professora: E tu fizeste essa lista porqué? Também tiveste [sic] a trabalhar os
dobros e as metades?

Anabela: Sim.

Professora: Vocés estiveram a trabalhar os dobros?

Anabela: Sim.

(..)
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Professora: Anabela, como é que chegaste a esses numeros? Como é que
chegaste ao 736?
Anabela: Tivemos [sic] a fazer sempre vezes 2 e paramos neste numero
(apontando para 0 10304).
Para resolver a tarefa, o par privilegiou a relacdo numérica de dobro no interior de cada
uma das variaveis, tendo usado ndmeros muito maiores comparativamente ao par
Alexandre e Rosa.
Nenhum dos alunos questionou o facto de se manter a unidade de céntimos sem
conversao para euros, 0 que no caso de um ndmero mais elevado de péezinhos faria

mais sentido.

4.5. Tarefa “Pdaezinhos 1V

4.5.1. Par Alexandre e Rosa

A Rosa tinha feito na folha anterior (“Paezinhos III”) a tabela até 12 paezinhos (cf.
figura 49), referente a Padaria Pdo Bom. A aluna decidiu copiar a tabela para a folha da
tarefa “Pdezinhos IV”, o que evidencia a sua intengdo de comparar o pre¢o dos 12
péezinhos.

Professora: Queremos saber qual é a padaria mais barata. Se é a do Eusébio ou
se € a outra padaria?
Rosa: E esta. (apontando para a tabela referente a Padaria Péo Bom)
Alexandre: E a Padaria Eusébio.
Rosa: Ndo, ndo é. Aqui é 180 (indicando a Padaria Eusébio) e aqui é...
(evidenciou o resultado na tabela referente a Padaria P&o Bom).
Alexandre: Ah! E a Pdo Bom.
A Rosa chegou a esta conclusao, pois apos ter feito a tabela até 12 paezinhos, (cf. figura
49) comparou o preco (168 céntimos na Padaria P&o Bom) com o valor presente na
imagem (180 céntimos na Padaria Eusébio).
Apesar de ja terem concluido que a Padaria P40 Bom era a mais barata, o Alexandre
calculou (cf. figura 54), atraves da diviséo, o prego de 1 paozinho na Padaria Eusébio,

adotando uma outra abordagem baseada na relacdo funcional entre as variaveis.
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Figura 54 — Célculo do Alexandre (preco de 1 pdozinho na Padaria Eusébio)

Alexandre: Vamos fazer a Padaria Eusébio.
Rosa (apontando para a tabela existente na tarefa): A Eusébio ja esta aqui.
Alexandre: Eu sei, mas vamos dividir por 12 para ver quanto é que da.

A afirmacdo da Rosa “A Eusébio ja estd aqui.” mostra também que a aluna raciocinou
no sentido de comparar o preco dos 12 paes.

O aluno dividiu o preco de 12 péezinhos (180 céntimos) pelo numero de pdezinhos que
a Beatriz compra (12).

Alexandre: E que eu fiz 18 a dividir por 3 que me deu 60, depois 18 a dividir
por 6 que era 30. Entdo, logo 18 a dividir por 12 era 15.

O Alexandre iniciou a divisao através do uso de um facto basico, 18 a dividir por 3 da 6,
compensando de imediato o quociente (x10) ao assumir mais um zero em 18 e em 6
(180:3=60); “deu 60". Posteriormente, aplicou a estratégia da compensagdo com uso da
relacdo numeérica de dobro e metade, isto é, ao duplicar sucessivamente a quantidade de
péezinhos, foi compensando para metade no respetivo quociente alcangar a expressao
pretendida: 180:12. Também no calculo 180:6, o aluno parece ter pensado no facto
basico 18:6=3, compensando de imediato com o zero: "depois 18 a dividir por 6 que era
30". O facto de ter pensado sempre com o 18, fez com que verbalizasse 0 18 e ndo o
180, mesmo na conclusdo do processo estratégico seguido: "Entéo, logo 18 a dividir por
12 era 15".

Investigadora: Qual é a mais barata?
Alexandre: Padaria Pdo Bom.
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Rosa: Fomos saber quanto é que custa (remetendo para a Padaria Eusébio).
Aqui é mais!
Apesar de ndo terem escrito a resposta completa na folha, o par concluiu que a padaria
mais barata € a Pdo Bom. Assim, a Rosa identificou, na imagem presente na folha, que a

Padaria Pdo Bom era a mais barata (cf. figura 55).

//«@0, Q/:1‘1‘\0\

Figura 55 — Identificacdo da padaria mais barata

No final da exploragéo da tarefa, o Alexandre copiou a tabela da Rosa para a sua folha.
No momento da discussdo, a professora pediu ao Alexandre que fosse ao quadro (cf.
figura 56).

Figura 56 — Apresentagdo do Alexandre (Padaria Pdo Bom)

Professora: Foste fazer uma tabela e vamos comecar por ai. Foste fazer uma
tabela para? Foi a tua estratégia.

Alexandre: Sim, para ver qual era o resultado da Padaria Pdo Bom, quanto é
que custava 12 bolos...paes (corrigiu). 1 custava 14, 2 custavam 28 e depois
fui multiplicando de 2 em 2 até ao 4 que me deu 56, depois no 5 deu-me 70,
mais 14 deu 84, vezes 2 deu-me 168.

Professora: Entdo o Alexandre fez até 168, fez até 12 paezinhos.
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O aluno assinalou a relagdo numérica de dobro tanto na linha superior da tabela como
na linha inferior, evidenciando relagGes escalares dentro de cada uma das variaveis,

visto que ao duplicar o nimero de paezinhos também duplicou o preco dos mesmaos.
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Figura 57 — Apresentacdo do calculo do prego de 1 pdozinho na Padaria Eusébio

Professora: Ora bem, agora o Alexandre vai continuar a explicar. O Alexandre
esteve ali a fazer uma divisdo e vamos ver o que é que o Alexandre esteve ali a
fazer.

Alexandre: Eu e a Rosa fomos fazer a tabuada do 3, do 6 e do 12.

Professora: N&o, primeiro foste fazer o qué?

Alexandre: Fui dividir.

Professora: Exatamente. Entdo o que é que ele foi fazer?

Alexandre: Entéo, eu fui fazer 180 a dividir por 3 que me deu 60, depois logo
vi que 180 a dividir por 6 é igual a 30.

Tiago: E metade e dobro.

Alexandre: Ent&o logo vi que 180 a dividir por 12 dava 15.

Professora: O que € que ele andou a fazer?

Alexandre: Tive [sic] a multiplicar aqui.

O aluno acrescentou no quadro (cf. figura 57) a relacdo numérica de dobro e metade
para explicitar o seu raciocinio, depois da intervencdo do Tiago nesse sentido ("E
metade e dobro™).

O Alexandre ndo fez uma ligacdo entre a tabela da Rosa e a divisdo apresentada e
também n&o verbalizou o significado do nimero 15 (preco de 1 pdozinho na Padaria
Eusebio).

Apo0s a apresentacdo dos alunos, a turma concluiu que a Padaria Pdo Bom era a mais
barata e a professora questionou a turma sobre qual a diferenca de precos de 12

péezinhos existente entre as padarias, ao que uma aluna respondeu “12”.
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4.5.2. Par Tiago e Anabela

Apos a leitura da tarefa em voz alta, a professora explicitou que o problema estava
diretamente relacionado com o anterior.

Os alunos optaram por multiplicar o nimero de péezinhos (12) pelo preco de 1
pédozinho (14 céntimos) de forma a obter o custo total da compra na Padaria Pd&o Bom
(cf. figura 58) para comparar com o custo de 12 p&ezinhos na Padaria Eusébio.

A ] -
R v
1LX16=
10X12 = 120
(X1 =43~ é5

Figura 58 — Célculo do preco de 12 péezinhos (Padaria Pdo Bom)

Tiago: Eu ja sei qual é a padaria mais barata! E a P40 Bom. N6s podemos fazer

multiplicacdo.

Anabela: 10x12, 4x12, 120...vé-se logo que é a Pdo Bom.
Para calcular o produto de 12 por 14, os alunos aplicaram a estratégia de particdo de
nameros, decompondo o 14 (prego de 1 pdozinho) em 10 e 4 unidades, estando
subjacente a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adi¢do. O uso desta
estratégia, a particdo de nameros, tem como objetivo facilitar a multiplicacdo. Usaram
também a propriedade comutativa da multiplicacdo, trocando a ordem dos fatores para
14x12, de modo a manterem a direita o fator 12 que n&o foi decomposto.
Apos a concluséo do calculo, o par escreveu de imediato a resposta (cf. figura 59).
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Figura 59 — Resposta do par Tiago e Anabela
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Através do resultado obtido na multiplicacdo e ap6s comparacdo com o prego de 12
pdezinhos na Padaria Eusébio (180 céntimos), os alunos concluiram que a padaria mais
barata era a Pdo Bom, visto que a mesma quantidade de paezinhos (12) custava 168
céntimos.

No momento da discussdo, a professora ndo solicitou a participacao do par.

4.6. Tarefas intermédias

Este subcapitulo da anélise de dados visa categorizar as estratégias usadas pelos alunos
nas tarefas realizadas entre a primeira, “As espetadas”, ¢ a ultima, “Paezinhos”.

Optei por ndo apresentar a analise das tarefas “logurtes para toda a familia” e “No
supermercado”. A primeira, por ter sido considerada desadequada para um 3° ano de
escolaridade, visto ter sido de resolucdo rapida e facil; a segunda, por ter sido aplicada

apoOs uma tarefa, “As espetadas” cujo grau de dificuldade era maior.

4.6.1. Tarefa “Moedas”

Na resolucdo das multiplicagcbes propostas inicialmente, ambos 0s pares usaram a
estratégia multiplicativa de particdo de nimeros em somas (cf. figuras 60 e 61). Os
alunos calcularam mentalmente, de modo imediato, as opera¢cdes propostas do lado
esquerdo (por exemplo, 12x5), usando esta estratégia (particdo de nimeros) apenas para
explicar o célculo. No que se refere as operacfes existentes no lado direito (por
exemplo, 18x5), os alunos aplicaram a estratégia multiplicativa de particdo de nimeros

em somas, para efetuar os calculos.

12 Xb= 15x6 =

/}0 WE, — s, A5
2X S — 16 ~ 2 dah 50/ 70
0o % — S .;25@ X5 = 4 oy

S 7

Figura 60 — Resolu¢des do Alexandre e da Rosa

77



/v, -
7;:) : = ;"5

AN =K
lewgsdos,
(n»

_— ——_— /—\//—

19va=30

/"(J

/A
4 = S 4K

7@X?i20 .
t7@7?”

9% Qs

N
/]

Q
O

b
()

O S

-
/T
© 8
(!l
S 0 é)

A
.:./ O \IO’/‘:\
5\//-) AT ; ,“\_/l
{ XA = ! - /
= /
4 - 7/ J
SY5 'ezt-;

Figura 61 — Resoluces do Tiago e da Anabela

Ambos os pares decompuseram o multiplicador que apresentava dois digitos. No caso
da multiplicagdo de 18 por 5, o par Tiago e Anabela decompds ambos os fatores,
provavelmente por dominar melhor as tabuadas do 2 e do 3 do que a do 5. Assim, 0s
alunos, usando implicitamente a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a

adicdo, efetuaram produtos parciais, que dominam como factos béasicos, e adicionaram-

nos depois.

Nas segunda e terceira partes da tarefa, os alunos implementaram a particdo de

nameros, contudo ndo como estratégia, pois a propria tarefa solicitava a decomposicao

dos numeros 13 e 26 numa soma de dois ou trés produtos (cf. figuras 62 e 63).
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Figura 62 — Producdes do Alexandre e da Rosa

Na sua intervencdo no quadro, a Rosa explicitou a sua resolucéo (cf. figura 62):

-Eufizumavezo5e4 vezeso2”.
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Figura 63 — Produgdes do Tiago e da Anabela

Agquando a sua apresentacao no quadro (cf. figura 63), a Anabela explicou:

- Primeiro, fiz 2 vezes 5 que era 10, depois fiz 1 vezes 2 que era 2, 10+2 e
depois juntei mais 1 que é 1 vezes 1.

Professora: O que é que estiveste a fazer com esse nimero? A decom...
Anabela: ...por.

Professora: A decompor o 13, ndo é?

Anabela: Sim.

Este tipo de decomposicdo apoiou-se na decomposicdo aditiva dos nimeros que 0s
alunos ja dominam, avancando para a expressao na forma de produtos, jA ndo tédo
habitual para estes alunos, nesta fase da sua aprendizagem. Por exemplo, os alunos
representam naturalmente o 26 como 20+4+2, fazendo, depois, a ponte para uma
decomposic¢éo na forma de soma de produtos, o que lhes exigiu ver o0 20 como 4x5, 0 4
como 2x2 e 0 2 como 2x1.

No momento da distribuicdo da terceira folha da tarefa, a Anabela identificou de
imediato a relacdo numérica de dobro:

Anabela: Agora é o dobro! (referindo-se ao 26 como sendo dobro de 13)

Esta intervencdo da Anabela revela um pensamento flexivel, pela forma como reparou
nos nameros e nas relacdes entre eles. As folhas anteriores foram recolhidas antes da
distribuicdo da terceira, deixando em aberto se a aluna mobilizaria a relagdo numerica

de dobro nos numeros determinados na decomposicao do 26.

4.6.2. Tarefa “Bolas de bilhar”

Na resolucdo desta tarefa, os dois pares empregaram a estratégia aditiva de contagem

unitéaria na construcdo do retangulo 1x16 (cf. figura 64).
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Rosa: 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16.
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Figura 64 — Produc¢des da Rosa (em cima) e da Anabela (em baixo)
Inicialmente, o par Alexandre e Rosa ndo percebeu que tinha de construir retangulos

com 16 bolas, tendo desenhado outras figuras com o mesmo nimero de bolas (cf. figura

65).
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Figura 65 — Producdo do Alexandre e da Rosa
Na disposicdo em T apresentada na figura 65, os alunos dispuseram as 16 bolas em dois

retdngulos com 8 cada um.
Os alunos tiveram dificuldade em perceber que ao desenharem um retdngulo na

horizontal e outro na vertical, estes tinham o mesmo numero de bolas e que apenas a

posicado era diferente.
Mais tarde, o par aplicou a estratégia aditiva de contagem envolvendo saltos dos

maultiplos na construgdo do retangulo 2x8 (cf. figura 66), tendo pintado as bolas

posteriormente.

Rosa: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16.
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Figura 66 — Retangulo 2x8

Alexandre: O quadrado ndo d&, tem de ser retangulo.

Rosa: E retangulo, ndo diz que é quadrado (referindo-se ao enunciado da

tarefa).

O Alexandre e a Rosa pensaram em desenhar um quadrado 4x4, contudo abandonaram a

ideia.

Professora: 1sso € um retangulo?
Anabela: N&o.

Professora: Pois néo.

Anabela: E um quadrado.

Tiago: Pois é um quadrado.

O par Tiago e Anabela desenhou um quadrado 4x4. Apos a intervencdo da professora,

apagaram o quadrado.

Professora: Deixem ficar este, Anabela. Facam este que estava aqui. (...) Ja

vamos apresentar esse (apontando para o quadrado).
Anabela: Mas é um quadrado.
Professora: N&o faz mal.

A professora solicitou ao par que voltasse a desenhar o quadrado (cf. figura 67) com o

objetivo de abordar essa possibilidade no momento da discussao.

Figura 67 — Producgdo do Tiago e da Anabela

O par Tiago e Anabela implementou a estratégia de célculo da divisdo na construcdo do

retdngulo 2x8 (cf. figura 68).
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Tiago: 16 a dividir por 2 da 8, por isso podemos contar estas bolas até 8 e
depois...”

Figura 68 — Representacdo da disposicao retangular apés estratégia do calculo da divisao

Apesar de terem pensado numa caixa com duas filas com 8 bolas cada uma, os alunos
representaram-nas incluindo a bola branca, a que atribuiram o nimero zero, o que fez
com que a fila de cima terminasse na bola 7, seguindo a ordem da esquerda para a
direita. A fila de baixo segue a ordem inversa, da direita para a esquerda, terminando na
bola 15.

Apds registarem todas as possibilidades de resolucdo, o Tiago e a Anabela escreveram

uma concluséo (cf. figura 69).
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Figura 69 — Conclusdo do Tiago e da Anabela

Durante a fase da exploracdo da tarefa, nenhum dos pares optou pela representagdo de
produtos.

No momento da discussdo, a primeira aluna a apresentar desenhou retangulos com as
bolas inseridas. Posteriormente, o segundo aluno representou produtos (cf. figura 70),

tendo como ponto de partida os retangulos que desenhara na folha.

Figura 70 — Representagéo de produtos
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Um aluno referiu ter descoberto uma outra possibilidade, 8x2=16. A turma, em conjunto
com a professora, concluiu que era 0 mesmo que 2x8=16. Referiram que a Unica coisa
diferente era a posicdo do retangulo (vertical/horizontal), sem associar a estratégia da
troca da ordem dos fatores.

O mesmo aluno afirmou que a possibilidade 4x4=16 ndo estava certa, pois tratava-se de
um quadrado. A professora aproveitou a oportunidade para comparar as caracteristicas
do quadrado e do retangulo, salientando que a tarefa pedia apenas retangulos.

No fim da discussédo, a turma concluiu que sé existiam as possibilidades apresentadas,

visto que 1, 2, 4, 8 e 16 sdo mdaltiplos de 16.

4.6.3. Tarefa “Uma bandeira estrelada”

Na primeira etapa da tarefa, ambos os pares realizaram o calculo multiplicativo por
recurso ao modelo retangular (cf. figuras 71 e 72). Enquanto na tarefa anterior, 0s
alunos limitam-se a pintar as bolas na grelha facultada no enunciado, sem exprimir
qualquer produto, nesta tarefa comecam, desde logo, por contabilizar as estrelas através

da multiplicacéo.

HAX6= ?)O; e
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Figura 71— Resolugdo do Alexandre e da Rosa

Rosa (contou as estrelas existentes por linha e coluna): 5 vezes 6.

Alexandre: Mas depois ha aqui outro.

Rosa: Pois ha. Temos 30 por agora.

Alexandre: 1, 2, 3, (pausa) 4. Agora a mais pequenina que €...espera ai...4

vezes 5 igual....

Rosa: E igual a 20 e é igual a 50 estrelas.
Como se pode verificar no extrato atras transcrito, o par Alexandre e Rosa observou
duas disposicdes retangulares na bandeira, a correspondente as linhas com 6 estrelas e a
outra correspondente as linhas mais pequenas com 5 estrelas que se repetem quatro
vezes, intercaladas entre as linhas maiores.
O par Tiago e Anabela apresentou o calculo igual ao do Alexandre e da Rosa (cf. figura

71), mas decidiu realizar um segundo calculo (cf. figura 72).
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MX 1764 46= 50

Figura 72 — Resolucdo do Tiago e da Rosa

Uma das investigadoras reparou que o par estava a fazer um segundo calculo.

Tiago: 5+6 da 11 (assinalando as duas primeiras linhas). Da 11x1, 2...
Investigadora: Mas agora repara...se estas a fazer assim com 11, v€ 14 quantas
vezes € que esta 0 11. Aqui é 11, ndo é? (apontando para as duas primeiras
linhas)

Tiago: 11x9.

Investigadora: Vé 14 se estdo 9 vezes. Assim sdo 11, certo? 6 e 5 sdo 11. Entéo
tens aqui 1 vez o 11 e agora vejam la quantas vezes é que tém mais o 11. E
uma vez...entdo volta 14 a fazer assim (na horizontal).

Tiago:1,2,3,4... (0 aluno agrupou as estrelas)

Investigadora: E agora ainda sobra...

Anabela: 5, ndo...sdo 6.

Tiago: 11x4=44

Investigadora: E depois ainda sobra... (0s alunos adicionaram 6 ao 44).

Este segundo céalculo decorreu de uma nova forma de visualizar as estrelas e de fazer

agrupamentos. Assim, Tiago forma um grupo com 11 estrelas correspondente as duas

primeiras linhas, verificando depois, orientado pela investigadora, que 0 grupo se repete

quatro vezes. No final, adicionou 6 correspondentes as estrelas da Gltima linha de baixo.

Apesar desta forma de visualizagdo ser expressa por 4x11+6, os alunos exprimem-na,

tanto oralmente como por escrito, com a ordem inversa dos fatores: "11x4+6".

Mais tarde, na segunda etapa da tarefa, os dois pares usaram a particdo de nimeros em

somas de dois produtos (cf. figuras 73 e 74), tal como era exigido pela tarefa.
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Figura 73 — Producéo do Alexandre e da Rosa
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Figura 74 — Producgdo do Tiago e da Anabela
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Posteriormente, os pares utilizaram a estratégia da troca da ordem dos fatores (cf.
figuras 73 a 75) para obter novas possibilidades de decomposic¢éo do 50.
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Figura 75 — Resolugdes do Alexandre e da Rosa

Além do uso desta estratégia, ambos 0s pares trocaram a ordem das parcelas como

aconteceu com a decomposicao de 50 = 2x5 + 5x8.
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5. CONCLUSAO

O presente estudo tem como objetivo compreender o modo como os alunos
desenvolvem a flexibilidade de calculo multiplicativo num contexto de ensino
exploratorio.

Partindo do objetivo do estudo foram delineadas trés questdes de investigacao:

» Quais as estratégias usadas pelos alunos quando resolvem tarefas de multiplicacéo?
» Como evoluem as estratégias usadas pelos alunos?

» Como € que os alunos usam de forma flexivel o cdlculo multiplicativo?

Este capitulo visa as conclusfes do estudo realizado, uma breve reflexdo do trabalho

desenvolvido e algumas recomendacdes para estudos futuros.

5.1. Estratégias usadas pelos alunos e sua evolugéo

Ao longo da sequéncia de aprendizagem composta por sete tarefas de multiplicacdo, os
alunos usaram diferentes estratégias. Nesta sequéncia foram apresentadas tarefas com
diferentes contextos, seguindo a ideia de Silver (citado por Mclintosh et al., 1992) que
defende que o contexto no qual os problemas matematicos sdo apresentados influencia o
raciocinio. Assim, €& conveniente apresentar aos alunos problemas com uma
contextualizacgdo rica, 0 que ndao s6 promovera a resolucdo de problemas, mas também
estimulara o sentido de nimero, pois alunos revelam uma maior taxa de sucesso na
resolucdo de problemas em contexto, em detrimento daqueles que ndo estdo em
contexto (Foxman & Beishuizen, 2002).

Esta sequéncia integrou numeros cuja grandeza foi aumentando gradualmente. Segundo
Nesher (citado por Mulligan & Watson, 1998) e Fernandez et al. (2010), os nimeros
especificos podem influenciar os alunos no modelo a usar e, consequentemente, 0 seu
desempenho. Relativamente a natureza das tarefas, o grau de desafio € elevado e o grau
de estrutura é aberto, visando varias possibilidades de resolugéo (Ponte, 2005).

Foi criada uma categorizacdo das estratégias baseada em diversos autores (Ambrose,
Baek & Carpenter, 2003; Baek, 2006; Fosnot & Dolk, 2001; Foxman & Beishuizen,
2002; Hartnett, 2007; Heirdsfield et al., 1999; e Mulligan & Mitchelmore, 1997) de
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forma a proceder a andlise dos dados. As estratégias dividem-se em duas grandes
categorias: i) natureza aditiva e ii) natureza multiplicativa.

Os alunos aplicaram as seguintes estratégias de natureza aditiva: a) contagem unitéria;
b) contagem envolvendo saltos dos multiplos; e c¢) adicdo repetida.

No que diz respeito as estratégias de natureza multiplicativa, os pares empregaram: i)
calculo da divisdo; ii) particdo de nimeros em produtos/em somas; iii) compensacao
com uso de relacdes multiplicativas entre os fatores; iv) uso complexo de dobros e v)
troca da ordem dos fatores.

Nas primeiras tarefas da sequéncia de aprendizagem, os alunos privilegiaram o uso de
estratégias de natureza aditiva, porém também aplicaram algumas estratégias de
natureza multiplicativa. Mendes et al. (2013) indicam que inicialmente os modelos
construidos pelos alunos para representar situacdes multiplicativas estdo associados a
ideia de multiplicacdo como adicdo repetida de parcelas iguais, salientando que na
aprendizagem da multiplicacdo importa desenvolver a passagem do raciocinio aditivo
para um de natureza multiplicativa. Afirmam ainda que a progressao dos procedimentos
usados pelos alunos esta subjacente a construcdo gradual das ideias que os suportam. Na
transicdo das estratégias aditivas para multiplicativas, os alunos foram compreendendo
0 conceito de unitizing, ou seja, consideraram unidades isoladas como um todo (Fosnot
& Dolk, 2001).

Ao longo do tempo, os pares passaram a aplicar sobretudo estratégias de natureza
multiplicativa, recorrendo a calculos aditivos apenas em casos pontuais. Ao aplicar
estratégias da segunda categoria, os alunos evidenciaram 0 uso das propriedades
distributiva, associativa e comutativa, as quais sdo designadas de “grandes ideias”
associadas a multiplicacdo (Fosnot & Dolk, 2001).

A semelhanca do estudo de Heirdsfield et al. (1999), as respostas dos alunos
participantes neste estudo mostraram um desenvolvimento da simples contagem para o
uso de factos combinados ou conhecidos.

Os alunos recorrem com alguma frequéncia a estratégia multiplicativa de particdo de
numeros, pois tal como referem Mendes et al. (2013), a decomposi¢cdo de um dos

fatores para realizar um produto, tendo subjacente a propriedade distributiva em relacéo
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a adicdo estd na base da maior parte dos procedimentos multiplicativos de resolugdo das
tarefas.

E evidente que, quando os alunos utilizam a estratégia de calculo da divisdo, estes
revelam conhecimento da relacdo existente entre as operacdes de multiplicacdo e
divisdo (Mclntosh et al., 1992).

Passo a apresentar trés tabelas (tabelas 7 a 9) que sintetizam a analise dos dados: a
primeira e a segunda integram as estratégias usadas pelos pares Alexandre e Rosa e
Tiago e Anabela, respetivamente, para resolver calculos multiplicativos; a terceira
indica as estratégias que os pares aplicaram em situacbes de proporcionalidade
(Vergnaud, 2014; Infante, 2014). Esta ultima incide apenas nas tarefas “As espetadas” e
"Padezinhos"”, focando a forma como os alunos olharam para as varidveis e como

estabeleceram as relaces.
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Tabela 7- Estratégias usadas pelo par Alexandre e Rosa para resolver situacdes multiplicativas

Estratégias

Natureza aditiva

Natureza multiplicativa

Contagem | Contagem | Adicdo | Calculo | Particdo de niUmeros Compensagao com Uso Troca da
unitaria | envolvendo | repetida da uso de relacdes complexo ordem
Tarefa saltos dos divisdo em em multiplicativas entre | de dobros dos
multiplos produtos somas os fatores fatores

“As espetadas” X X
“Moedas” X
“Bolas de bilhar” X X
“Uma bandeira X X
estrelada”
“Paezinhos I” X X X
“Paezinhos II”
“Paezinhos I11” X
“Paezinhos IV” X
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Tabela 8 - Estratégias usadas pelo par Tiago e Anabela para resolver situacdes multiplicativas

Estratégias

Natureza aditiva

Natureza multiplicativa

Contagem | Contagem | Adicdo | Célculo | Particdo de nUmeros | Compensagdo com Uso Troca da
unitaria | envolvendo | repetida da uso de relacdes complexo | ordem dos
Tarefa saltos dos divisdo em €m somas | multiplicativas entre | de dobros | fatores
multiplos produtos os fatores

“As espetadas” X X
“Moedas” X
“Bolas de bilhar” X X
“Uma bandeira X
estrelada”
“Paezinhos I” X X X X X
“Paezinhos II” X
“Paezinhos II1” X
“Paezinhos IV” X
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Tabela 9 - Estratégias para lidar com situagdes de proporcionalidade

Estratégia aditiva Estratégia multiplicativa | Estratégia multiplicativa
escalar funcional
Tarefa Alexandre Tiago e Alexandre Tiago e Alexandre Tiago e
e Rosa Anabela e Rosa Anabela e Rosa Anabela

“As espetadas” X X
“Paezinhos I” X X
“Paezinhos II” X X X
“Paezinhos III” X X X X
“Paezinhos IV” X X

Nas tarefas que continham situagdes de proporcionalidade, os alunos, na primeira (“As
espetadas”) ndo aplicaram estratégias multiplicativas. Assim, a abordagem inicial dos
alunos, ao lidar com este tipo de situacGes, correspondeu a ado¢do exclusiva da
estratégia aditiva, elaborando tabelas onde foram registando os sucessivos resultados da
contagem envolvendo saltos dos multiplos (tabelas 7 e 8) dos diferentes nimeros
experimentados. As tabelas construidas pelos alunos nao traduzem a proporcionalidade
inversa presente na tarefa “As espetadas”, mas sim a proporcionalidade direta
correspondente a sua forma de verificar se 0s niUmeros experimentados como divisores
de 60 atingiam ou ndo o 60. Por exemplo, na tabela correspondente as espetadas com 5
camardes, os alunos foram registando a proporcionalidade direta da variagdo do nimero
de espetadas mantendo o mesmo numero de camardes por espetada: se 1 espetada leva 5
camardes, 2 espetadas levam 10 camardes, ... e 12 espetadas levam um total de 60
camardes. Embora tenham usado apenas a estratégia aditiva, depois de terem construido
as tabelas, os alunos verificaram relacGes de dobro de natureza escalar, isto é, que se
baseiam em relages entre quantidades da mesma natureza/grandeza (Vergnaud, 2014,
Infante, 2014). Ap6s a conclusdo das diferentes tabelas, os alunos exprimem o0s
resultados alcancados através de produtos (expressdo funcional da relacdo de

proporcionalidade inversa, k = x y), aplicando a estratégia da troca da ordem dos
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fatores (tabelas 7 e 8) para gerar mais possibilidades, e registando também o nimero de
camardes sobrantes: por exemplo, ao concluir a tabela do 4, o par Tiago e Anabela
exprimiu essa possibilidade por 15x4=60, ou seja, 15 espetadas com 4 camardes cada,
aplicando logo a situacdo inversa ao exprimir 4x15=60, ou seja, 4 espetadas com 15
camardes cada.

Na tltima tarefa, “Pdezinhos”, verifica-se a aplicacdo destas estratégias tanto em
situacbes de proporcionalidade inversa como de proporcionalidade direta. Exemplo
disso é a relacdo numérica de dobro e/ou metade no interior das varidveis, de natureza
escalar, a qual é aplicada na resolucdo das tarefas, mas também é identificada pelos
alunos apds o término da tarefa.

Contrariamente ao que tinha acontecido na primeira tarefa “As espetadas”, na tarefa
“Paezinhos I, os alunos constroem tabelas que revelam a proporcionalidade inversa da
situacdo. As tabelas deixam de servir o propdsito de encontrar os divisores de um dado
namero para apresentarem diferentes formas de decompor 800 em produtos de dois
fatores. As tarefas intermédias parecem ter contribuido para uma maior facilidade em
exprimir nimeros através de produtos.

As tarefas “As espetadas” e “Paezinhos” lidam com o mesmo tipo de proporcionalidade,
mas “Paezinhos I” exige lidar com um numero com uma ordem de grandeza muito
superior. E notdria a evolucao dos dois pares de alunos, confrontando o seu desempenho
numa e noutra tarefa. Em “Paezinhos I”, os alunos abandonam a estratégia aditiva,
revelando serem capazes de decompor 800 num elevado numero de produtos diferentes,
através das relagdes multiplicativas escalares dentro de cada uma das variaveis,
aplicando o dobro numa variavel e a metade na outra variavel.

Relativamente as tarefas “Pdezinhos II” e “Paezinhos III”, os pares empregaram
estratégias aditivas (tabela 9) para resolver situacdes de proporcionalidade direta,
nomeadamente, no calculo do preco de 1 paozinho (“Paezinhos II”’) e do prego de outras
quantidades de paezinhos (‘“Paezinhos III”’). No entanto, ao longo da exploracdo da
tarefa “Paezinhos III”, os alunos comecam, progressivamente, a usar estratégias
multiplicativas escalares (tabela 9) de dobro internas as variaveis para obter um maior
nimero de precos de paezinhos. E de realcar que Tiago usa, desde o inicio da

exploracdo desta tarefa, esta abordagem multiplicativa.
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Em determinadas situagdes, os alunos revelam raciocinio funcional (tabela 9) ao aplicar,
por exemplo, a estratégia do célculo da divisdo como operacao inversa da multiplicacéo,
como aconteceu com o par Tiago e Anabela em "Péezinhos I1" para verificar a correcdo
do preco de cada pdozinho. A estratégia multiplicativa funcional, que consiste em
estabelecer relagdes entre quantidades de diferentes naturezas/grandezas (Vergnaud,
2014; Infante, 2014), surge com maior expressao na Ultima tarefa, "Paezinhos IV",
associada a diferentes formas de abordar o problema: enquanto Alexandre calcula o
preco unitario do pdo numa padaria para 0 comparar com 0 preco unitario da outra, o
par Tiago e Anabela calcula o preco de 12 pdezinhos, relacionando as duas variaveis
numa padaria, para comparar com o custo de 12 pées na outra padaria.

Estes resultados sdo convergentes com outros estudos (por exemplo, Infante, 2014) ao
apontarem uma evolucdo ao nivel das estratégias adotadas pelos alunos para lidar com
situacBes de proporcionalidade, desde as aditivas, até as multiplicativas, as quais,
também evoluem, por sua vez, desde as de natureza escalar até as funcionais. No
entanto, no presente estudo, esta evolugdo verificou-se ao longo da exploracdo da tarefa
(Paezinhos II, 111 e 1V) no mesmo dia. Ou seja, a dimensdo temporal ndo tem aqui
relevancia. O tempo e o trabalho realizado com as tarefas intermédias ja assumem
importancia ao compararmos o desempenho dos alunos entre a primeira e a Ultima
tarefas, mediadas por um periodo de cerca de trés meses.

Estes resultados apontam, ainda, para a relevancia do desenvolvimento de tarefas que
possibilitem aprofundar, alargar e apoiar o desenvolvimento do pensamento funcional

dos alunos (Blanton & Kaput citados por Infante, 2014).

5.2. Como é que os alunos usam de forma flexivel o calculo
multiplicativo?

Ao longo da resolucdo das tarefas, os alunos revelaram que a estratégia multiplicativa
de parti¢cdo de nimeros tornou-se num processo mecanizado que estes usam nao s para
resolver uma tarefa, mas também para verificar se outra estratégia (mobilizada antes de
forma flexivel) foi aplicada corretamente. Os alunos aplicaram esta estratégia tanto por

escrito como mentalmente. Assim, 0 uso desta estratégia, em particular, revela pouca
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flexibilidade de célculo. Um outro indicador de alguma fragilidade ao nivel da
flexibilidade de calculo multiplicativo foi a auséncia da estratégia de compensagdo no
produto apds arredondamento de um dos fatores, no trabalho de qualquer um dos pares,
cuja mobilizacdo requeria reparar nos numeros envolvidos.

A sequéncia de aprendizagem implementada proporcionou aos alunos oportunidades
para trabalhar com os nimeros de forma flexivel, o que por sua vez, oferece
oportunidades para melhorar o seu sentido de niamero (Hartnett, 2007).

Ao longo da resolucdo das tarefas, verificou-se que os alunos estabeleceram relacdes
numericas (Threfall, 2009), designadamente, de dobro e metade. Em casos pontuais
também sdo identificadas e aplicadas as relagdes de quadruplo/quarta parte e de
décuplo/décima parte. Estas relagdes numéricas estdo presentes tanto em estratégias de
resolucdo de situacdes multiplicativas como em estratégias de resolucdo de situacdes de
proporcionalidade.

Os alunos implementaram estratégias que incluem o uso de propriedades da
multiplicacdo: propriedades comutativa e distributiva e utilizaram factos basicos
(Heirdsfield et al.,1999) por si dominados para resolver algumas tarefas.

InvestigacOes realizadas nas ultimas décadas, no campo do calculo mental flexivel,
referem que as caracteristicas da tarefa, como por exemplo, 0s nimeros e o0 contexto,
tém impacto na escolha das estratégias (Brocardo, 2014; Threlfall, 2009).

E evidente que, ao resolver as tarefas, os alunos atenderam as caracteristicas dos
nameros e as relacdes existentes entre estes, ao usarem as estratégias (Threlfall, 2009;
Verschaffel et al, 2009). S&o exemplos deste uso flexivel, a compensagdo com uso de
relagbes multiplicativas entre os fatores e o uso complexo de dobros evidenciado por
Tiago.

Fuson e Thompson (citados por Brocardo, 2014) indicam que para o0s alunos
desenvolverem uma especializagdo adaptativa e a flexibilidade, devem construir
significativamente 0s seus proprios conceitos e conhecimentos matematicos.

No caso da tarefa “Paezinhos 17, os alunos, a determinada altura, deixaram de ter em
conta o contexto da tarefa e operaram apenas no sentido numérico. O objetivo foi obter
uma tabela maior que contemplasse a exaustdo das solucbes matematicas da

decomposicgéo do fator 800 em produtos de 2 fatores. Assim, o contexto forneceu, de
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inicio, uma compreensdo implicita da proporcionalidade inversa existente, 0 que se
evidencia no modo como os alunos foram variando as diferentes possibilidades. Mas
rapidamente, estes se focaram no objetivo matematico, ignorando, intencionalmente, o
que fazia ou ndo sentido naquela situacdo concreta, do ponto de vista contextual.

O Tiago parece ndo ter a completa consciéncia das relages numéricas emergentes
associadas a flexibilidade de célculo, pois, embora as use, ndo as verbaliza ap6s o seu
uso. Tal foi evidente na tarefa "P&ezinhos I" em que Tiago, durante 0 momento da
discussdo coletiva, justifica as possibilidades 32x25 e 16x50 com o procedimento
mecanizado da particdo de nimeros em somas, procedimento este de uso generalizado
na turma e em que todos parecem confiar, ao invés de explicitar as estratégias que
efetivamente usou, de forma flexivel, ao estabelecer relacbes numeéricas, a estratégia de
dobro e metade entre os fatores e a do uso complexo de dobros, respetivamente. Assim,
pode-se concluir que uma estratégia emerge da conexdo nao totalmente consciente e
racional entre o que o aluno reparou nos nimeros da tarefa e o0 que ele sabe sobre os
nameros e as relacdes entre eles (Threfall, 2009).

A flexibilidade de calculo, em particular, no calculo mental é importante ndo s6 por ser
benéfico para a crianca ao ter sucesso no célculo, mas porque também revela, algo mais

matematico do que o alcance de conhecimentos factuais e processuais (Threfall, 2009).

5.3. Reflex&o e recomendac0es

A realizacdo deste estudo proporcionou-me a oportunidade de trabalhar uma tematica
que sempre apreciei, a multiplicacdo. Desde que iniciei o Mestrado que defini a
tematica da dissertacdo. Mais tarde, decidi focar o estudo na Flexibilidade de Calculo
apos a apresentacdo de um projeto por parte da orientadora da dissertagdo, numa das
Unidades Curriculares do 1° ano.

Enquanto professora, este estudo permitiu que melhorasse a minha préatica ja que
trabalho como explicadora do 1° ciclo ha varios anos.

Como investigadora, considero que a experiéncia de ensino foi proveitosa, oferecendo
beneficios tanto para a aprendizagem de conhecimento matematico mais significativo
como para 0 desenvolvimento de atitudes positivas perante a Matematica, pois

possibilita que os alunos tenham um papel mais ativo no processo de ensino-
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aprendizagem. Também foi importante para o desenvolvimento da flexibilidade de
calculo dos alunos.

A selecdo dos pares poderia ter sido diferente, englobando alunos cujas caracteristicas
fossem mais distintas, visando o uso de uma maior variedade de estratégias na resolucéo
das tarefas e a exploracdo das dificuldades evidenciadas.

Considero pertinente a continuagdo deste estudo abordando outras tematicas como a
divisdo e 0s numeros racionais, podendo o mesmo ser aplicado noutros anos de
escolaridade. Seria também proveitoso realizar o estudo com foco na relacdo entre a
flexibilidade de calculo mental e os procedimentos mecanizados, ou a utilizacdo do
calculo algoritmico. Outras questfes que merecem maior investigacdo prendem-se com
a concecdo de tarefas que potenciem o desenvolvimento da flexibilidade de calculo

multiplicativo, bem como o papel do professor.
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Anexo 1 - “As espetadas”

.. 51,52, 53, 54, 56, 57, 58, 59, 60, 61!

O Vasco faz anos. Para a festa quer fazer espetadas com o mesmo numero de
camarodes. A mae comprou um saco com 61 camardes.

Se estivesses no lugar do Vasco como preparavas as espetadas? Quantas terias de
preparar? Porqué?

Tarefa construida por Jean-Marie Kraemer
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Anexo 2 — “logurtes para toda a familia”

v ¥

®
1]

_scc J e Jl aun | au Josex

O pai, a mée e as duas filhas comem todos os dias um iogurte.

~

Desenha com quadrados todos os iogurtes que cada membro da familia come
ao longo de cinco dias.

Quantos iogurtes come a familia ao fim de cinco dias?

Tarefa construida por Jean-Marie Kraemer
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Anexo 3 - “No supermercado”

1. Uma familia consome 20 iogurtes. O supermercado tem estes pacotes.

Q00 GO0
8‘% [QIIQII@

De que maneiras diferentes podem comprar os 20 iogurtes?

Tarefa construida por Jean-Marie Kraemer
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Anexo 4 — “Moedas”

Mais do que
DEZ VEZES DOIS e DEZ VEZES CINCO!

12x2=.. 11x5=.....
14x2=... 12x5=.......
15x2=...... 18 x5=.......

A minha maneira de descobrir A minha maneira de descobrir
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13

13

13 céntimos com moedas de

1 cent, 2 cents e 5 cents

Duas maneiras diferentes

..... x5 | L% (W . %
..... %5 |4 L% 2 (4 %
Se nao ha moedas de 2 cents
s ws |+ Lwd
Se ndo ha moedas de 1 cent
= ses [#] %,
Se nao ha moedas de 5 cents
= %o ¥ w1
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26 céntimos com moedas de

1 cent, 2 cents e 5 cents

Duas maneiras diferentes

Tarefa construida por Jean-Marie Kraemer
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26 | = % g o= %> = . % q
26 = .85 |4 .82 |4 . % 1
Se ndo ha moedas de 2 cents
= .85 |4 .81
Se ndo ha moedas de 1 cent
= 3 L R )
Se ndo ha moedas de 5 cents
- L% ) |+ L% 1




Anexo 5 — “Bolas de bilhar”

1. Inventa uma caixa retangular onde caibam todas as bolas (as coloridas
e a bola branca).

2. Consegues encontrar mais caixas retangulares onde caibam todas as
bolas?

3. Mostra que encontraste realmente todas as caixas possiveis.
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O0/0]0)0/0I0]00]0)000]0)00.
O0/0]0)0/0I0]00]0)00)0]0)00.
O0/0]0)00I0]00]0)000]0)00.
O0/0]0)0/0I0]00]0)000]0)0]0.
O0/0]0)00]0]00]0)000]0)00.
O0/0]0)0/0I0]00]0)00)0]0)00.
O0/0]0)0/0I0]0/0]0)000]0)00.
OOO0O0O0OOO0OOOOOOOO
O0/0]0)0/0I0]00]0)000]0)00.
O0/0]0)0/0I0]0/0]0)000]0)00.
0000000000 000]0)00.
O0/0]0]0/0]0]00]0)000]0)00.
O0/0]00/0]0)00]0)00]0]0)0]0.
O0/0]0)0/0]0)00]0)000]0)00.
O0/0]00/0]0)0.0]0)00/0]0)00.
OOOO0O0O0OO0OOOOOOOO
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Anexo 6 — “Uma bandeira estrelada”

bm |

1. Cada estrela da bandeira dos Estados Unidos da América representa um estado
deste pais.

Pedro ndo conhece o nimero de estados. E tu?

Imagina uma maneira facil e rapida de saber.

111



2. 50 pode ser 5x6 + 4x5

50

O\

5x6

+

4x5

3.1. Como fazer 50 com outros produtos que conheces?

50

O\

+

50
< .

50
O\
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50

< O\

50

N

5x6

50
< .




Encontra todos os produtos possiveis

50

< .

2x5 +

Tarefa construida por Jean-Marie Kraemer
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Anexo 7 — “Paezinhos”

Paezinhos I

Todos os sabados, o padeiro da padaria Pd&o Bom cozinha 800 péezinhos
que dispbe em tabuleiros. Tens uma ideia de quantos tabuleiros precisara?
Confirma a tua ideia.
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Paezinhos Il

A Beatriz esta na padaria com o seu colega Bernardo. Ela compra seis
péezinhos e paga oitenta e quatro céntimos.

- Entdo — pensou Beatriz — um pédozinho custa mais do que 10 céntimos!

O Bernardo paga os seus cinco pdezinhos com uma moeda de 50 céntimos e
uma de 20 e néo recebe troco.

- Ah! — exclama Beatriz — ja sei quanto custa cada pdozinho!
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Paezinhos 111

Como a Beatriz ja sabe que um péozinho custa 14 céntimos, faz uma lista

de precos que sdo faceis de memorizar.

Com esta lista repara que trés péezinhos custam 28 + 14 e consegue
confirmar o preco dos péezinhos que Bernardo comprou. Como o tera

feito?

- Ah! — pensa Beatriz — sendo assim posso calcular o preco de diferentes

quantidades de péaezinhos.
Como é que a Beatriz podera saber o preco de 14 péezinhos?

Imagina uma outra quantidade de p&ezinhos e mostra como a Beatriz

poderia saber o seu preco.
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Paezinhos IV

A Beatriz compra 0os mesmos paezinhos na padaria Eusébio quando dorme
na casa da tia Joana.

Na ultima vez pagou 180 céntimos por 12 paezinhos.

Qual é a padaria mais barata?

Tarefa construida por Jean-Marie Kraemer
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