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Prefacio

As expetativas da sociedade relativamente a seguranca das construgoes sao muito
elevadas. A ocorréncia de colapsos estruturais é em geral muito pouco tolerada, em
especial quando dai resultam perdas humanas. Nao admira, por isso, que o tema da
seguranga estrutural tenha atraido a atencao de muitos investigadores ao longo dos
tempos.

Visto que o problema do dimensionamento e verificacdo da seguranga das estrutu-
ras envolve tomar decisoes em face de incertezas significativas, tais investigadores tém
defendido que a abordagem probabilistica do problema é a mais satisfatéria. Neste
respeito, cabe aqui uma referéncia especial a atividade pioneira dos engenheiros Julio
Ferry Borges e Mario Castanheta, cujos trabalhos de investigagdo no dominio da se-
guranca estrutural, realizados no LNEC a partir da década de 50, mereceram ampla
aceitacao e reconhecimento internacionais. Gragas ao empenho notavel desses e de
outros investigadores daquele periodo, a seguranca estrutural, até entao tratada es-
sencialmente de forma deterministica, passou a ser analisada de forma mais racional
e consistente.

A aplicacao de conceitos probabilisticos no dimensionamento e verificacdo da se-
guranga das estruturas deu origem a uma teoria conhecida atualmente como teoria da
fiabilidade estrutural. Esta teoria estd hoje bem consolidada e documentada, mas é
pouco utilizada no dimensionamento das estruturas, embora a regulamentacao atual
o permita. A abordagem alternativa baseia-se no bem conhecido método dos coe-
ficientes parciais de sequranca. Devido a sua simplicidade e a um registo historico
bem-sucedido com a sua aplicacdo no projeto de estruturas, esse método é, e conti-
nuard a ser, o método principal de verificagdo da seguranca de estruturas novas. No
entanto, no dominio das estruturas existentes, a tendéncia atual é o uso cada vez mais
generalizado de ferramentas probabilisticas. Uma das razdes é que tais ferramentas
permitem, de forma mais consistente, quantificar as diferentes fontes de incerteza, que
sao especificas da estrutura em avaliagdo. A regulamentagdo para estruturas novas
aplica-se a populagoes de estruturas relativamente vastas, pelo que os coeficientes de
seguranca al especificados poderdo nédo traduzir corretamente as incertezas de uma
estrutura particular em avaliacdo. Outra razao tem a ver com o facto de os trabalhos
de refor¢o serem em geral muito onerosos, justificando avaliar a seguranca da forma
mais rigorosa possivel, recorrendo, nomeadamente, a ferramentas probabilisticas.

A aplicacao de tais ferramentas apresenta, porém, alguns desafios. Por um lado,
verifica-se uma quase total auséncia da teoria da fiabilidade estrutural nos curriculos
da maioria dos cursos de engenharia civil ministrados no pais. Os alunos terminam
0s seus cursos com pouca formagao nessa area, de modo que terdo alguma dificuldade

ix



X Prefdcio

caso dela necessitem na sua vida profissional. Por outro lado, trata-se de uma area com
muito pouca divulgacao na lingua portuguesa, e os livros existentes na lingua inglesa,
apesar da sua elevada qualidade, sio de um modo geral relativamente complexos.

O presente livro procura dar uma resposta, ainda que modesta, a esses desafios.
Pensa-se, por isso, que o livro é oportuno e que serd util, ndo s6 em Portugal, mas
também nos paises de lingua oficial portuguesa, onde os desafios ndo serdo muito
diferentes dos mencionados acima.

A teoria da fiabilidade estrutural é, contudo, um ramo do conhecimento muito
vasto, e em certos aspetos também complexo, pelo que nao se abordam todos os
detalhes da teoria, mas apenas aqueles julgados essenciais e de aplicagao pratica mais
imediata. Sempre que oportuno indicam-se ao longo do texto referéncias bibliograficas
adicionais que permitirdo ao leitor interessado aprofundar certas partes da matéria.
Nao se assume conhecimento prévio significativo na drea das probabilidades, pois os
conceitos probabilisticos necessarios serao revistos em capitulos préprios.

As potencialidades das metodologias probabilisticas s6 sao muitas vezes percebi-
das através de exemplos numéricos. Com isso em mente, privilegiou-se a inclusao de
intimeros exemplos ao longo do texto. Os exemplos estao resolvidos maioritariamente
recorrendo a linguagem Python. Trata-se de uma linguagem interpretada e muito ver-
satil, como o MATLAB. Tem, porém, a vantagem de ser gratuita, o que certamente
tem contribuido para a sua enorme expansao e popularidade. Por ser uma linguagem
poderosa e de facil aplicagdo, constitui uma ferramenta ideal para a resolucao de pro-
blemas na drea da fiabilidade estrutural. A maioria dos exemplos sdo acompanhados
pela listagem do cédigo Python usado na sua resolucéo, o que permitira ao leitor, por
simples adaptagao, resolver os seus proprios problemas.

Procurou usar-se uma linguagem concisa e rigorosa, mas sem sacrificar a clareza.
Os capitulos foram mantidos com uma dimensao reduzida, a fim de facilitar a sua
leitura. Cada capitulo inicia-se com um breve sumario do que vai ser tratado.

O autor sentir-se-4 muito honrado se esta publicacdo contribuir para estimular
no leitor o gosto por esse dominio do conhecimento tdo nobre e fascinante que é a
seguranga estrutural.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo introdutério faz-se uma breve sintese do problema da seguranca estru-
tural e o seu enquadramento historico. Descreve-se também alguns dos desafios que a
seguranca estrutural apresenta no caso especifico das estruturas existentes. Mostra-se
que as ferramentas probabilisticas tém uma aplicagdo muito oportuna nesse dominio.

1.1 O problema da seguranca estrutural

A sociedade espera que todas as construcoes, sejam edificios, pontes ou outras estru-
turas, representem um risco muito baixo para a seguranga dos seus ocupantes. No
entanto, a mesma sociedade néo estd disposta a investir indefinidamente na segu-
rancga das mesmas, pois os recursos sao limitados e necessérios para outras atividades
essenciais.

O problema da seguranca estrutural consiste, portanto, em encontrar um bom
compromisso entre estes dois aspetos aparentemente antagdnicos: seguranca por um
lado, economia e sustentabilidade por outro. A determinagao da capacidade resistente
a conferir a uma estrutura deverd assegurar um nivel de seguranca significativo, mas
sem implicar custos incomportaveis.

O maior desafio na busca do referido compromisso resulta do facto de tal obri-
gar a quantificacdo de grandezas que s@o por natureza imprevisiveis. Considere-se,
por exemplo, o projeto de uma estrutura particularmente sensivel a agao do vento.
Admitindo que a estrutura, uma vez construida, permanecerd em servico durante
aproximadamente 50 anos, entdo, seria muito util conhecer o valor maximo da veloci-
dade do vento que vai atuar na estrutura nesse periodo de 50 anos, a fim de conferir
a estrutura a capacidade resistente suficiente para suportar esse preciso vento. Mas,
como facilmente se compreende, tal é impossivel conhecer a priori. Assim, nunca
poderemos garantir que a velocidade do vento usada no dimensionamento nao venha
a ser ultrapassada durante a vida 1til da estrutura. Este breve exemplo mostra cla-
ramente que nao é possivel garantir seguranca absoluta para as estruturas. Teremos
sempre de aceitar um certo risco de rotura estrutural.



2 Introducdo

1.2 Breve desenvolvimento historico

Até sensivelmente a primeira metade do século XX, o processo de dimensionamento
das estruturas foi dominado claramente pelo pensamento deterministico. Até entdo
havia a percecdo de que era possivel conceber estruturas suficientemente seguras es-
pecificando os valores das agoes que as mesmas teriam de suportar e estabelecendo
resisténcias baixas (bastante inferiores as tensdes de rotura dos materiais), chamadas
tensdes admissiveis, ou ainda tensédes de seguranca. Ao garantir que, para aquelas
acoes, as tensoes aplicadas nas estruturas nao excediam as tensdes admissiveis, fi-
cava demonstrado que os materiais estariam longe da rotura e as estruturas eram
consideradas seguras.

A partir dos anos 20 (do século XX) verificou-se um esfor¢o verdadeiramente no-
tavel em estabelecer em bases mais cientificas e racionais o problema da seguranga
estrutural. Em 1924, o investigador sueco C. Forssell estabeleceu o principio do di-
mensionamento 6timo, baseado na minimizacao do custo total das estruturas (Madsen
et al., 2006). O custo total de uma estrutura inclui ndo sé o custo inicial (projeto e
construgdo), acrescido naturalmente do custo de manutengdo, mas também o custo
esperado com um eventual colapso da estrutura, que nao é nulo em virtude de existir
sempre uma certa probabilidade de colapso. Este custo esperado, dado pelo produto
da probabilidade de colapso pelo custo a suportar em caso de colapso, é chamado
risco. O risco precisa entdo de ser devidamente contabilizado a fim de se obter o
custo total da estrutura'. Ora, se por um lado o custo inicial aumenta com a capa-
cidade resistente que se pretende dar a estrutura, por outro lado, o risco de colapso
diminui, havendo por conseguinte um nivel de capacidade resistente a que corresponde
um custo total minimo. O dimensionamento assim obtido pode ser considerado como
o 6timo. Esta forma racional de pensar teve o mérito de juntar na mesma equacao
seguranga e economia, o que permitiu conciliar os objetivos aparentemente contradi-
torios de que as estruturas devem ser seguras, mas nao tao seguras ao ponto de isso
comprometer a economia e sustentabilidade.

Considerando que o problema da seguranca estrutural envolve a tomada de deci-
soes em face de incertezas significativas, os investigadores deram-se conta de que a
abordagem probabilistica da seguranca estrutural é a mais consistente. Estava entao
aberto o caminho para a mudanca de paradigma no dimensionamento e verificagdo
da seguranga das estruturas. Uma das primeiras tentativas de introduzir conceitos
probabilisticos na area da seguranca estrutural deve-se ao investigador alemao Max
Mayer, o qual publicou em 1926 um livro intitulado Safety in constructional works
and its design according to limit states instead of permissible stresses (Borges e Cas-
tanheta, 1985).

Mas foi sobretudo a partir dos anos 40 que se registaram avangos significativos no
tratamento probabilistico da seguranga estrutural (Borges e Castanheta, 1985). Nas
trés décadas seguintes, até sensivelmente aos anos 70, foram inimeros os investigado-
res que se dedicaram e contribuiram para o estudo do problema do dimensionamento
estrutural em bases mais sélidas e consistentes. Nasceu entdo uma nova area do
conhecimento: a teoria da fiabilidade estrutural.

O valor desta teoria é reconhecido nos modernos regulamentos e normas de se-
guranca estrutural. Por exemplo, o regulamento portugués sobre seguranca e agoes

10 risco pode ser encarado como o valor que estariamos dispostos a pagar a uma companhia de
seguros que aceitasse cobrir o risco em troca de uma remuneracdo na forma de um prémio anual.
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(RSA, 1983) admite no Artigo 8.2 a possibilidade de efetuar a verificacdo da seguranga
recorrendo a teorias probabilisticas, referindo que tais teorias podem conduzir a uma
«quantificacdo mais objetiva da seguranca». No comentario ao Artigo 9.2 é mesmo
mencionado que «o problema da verificagdo da seguranca sé pode ser corretamente
resolvido com a necessaria generalidade no quadro de uma formulagao probabilistica
completa da seguranga estrutural»y. Os Eurocddigos Estruturais também permitem
a aplicagao de ferramentas probabilisticas. Por exemplo, o Eurocédigo 0 (EN 1990,
2002) na Clausula 3.5(5) refere que «poderd ser utilizado um dimensionamento dire-
tamente baseado em métodos probabilisticos» e especifica no Anexo C as bases para
a sua aplicacdo.

Embora o uso de ferramentas probabilisticas seja permitido no dimensionamento
das estruturas novas, é na avaliacdo da seguranca de estruturas existentes que a sua
aplicacao é mais promissora.

1.3 O caso especifico das estruturas existentes

Embora o dimensionamento de uma estrutura nova e a avaliacdo da seguranca de
uma estrutura existente tenham muitos pontos em comum, as estruturas existentes
apresentam desafios especificos que importa clarificar. Analisemos brevemente alguns
desses desafios.

Em primeiro lugar, note-se que incrementar a fiabilidade de uma estrutura exis-
tente tem, regra geral, um custo bastante superior ao custo de um incremento idéntico
na fiabilidade de uma estrutura ainda em projeto. Por exemplo, é muito mais facil in-
troduzir um varao adicional numa estrutura de betao armado quando esta estd ainda
no estirador do que introduzir o mesmo vardo se a estrutura ji existir (Vrouwenvel-
der, 2010). Um dimensionamento conservativo nao resulta em geral num acréscimo
de custo significativo, mas uma avaliacdo conservativa pode resultar em custos signi-
ficativos (e porventura desnecessdrios). Assim, apesar de uma postura conservadora
poder ser defensavel no dimensionamento de uma estrutura nova, o mesmo nao sucede
no caso de uma estrutura existente. Visto que os trabalhos de reforco estrutural sdo
em geral muito onerosos, o problema da seguranca de estruturas existentes deve ser
analisado da forma mais rigorosa possivel.

Em segundo lugar, deve-se ter presente que algumas das incertezas existentes na
fase de projeto, como por exemplo as relacionadas com as propriedades dos materi-
ais, poderao ser reduzidas na fase de avaliagdo (por meio de consulta de registos de
obra e certificados de qualidade dos materiais empregues, por exemplo). H4 também
a possibilidade de realizar ensaios nao destrutivos, ou outros, que permitam colher
informacao relevante da estrutura em avaliacdo, e consequentemente reduzir os niveis
de incerteza. Isto significa que os coeficientes parciais de segurancga preconizados nos
regulamentos e normas para estruturas novas, que se aplicam a populacoes relativa-
mente vastas de estruturas, poderao ser excessivos quando aplicados a uma estrutura
particular existente.

Além disso, pode suceder que a vida 1util remanescente de uma estrutura existente
seja inferior a vida 1til de uma estrutura nova. Se esse for o caso, ha legitimidade em
reduzir os valores caracteristicos das agoes varidveis preconizados na regulamentacao
para estruturas novas, pois entao a estrutura ficard exposta as agées durante menos
tempo, reduzindo assim a probabilidade de serem atingidos valores extremos das
acoes.
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Finalmente, questoes como transtornos para os utilizadores nao se colocam em ge-
ral no dimensionamento de estruturas novas, mas sao pertinentes no caso de trabalhos
de reabilitacdo de estruturas existentes.

Em vista destes desafios, compreende-se a necessidade de existirem regulamen-
tos ou normas de seguranga estrutural que tratem especificamente das estruturas
existentes. A segunda geragdo dos Eurocodigos Estruturais, atualmente em franco
desenvolvimento, procurara responder a esta necessidade.

Vérios paises tém vindo a encorajar o uso de ferramentas probabilisticas em ava-
liacdes da seguranca de estruturas existentes. Uma das razoes apontadas tem a ver
com as poupancas financeiras significativas conseguidas com a aplicagao de tais fer-
ramentas. Na Dinamarca, por exemplo, relatam-se varios casos de pontes que foram
classificadas como inseguras pela aplicacdo dos critérios tradicionais de seguranca,
mas que revelaram niveis de fiabilidade aceitaveis pela aplicacao de métodos probabi-
listicos. Evitaram-se assim gastos desnecessarios com trabalhos de reforco estrutural,
além dos utilizadores terem sido poupados dos transtornos tipicos que acompanham
esses trabalhos (Lauridsen et al., 2007). Os autores desses estudos sublinham que em
nenhum caso foi posta em causa a fiabilidade pretendida para essas pontes, sensivel-
mente idéntica a requerida para pontes novas, mas que a fiabilidade foi avaliada de
forma mais realista.

Podemos entao concluir que a teoria da fiabilidade estrutural tem um campo de
aplicagdo muito oportuno na area das estruturas existentes, justamente por permitir
abordar o problema da seguranca de forma mais consistente e realista. Muitos exem-
plos que daremos ao longo do texto terdo por foco as estruturas existentes. Usaremos
a palavra dimensionamento sempre que nos estivermos a referir a verificagdo da segu-
ranca de estruturas novas e a palavra avaliagdo sempre que nos estivermos a referir
as estruturas existentes.



Capitulo 2

Conceitos fundamentais de
seguranca estrutural

De acordo com os modernos regulamentos e normas de seguranca estrutural, de que
sao exemplo os Eurocodigos Estruturais, as estruturas devem ser projetadas, cons-
truidas e mantidas de tal modo que, com apropriados niveis de fiabilidade e de forma
econdémica, apresentem bom desempenho durante toda a sua vida util.

Embora bastante genérico, este objetivo geral para as estruturas destaca varios
aspetos importantes. Por exemplo, identifica as trés fases principais da vida de uma
estrutura: a fase do projeto, a fase da construcéo e a fase da utilizagdo. As estrutu-
ras devem apresentar bom desempenho durante a sua vida 1til, e isso é conseguido
com medidas adequadas durante aquelas trés fases. Esse bom desempenho deve ser
realizado de forma econdémica e com apropriados niveis de fiabilidade.

Naturalmente é necessario esclarecer o que sdo niveis apropriados de fiabilidade e
como se quantifica o desempenho de uma estrutura de modo a poder classifica-lo como
bom. O presente capitulo procura dar respostas satisfatorias a estas questoes. Ire-
mos precisar alguns conceitos fundamentais relacionados com a seguranga estrutural,
incluindo o conceito muito importante de estado limite.

2.1 Requisitos basicos para as estruturas

Uma estrutura apresenta bom desempenho quando cumpre quatro requisitos gerais,
que de forma suméria podem ser descritos como:

1. Seguranga: As estruturas devem ser capazes de resistir a cenérios de muito
baixa probabilidade de ocorréncia, mas ainda assim verossimeis (agoes extremas
ou resisténcias muito baixas). Quando sujeitas a tais cendrios extremos, admite-
se que possam sofrer danos graves, mas na medida do possivel sem colapsar, de
modo a reduzir ao minimo o risco de perdas humanas.

2. Utilizagdo (ou servigo): As estruturas devem apresentar comportamento
adequado a sua utilizacdo quando sujeitas as agoes espetdveis durante a sua
vida 1til (agbes com probabilidade significativa de ocorréncia, ditas agdes de
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servigo). Quando sujeitas a estas agdes, admite-se que possam sofrer danos, mas
esses danos devem ser ligeiros e nao prejudicar significativamente a utilizagao
da estrutura, o seu aspeto ou o conforto dos utilizadores.

3. Durabilidade: As estruturas devem manter-se numa boa condigdo, isto é,
sem deterioracao significativa, durante a sua vida 1til, sem que para tal sejam
necessarios custos de manutencao que nao tenham sido previstos.

4. Robustez: As estruturas, quando sujeitas a agoes de natureza acidental ou a
erros humanos graves, nao devem sofrer danos desproporcionais a causa que lhes
dé origem.

A verificagdo do desempenho aos requisitos de seguranca e utilizacao é feita recor-
rendo ao chamado método dos estados limites. Nas préximas secgoes vamos explorar a
aplicacao deste método. No final do capitulo, faremos consideracoes gerais a respeito
da verificacdo do desempenho aos requisitos de durabilidade e robustez.

Antes de se analisar em que consiste o método dos estados limites, é oportuno
precisar alguns conceitos basicos, como o conceito de vida 1til de projeto, o conceito
de estado limite e ainda os conceitos de fiabilidade e seguranca.

2.2 Conceito de vida util de projeto

De acordo com a EN 1990 (2002), vida 4til de projeto é o perfodo durante o qual se
pretende que uma estrutura ou parte da mesma seja utilizada para as fungdes a que
se destina, com a manuteng¢ao prevista, mas sem necessidade de grandes reparagoes.

A vida util de projeto é usada no estabelecimento de determinados parametros,
como por exemplo os valores das agoes varidveis no tempo e certos pardmetros di-
retamente relacionados com a durabilidade. No caso das agbes varidveis no tempo,
conforme veremos, a sua quantificacao é feita por andlise estatistica dos valores maxi-
mos da a¢ao num determinado periodo de referéncia, que muitas vezes coincide com a
vida util de projeto. A fiabilidade (conceito a definir mais a frente) também é estabe-
lecida com referéncia a vida til de projeto. A vida 1til de projeto constitui assim um
dado importante, devendo ser fixado no inicio de qualquer projeto. Para estruturas
correntes, adota-se normalmente 50 anos, e para estruturas de maior importancia 100
anos.

Note-se que a vida 1util real podera ser substancialmente superior a vida til de
projeto. De facto, se a estrutura for alvo de um plano de manutencdo bem definido
e esse plano for cumprido, entao, findo o periodo de vida 1til de projeto, a estrutura
estard numa boa condigdo, nada impedindo que continue a ser utilizada.
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2.3 Conceito de estado limite

Como o nome sugere, estado limite (EL) é um estado a partir do qual a estrutura deixa
de cumprir algum requisito estabelecido, estando assim de alguma forma prejudicada
no desempenho das fungoes para que foi construida. Consoante o tipo e gravidade
desses prejuizos, os EL classificam-se em dois grandes grupos:

1. Estados limites ultimos: Estados associados a prejuizos graves, suscetiveis
de comprometer a seguranca das pessoas e bens. Estao associados normalmente
ao colapso ou outras formas de ruina estrutural.

2. Estados limites de utilizagao: Estados associados a prejuizos de menor gra-
vidade, que ndo comprometem a seguranca de pessoas e bens, mas apenas o
bom funcionamento da estrutura, o seu aspeto ou o conforto dos utilizadores.

Salienta-se que os EL ultimos dizem respeito nao s6 a seguranga da estrutura
propriamente dita, mas sobretudo a seguranca das pessoas, quer as que utilizam a
estrutura, quer as que estdo nas suas imediacoes. Isto significa que, qualquer estado
adverso suscetivel de por em risco a vida de pessoas é suficientemente grave para que
seja classificado como EL tltimo.

Os EL ultimos incluem, tipicamente:

m Perda de equilibrio da estrutura ou de uma das suas partes, considerada como
corpo rigido (derrubamento, por exemplo).

m Rotura de elementos estruturais (inclui os chamados EL ultimos de resisténcia,

por exemplo, rotura por flexdo, por esfor¢o transverso, ou por pungoamento).

Rotura do terreno de fundagao.

Rotura por fadiga.

Rotura por instabilidade da estrutura ou de uma das suas partes.

Colapso da estrutura, total ou parcial (transformacio da estrutura ou de uma

das suas partes num mecanismo).

Como exemplos de EL de utilizacdo, refere-se:

m Danos locais, suscetiveis de acelerar a deterioracao da estrutura ou prejudicar
a sua aparéncia (fissuragdo nas estruturas de betdo armado, por exemplo).

m Deformacao suscetivel de prejudicar o funcionamento da estrutura, o seu aspeto,
ou afetar elementos nao estruturais.

m Vibragoes suscetiveis de causar desconforto nos utilizadores.

Enfatiza-se que a distingdo entre EL ultimo e EL de utilizacdo tem a ver funda-
mentalmente com a gravidade desses estados, isto é, com as consequéncias mais ou
menos severas que adveém se esses estados forem atingidos. E possivel, no entanto,
diferenciar a gravidade dentro de cada um desses dois grupos. Por exemplo, os EL
de utilizacdo podem ser reversiveis ou irreversiveis. Naturalmente estes tltimos sdo
mais graves. Os EL tltimos podem ser precedidos de aviso (menos graves) ou ocor-
rer repentinamente (mais graves). Por exemplo, uma rotura dictil é menos grave do
que uma rotura fragil. Com efeito, quando a rotura é ductil, as deformagdes que a
precedem constituem um aviso, permitindo assim tomar medidas mesmo antes de se
atingir o estado limite e consequentemente minorar as consequéncias.
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A diferenciacdo da gravidade dos EL deve refletir-se nos niveis de fiabilidade a re-
querer para esses estados. Estados mais graves devem ter probabilidades de ocorréncia
menores, e portanto valores superiores de fiabilidade. E este o sentido da expressao
«niveis apropriados de fiabilidade» que consta no objetivo geral para as estruturas,
visto no inicio do capitulo. No Capitulo 11 veremos como ter em conta a gravidade
dos EL na determinacdo dos niveis de fiabilidade a requerer.

2.4 Conceitos de fiabilidade e seguranca

A fiabilidade (reliability) de uma estrutura é definida relativamente a um determinado
requisito e a um determinado intervalo de tempo. Mais concretamente, a fiabilidade de
uma estrutura em relagdo a um requisito e a um intervalo de tempo é a probabilidade
desse requisito ser satisfeito nesse intervalo de tempo.

Trata-se assim de uma grandeza quantitativa (neste caso uma probabilidade, e
portanto compreendida entre 0 e 1), suscetivel de ser calculada ou estimada. Por
exemplo, suponhamos uma viga para a qual se estimou uma fiabilidade a rotura por
flexdo de 0.9999 em 50 anos. Isto significa que a probabilidade de se verificar a rotura
por flexdo em 50 anos é de 1 —0.9999 = 0.0001.

Ja o conceito de seguranca é qualitativo (Schneider, 2006). Com efeito, nao faz
sentido a expressdo «calcular a seguranca». Seguranca pode ser definida como um
atributo das estruturas que nos permite classifica-las como seguras ou como inseguras.
Uma estrutura é segura quando a sua fiabilidade (principalmente com respeito &
possibilidade de causar danos em pessoas) é superior a um valor previamente aceite
como minimo admissivel, e insegura caso contrario.

2.5 0O método dos estados limites

2.5.1 Descricao do método

A verificacdo do desempenho das estruturas! é feita hoje em dia recorrendo ao cha-
mado método dos estados limites. Este método consiste basicamente em comparar,
para cada estado limite relevante, uma grandeza atuante F, representando um efeito
das ag¢bes, com uma grandeza correspondente R, representando a resisténcia ou capa-
cidade da estrutura face ao efeito em consideragao, procurando-se garantir que:

E<R. (2.1)

A condicao expressa nesta inequacgao designa-se por condicdo de sequranca. Se esta
condicdo for cumprida diz-se que esta satisfeita a seguranca.

A grandezas E e R sdo diretamente comparaveis entre si, sendo por isso expressas
no mesmo dominio (esforgos, deslocamentos, tensoes, acoes, etc). Assim, se F repre-
sentar um esfor¢o atuante numa secgdo da estrutura, R representa o correspondente
esforco resistente da secgdo. Se E representar uma carga atuante, R representa o va-
lor maximo dessa carga que a estrutura é capaz de suportar, e assim sucessivamente.

1Em vez da expressdo «verificacio do desempenho» iremos usar daqui em diante a expressio
«verificagdo da segurangay, por ser mais comum no meio técnico. No entanto, convém ter presente que
a expressao «verificacdo da seguranca» ndo se refere apenas a verificacdo do requisito da seguranca,
mas também & verificacdo do requisito da utilizagao.
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Este dltimo caso (onde E e R s@o expressos no dominio das agdes) é utilizado na
verificagdo da seguranca aos EL tltimos de equilibrio e de transformacao da estrutura
num mecanismo (colapso da estrutura).

No caso da verificagao da seguranga aos EL de utilizagao, a grandeza R representa
em geral um pardmetro maximo admissivel, diretamente comparavel com o efeito F.
Por exemplo, no caso do EL de deformacao, E representa um deslocamento numa
dada seccdo da estrutura e R o deslocamento maximo admissivel nessa sec¢do. No
caso do EL de abertura de fendas (relevante em estruturas de betdo armado), E
representa uma abertura calculada e R a abertura maxima considerada admissivel.

A verificacao da condigdo de seguranga deve ser estendida a todos os EL relevantes.
Um EL néao é relevante quando a verificagdo da seguranga a esse estado limite estiver
automaticamente assegurada pela satisfacdo da seguranca a outros EL, ou quando a
sua probabilidade de ocorréncia for muito inferior & dos outros EL.

A verificacdo da seguranca de uma estrutura passa assim pela identificacdo cri-
teriosa de todos os EL relevantes. Se a seguranca estiver satisfeita para todos esses
EL, considera-se que a estrutura é segura como um todo (desde que, evidentemente,
nenhum EL relevante tenha ficado esquecido?).

A ideia expressa na condicdo E < R é intuitiva e légica: o que atua na estrutura
nao deve ultrapassar aquilo que ela é capaz de suportar. No entanto, a verificagdo
dessa condigao levanta algumas dificuldades, nomeadamente a dificuldade em quantifi-
car com rigor e certeza absoluta o efeito F e a resisténcia R. Por exemplo, suponha-se
que a agao do vento é uma acdo importante na verificagdo da seguranga de uma de-
terminada estrutura. Admitindo que a estrutura estd a ser projetada para uma vida
util de projeto de 50 anos, seria muito 1til saber qual a velocidade maxima do vento
atuante na estrutura nos préximos 50 anos, a fim de verificar a seguranga para essa
velocidade especifica. No entanto, como facilmente se compreende, conhecer a priori
o valor dessa velocidade é impossivel. Podemos, quando muito, a base de um registo
histérico de velocidades do vento, estimar a média e o desvio padrao dos maximos
da velocidade do vento nos préximos 50 anos, admitindo que a variabilidade do vento
no futuro é equiparavel a variabilidade no passado. Com base nessa média e desvio
padrao é possivel estimar a probabilidade da velocidade do vento ultrapassar deter-
minado valor nos préximos 50 anos, mas determinar o valor maximo da velocidade
nesse periodo com absoluta certeza é impossivel. Com a resisténcia R passa-se algo
semelhante. Considere-se, por exemplo, a resisténcia do betdao. Se ensaiarmos 7 cu-
bos de betao a compressao provenientes da mesma amassadura, obteremos 7 valores
diferentes da resisténcia, pelo que nunca estaremos seguros do seu verdadeiro valor.
A resisténcia do betao s6 podera assim ser conhecida em termos probabilisticos, por
exemplo através de uma média e de um desvio padrao, que poderao ser estimados a
partir dos resultados dos ensaios.

Uma vez que as grandezas F e R tém natureza marcadamente aleatéria, tornando
impossivel quantifici-las com certeza absoluta, a condi¢do F < R nao pode ser apli-
cada diretamente. Existem duas metodologias principais que permitem ultrapassar
essa limitacgdo: (1) metodologia semi-probabilistica e (2) metodologia probabilistica
completa. A primeira metodologia, também conhecida como método dos coeficientes

2No Capitulo 7 analisaremos resumidamente o problema da fiabilidade de sistemas. Concluiremos
al que, no caso de estruturas isostaticas, pode acontecer que todos os elementos estruturais tenham
fiabilidade suficiente e ainda assim a estrutura ndo seja segura em relagdo ao colapso. Isto significa
que a afirmagdo de que a estrutura é segura se for segura em relagdo a todos os estados limites
relevantes nao é rigorosamente verdadeira.
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parciais de sequranga (CPS), continua a ser a metodologia principal de verificacio da
seguranga de estruturas novas. Para estruturas existentes, porém, os métodos proba-
bilisticos tém uma aplicacdo muito oportuna, conforme ficard evidente nos exemplos
que iremos ver ao longo do texto.

Nota histérica A metodologia que antecedeu o método dos estados limites é co-
nhecida como método das tensées admissiveis® ou ainda como método das tensdes
de sequranca. A ideia do método consistia basicamente em comparar uma tensao
atuante, o,.¢, com uma tensao admissivel, 044, procurando-se garantir que:

Oqct S Oadm- (22)

A tensao atuante era calculada para as chamadas agoes de servigo, isto é, agoes sem
qualquer fator majorativo, e a tensdo admissivel era obtida dividindo a tensdo de
rotura do material por um fator global de seguranca. A satisfacio da Eq. (2.2)
assegurava que as tensoes aplicadas nos materiais em situagdo de servico eram sufi-
cientemente baixas. Garantia-se assim que os materiais estariam longe da rotura e a
estrutura era considerada segura. [ |

Analisemos agora de forma mais detalhada em que consistem as duas abordagens
mencionadas acima. Comecemos pelo método dos coeficientes parciais de seguranca
(CPS), que pode ser encarado como uma metodologia semi-probabilistica.

2.5.2 Método dos coeficientes parciais de seguranca

Considere-se o EL representado pela condigdo E < R, onde E representa um deter-
minado efeito de agdo numa determinada seccdo da estrutura e R a resisténcia cor-
respondente. De acordo com o método dos coeficientes parciais de seguranca (CPS),
entre os muitos valores possiveis das grandezas E e R, comega por escolher-se um va-
lor especifico de cada uma, chamado valor representativo. O valor representativo mais
comum ¢é o chamado valor caracteristico, representado por Ej e Ry, respetivamente.
Os valores caracteristicos correspondem a certos quantis* das respetivas distribuicoes
de probabilidade, sendo comuns o quantil 0.95 para o efeito de acdo E e o quantil
0.05 para a resisténcia R.

Substituindo na condicdo E < R a varidvel F por Ej e a variavel R por Rg, a
condicao de seguranga passar a ser Ey, < Rj. Esta condicao, porém, se fosse aplicada,
conduziria a estruturas com probabilidade de rotura inaceitdvel (considerando aqueles
quantis), de modo que é necessdrio escolher para E um valor superior a Ej, e para R
um valor inferior a Ry. Tal é feito multiplicando Fj por um fator yr e dividindo Ry
por um fator ~y,s, ambos superiores ou iguais a 1.0. Esses fatores, que se designam
por coeficientes parciais de seguranga, uma vez aplicados aos valores caracteristicos
E e Ry, transformam-nos nos chamados valores de dimensionamento, representados
respetivamente por Eg e Ry, isto é:

Eq = vr Ey; (2.3)
Ry = B (2.4)
Y™

3Este método tem tido uma longa histéria de utilizacio na drea da Geotecnia e em particular no
dimensionamento de fundagoes.
4A nocédo de quantil e outros conceitos probabilisticos serd recordada no préximo capitulo.
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A condigdo de seguranga adquire finalmente a forma:
Eq < R4 (25)

Os coeficientes parciais de seguranca sao escolhidos de tal forma que a condicao
E; < Ry, uma vez satisfeita, conduza a estruturas com fiabilidade aceitavel. Esta é
a esséncia do método dos coeficientes parciais de seguranca, que se ilustra esquema-
ticamente na Figura 2.1.

fe(x) fr(x)

0.95 0.05

Densidade de
probabilidade

E, E; Ry Ry X

Figura 2.1 Representagdo esquemética do método dos coeficientes parciais de seguranga.
A seguranca considera-se satisfeita se Eq < Rg4. As fungdes fr(z) e fr(x) representam as
chamadas fung¢bes densidade de probabilidades das varidveis E e R, respetivamente. No
préximo capitulo recordaremos a definicdo precisa dessas funcgdes.

O termo parcial na expressdo coeficiente parcial de sequranca enfatiza o facto
de que cada varidvel interveniente num dado EL tem o seu préprio coeficiente de
seguranca. A aplicacdo de um coeficiente de seguranca distinto para cada varidvel
permite diferenciar as incertezas em cada varidvel, as quais, evidentemente, ndo sao
iguais em todas as variaveis.

Disse-se acima que os valores caracteristicos sdo determinados a partir de certos
quantis, por exemplo 0.95 no caso das acdes e 0.05 no caso das resisténcias. E impor-
tante salientar que a escolha desses quantis é perfeitamente convencional. Na verdade,
poder-se-iam usar quaisquer outros quantis, desde que os coeficientes parciais de se-
guranga fossem corrigidos de modo a obter os mesmos valores de dimensionamento, e
portanto a mesma fiabilidade. Existem boas razoes, porém, para adotar esses quantis.
Com efeito, os valores caracteristicos baseados nesses quantis podem ser estimados
com um nivel razodvel de confianca a partir de amostras de relativamente pequena
dimenséo (dimensdo de 10 a 15, como ordem de grandeza). Se se usassem quantis
mais elevados para as agoes (por exemplo 0.99) e mais baixos para as resisténcias (por
exemplo 0.01), seriam necessdrias amostras de maior dimensdo para o mesmo nivel
de confian¢a nas estimativas.

O método dos CPS, expresso na Eq. (2.5), é dito método semi-probabilistico
visto que utiliza alguns conceitos probabilisticos, nomeadamente o conceito de valor
caracteristico. No entanto, visto que as agOes e as resisténcias sao representadas por
um unico valor, o método é na sua esséncia um método deterministico.

Convém salientar que, num problema tipico de segurancga, intervém mais do que
apenas duas varidveis. Na verdade, a varidvel F é, ela propria, funcdo de outras varia-
veis: cargas atuando simultaneamente, dimensoes dos elementos estruturais, propri-
edades eldsticas dos materiais, e assim por diante. Também a varidavel R é em geral
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funcao de outras variaveis: resisténcia dos materiais, dimensoes das seccoes dos ele-
mentos estruturais, entre outros. As diferentes varidveis intervenientes nos problemas
de seguranca, por vezes chamadas de waridveis bdsicas, podem agrupar-se em trés
tipos principais:

m agoes (Fy, Fy,...);
m propriedades dos materiais (f1, fa,...);
m grandezas geométricas (a1, as, ... ).

O efeito E é assim funcao dessas variaveis, o mesmo sucedendo com a resisténcia R.
Em simbolos®:
E:E(Fl,FQ,...,fl,fg,...,al,ag,...), (26)
R:R(Fl,FQ,...,fl,fg,...7a17a27...). (27)

De acordo com o método dos CPS, o calculo de E; e Ry é feito substituindo cada
uma das varidveis béasicas pelo respetivo valor de dimensionamento, isto é:

Eq = E(Fi4, Foq, ..., fid, fods - - 014, G245 - - .) (2.8)

Rd = R(Fld, ng, ey flda fgd, ce.yQ1d,02d, - - - ) (29)

O valor de dimensionamento da agdo F; é dado em geral por uma expressao do
tipo:

Fig = vp, - ;- F; (2.10)

onde v; representa um eventual coeficiente de redugdo a aplicar as chamadas agoes
varidveis acompanhantes (a definir mais & frente) e os restantes simbolos tém o signi-
ficado visto anteriormente.

No caso dos materiais, o valor de dimensionamento da propriedade f; é em geral
calculado por uma expressao do tipo:

S

M,

fia = (2.11)

O valor caracteristico f;; refere-se geralmente ao quantil 0.05 da distribuicao de pro-
babilidade de f;. No entanto, se um valor elevado desta propriedade for desfavordvel a
seguranca, deve utilizar-se o quantil 0.95. No caso das propriedades eldsticas (médulo
de elasticidade e coeficiente de poisson), o valor caracteristico a usar é geralmente o
valor médio.

5Note-se que alguns efeitos de acdes dependem das propriedades dos materiais. Por exemplo,
os impulsos de terras numa estrutura de suporte (efeito de agédo) dependem do angulo de atrito do
aterro (um pardmetro resistente do material). Da mesma forma, algumas resisténcias dependem
das agoes. Por exemplo, o momento resistente de uma secgao depende do esforgo axial que lhe esta
aplicado, e a forga de atrito médxima na base de uma sapata depende do esforco axial transmitido &
sapata.
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Relativamente as grandezas geométricas, o valor de dimensionamento é obtido
geralmente através de uma tolerancia. Assim, designando por Aa a tolerancia relativa
a grandeza a, o respetivo valor de dimensionamento é dado por:

ag = Qpom £ Aa (2.12)

onde ayom, designado wvalor nominal, é o valor de a que consta nos desenhos de
construcao. Visto que as grandezas geométricas apresentam geralmente menor vari-
abilidade comparativamente com as agoes e propriedades dos materiais, o valor de
dimensionamento coincide habitualmente com o valor que consta nos desenhos de
construcao, isto €, ag = Gnom, 0 que equivale a ado¢do de uma tolerancia nula.

No caso de algumas grandezas geométricas, a sua variabilidade esta incluida na
variabilidade de outras grandezas que com elas estao relacionadas, ndo havendo assim
a necessidade de introduzir qualquer tolerdncia. E o caso, por exemplo, da drea das
armaduras ordindrias (vardes para betdo armado). Como a tensdo de cedéncia dessas
armaduras ¢é calculada dividindo a forca de cedéncia obtida nos ensaios de tracio pela
drea nominal dos vardes (ndo pela drea real), a variabilidade da tensdo de cedéncia
assim obtida j& incorpora a variabilidade das areas dos vardes.

Antes de se apresentar um exemplo de aplicacdo do método dos CPS, convém
chamar a atengdo para que a condicdao de seguranca Ey < Ry é escrita de maneira
ligeiramente diferente consoante o tipo de EL em consideracao. Por exemplo, no caso
dos EL de resisténcia, a condigdo de seguranca ¢é estabelecida geralmente em termos
de esforgos. Assim, para o EL ultimo de flexdo, escreve-se Mgy < Mpq; para o EL
de pecas s6 com esforgo axial escreve-se Ngg < Ngg; para o EL de esforco transverso
escreve-se Vg < Vgq, € assim sucessivamente. O primeiro valor é designado esforco
atuante de cdlculo e o segundo esforco resistente de cdlculo.

Vejamos um exemplo de aplicacdo do método dos CPS.

Exemplo 2.1  Considere-se a estrutura cujo modelo se representa na Figura
junta. A estrutura suporta uma carga ) e o seu peso préprio é desprezavel.

Q

3.00

Por meio de algum processo de controlo eficaz, sabe-se que a carga ) nao pode
ultrapassar 210 kN, mas existem duvidas sobre a capacidade de suporte da
estrutura a essa carga. Mais especificamente, suspeita-se que a resisténcia do
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tirante AB néo é suficiente. O tirante é constituido por um vardo ordindrio da
classe A500 com didmetro de 20 mm (A = 3.14 cm?). O valor caracteristico da
tensao de cedéncia do ago, fyi, ¢ de 500 MPa.

Recorrendo ao método dos CPS, verificar a seguranca ao EL de resisténcia
do tirante face a uma carga @) de 210 kN. Considerar o coeficiente de seguranca
habitual para armaduras ordinarias vy; = 1.15.

Resolugao

Uma vez que o tirante possui apenas esforco axial, a condigdo de seguranga
é Ngq < Ngy4. H4 pois que determinar o esforgo axial atuante (que é funcdo da
carga (), e o esforco axial resistente (que é funcdo da tensdo de cedéncia f, do
ago).

Relativamente ao esforco axial atuante, este determina-se facilmente efetu-
ando o equilibrio do né B:

F
‘9; }g YF,=0 < Fcosf=Ng (a)
Ne SF,=0 «© Fsnf=2 (b)
Q2 2
Dividindo (a) por (b), vem:
1 Ng Q
= — N =
tanf  Q/2 < 7 2tan6
Q 2
& Np= =-Q.
P9 x 33 @

Como a carga ) nao pode ultrapassar 210 kN, este é o valor de dimensiona-
mento a considerar, isto é, Q4 = 210 kN. Note-se que s6 se justificaria aplicar
um coeficiente de seguranca a esse valor, se o processo de controlo referido no
enunciado nao fosse totalmente eficaz. Estamos a admitir que é eficaz. Assim,

Ngq = (2/3)(210) = 140 kN.

Relativamente ao esforco axial resistente, N, é dado pelo produto da tensao
de cedéncia do aco, f,, pela area do varao, As, isto é, Np = f,As. Tem-se, pois:

Npra = fyaAs
— @As
Y™
500 x 103

B (3.14 x 107*) = 136.6 kN.

Como Ngg > Ngg, a seguranca nao se encontra satisfeita.

Dissemos anteriormente que a condicdo de seguranca F; < Ry necessita de ser
adaptada em funcdo do EL em consideracao, devendo por isso ser encarada de forma
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simbélica. Vejamos mais alguns casos onde tal adaptagdo é necessaria.

No caso da flexdo composta, por exemplo, o EL é estabelecido em termos do par
de esforgos (M, N), de modo que é necessirio adaptar a condigdo de seguranca, uma
vez que nao tem sentido a comparagdo de um par de esforgos atuantes com um par de
esforcos resistentes. Neste caso, a verificagdo da seguranga consiste em comprovar que
o ponto de coordenadas (Mgq4, Ngq) estéd localizado no interior da regido delimitada
pela curva formada pelos pontos (Mgq, Nr4), por vezes chamada curva de interacao
momento—esfor¢o axial. Em alternativa, a condi¢ao de seguranca pode ser escrita na
forma:

Mgq < (Mgq | Nea), (2.13)

onde Mgq | Ngq4 representa o momento resiste da secgao para um esforgo axial atuante
igual a Ngg.

No caso do EL de perda de equilibrio, a condi¢ao de seguranga é escrita geralmente
em termos de agoes, apresentando-se geralmente com o seguinte formato:

Eq,ast < Ed,stb, (2.14)

onde Fy g4+ representa o valor de calculo das agoes instabilizantes e Ey o, 0 valor de
calculo das agoes estabilizantes. No caso do EL tltimo de derrubamento, as agoes
referem-se aos momentos calculados em torno do ponto onde ha risco de rotacao. Para
verificar a seguranca ao EL de perda de equilibrio comeca por isolar-se a estrutura
em estudo (tratando-a como corpo rigido), representando todas as agbes que nela
atuam (diagrama de corpo livre) na situagdo limite, isto é, quando a estrutura estd na
iminéncia de perder o equilibrio. Estas a¢oes e os seus efeitos (por exemplo, momentos,
no caso do EL ultimo de derrubamento) serdao colocados no primeiro membro ou no
segundo membro da inequagdo (2.14) consoante sejam agoes instabilizantes ou agoes
estabilizantes.

Os EL de perda de equilibrio incluem, tradicionalmente, o deslizamento (transla-
¢do da estrutura, como corpo rigido) e o derrubamento (rotaciao da estrutura, como
corpo rigido). No entanto, de acordo com os Eurocédigos Estruturais, o EL de des-
lizamento (de muros de suporte de terras, por exemplo) deve ser tratado como EL
de resisténcia, pois o EL ocorre quando é ultrapassada uma resisténcia, neste caso a
resisténcia ao corte na interface entre o terreno e a base da sapata.

2.5.3 Metodologia probabilistica

Na metodologia probabilistica, as varidveis E e R sao representadas, ndo por um tnico
valor, mas por uma distribuicdo de probabilidade. Estas distribui¢cdes descrevem a
incerteza nos possiveis valores dessas variaveis. Uma vez atribuidas distribui¢oes de
probabilidade a F e R, pode avaliar-se sem dificuldade a probabilidade do evento E >
R, probabilidade essa que designaremos por probabilidade de falha®. A probabilidade
de falha é assim definida por:

ps = P(E > R) (2.15)

6Na literatura inglesa esta probabilidade é designada failure probability, e traduzida frequente-
mente por probabilidade de colapso, ou ainda probabilidade de rotura. Estas traducbes nao sado
totalmente satisfatérias pois transmitem a ideia de EL ultimo, e a probabilidade de que estamos a
falar (probabilidade de se ultrapassar um determinado EL) aplica-se tanto a EL Gltimos como a EL
de utilizacdo. Por este motivo iremos usar ao longo do texto a tradugao literal, isto é, probabilidade
de falha.
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Na abordagem probabilistica da seguranca estrutural, procura-se que a probabili-
dade py seja inferior a um valor previamente aceite como maximo admissivel, ou valor
alvo (target), usualmente representado por pyr. Assim, numa abordagem totalmente
probabilistica, a verificacao da seguranca em relagdo a um determinado EL consiste
em verificar a condigdo:

Pf S DfT (2.16)

Os regulamentos modernos para a segurancga das estruturas contém recomendagoes
respeitantes a probabilidade pyr. Um valor tipico para EL ultimos e para um pe-
riodo de 50 anos é pyr = 7.2 x 107°. No Capitulo 11 analisaremos o problema da
determinacdo da probabilidade pyr.

No préximo capitulo iremos considerar novamente a estrutura do exemplo anterior
e, apos uma breve recapitulagdo da teoria das probabilidades, iremos determinar a
probabilidade do tirante romper quando se aplica uma carga @ = 210 kN (Exemplo
3.5, p. 45). Veremos que essa probabilidade é muito baixa, concluindo-se que a fiabi-
lidade da estrutura face ao cenario de rotura do tirante é suficiente. Pode acontecer
assim que uma estrutura nao verifique a seguranga segundo o método dos CPS e
ainda assim possua fiabilidade suficiente. Por este motivo, a aplicagdo de metodolo-
gias probabilisticas tem vindo a ser fortemente encorajada no dominio da seguranca
de estruturas existentes. Se uma estrutura nado cumprir os critérios de seguranca se-
gundo o método dos CPS, ndo devemos concluir logo que a estrutura necessita de
ser reforcada. Como os trabalhos de reforgo sdo em geral muito onerosos, justifica-se
plenamente uma andlise da seguranca mais rigorosa. Se se concluir que a estrutura,
afinal, possui fiabilidade suficiente, os trabalhos de reforgo serdo desnecessarios e os
fundos poupados poderdo ser empregues de maneira mais eficiente em trabalhos de
manutencao.

Esclarece-se de seguida uma questdao que poderd surgir na mente do leitor. Uma
vez que, quando os EL ultimos sdo atingidos, necessariamente ji se violaram os EL
de utilizacdo, nao seria suficiente verificar a seguranga apenas aos EL de utilizagao?
Se estiver garantida a seguranga aos EL de utilizagao, entao, aparentemente, estaria
automaticamente garantida a seguranga aos EL tultimos, pois os EL de utilizacao
ocorrem sempre primeiro. Por que razao é entao necessario considerar explicitamente
ambos os EL, utilizacdo e ultimos?

Esta questao é facilmente compreendida se atendermos & natureza probabilistica
do problema da seguranga. De facto, quando se afirma que a seguranca a um estado
limite se encontra satisfeita, ndo se esta a firmar que esse estado limite ndo vai ser
atingido, mas tdo somente que a probabilidade de ele ser atingido é pequena (e apro-
priada & gravidade das consequéncias da sua violagdo). Visto que os EL tltimos sdo
muito mais graves do que os EL de utilizagao, é necessario comprovar que tenham uma
probabilidade de ocorréncia muito mais baixa, pelo que tém de ser sempre conside-
rados explicitamente. Alids, muitas vezes, a verificacdo da seguranga é condicionada
pelos EL tltimos, nao pelos EL de utilizagao.
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2.6 Acoes

2.6.1 Classificacao das acoes

As agoes sdo grandezas capazes de alterar o estado de tensdo e/ou deformacao das
estruturas’. Podem corresponder a forcas aplicadas na estrutura (o seu peso préprio,
por exemplo), ou a deformagoes impostas (variagbes de temperatura, por exemplo).
Uma acdo é considerada como agdo individual se puder ser considerada estatistica-
mente independente (no tempo e no espago) das restantes agoes. Quando duas agoes
estiverem fortemente correlacionadas entre si (por exemplo, quando tém origem co-
mum), devem ser consideradas como fazendo parte da mesma agao. E o caso, por
exemplo, da forca de frenagem dos veiculos transmitida a uma ponte, que devera ser
considerada como fazendo parte da sobrecarga que lhe dé origem.

As agoes podem ser classificadas segundo critérios varios. Do ponto de vista da
variabilidade ao longo do tempo e no espago, as agoes classificam-se em quatro grandes
categorias:

1. Permanentes (G): agdes cuja variabilidade no tempo é desprezavel, ou, néo
sendo desprezavel, da-se sempre no mesmo sentido (agdo monoténica). Por
exemplo:

peso préprio da estrutura;

peso préprio de elementos nao estruturais;
pré-esforgo;

retracdo e fluéncia do betdo®;

impulsos devido ao peso de terras;

certas pressoes hidrostaticas;
assentamentos de apoio.

2. Varidveis (Q): agdes cuja variabilidade no tempo ou no espago é significativa.
Por exemplo:

sobrecargas de utilizagao;

vento;

neve;

variagoes de temperatura;

pressoes hidrostaticas e hidrodindmicas.

3. Acidentais (A): agbes excecionais de baixa probabilidade de ocorréncia, em
geral de curta duracgao e intensidade significativa. Por exemplo:

colisoes;

incéndios;

explosoes;

queda de cimbre durante a construgao;
tornados;

queda excecional de neve.

"Em sentido mais amplo, as a¢des devem incluir certo tipo de influéncias ambientais suscetiveis
de afetar o desempenho das estruturas, particularmente a sua durabilidade (por exemplo, agdo dos
cloretos, a¢do da humidade, acio do COz), ou mesmo suscetiveis de provocar o seu colapso (por
exemplo, acdo da erosdo em fundagdes).

8 A retracdo e fluéncia do betdo variam com o tempo, mas por se tratarem de efeitos monoténicos,
classificam-se como permanentes.
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4. Acao sismica (Ag).

Repare-se que a acado sismica estd a ser classificada autonomamente, o que se har-
moniza com a tendéncia atual. Embora ela apresente semelhancas com as agoes de
acidente, no sentido de que pode assumir valores extremamente gravosos em curtos
espacos de tempo, a verdade é que se trata de uma acdo com caracteristicas muito
proéprias, fazendo todo o sentido tratd-la de forma individual. Conforme veremos, a
propria combinagao de agdes onde intervém a acgao sismica é diferente das restantes
combinagoes.

Existem ainda outros critérios de classificagdo das acbes. Por exemplo, quanto ao
tipo de resposta que provocam na estrutura, as agoes podem ser:

1. Estdticas: agbes que nao causam aceleracoes significativas na estrutura.
2. Dindamicas: agbes que, devido a sua variabilidade rapida no tempo ou no espago,
causam aceleragoes significativas na estrutura.

Quanto ao modo de aplicagdo, as agdes podem ser:

1. Diretas: agoes aplicadas sob a forma de forcas ou momentos.
2. Indiretas: agoes aplicadas sob a forma de deformagoes impostas (variagoes de
temperatura, por exemplo) ou aceleragoes impostas (agao sismica, por exemplo).

Quanto a variabilidade no espaco, as agoes classificam-se em:

1. Fizas: agdes com ponto de aplicacdo fixo no espaco.

2. Livres: acbes com ponto de aplicacao varidvel no espaco. As acoes livres poderédo
ser moveis, ou nao. Acoes moveis, também chamadas ac¢bes rolantes, sdo agoes
cujo ponto de aplicagdo segue uma trajetéria continua.

2.6.2 Representacao das acoes

As agoes poderdao ser descritas e quantificadas por meio de modelos com diferen-
tes graus de complexidade. Assim, por ordem crescente de complexidade, as agdes
poderao ser descritas por meio de:

m Valores representativos: sempre que a agdo seja quantificada por valor tnico.

m Varidveis aleatérias: sempre que a variabilidade da agdo ao longo do tempo
possa ser descrita por meio de uma tUnica varidvel aleatoria.

m Processos estocdsticos: sempre que a variabilidade da acao ao longo do tempo
nao possa ser descrita por uma tnica varidvel aleatéria.

O valor representativo mais comum é o chamado valor caracteristico, que corres-
ponde, como vimos, a um certo quantil da distribuicao de probabilidade em causa.

No caso de agbes permanentes GG, se a sua variabilidade puder ser considerada
pequena, como é em geral o peso préprio da estrutura, G é representada em geral
pelo seu valor médio, G,,. No entanto, se o EL em consideragao for muito sensivel as
variagdes de GG, deverdo usar-se dois valores, mesmo que a variabilidade seja baixa:
quantil 0.05 se a acdo for favoravel e 0.95 se a acgdo for desfavoravel, designados
valor caracteristico inferior e valor caracteristico superior, respetivamente. As agoes
permanentes poderao assim ser representadas por trés tipos de valores, Gg.o5, Gy, Ou
Go.95-
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No caso das agoes variaveis @), o valor caracteristico é o valor que tem uma proba-
bilidade pequena de ser excedido num certo periodo, chamado periodo de referéncia.
Nas situacGes mais comuns, o valor caracteristico Q@ é o valor com uma probabilidade
de excedéncia de 0.05 num periodo de referéncia de 50 anos, a que corresponde um
perfodo de retorno de aproximadamente 1000 anos®.

No caso de acoes de acidente A, estas sdo em geral representadas por um valor no-
minal, A,om, j& que em geral para essas a¢oes nao se dispoe de informagao estatistica
suficiente que permita a quantificacdo do valor caracteristico.

Para efeitos de combinacdo de agdes no &mbito do método dos CPS, definem-se

ainda, para acOes varidveis, os seguintes valores, chamados valores reduzidos:

m valor de combinacdo: Qcomp = Vo Qk;

m valor frequente: Qfreq = Y1 Q;
m valor quase permanente: Qgper = VP2 Q.

onde Q) representa o valor caracteristico da agdo varidavel Q). Os coeficientes g, 1
e 1o sao definidos nos regulamentos e normas de seguranca estrutural de cada pais.

2.7 Situacoes de projeto

Um conceito que ajuda a sistematizar o processo de verificagdo da seguranca das
estruturas é o conceito de situagdo de projeto. Situagdes de projeto (SP) referem-
se a determinados cenarios de exposicao da estrutura as agoes, durante os quais é
necessario verificar que os estados limites ndo sao excedidos. Nos casos comuns, a
verificagdo da seguranca das estruturas é feita para quatro situagdes de projeto, a
saber:

SP persistentes: correspondem as situagoes normais de uso da estrutura.

m SP transitérias: correspondem a situacgoes temporarias, com duragao limitada
no tempo, como por exemplo a fase construtiva ou durante a realizacao de
trabalhos de reabilitacao.

m SP acidentais: correspondem a cenarios de ocorréncia de acidentes.

m SP sismica: corresponde a um cenario de ocorréncia de sismo.

No caso de estruturas sujeitas a cargas que se repetem ciclicamente podera haver
lugar a perda de resisténcia por fenémenos de fadiga. Para essas estruturas deve
considerar-se adicionalmente uma SP envolvendo fadiga, para a qual é necessario
verificar a seguranga. Os critérios de seguranca para esta situagio estdo fortemente
dependentes do tipo de material da estrutura, de modo que sdo normalmente definidos
nos regulamentos e normas referentes aos diferentes tipos de estrutura segundo o
material. Exemplos de estruturas onde o problema da fadiga podera ser condicionante,
incluem: (1) pontes ferrovidrias sujeitas a trafego intenso; (2) vigas de suporte a
pontes rolantes; (3) estruturas de apoio a maquinas induzindo vibragoes; (3) chaminés
sujeitas a vibragoes provocadas pelo vento.

A cada uma SP corresponde uma combinacao de agdes. Vejamos entdo as regras
de combinagao de agoes a usar no ambito do método dos CPS.

9No Capitulo 12 apresentaremos uma definicio precisa de periodo de retorno e aprenderemos a
determinar valores caracteristicos em fun¢do do perfodo de retorno. (Ver p. 194.)
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2.8 Combinacao de acoes

2.8.1 Regras gerais

Uma vez que as estruturas estdo sujeitas a varias a¢es atuando simultaneamente, é
necessario combiné-las adequadamente. Enuncia-se de seguida trés regras fundamen-
tais relativas & combinacao de agoes:

m As agbes permanentes figuram sempre em todas as combinacoes, mas ndo devem
ser majoradas quando os seus efeitos forem favoraveis.

m As agOes varidveis s6 devem figurar nas combinacoes se a sua presenca for des-
favoravel para o EL em consideracéo.

m S6 devem figurar na mesma combinagdo as agdes cuja ocorréncia simultdnea
seja verossimil. Agoes que, por razoes fisicas ou funcionais, ndo possam ocorrer
simultaneamente, nao devem combinar-se. Por exemplo, nao faz sentido combi-
nar a agao da neve, que corresponde a cenario de inverno, com uma variacao de
temperatura positiva (aquecimento), que corresponde a um cendrio de verao.

Convém referir que sao as agoes que se combinam, nao os seus efeitos. No entanto,
se se assumir comportamento linear para a estrutura, as agdes e os seus efeitos sdo
proporcionais entre si, de modo que o efeito de uma combinagao de agdes ¢é igual a
combinacao dos efeitos de cada agdo. Esta regra, que permite assim combinar efeitos
de agoes, é conhecida como principio da sobreposicao dos efeitos, e pode ser escrita
simbolicamente por meio da expressao:

E(c1 Qi+ c2Q2) =1 E(Q1) + c2 E(Q2), (2.17)

onde Q7 e Q2 sao duas agoes quaisquer e ¢ e ¢z, duas constantes. Note-se que o sinal
«+» do primeiro membro nao tem o sentido de soma algébrica, pois na maior parte
das vezes as acOes que se combinam tém configuracdo ou natureza diferente. J& o
sinal «+» do segundo membro pode ser encarado corretamente como soma algébrica.
Enfatiza-se que o principio da sobreposicao dos efeitos é valido apenas no caso de se
assumir que a estrutura tem comportamento eldstico linear.

2.8.2 Combinacoes para estados limites ultimos

As regras especificas para as combinagoes de acbes variam de pais para pais. Para
ilustrar o formato tipico dessas regras, consideremos brevemente as combinacoes usa-
das em Portugal e que sdo consistentes com os Eurocodigos. Consideremos entao uma
determinada estrutura e admitamos que nela atuam as seguintes agoes:

m agoes permanentes: G1,Ga,...,Gpy;
m agoes varidveis: Qq1,Qa, ..., Qn;

m acdo de acidente, A;
m acdo sismica, Ag.

O valor caracteristico de cada uma dessas agoes é indicado usando o indice k, e
o valor de dimensionamento o indice d. Os coeficientes de seguranca para as agoes
permanentes serdo representados por 7, e para agoes varidveis por vg. Recorde-se
que o objetivo é determinar, para cada EL relevante, o valor de dimensionamento do
efeito de acao respetivo, Fy, a fim de comparar com Ry. O efeito 4 serd determinado
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recorrendo a um modelo que transforma agées em efeitos de agdes, chamado modelo
estrutural, ou modelo de célculo. O modelo estrutural pode assim ser encarado como
uma funcéo, representada simbolicamente por:

E; = E(agdes atuando simultaneamente).

Para as SP persistentes, o efeito E; é calculado pela combinagao:

m n
Eq=FE ZVGj Gjk + 70, Qi + ZWQi Yoi Qik | - (2.18)
j=1 =2
A acdo @ é chamada agdo varidvel base e as agoes Qs,Qs3, . ..,acoes acompanhan-

tes. Conforme se observa, as a¢des acompanhantes encontram-se multiplicadas pelo
coeficiente 1)y respetivo, que tem como efeito reduzir o valor com que a acao acom-
panhante intervém na combinagdo. O coeficiente ¥y pretende ter em conta o facto
de que, quando uma agdo varidvel é maxima, as restantes apresentam valores in-
feriores aos respetivos maximos, pois dificilmente as agdes variaveis serao maximas
simultaneamente. A combinagdo expressa na Eq. (2.18) designa-se por combinagio
fundamental de agées. Note-se que, em principio, é necessario efetuar tantas com-
binag¢bes fundamentais quanto o nimero de agbes varidveis atuantes na estrutura,
elegendo em cada combinagdo uma das agdes como acao variavel base e tratando as
restantes como ac¢oes acompanhantes. No fim escolhe-se a combinagdo para o qual o
efeito F,; é maximo!©.

Relativamente aos coeficientes parciais de seguranca, vg e 7, as normas e regula-
mentos poderao especificar valores distintos consoante o EL em consideracao, sendo,
no entanto, usuais os seguintes valores:

1.35, G desfavoravel 1.50, @ desfavoravel

e = 1.00, G favorével Te = 0.00, @ favoravel

Uma agdo é desfavordvel quando amplifica o efeito de acdo em consideragéo e desfa-
voravel caso contrario.

Para as SP transitdrias, as agbes combinam-se da mesma forma como para
as SP persistentes, isto é, a combinacio a usar é a fundamental. A diferenga estd
na quantificacdo dos valores caracteristicos das agdes varidveis, os quais, tratando-
se de situacbes com uma duragdo reduzida quando comparada com a vida 1util de
projeto, apresentam valores inferiores. No Capitulo 12 veremos como determinar
valores caracteristicos de agoes varidveis em funcao da duracgao da situagao proviséria.

Para as SP acidentais, a combinagao a usar, dita combinacdo acidental, tem o
formato:

E;=E Zij + Aq + 11 Quk +Zi/)2i Qik | - (2.19)

j=1 1=2

Conforme se observa, a ac¢do varidavel base é multiplicada pelo respetivo coeficiente
11 e as agOes acompanhantes por 5. Note-se que nenhuma acdo é majorada pelos
coeficientes parciais de seguranca. Tal decorre do facto da acao de acidente ser uma
acao de muito baixa probabilidade e pequena duracao.

10 A ideia expressa aqui baseia-se na chamada regra de Turkstra, segundo a qual o méximo de uma
combinagao de agdes ocorre com forte probabilidade quando uma das agdes varidveis é maxima.
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Refira-se que, no caso de alguns acidentes, é preferivel proteger a estrutura desses
acidentes, em vez de efetuar uma verificagao explicita da seguranca da estrutura aos
mesmos. Por exemplo, em vez de dimensionar um pilar de uma ponte contra a colisao
de uma viatura, em muitos caso é preferivel proteger o pilar através de uma guarda
de seguranca, o que também acaba por se refletir favoravelmente nas condigoes de
seguranga rodoviaria.

Para a SP sismica, a combinacgao a usar, dita combinacdo sismica, tem o formato:

E;=E Z Gir + Apa + Zd&i Qik | - (2:20)

j=1 i=1

Conforme se observa, a combinagido sismica é muito semelhante a combinacdo aciden-
tal, com a diferenga de que, no caso da combinagao sismica, todas as agdes varidveis
sdo quantificados pelos respetivos valores quase-permanentes.

Exemplo 2.2 A estrutura representada na Figura seguinte é constituida por
um pilar e uma viga. Esta sujeita a 5 ac¢oes, a saber: uma agdo permanente (g),
uma sobrecarga (¢), a acdo do vento (w), uma agdo de acidente (A) e a agdo
sismica (Ag).

A i & b P 1 i F 19 valores caracteristicos e coeficientes w:

S - Ag&o permanente: gj

- Sobrecarga: g, (y(=0.0, =0.0, 1,=0.0)
- Vento: w (¥0=0.6, ¥=0.2, ¥,=0.0)
- Agéo de acidente: A, (Valor de calculo)

- Agdo sismica: Agy (Valor de calculo)

Esquematizar as combinagoes de ac¢oes tendo em vista o dimensionamento do
pilar.

Resolucao

Do ponto de vista do dimensionamento do pilar, interessam as combinagoes
que maximizam o momento fletor na sua base. Comecando pela SP persistente
(combinagdo fundamental), visto que temos duas agdes varidveis (sobrecarga
e vento), é necessario considerar duas combinagdes de agdes: uma em que a
sobrecarga é a agao varidvel base e outra em que o vento é a acdo variavel base.
Tem-se pois:

1.35gx, + 1.5q; + 1.5%g,wy,
1.35gx + 15wk, + 1.5¢0qqx.

Note-se que, nesta tltima, a sobrecarga acaba por nao intervir na combinagao,
uma vez que possui ¥g = 0.0. Note-se ainda que a sobrecarga, por se tratar
de uma agao varidvel no espago (e também no tempo), sé deve ser posicionada
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nas partes da estrutura em que agrava os esforcos em consideragao. No presente
caso, para efeitos da seguranca do pilar, s6 deverd ser posicionada na consola

da direita. Tem-se, pois:

LT T T T "5

LT T 7T 7 T §1.35k CT T 7T 7 T §135%k
=
=[] L
- 3
o' - ~
X
. .
Combinagao fundamental, Combinacao fundamental,
acgao variavel base: sobrecarga acgao variavel base: vento

Relativamente a SP acidental hé que considerar também duas combinagoes:

9k + Agq + Y1wwi + VYaqQr,
gk + Ad + Y190k + V20w W.

No entanto, visto que os coeficientes ¥; e 1o da sobrecarga sdo ambos nulos,
apenas interessa a primeira combinagao.

Relativamente a combinagao sismica, ha apenas que considerar a combina-
cao:

Ok + Apd + Yok + Yo wy.

No entanto, a sobrecarga e o vento acabam por nao intervir na combinagao
sismica visto que ¥ = 0 em ambos os casos. A figura seguinte esquematiza os
carregamentos associados as combinacoes acidental e sismica:

Ill_llllllgk Ay Lt 1+ 1 f §9%
=]
&
o |
Ay
77 7777
Combinacéo acidental Combinacéo sismica

Assim, em resumo, temos essencialmente 4 combinacoes de acées. A combi-
nagao condicionante sera, naturalmente, a que conduzir ao maior momento na

base do pilar.
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2.8.3 Combinacoes para estados limites de utilizacao

Recorde-se que os EL de utilizagao sao estados de pequena gravidade, que ndo com-
prometem a seguranca das pessoas, mas apenas o funcionamento da estrutura (ou dos
elementos a ela ligados), o seu aspeto ou o conforto das pessoas. Os EL de utilizacao
s6 sao considerados como tal se permanecerem instalados durante um certo periodo
de tempo. Por exemplo, uma deformacao com determinado valor sé é considerada EL
limite quando permanecer acima de um determinado intervalo de tempo.

Assim, as combinacoes de agoes para EL de utilizacdo sdo em geral definidas tendo
por base uma certa duragio das agoes (ou um certo nimero de repeti¢oes). A titulo
de exemplo, apresenta-se de seguida as trés combinagoes previstas nos Eurocddigos
Estruturais.

A combinacgdo caracteristica, a usar em EL que se admitem poder estar insta-
lados apenas por periodos de muito curta duracao, é dada por:

m n
Eq=FE Z Gik + Qux + Zlﬂoz‘ Qik | - (2:21)
j=1 i=2

A combinacao frequente, a usar em EL que se admitem poder estar instalados
apenas por periodos de curta duracao, é dada por:

E;=E Z Gjr +111Quk + Z¢2z’ Qik | - (2.22)
=1 =2

Finalmente, a combinagao quase permanente, a usar em EL que se admitem
poder estar instalados por periodos de longa durag¢do, é dada por:

E,=F Zij + Z'L/)Qi Qik | - (2.23)
j=1 i=1

2.9 Durabilidade

Relativamente ao requisito da durabilidade, salienta-se que todas as estruturas sofrem
com o tempo alguma forma de deterioragao, o que exige a implementacao de trabalhos
peridédicos de manutencao a fim de se manterem numa boa condi¢do. O requisito da
durabilidade sé deixa de ser satisfeito quando os custos de manutencgao sdo superiores
aos inicialmente previstos.

A regulamentacao atual d&4 muita énfase ao requisito da durabilidade. Por exem-
plo, a NP EN 206 dedica uma boa parte das suas clausulas a questoes de durabilidade,
e o mesmo sucede com os Eurocddigos Estruturais.

As metodologias para a verificacdo do requisito da durabilidade podem ser agru-
padas em duas categorais principais:

m metodologia prescritiva, baseada em determinadas regras a respeitar, sem con-
sideracao explicita dos mecanismos de degradacao;
m metodologia baseada no desempenho (metodologia probabilistica).
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Os Eurocédigos Estruturais preconizam sobretudo o uso da primeira metodologia,
embora prevejam também a possibilidade de se usar a segunda, na qual os mecanismos
de deterioragao (por exemplo, corrosdo das armaduras) sio modelados considerando
a variabilidade (e a consequente incerteza) das diferentes varidveis intervenientes.

2.10 Robustez

Como vimos anteriormente, uma estrutura é robusta quando néo é suscetivel de sofrer
danos desproporcionais a causa que lhes da origem. Tratando-se de um conceito rela-
tivamente impreciso!'!, a satisfacdo do requisito da robustez é feita principalmente ao
nivel das boas praticas de concecao, como por exemplo, privilegiando ligagées monoli-
ticas entre os diferentes elementos estruturais que compoem a estrutura. Claramente,
ao aumentarmos o monolitismo da estrutura e consequentemente o grau da sua hi-
perstaticidade, estamos a criar percursos de carga alternativos para o caso de um dos
elementos estruturais sofrer danos graves, e isso aumenta a robustez da estrutura.

Deve-se evitar solucdes estruturais que potenciem o colapso progressivo, privile-
giando a ocorréncia de modos de rotura dicteis, em detrimento de modos de rotura
frageis. Tal podera ser conseguindo sobredimensionando a estrutura face aos modos
de rotura frageis, de modo a aumentar a probabilidades dos modos de rotura ducteis
ocorrerem primeiro. Outra forma de reduzir o risco de colapso progressivo podera
consistir em adotar uma estratégia de segmentagdo da estrutura, evitando que um
colapso local néo se transforme em colapso global.

Como dito acima, as boas praticas de concecao sao fundamentais para conseguir
estruturas robustas. A titulo de exemplo, a Figura 2.2 mostra uma ponte metéalica
que sofreu um incidente, quase provocando a queda de uma das vigas por falta de
apoio. Conforme se observa, a existéncia de uma biela ligando as vigas, como medida
simples de concec¢ao, impediu a queda de uma das vigas e evitando, assim, o colapso
da estrutura. Este exemplo mostra a importancia do projetista prestar atengao a cada
detalhe do seu projeto.

Podera ser acordado entre o dono de obra e o projetista verificacbes explicitas
de robustez. Por exemplo, no caso de uma ponte de tirantes, poderd ser decidido
verificar que a ponte seja capaz de manter a sua integridade em caso da rotura de
dois tirantes consecutivos. No caso de um edificio poderd ser decidido verificar que o
edificio seja capaz de manter a sua integridade em caso de rotura de qualquer um dos
pilares de fachada. Estas verificacbes explicitas de robustez deverdo ser efetuadas,
naturalmente, para uma SP acidental.

11 De facto, néo é facil definir o limite acima do qual determinado dano deixa de ser proporcional
a causa que lhe da origem.
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[

Figura 2.2 Ponte metdlica numa situacido de quase colapso devido a um incidente. A biela
ligando as vigas aumentou significativamente a robustez da estrutura.



Capitulo 3

Conceitos fundamentais de
probabilidade

Como mencionado anteriormente, os métodos probabilisticos desempenham um papel
fundamental no dominio da seguranca estrutural. E pois oportuno fazer uma breve
revisdo dos conceitos elementares de probabilidade. Os conceitos principais serao
ilustrados por meio de exemplos, todos eles diretamente relacionados com o problema
da seguranga estrutural. O presente capitulo trata dos conceitos e métodos para o
caso unidimensional, e o préximo capitulo estende-os ao caso multidimensional.

3.1 Nocoes basicas

3.1.1 Nocao de probabilidade

Existem diferentes interpretagées do conceito de probabilidade. Mencionaremos ape-
nas as que tém maior interesse no dominio da seguranga estrutural: a interpretagao
frequencista e a interpretacao Bayesiana.

A interpretacao frequencista, que dominou claramente a primeira metade do século
XX (Paulino et al., 2003), identifica a probabilidade de um acontecimento com a res-
petiva frequéncia relativa. Recorde-se que, dada uma experiéncia aleatéria realizada
n vezes, a frequéncia relativa de um acontecimento A associado a essa experiéncia é

definida por:
n

fa= WA, (3.1)

onde ny é o nimero de ocorréncias de A nas n realizacoes da experiéncia.

A interpretacdo frequencista baseia-se no principio da regularidade estatistica,
segundo o qual, quando o nimero de realizacoes de uma experiéncia aleatéria aumenta
e a experiéncia é realizada nas mesmas condig¢Oes, a frequéncia relativa dos diferentes
resultados (ou acontecimentos) dessa experiéncia tende a estabilizar, dando origem &
defini¢do de probabilidade do acontecimento A por meio do seguinte limite:

P(A) = lim 4. (3.2)

n—oo nN

27
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Esta interpretagido apresenta uma limitagdo importante: pressupoe que a experi-
éncia em estudo seja repetivel e nem todos as experiéncias sao passiveis de repeticao,
e mesmo as que o sdo nem sempre se realizam nas mesmas condi¢ées. Por exemplo,
suponha-se que se deseja avaliar a probabilidade de um determinado edificio colapsar
nos préximos 50 anos. Ora, se esse edificio colapsar, isso s6 acontece uma vez, nao
sendo por isso uma experiéncia repetivel. Por outro lado, mesmo que se considerasse
que as n repetigoes da experiéncia correspondem a observagao de n edificios seme-
lhantes (durante um certo periodo de tempo), mesmo assim surgiria a dificuldade do
cumprimento do requisito de que a experiéncia tem de ser realizada em condigoes
semelhantes, pois nao existem dois edificios iguais, sujeitos a idénticas condigoes.

A interpretacao Bayesiana de probabilidade permite ultrapassar estas limitacoes.
Segundo esta interpretacao, a probabilidade de um acontecimento é simplesmente uma
medida na escala entre 0 e 1 da confianca que se tem na eventual ocorréncia desse
acontecimento, independentemente de ser repetivel ou ndo. O valor 0 indica plena
confianga de que o acontecimento nao ocorrerd e o valor 1 indica plena confianca de
que ocorrera.

Esta confianga, ou grau de certeza, depende fundamentalmente do nivel de infor-
magao que se tem a respeito desse acontecimento, ndo tanto do acontecimento em
si. Assim, a probabilidade estd sempre condicionada & informacéo que se dispée do
acontecimento em apreco, podendo ser alterada sempre que surjam novas informa-
¢oes que modifiquem as expetativas que se tinha inicialmente. Nao existem, pois,
probabilidades absolutas (Bernardo e Smith, 1994). A interpretagdo Bayesiana, por
vezes referida também como interpretagdo subjetiva ou personalista (Paulino et al.,
2003), é substancialmente diferente da interpretagio frequencista, que interpreta a
probabilidade em sentido absoluto, definindo-a até mesmo por meio de uma equacao
direta (Eq. (3.2)).

Note-se no entanto que, se estiver a analisar-se uma experiéncia repetivel e se
existirem resultados em ntmero suficiente dessa experiéncia, pode fundamentar-se
a atribuicdo de uma probabilidade — como medida de confianca—a partir de uma
frequéncia, e nesse sentido pode afirmar-se que a interpretacdo Bayesiana de probabi-
lidade engloba a interpretacao frequencista como um caso particular (Hahn e Shapiro,
1994).

E interessante notar que a interpretacdo Bayesiana estd inteiramente em harmonia
com o uso da palavra probabilidade no quotidiano. Por exemplo, quando alguém
diz, referindo-se a um determinado acontecimento futuro, «isso é pouco provavel que
acontegay, essa pessoa estd a afirmar que ndo sabe se o acontecimento vai ocorrer ou
nao, mas ficara mais surpreendida se acontecer do que se nao acontecer. Se se pedir a
essa pessoa que expresse a sua confianga numa escala entre 0 e 1, explicando-lhe que
0 significa que tem a certeza que nao vai acontecer e 1 significa que tem a certeza que
vai acontecer, talvez o consiga fazer.

Visto que nao existem probabilidades absolutas, ndo sendo assim possivel definir
o conceito por meio de uma equacao explicita (como a Eq. (3.2), por exemplo), surge
o problema de como definir rigorosamente o conceito de forma a ser possivel construir
uma teoria logica e consistente para o cdlculo de probabilidades. Os mateméticos
resolveram o problema definindo o conceito de probabilidade de forma axiomaética,
isto é, introduziram o conceito através das propriedades (chamados axiomas) que
tem de satisfazer. Recorde-se entdo os trés axiomas, conhecidos por axiomas de
Kolmogorov, que constituem a base para a construcao de toda a teoria matematica
das probabilidades.
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Seja S o espaco de resultados de uma dada experiéncia!. Seja A um aconteci-
mento qualquer desse espago. Chama-se probabilidade de A ao ntimero real, em geral
representado por P(A), que mede a confianga que se tem na eventual ocorréncia de
A e que satisfaz os seguintes axiomas:

1. 0< P(A) <1
2. P(S) =1

3. Se A e B forem dois acontecimentos disjuntos, isto é, acontecimentos que nao
podem ocorrer conjuntamente, entao a probabilidade de ocorréncia de qualquer
um deles é dada pela soma das suas probabilidades de ocorréncia individuais.
Em simbolos: P(AU B) = P(A) + P(B).

O primeiro axioma afirma que a probabilidade é um niimero compreendido entre 0
e 1. O segundo afirma que o espago de resultados é um acontecimento certo, isto é, se
a experiéncia for realizada, pelo menos um dos acontecimentos do espaco de resultados
ocorre, o que é logico, em vista da defini¢do de espago de resultados. O terceiro afirma
que as probabilidades sdo aditivas?. A partir destes axiomas é possivel deduzir todas
as propriedades do conceito de probabilidade. Por exemplo, pode demonstrar-se que,
dados dois eventos quaisquer, A e B, tem-se:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B). (3.3)

Os simbolos U e N, que vém da teoria dos conjuntos, representam, recorde-se, reuniao e
intersecao de conjuntos. A probabilidade P(AUB), que se 1é probabilidade de A ou B,
representa a probabilidade de ocorréncia de pelo menos um dos dois acontecimentos.
A probabilidade P(ANDB), que se 1é probabilidade de A e B, representa a probabilidade
de ocorréncia conjunta de ambos acontecimentos.

Por exemplo, considere-se a estrutura representada na Figura 3.1, constituida por
dois tirantes suspendendo uma carga (. Suponha-se que os unicos EL relevantes sdo a
rotura do tirante 1 e a rotura do tirante 2. Sejam A e B os seguintes acontecimentos:
A = {o tirante 1 rompe quando se suspende uma carga Q} e B = {o tirante 2 rompe
quando se suspende uma carga Q}. Entao, tratando-se de uma estrutura isostatica,
bastara a rotura de um tirante para que se dé o colapso. Assim, a probabilidade de
colapso da estrutura quando se suspende uma carga @ é:

pr=P(AUB)
— P(A) + P(B) — P(AN B).

Visto que os acontecimentos podem ser interpretados como subconjuntos de um
conjunto maior (o espaco de resultados), a probabilidade p = P(A) pode ser vista
como uma funcdo de conjunto: uma funcao que faz corresponder a cada aconteci-
mento A um nimero real p compreendido entre 0 e 1, que, como se disse, mede a
confianga (ou grau de certeza) que se tem a respeito da possibilidade de ocorréncia
desse acontecimento. As probabilidades p = 0 e p = 1 correspondem as duas situagoes
extremas em que nao ha incerteza: probabilidade nula indica nao ocorréncia certa e

1O espaco de resultados, por vezes também chamado espago amostral, refere-se ao conjunto de
todos os resultados possiveis da experiéncia.

2Note-se que estes axiomas, que se aceitam sem discutir, constituem propriedades do conceito de
frequéncia relativa, sendo por isso intuitivos.
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Q

Figura 3.1 Estrutura isostatica constituida por dois tirantes.

probabilidade unitaria indica ocorréncia certa. A probabilidade p = 0.5 corresponde a
méaxima incerteza e indica que ndo temos nenhuma informagao que nos faga acreditar
que uma das possibilidades, ocorréncia ou nao ocorréncia, é mais provavel do que a
outra.

Note-se que a interpretacao Bayesiana de probabilidade (como medida de confianga
ou de certeza) é perfeitamente compativel com experiéncias que ndo sejam puramente
aleatérias. Considere-se um exemplo. Suponha-se que se estd a avaliar a seguranca
de uma estrutura de betao armado existente, e, especificamente, deseja determinar-
se a probabilidade de se atingir o EL tultimo de flexdo numa determinada seccao
critica da estrutura onde hé sinais evidentes de corrosao das armaduras. Uma varidvel
importante do problema é a area de armadura nessa sec¢ao. Ora, a drea de armadura
é uma quantidade fixa—¢é a que 14 estd. Contudo, mesmo que se tenha acesso ao
projeto da estrutura, o seu valor exato é desconhecido, pois nao se sabe em que
medida a corrosdo provocou perda de sec¢do. Uma forma pratica de caracterizar a
incerteza nos possiveis valores da area de armadura é atribuir uma distribuicdo de
probabilidade a esses valores. Essa atribuicdo nao significa que se estd a afirmar que
a area da armadura nessa secgao é aleatéria, pois na realidade é uma quantidade fixa
(embora desconhecida). A atribuigdo de uma distribuigdo de probabilidade & area da
armadura surge assim como medida pratica e conveniente de descrever a incerteza
que se tem a respeito do seu valor.

Do ponto de vista Bayesiano, nao ha, portanto, qualquer objecdo em atribuir-
se distribui¢cbes de probabilidade a quantidades fixas. O verdadeiro valor de uma
quantidade fixa, mas desconhecida, é muitas vezes referido como o estado da natureza
(Benjamin e Cornell, 1970), o qual, por ser desconhecido, faz sentido atribuir-lhe
uma distribui¢do de probabilidade como medida pratica e conveniente de descri¢cao
de incerteza.
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3.1.2 Nocao de probabilidade condicionada

A atribuicdo de uma probabilidade a um acontecimento, ou a um estado desconhecido
da natureza, estd sempre condicionada a informagao disponivel. Nao admira por isso
que um dos conceitos probabilisticos mais importantes seja o conceito de probabilidade
condicionada. Sejam A e B dois acontecimentos (ou dois estados desconhecidos da
natureza). Chama-se probabilidade de A dada a ocorréncia de B ao valor que se
representa por P(A | B), dado por:

P(AN B)

=5 (3.4)

P(A|B) =

Note-se que esta equacao é uma definicdo, ndo carecendo por isso de qualquer de-
monstragdo. A probabilidade P(A | B) pode ser vista como a probabilidade de A em
relagdo ao espaco de resultados reduzido B.

Como evidéncia de que a defini¢do de probabilidade condicionada é consistente
com os axiomas de probabilidade, determinemos P(B | B), que obviamente tem de
ser igual a 1. Ora vejamos:

P(BN B)
P(B)
P(B)

“Pm "

P(B|B) =

Por definicao de probabilidade condicionada pode também escrever-se:

pay="2 (5(2)14) _r (;‘(Z)B). (3.5)

Juntando as Eqs. (3.4) e (3.5) resulta:

P(B|A)P(A)

PA|B) = ===

(3.6)
que constitui uma das formas de apresentacao do Teorema de Bayes e mostra que
a simples ocorréncia de B modifica a probabilidade de A, que era P(A) e passou a
ser P(A | B). Isto confirma o que se disse anteriormente de que a probabilidade de
um acontecimento nao deve ser encarada em sentido absoluto, pois é suscetivel de ser
modificada sempre que surjam novas informacoes.

A probabilidade P(A) é designada probabilidade a priori e mede a incerteza que
se tinha inicialmente a respeito do acontecimento A. A probabilidade P(A | B) é
designada probabilidade a posteriori e mede a incerteza em A depois de se observar
a ocorréncia de B. O Teorema de Bayes constitui assim um mecanismo formal de
alteracao de probabilidades face a novas informacdes. Note-se que a incerteza a pos-
teriori pode aumentar ou diminuir: diminui quando P(A | B) se aproxima de 0 ou 1
e aumenta quando se aproxima de 0.5.

Da definicdo de probabilidade condicionada obtém-se imediatamente o chamado
Teorema da multiplicacio de probabilidades:

P(ANB) = P(A| B) P(B) = P(B | A) P(A). (3.7)
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Recorda-se agora o chamado Teorema da probabilidade total. Mas antes recorde-
se o conceito de particdo de um espago de resultados. Seja S um espaco de resulta-
dos e Bjy,..., B um conjunto de acontecimentos desse espaco. Os acontecimentos
By, ..., By constituem uma partigdo de S se e 86 se (Figura 3.2):

1. BiNB; =¢ (¢ representa o conjunto vazio)

2. U, B, =S

Figura 3.2 Representacio esquemética de uma
particdo de um espaco de resultados.

Seja entao Bi, ..., By uma particdo do espago de resultados S, e A um aconteci-
mento qualquer desse espaco. O Teorema da probabilidade total afirma que:
P(A)=P(A| By)P(B1) + -+ P(A| Bg) P(Bg). (3.8)

Vejamos uma aplicagdo simples deste teorema.

Exemplo 3.1 Uma dada estrutura tem uma probabilidade anual de colapso
de 1076, Estimou-se que, se a estrutura colapsar, a probabilidade de alguém
morrer sob a estrutura é de 107!, Determinar a probabilidade de existir pelo
menos uma morte no préximo ano em resultado do colapso daquela estrutura.

Resolugao

Pretende-se determinar a probabilidade do evento A = {Alguém morre no
préximo ano em resultado do colapso da estrutura}. Seja B = {A estrutura
colapsa} e B= {A estrutura ndo colapsa}. Os acontecimentos B e B constituem
evidentemente uma partigao do espago de resultados em questdo. Ora, de acordo
com o enunciado P(B) = 1076 e P(A | B) = 10~!. Tem-se, pois:

P(A)=P(A|B)-P(B)+ P(A| B)- P(B)
=(107Y-(107% +0-(1-1079)
=10"".

Fazendo intervir o Teorema da probabilidade total no Teorema de Bayes, este
pode ser reescrito na seguinte forma:

P(A| B)) P(B))
P(A)

_ P(A[B;)P(B))

 XF, P(A|B) P(B))

P(B; | 4) =

, Jg=1...k (3.9)
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Exemplo 3.2 Admita-se que uma determinada viga de betdo armado possui,
segundo um perito, uma probabilidade de 0.75 de ter corrosao ativa nas arma-
duras. Com o objetivo de reduzir a incerteza sobre se existe ou ndo presenca
de corrosao, realizou-se um ensaio. O ensaio, contudo, nao é 100% fidvel, isto
é, pode dar um resultado errado. Mais concretamente, em 5% de elementos
sem corrosao, o ensaio indica que existe corrosao, e em 5% de elementos com
corrosao, o ensaio indica que nao existe corrosao.

Admita-se que a viga foi testada e o resultado foi positivo, isto é, indicou
corrosao ativa. Determinar a probabilidade atualizada da pecga possuir efetiva-
mente corrosao ativa.

Resolugao

Pretende-se determinar a probabilidade de existir corrosao sabendo que o
ensaio foi positivo. Designemos essa probabilidade por P(C' | +). Tem-se:

P(C)=0.75; P(C) = 0.25;
P(+|C)=0.95 P(—|C) = 0.05

P(+|C)=0.05; P(—|C)=0.95;
Aplicando o Teorema de Bayes, vem:

. P(+ | C)P(C)
PCIH) = 5670R0) + P+ [O)PO)
(0.95)(0.75)

= (095)(0.75) + (0.05)(0.25) ~ %

3.1.3 Nocao de independéncia estatistica

Recorda-se agora o conceito de independéncia estatistica entre dois acontecimentos.
Dois acontecimentos A e B dizem-se estatisticamente independentes quando a ocor-
réncia de um deles em nada afeta a probabilidade de ocorréncia do outro, isto é,
P(A|B)=P(A) e P(B|A)=P(B).

Comparando esta definicio com a Eq. (3.7) obtém-se imediatamente o seguinte
resultado:

A e B sdo independentes < P(ANB) = P(A)P(B), (3.10)
ou seja, quando dois acontecimentos sdao independentes a probabilidade de ocorréncia

conjunta é dada pelo produto das suas probabilidades.

Exemplo 3.3 Admita-se que uma estrutura tem uma probabilidade de colap-
sar p; = 107% em um ano qualquer e que um eventual colapso ¢ independente
de ano para ano. Determinar a probabilidade de colapso nos proximos 50 anos.
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Resolugdo

Seja p, = P(colapso em n anos). Tem-se:

pn = 1 — P(nao colapso em n anos)
=1 — P(néao colapso no ano 1 N nao colapso no ano 2N...)
=1 — P(néo colapso no ano 1) P(ndo colapso no ano 2) - -
=1-(1-p)"

Considerando p; = 1075, obtém-se psg =~ 50 x 107.

3.2 Variaveis aleatorias e distribuicoes de
probabilidade

3.2.1 Conceito de variavel aleatoria

No texto que segue, uma varidvel aleatoria refere-se a uma grandeza desconhecida,
ou incerta, cujos possiveis valores s6 poderao ser conhecidos em termos probabilis-
ticos. Uma tal varidvel ndo tem necessariamente natureza aleatdria (no sentido de
imprevisibilidade), podendo referir-se a um estado desconhecido da natureza.

Quando o valor de uma grandeza for conhecido com grau razoavel de certeza, diz-
se que se trata de uma grandeza deterministica. Temos assim dois tipos de grandezas:
aleatérias e deterministicas.

As varidveis aleatérias sdo tradicionalmente representadas por letras maitusculas
(X,Y,...) eas suas realizagoes particulares por letras mindsculas (z, y, ... ). Assim,
por exemplo, a expressdo P(X = x) representa a probabilidade da varidvel X assumir
o valor particular x.

As varidveis aleatérias podem ser discretas ou continuas. Uma varidvel X é dis-
creta quando o conjunto das suas realizagoes possiveis é numerével (finito ou infinito).
Uma variavel X é continua quando o conjunto das suas realizagoes possiveis é nao
numeravel. O conjunto das realizagbes possiveis de uma varidvel aleatoria é chamado
espago de resultados ou dominio da varidvel.

Seguem alguns exemplos de varidveis discretas:

m X ={0,1}, onde X = 0 significa que terminado elemento estrutural ndo possui
certo defeito e X = 1 significa que possui.

m X = {1,2,3}, com X representando uma das 3 classes de resisténcia dos agos
usados em Portugal nos ultimos 30 anos, respetivamente A235, A400 e A500.

m X = {Namero de camides que atravessam diariamente uma determinada ponte}.
O conjunto dos valores possiveis é naturalmente X = {0,1,2,... }.

Exemplos de varidveis continuas:

m X = {Resisténcia & compressdo do betdo de determinado elemento estrutural}.

m X = {Valor da sobrecarga de utilizagdo num determinado edificio}.

m X = {Velocidade do vento numa determinada localidade, a uma determinada
altura acima do solo}.



Varidveis aleatorias e distribuicoes de probabilidade 35

3.2.2 Distribuicoes de probabilidade

Variaveis discretas

Seja X = {x1,x2,... } uma varidvel discreta. Chama-se funcgio massa de probabilidade
de X (FMP) a funcao px () que associa a cada valor de X a sua probabilidade, isto
é, px(x;) = P(X =x;),i=1,2,..., e que satisfaz a seguinte propriedade:

> px (@) =1, (3.11)

A Figura 3.3 representa um gréfico tipico de uma FMP.

Px(x) Px(x;)

X4 X2 X; X

Figura 3.3 Gréfico tipico de uma FMP.

Chama-se fungio distribuicio cumulativa da varidvel X (FDC) a fungdo Fx(z)
definida para todo o x real, dada por:

Fx(z) = P(X <x) (3.12)

cuja representacao grafica tem o andamento tipico ilustrado na Figura 3.4, dita fungao
em escada. Tem-se, obviamente:

Fx(x)= Y px(x) (3.13)

i, <x
Fx(x) —
— =
| X
|
|
|
’N | |
Xy Xy X; X

Figura 3.4 Griéfico tipico de uma FDC de uma varidvel discreta. Note-
se que o dominio de Fx(x) é | — oo, +00[, pois, por definicdo, a FDC
estd definida para todo o x.

No Anexo A apresenta-se uma breve descrigao dos modelos probabilisticos mais co-
muns para variaveis discretas, nomeadamente as distribuigoes de Bernoulli, Binomial,
geométrica e de Poisson.
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Variaveis continuas

Seja X uma varidvel continua. Chama-se fungdo densidade de probabilidade (FDP)
de X a fungdo fx(x) definida de tal modo que (ver Figura 3.5.):

Pla< X <b) = /b fx(x)dz (3.14)

e que satisfaz a seguinte propriedade?:

+oo
/ fx(z)dr =1. (3.15)

Fx(x)

Figura 3.5 Representagdo grifica de uma FDP. A probabili-
dade de uma varidvel continua assumir valores dentro de um
certo intervalo representa uma area sob a sua FDP.

Considere-se a realizacdo particular X = ¢. Que significado tem fx(c)? O valor
fx (c) representa uma probabilidade por unidade de X (na vizinhanga de X = ¢), e
dai o nome densidade de probabilidade. Note-se que fx(c) ndo representa P(X = c).
A probabilidade P(X = ¢) pode ser vista como o produto fx(c)dz, sendo por isso
uma quantidade infinitesimal, isto é, P(X = ¢) — 0. Assim, convém ter presente que,
enquanto que a probabilidade é uma quantidade adimensional, a FDP tem unidades:
é expressa em unidades inversas de X. Por exemplo, se X representar uma tensao de
rotura em MPa de um dado material, fx(z) é expressa em MPa™1.

Definiu-se anteriormente para varidveis discretas a chamada func¢do distribuicdo
cumulativa, representada por Fx(x). No caso de varidveis continuas, a defini¢do de
funcdo distribuicdo cumulativa é exatamente a mesma, isto é:

Fx(z) = P(X <ux), (3.16)

cujo grafico, para varidveis continuas, tem o andamento tipico ilustrado na Figura

3.6.

3Como a integragio vai de —oo a 400, estd subentendido que fx(x) = 0 para todos os valores de
X fora do seu dominio.
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Fx(x)

L — -

_/

Figura 3.6 Grafico tipico de uma FDC de uma varidvel continua.

Naturalmente Fx (z) = [*_ fx(s)ds. Além disso, por forca dos teoremas funda-
mentais do calculo diferencial e integral:

fx(@) = dFC)l;(x), (3.17)
Pla< X <b) = Fx(b) — Fx(a). (3.18)

Na secg@o 3.4 (p. 44) apresenta-se uma descrigio sucinta dos modelos probabilisti-
cos mais comuns na area da segurancga estrutural, nomeadamente os modelos Normal,
Lognormal e as chamadas distribui¢oes de extremos. No Anexo B, dedicado a mode-
los para varidveis continuas, apresenta-se uma descricdo mais detalhada desses e de
outros modelos.

3.2.3 Medidas descritivas de variaveis aleatorias
Medidas de posicdo central

Chama-se wvalor esperado ou média da variavel X ao valor, em geral representado
por E(X) ou por ux, definido pelas expressdes que se apresentam de seguida. Para
variaveis discretas, o valor esperado é definido por:

B(X) =) zipx(z:) (3.19)
e para variaveis continuas, por:

+oo
E(X) = / zfx(x)dx (3.20)
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O valor esperado goza das seguintes propriedades:

E(c) =, (3.21)
E(X +¢)=EX)+¢ (3.22)
E(eX) = cE(X), (3.23)
E(X +Y) = E(X) + E(Y), (3.24)

onde c representa uma constante. As propriedades traduzidas nestas equagoes designam-
se por propriedades da linearidade da média. No caso de X e Y serem variaveis
independentes,? verifica-se também que:

E(X-Y) =E(X)-E(Y). (3.25)

Outras medidas de posigdo central incluem a mediana e a moda. A mediana
divide a funcdo densidade de probabilidade em duas partes iguais, cada uma com
uma probabilidade de 0.5, e a moda é o valor com maior densidade de probabilidade.
(Ver Figura 3.7.) Naturalmente, para distribuigoes simétricas, a moda, a mediana e
a média coincidem.

fx(x)

Mediana
Média

Figura 3.7 Representacdo gréfica da média, mediana e moda. A média cor-
responde ao centro de gravidade da area sob a FDP.

40 conceito de varigveis independentes (conceito paralelo ao conceito de acontecimentos indepen-
dentes) serd recordado mais & frente.
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Medidas de variabilidade

Chama-se varidncia de uma varidvel X ao valor que se representa por Var(X), ou por
2 : :
0%, definido por:

Var(X) = E [(X — px)?] (3.26)

Como esta definicdo sugere, a varidncia de uma varidvel mede a dispersdo dos seus
valores em torno da média. Quanto maior é a varidncia, mais afastados de px estdo
os diferentes valores de X.

De acordo com esta definicdo, a varidncia pode ser calculada por:

Var(X) = (2 — px)* px (22), (3.27)
se X for discreta, e por:
+oo
Var(X) = / (x — px)? fx(2) dz, (3.28)

se X for continua.
Notando que (X — pux)? = X? — 2Xpux + pu%, a aplicagdo das propriedades da
linearidade da média conduz imediatamente ao seguinte resultado:

Var(X) = E(X?) — p%. (3.29)

Este resultado, muito 1til no célculo de varidncias, mostra que o cdlculo da varidncia
de uma variavel aleatéria resume-se a calcular o valor esperado do seu quadrado.
A variancia goza das seguintes propriedades:

Var(c) =0, (3.30)
Var(X + ¢) = Var(X), (3.31)
Var(cX) = ¢ Var(X), (3.32)

onde ¢ representa uma constante. No caso de X e Y serem varidveis independentes,
verifica-se também que:
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y), (3.33)
Var(X -Y) = Var(X) - Var(Y) 4 p% Var(Y) + p3- Var(X). (3.34)

Chama-se desvio padrao de X ao valor ox, definido por:

ox =/ Var(X) (3.35)

Para ilustrar que conhecer o desvio padrao de uma variavel é tao importante como
conhecer a sua média, imagine o leitor que decidiu construir uma casa e que o seu
fornecedor de betao lhe propoe dois betoes, um com uma resisténcia média de 35 MPa
e um desvio padrao de 10 MPa e o outro com uma resisténcia média de 30 MPa e
um desvio padrdo de 5 MPa. O primeiro tem assim uma resisténcia esperada mais
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elevada, mas também uma dispersao superior. Se o prego dos betoes for o mesmo,
por qual optaria? Consegue encontrar um bom critério para decidir?®

As propriedades da média e varidncia vistas acima permitem calcular facilmente
a média e variancia de quantidades que sdo fungoes lineares de varidveis aleatorias.
Vejamos em exemplo.

Exemplo 3.4 Considere-se a viga representada na Figura junta, sujeita a duas
cargas, q e @@, independentes, com médias e desvios padrao conforme indicado.
Determinar a média e o desvio padrao do momento fletor a meio vao da viga.

Q
9 j1q = 5 kN/m;
o4 = 0.5 kN/m;
4> A piq = 60 kN;
A B C og = 6 kN;
3.00 | 3.00
6.00
Resolugao

O momento a meio vao é dado por:
62 6
M:q§+QZ =459+ 1.5Q;

O momento fletor é assim uma funcao linear das cargas q e @), donde:

par = 4.5(5) + 1.50(60) = 112.5 kNm;
o2 = (4.5)%(0.5)2 + (1.5)%(6)% = 86.1 (kNm)?;
oy = V86.1 = 9.3 kNm.

Foi assim possivel determinar a média e o desvio padrao do momento a meio
vao da viga sem conhecer explicitamente as distribuigoes de probabilidade das
cargas.

Um outro parametro relacionado com a variabilidade é o coeficiente de variacao.
Chama-se coeficiente de variag¢io de X ao valor que representaremos por Vy, definido
por:

vy =X (3.36)
X

5Do ponto de vista da seguranca da estrutura, sio os valores baixos da resisténcia que nos devem
preocupar. Assim, uma boa escolha seria optar pelo betdo com menor probabilidade de possuir
resisténcias baixas, por exemplo 10 MPa. Um outro critério légico seria optar pelo betdo com
resisténcia caracteristica superior.
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O coeficiente de variagdo, como medida de dispersao ou variabilidade, tem a vanta-
gem, comparativamente com o desvio padrao, de ser adimensional, o que facilita a
comparacao de variabilidades de grandezas com diferentes unidades. Note-se que um
coeficiente de variagdo elevado nao significa necessariamente desvio padrao elevado,
significando apenas que esse desvio é elevado comparativamente com a média. O co-
eficiente de variagio tende a ser elevado para varidveis com média préxima de zero (e
nao estd definido quando a média é nula).

No caso de X e Y serem varidveis independentes, o coeficiente de variacdo do
produto das variaveis é dado por:

Viy = VR VE+VE+IE (3.37)

Para Vx e V3 ambos inferiores a 0.25, como ordem de grandeza, é aceitavel a seguinte

aproximagao:
Vx.y ~/V2 + V2. (3.38)

Coeficiente de assimetria

O coeficiente de assimetria é definido por:

s = M (3.39)
%

Este coeficiente, como o nome indica, mede a assimetria das distribui¢oées. Distribui-
¢Oes simétricas tem coeficiente de assimetria nulo. (Ver Figura 3.8.)

Fye(X) fy(x) fx(x)

a3 <0 a3 =0 o3>0
Assimétrica a esquerda Simétrica Assimétrica a direita

Figura 3.8 TIlustracdo do coeficiente de assimetria.
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Coeficiente de curtose
O coeficiente de curtose é definido por:
E [(X - ux)4]

Este coeficiente é usado como medida do peso das caudas, como ilustrado na Figura
3.9. O modelo Normal possui um coeficiente de curtose de 3. Este valor pode ser
usado como referéncia, para efeitos comparativos com outros modelos probabilisticos.

Fx(x) A

X

Figura 3.9 TIlustracdo do coeficiente de curtose.
014(3) > a4(A).

3.3 Parametros dos modelos probabilisticos

Os modelos probabilisticos dependem geralmente de um ou mais parametros. Por
exemplo, considere-se a chamada distribuicao exponencial, cuja FDP é dada por:

fx(@) = Ae " (3.41)

Este modelo, que tem como dominio o intervalo [0, +o0], isto é, © > 0, apresenta um
Unico pardmetro, A. Para cada A particular obtém-se um modelo distinto, pelo que
a Eq. (3.41) representa uma familia de modelos, chamada no presente caso familia
exponencial. Para enfatizar que o modelo em questao depende do parametro A, que,
para todos os efeitos, é uma constante, escreve-se f(x | A). A barra vertical separa
assim a varidvel independente do pardmetro do modelo (ou pardmetros, nos casos de
modelos com mais do que um pardmetro).

Os parametros dos modelos probabilisticos classificam-se em trés grandes catego-
rias, a saber: (1) pardmetros de localizagdo, (2) parAmetros de escala e (3) pardmetros
de forma. Para fazer um uso correto dos modelos probabilisticos é importante enten-
der essa distingao, conforme se explica de seguida.

Seja X uma varidvel aleatéria e sejam fx (z) e Fx () as suas FDP e FDC, respeti-
vamente. Admita-se que fx(z) ndo depende de nenhum pardmetro, isto é, representa
um modelo tnico. Considere-se a transformacao linear Y = a + bX. Naturalmente
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Y, por ser funcao de variavel aleatéria, é também varidvel aleatéria. Determinemos
a FDP de Y a partir da FDP de X. Tem-se:

Fy(y) = P(Y <y)
= P(a+bX <y)

P(X§ y;“)
— Fy (yba). (3.42)

Ora, sabemos que fy(y) = dFy(y)/dy, donde, aplicando a regra da derivaciao da
funcdo composta, obtém-se a distribuicdo pretendida:

Frin =35 (5°). (3.43)

O modelo fy(y) depende assim de dois pardmetros, a e b. Para enfatizar que este
modelo depende dos pardmetros a e b, escreve-se: fy (y | a,b).

Para o caso particular em que b = 1, a que corresponde a transformacao Y = X +a,
obtém-se fy(y) = fx(y —a). Assim, a transformacdo Y = X + a provoca apenas
uma translacdo na distribuicao de probabilidade, afetando apenas a média. O desvio
padrdao e a forma béasica da distribuicdo permanecem inalterados. O parametro a
diz-se, por isso, um parametro de localizagdo.

Considere-se agora o caso particular Y = bX. Neste caso fy(y) = ;fx(¥%). Ou
seja, a transformacdo Y = bX provoca essencialmente um esticamento na horizontal
e um encolhimento na vertical. A média e o desvio padrao sdo afetados, mas a
forma bésica da distribuicao permanece a mesma. O parametro b diz-se, por isso, um
parametro de escala.

Assim, em resumo, quando um modelo probabilistico puder ser expresso por uma
FDP na forma:

fy(ya,b):g<y;a>, (3.44)

onde g(+) representa uma fungao qualquer, o pardmetro a é de localizacdo e o para-
metro b é de escala. O modelo particular dessa familia com a = 0 e b = 1 diz-se que se
encontra na forma reduzida dessa familiaS. Por exemplo, a forma reduzida da familia
exponencial é o modelo fx(z) =e™*.

Quando um parametro nao é de localizagdo, nem de escala, diz-se parametro de
forma. Uma alteracdo num pardmetro de forma provoca uma alteragdo significativa
na distribuigdo, incluindo as suas propriedades (a sua simetria, por exemplo), para
além de alterar a sua média e desvio padrao.

Muitas distribuigbes nao possuem pardmetro de forma, o que significa que os
diferentes membros da familia possuem a mesma forma bésica. Também, algumas
distribuicdes sao apresentadas tradicionalmente sem parametro de localizacao ou de
escala. Por exemplo, considere-se novamente a distribuicdo exponencial, dada por
(3.41). Esta distribui¢do ndo apresenta pardmetro de localizagdo (apresenta apenas
pardmetro de escala). Todas as populagdes desta familia apresentam como valor

6Na literatura inglesa utiliza-se frequentemente as expressées standardized variable ou normalized
variable para designar a forma reduzida das varidveis.
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minimo x = 0. Mas é facil acrescentar um pardmetro de localiza¢io, bastando para o
efeito definir a variavel Y = X + a, cuja FDP é dada por:

Fr(ylAa) =279 (y>a)
Passamos assim a ter uma distribuicdo exponencial com dois parametros: um de

localizagdo (pardmetro a) e outro de escala (pardmetro \). O pardmetro a representa
o valor minimo da distribuicao.

3.4 Modelos probabilisticos comuns em seguranca
estrutural

Os modelos Normal, Lognormal e os modelos associados as distribuicoes de extremos
desempenham um papel muito importante na area da seguranga estrutural. Nesta
seccao faz-se uma breve descri¢cdo desses modelos, com énfase no seu significado fisico
e nas suas aplicagoes. No Anexo B apresenta-se uma descricdo mais detalhada desses
e de outros modelos.

3.4.1 Modelo Normal

A importancia do modelo Normal, também conhecido como distribuicdo de Gauss,
resulta do Teorema do limite central (TLC). Este teorema estabelece que, quando
uma varidavel X resulta da soma de n variaveis, isto é, quando X = X; + --- + X,
entdo, para n grande, a FDP de X tende para um modelo com a formas:

fx(@|px,ox) = ﬁ;exp [—1 (x—,ux> ] (o< < 40) (3.45)

TOox 2 ox

O parametro py é claramente um parametro de localizacdo e ox claramente um
parametro de escala. O primeiro coincide com a média da varidvel e o segundo com
o desvio padrao. Para indicar que uma varidvel aleatéria X segue uma distribuicao
Normal com pardmetros pux e ox escreve-se X ~ N(ux,ox).

O TLC é verdadeiro sob condigoes bastante gerais, e é independente das distri-
buigoes das varidveis X;, o que faz do modelo Normal um dos modelos probabilisticos
que ocorrem mais frequentemente. Por exemplo, suponhamos um cabo constituido
por muitos fios de ago, todos eles com comportamento ductil, isto é, uma vez em
cedéncia, tém capacidade de continuar a deforma-se mantendo a forca de cedéncia,
nao partindo sendo apds uma deformacéo significativa. Nestas circunsténcias, a forca
de rotura do cabo, que é atingida quando todos os fios estao em cedéncia, é dada pela
soma das forcas de cedéncia de cada um dos fios, e tendera para uma distribui¢ao Nor-
mal, independentemente da distribuicao de probabilidade da forca de cedéncia dos fios
individuais. Este raciocinio sugere que o modelo Normal é adequado na modelagao
de resisténcias de materiais com comportamento ductil.

Existem também razoes fisicas para modelar a densidade dos materiais (peso por
unidade de volume) por meio de um modelo Normal. Considere-se, por exemplo, um
corpo de densidade média y e volume V. O seu peso é entao dado por P = «V. Divida-
se esse corpo em n corpos menores, com densidades 7; e volumes v; (i = 1,...,n).
O peso total do corpo é dado pela soma dos pesos dos elementos que o compdem,
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podendo escrever-se:

P= Zn:Pi & AV = zn:’yivi
i=1 i=1

A VZZ%%H

A densidade média do material, 7, surge assim como soma de outras quantidades, ndo
admirando por isso que a sua distribuicdo de probabilidade siga aproximadamente um
modelo Normal.

Existem muitas outras quantidades que resultam da soma de outras quantidades,
como aquelas que representam um total, uma média, entre outras. O modelo Normal,
por vezes chamado modelo das somas, podera ser entao adequado na descri¢do da sua
variabilidade.

A forma reduzida da distribuicdo Normal, isto é, a distribuicio fx(z | 0,1),
representa-se tradicionalmente por ¢(z) e a FDC por ®(x). Dada uma varidvel
X ~ N(ux,o0x), a distribuigdo desta relaciona-se com a distribuigdo Normal reduzida
pela expressao:

FX(:U):P(XS:U)=®<$_MX>. (3.46)
ox
Note-se que a distribui¢do Normal tem por dominio o intervalo | — 0o, +00], pelo

que, se a variavel em estudo possuir limites bem definidos, a adequag¢ao do modelo
Normal devera ser analisada cuidadosamente. Por exemplo, suponhamos que a va-
ridvel em estudo assume apenas valores positivos. O modelo Normal s6 deverd ser
usado se conduzir a uma probabilidade P(X < 0) suficientemente baixa, o que pode
nao acontecer para coeficientes de variacao elevados, superiores a 0.25 ou 0.30, como
ordem de grandeza. Com efeito, dada uma varidvel X ~ N(ux,o0x), a probabilidade
dessa varidvel assumir valores negativos é dada por:

P(X<0)—<I>(0;;:X)—<I><—‘1/).

Para V = 0.25 obtém-se P(X < 0) = ®(—1/0.25) = 3.2 x 107>, Ora esta probabili-
dade, embora pequena, é da ordem de grandeza das probabilidades de rotura em EL
ultimos. Podemos assim concluir que a distribuicdo Normal nao deve ser usada na
modelacao de resisténcias com coeficientes de variacdo superiores a 0.25, pois essas
assumem em geral apenas valores positivos. Por exemplo, a resisténcia a compressao
de um betao é uma grandeza intrinsecamente positiva: o pior betao que se possa
imaginar tem uma resisténcia nula, mas nunca negativa.

Exemplo 3.5 Considere-se novamente a estrutura analisada no Capitulo 2,
cujo modelo de calculo se reproduz de seguida. Recorde-se que a estrutura
destina-se a suportar uma carga @, cujo valor é, no maximo, 210 kN. O tirante
AB é constituido por um vardo ¢20 da classe A500. Por aplicacdo do método
dos CPS concluiu-se que a estrutura ndo é segura a aplicagdo de uma carga
exatamente de 210 kN. (O tirante ndo tem resisténcia suficiente.)
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3.00

A fim de avaliar a seguranca da estrutura com maior rigor fez-se uma breve
pesquisa, tendo-se encontrado um estudo contendo uma anélise estatistica da
tensao de cedéncia de varios milhares de vardes da classe A400 e A500, pro-
duzidos durante um periodo de cerca de 20 anos, envolvendo varios produtores
de ago (Baptista e Filipe, 2016). No caso do ago A500, o estudo reportou uma
tensdo de cedéncia média igual a 563 MPa e um desvio padrdo de 26 MPa. O
histograma apresentado no estudo sugere que o modelo Normal é adequado.

a) Determinar a probabilidade do tirante romper para uma carga ¢ = 210 kN,
assumindo que f, ~ N(563,26) MPa.

b) Suponha-se que a estrutura suportou uma carga de 200 kN e ndo colap-
sou. Estimar novamente a probabilidade do tirante romper usando esta
informagao.

Resolugdo

a) Seja Ng o esforco atuante no tirante e Ny o esforgo resistente. A proba-
bilidade do tirante romper é, entao:

pf:P(NE>NR)

2
—r (30> 5,4.)

_ 2Q
_P(fy < M)

= P(f, < 445.86 MPa)
=3.31x 1076,

Iremos ver no Capitulo 11, dedicado aos critérios de aceitacao da fiabili-
dade, que esta probabilidade é perfeitamente aceitavel, pelo que a estru-
tura pode ser considerada segura a aplicacdo de uma carga de 210 kN,
embora o método dos CPS tivesse conduzido a uma conclusao diferente.

Este exemplo permite apreciar as potencialidades da metodologia probabi-
listica no Ambito da seguranca de estruturas existentes. O exemplo mostra
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também o beneficio de se usar as propriedades reais dos materiais (quando
isso for legalmente possivel), e ndo as especificadas nos regulamentos.

A titulo de referéncia, mostra-se de seguida o c6digo Python usado para
determinar a probabilidade acima:

|
from scipy.stats import norm
pf = norm.cdf (445.86, 563, 26) \

\

Trata-se de uma aplicagdo direta do conceito de probabilidade condicio-
nada:

2
Q=200kN = Np=3200=13333 kN
= Ng>133.33 kN,

visto que o tirante ndo rompeu para @ = 200 kN. Assim,
fyAs > 13333 kN & f, > 424.63 MPa.
Pretende-se pois avaliar a probabilidade:

pr = P (f, < 445.86 | f, > 424.63)
_ P(424.63 < f, < 445.86)
P(f, > 424.63)
Fy,(445.86) — Fy, (424.63)
1 — Fy,(424.63)
=3.26 x 1076,

O conhecimento de que o tirante nao rompeu quando se aplicou uma carga
de 200 kN reduziu assim a probabilidade procurada em cerca de 2%. Nao
é uma reducao significativa, mas nao é de estranhar. Com efeito, como
a probabilidade do tirante romper para Q = 210 kN é muito pequena,
nao constituiu nenhuma surpresa o facto do tirante nao ter rompido para
@ = 200 kN.

A titulo de referéncia, a probabilidade acima foi calculada com o seguinte
codigo Python:

from scipy.stats import norm
X = norm(563, 26)
pf = (X.cdf(445.86)-X.cdf(424.63))/(1-X.cdf (424.63))
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3.4.2 Modelo Lognormal

O modelo Lognormal apresenta afinidade forte com o modelo Normal. Com efeito,
uma varidvel Y possui distribuicao Lognormal, e escreve-se Y ~ LN, quando a varidvel
X = InY possui distribuicao Normal. De forma equivalente, dada uma varidvel X
com distribui¢cdo Normal, a varidvel Y = exp(X) possui distribuicio Lognormal. Em
simbolos:

X ~N(a,b) < [Y =exp(X)] ~LN(a,b). (3.47)

A FDP de Y é facilmente obtida a partir da FDP de X. Tem-se sucessivamente,

Fy(y) = P(Y <vy)
P(e* <y)
P(X <Iny) (pois o logaritmo é uma funcao crescente)

Fx(Iny). (3.48)

Derivando em ordem a y esta tltima equagao, obtém-se a expressdo da FDP do modelo
Lognormal:

fy(y) = ) _ éfx(lny)

dy
1 1 /lny—a 2
= — (=== |, 3.49
%byexplz( . )] (3.49)

cujo dominio é, naturalmente y > 0, pois o logaritmo nao esta definido para valores
negativos. Este modelo depende assim de dois pardmetros, que coincidem com a
média e o desvio padrao do modelo Normal subjacente. Embora nao seja evidente
pela Eq. (3.49), pode demonstrar-se que o pardmetro a é de escala e o pardmetro
b é de forma. Para indicar que uma varidvel aleatéria X segue uma distribuicdo
Lognormal com pardmetros a e b escreve-se X ~ LN(a,b).

Sempre que uma varidvel Y resulta do produto de um nimero significativo de ou-
tras varidveis aleatorias, a distribuicao de Y tende para uma distribuicdo Lognormal,
independentemente da distribuiciao dessas varidveis. Este resultado, que torna o mo-
delo Lognormal muito frequente, resulta diretamente do TLC. Com efeito, suponha-se
que Y =Y X --- xY,, onde Yi,...,Y, sdo um conjunto de n varidveis com distri-
bui¢do qualquer. Aplicando logaritmos a ambos os membros desta igualdade, vem
InY=InY,+---4+1InY,. Assim, a varidvel InY tendera para uma distribuicdo Nor-
mal (por resultar da soma de um certo nimero de varidveis), e portanto a varidvel Y’
tenderd para uma distribuicao Lognormal. Por esta razao, o modelo Lognormal é por
vezes chamado modelo dos produtos, a semelhanca do modelo Normal que é chamado
modelo das somas.

O modelo Lognormal apresenta como dominio o intervalo ]0, +oo[, sendo muito
utilizado na modelagdo de resisténcias. Para resisténcias com coeficiente de varia-
¢ao elevado é preferivel usar modelo Lognormal, em vez do modelo Normal. A sua
assimetria a direita também o torna muitas vezes adequado na modelagdao de agoes.
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3.4.3 Distribuicoes de extremos

As distribuicoes de extremos tém manifesto interesse na area da seguranca estrutu-
ral, j4 que s@o as situagdes extremas (a¢des maximas ou resisténcias minimas) que
provocam o colapso das estruturas. As distribuicoes de extremos classificam-se em
duas grandes categorias: distribuicoes de extremos exatas e distribuicées de extremos
assintoticas. Como o nome sugere, as segundas constituem limites das primeiras, po-
dendo ser encaradas como distribui¢des aproximadas das primeiras. Vejamos como se
obtém estas distribuigoes.

Distribuicoes de extremos exatas

Comecemos pelas distribuicoes de mdzimos. Seja X uma varidvel com FDP fx(z) e
FDC Fx(z). Seja {Xi,...,X,} uma sequéncia temporal de n observagoes indepen-
dentes de X. Defina-se a varidvel Xy ax n, = max{Xi,..., X, }. Trata-se de uma nova
varidvel aleatéria, com interesse 6bvio na modelacio de acdes varidveis no tempo’.

Admitindo entdo independéncia nas n observagoes de X, a distribuigdo de Xpax,n €
facilmente obtida a partir da distribuicao de X. Com efeito,

Fxmax,n (‘T) = P(Xmax,n < 37)
=PX;<zn---NX, <z
Podemos pois escrever:
FX e () = [Fx(2)]" (3.50)

A distribuigdo Fx (z) é por vezes designada distribui¢io inicial, ou ainda distribui¢do
instantanea.
A FDP de Xpax,n € a derivada de Fx,, , (x) em ordem a x, obtendo-se:

P @) =1 [Fx(@)]" ™" fx(@) (3.51)

A titulo de exemplo, considere-se a varidvel X ~ N(0,1). A Figura 3.10 mostra
distribuicdes de méaximos desta varidavel para diferentes valores de n. Conforme se
observa, a medida que n aumenta, a média também aumenta.

Vejamos agora um exemplo de aplicagao da distribuicdo de maximos exata.

Exemplo 3.6 Ap6s um periodo de observagdo e pesagem dos camides que
atravessam uma determinada ponte, constatou-se que o peso dos camides pode
ser modelado adequadamente por meio de uma distribuicao Normal com média
16 ton e desvio padrao 8 ton. (Como o peso total dos veiculos é uma soma de
pesos menores, existem razoes fisicas para acreditar que o modelo Normal é uma
escolha razodvel.) Constatou-se também que, em média, passam pela referida

"Por exemplo, se X representar o valor médio da velocidade do vento em periodos de 10 min
numa determinada localidade, tem interesse conhecer a distribui¢do de probabilidade dos méximos
anuais dessa varidvel, isto é, a distribuicdo do maximo de n = 6 x 24 X 365 = 52 560 observacoes de
X.
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Figura 3.10 Distribuigao inicial e distribui¢ées de maximos.

ponte, diariamente, cerca de 150 camioes.

a) Determinar a probabilidade de um camido escolhido ao acaso numa opera-
¢do stop possuir um peso superior a 44 ton (valor méximo permitido por
lei).

b) Determinar a probabilidade de vir a passar pela ponte, nos préximos 50
anos, pelo menos um camiao com peso superior a 60 ton.

c¢) Determinar o valor do peso dos camides que tem uma probabilidade de
0.02 de ser excedido num ano.

Resolugao

a) Seja X o peso de cada camido que atravessa a ponte. Entdo, X ~ N(16,8).
Pretende-se calcular P(X > 44). Tem-se:

P(X >44) =1 — P(X < 44)
=1— Fx(44)
= 0.00023.

b) Pretende-se determinar P(Xpax,n > 60), onde Xy ax n representa o peso
maximo observado em 50 anos, isto é, o peso maximo de:
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n = 150 x 365 x 50 = 2737500 camioes. Tem-se:

P(Xmaxm > 60) =1- P(Xmax,n < 60)

=1- Fx,,.,(60)
=1- [Fx(60)]"
-1 [FX(GO)]2737500
= 0.05.

¢) Representemos o valor pedido por Xj. Portanto, pretendemos determinar
Xy, tal que P(Xmax,n > Xi) = 0.02, onde n representa agora o nimero
de camioes esperado em um ano, isto é, n = 150 x 365 = 54 750 camioes.
Tem-se, sucessivamente:

P(Xmaxn > Xg) =0.02 & 1-Fx__ (Xg)=0.02
& [Fx(Xp)]" =0.98

& Fx(Xy) = 098"

& Xp = Fx'(0.98Y") = 55.6 ton.
Assim, o peso de 55.6 ton tem uma probabilidade de 0.02 de ser excedido
em um ano.

A titulo de referéncia, indica-se a seguir o c6digo Python usado para deter-
minar as quantidades pedidas.

from scipy.stats import norm
X = norm(16, 8)

# a)
pl = 1 - X.cdf(44)

# b)
p2 = 1 - (X.cdf(60))*x2737500

# c)
Xk = X.ppf (0.98%%(1/54750))

Vejamos agora as distribuicdes eratas de minimos. Seja X uma variavel aleatéria
com FDP fx(x) e FDC Fx(z). Seja {X1,...,X,} um conjunto de n observagdes
independentes de X. Estudemos a varidvel Xpin,, = min{Xq,..., X, }. Trata-se de
uma nova varidvel aleatéria com interesse 6bvio®, cuja distribuicio é facilmente obtida

8Imagine-se, por exemplo, um elemento estrutural com n componentes semelhantes. Se a resis-
téncia do elemento estrutural depender fortemente da componente com resisténcia mais baixa, tem
interesse conhecer a distribui¢do de probabilidade da resisténcia minima dessas n componentes.
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a partir da distribuicdo Fx(x). Com efeito,

FX pinn (@) = P(Xminn < )
=1 — P(Xpminm > )
=1-PXy>zNn---NX, >z
=1-(1-Fx(2))".

Podemos pois escrever:
FXmin,n (:TJ) =1- (1 = Fx(l’))n
A FDP obtém-se derivando (3.52), vindo:

FXminn (@) =1 [1 = Fx(2)]" 7" - fx(2)

(3.52)

(3.53)

A titulo de exemplo, considere-se a varidavel X ~ N(0,1). A Figura 3.11 mostra
distribui¢des de minimos desta varidvel. Comparando as distribui¢bes de minimos
com as distribui¢oes de maximos (Figura 3.10), observa-se que sdo simétricas uma da
outra. Este resultado ¢ intuitivo atendendo a que a distribuicdo inicial (distribuicao
Normal, no presente caso) também é simétrica, e portanto com caudas esquerda e

direita exatamente com a mesma forma e peso.
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Figura 3.11 Distribuicéo inicial e distribui¢cbes de minimos.
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Distribuicoes de extremos assintoticas

Verifica-se que a forma das distribui¢ées de extremos exatas tendem a estabilizar a
medida que n cresce, o que permite determinar distribuigoes assintéticas, ou distri-
buigoes limite. Verifica-se também que a forma das distribuicoes limite nao depende
da distribuicdo inicial como um todo, mas apenas da forma das suas caudas (cauda
inferior no caso da distribuicdo de minimos e cauda superior no caso da distribuicao
de maximos).

Dependendo da forma como se dé o decaimento na cauda de interesse da distribui-
¢do inicial (cauda esquerda se estivermos interessados nos minimos e cauda direita se
estivermos interessados nos maximos), Gumbel classificou as distribui¢oes assintéticas
de extremos em trés grandes categorias, a saber (Gumbel, 1958):

m Distribuicoes de extremos do tipo I: quando a distribuigao inicial decai de forma
exponencial na cauda de interesse e nao é limitada nessa cauda.

m Distribuigoes de extremos do tipo II: quando a distribuicdo inicial decai de forma
polinomial na cauda de interesse e nao é limitada nessa cauda.

m Distribuicoes de extremos do tipo III: quando a distribuicao inicial decai de
forma polinomial na cauda de interesse e é limitada nessa cauda.

Temos assim seis tipos de distribuicées de extremos: tipo I, de méaximos e de
minimos; tipo II, de maximos e de minimos; e tipo III, de médximos e de minimos.
Uma descri¢do detalhada e compreensivel destas distribuigbes encontra-se em Ang e
Tang (1984).

Das seis distribui¢oes mencionadas, apenas trés tém sido amplamente usadas no
ambito da seguranca estrutural. Sao elas a distribuicao tipo I de maximos, a distri-
buicao tipo IT de maximos e a distribuicao tipo III de minimos. A primeira é também
conhecida por distribuicdo Gumbel, a segunda por distribuicao Fréchet e a terceira
por distribuicdo Weibull. FEstas distribui¢des sdo descritas com algum detalhe no
Anexo B, paginas 235, 238 e 242, respetivamente.

A titulo de exemplo, considere-se a importante distribuicdo Gumbel, cuja FDP e
FDC sao dadas por:

fx(x|u,a)= aexp{ —a(r—u)—exp[—az— u)]}7 (3.54)
Fx(z|u,a) = exp{ —exp [ — a(z — u)] }, (3.55)

cujo dominio é —co < & < +o00. Conforme se observa, o parametro u é de localizacdo e
o parametro « é de escala. O modelo de Gumbel ndo tem assim pardmetros de forma,
pelo que os diferentes modelos da familia tém todos a mesma forma béasica. Para
indicar que uma variavel aleatéria X segue uma distribuicdo Gumbel com parametros
u e « escreve-se X ~ Gb(u, a).

As distribuicoes assintOticas gozam da seguinte propriedade interessante: se a
distribuicao inicial de uma dada varidvel pertence a uma determinada familia de
distribuigdes assintéticas, os maximos (ou minimos) dessa distribuigdo continuam a
pertencer a essa familia. Este resultado é légico. Com efeito, se os maximos (ou mini-
mos) de uma dada varidvel tendem para uma determinada distribuicao assintética, é
légico que, quando essa varidvel ja é assintdtica, os respetivos maximos (ou minimos)
continuem a sé-lo. Por exemplo, se os maximos anuais da velocidade do vento em
determinada localidade seguirem uma distribuicdo Gumbel, o0 mesmo sucede com os
méximos em 50 anos, e vice-versa.
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3.5 Funcao distribuicao inversa

Uma fun¢do muito utilizada na pratica é a funcao inversa da distribuicao cumulativa,
representada por F§1(~), e designada fungio distribuicdo inversa, ou ainda func¢do
quantil. Esta funcdo é muito atil na geracdo de amostras aleatorias e na determinacao
de quantis (e daf o nome fun¢io quantil).

Chama-se quantil p de uma varidvel X ao valor da varidvel que tem uma pro-
babilidade p de néo ser excedido (Figura 3.12). Representando esse valor por X,
tem-se:

X,: P(X<X,)=p & Fx(X,)=p
& X, =Fx'(p) (3.56)

A mediana de uma varidvel aleatéria corresponde ao quantil 0.50.

Fx(x)

fx(x)
; \&
0

X

0 X

Figura 3.12 Defini¢do de quantil p de uma variavel aleatéria.

A descrigdo apresentada no Anexo B relativa a modelos probabilisticos comuns
inclui as expressoes das inversas das distribuigoes cumulativas. Poderemos recorrer a
esse anexo sempre que necessitarmos de determinar quantis de variaveis aleatérias. A
Tabela 3.1 mostra a funcao quantil para os modelos probabilisticos mais comuns na
drea da seguranga estrutural. A fungio ®1(-) representa a inversa da FDC normal
reduzida.

No ambito da Engenharia Civil, usam-se com muita frequéncia os quantis 0.05
e 0.95, designados respetivamente wvalor caracteristico inferior e valor caracteristico
superior. O primeiro, representado usualmente por Xy i, f, ¢ muito utilizado na quan-
tificacdo de propriedades dos materiais e o segundo, representado usualmente por
X}, sup, € muito utilizado na quantificacdo de agdes. Tem-se pois:

Xiing = Xo.0s = Fx '(0.05), (3.57)

Xi,sup = Xo.05 = Fi1(0.95). (3.58)

No caso de varidveis Gaussianas, considerando que ®71(0.05) = —1.645 e que
®1(0.95) = 1.645, tem-se:

Xo.05 = px (1 —1.645Vx), (3.59)

Xo.95 = x (1 +1.645 V). (3.60)
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Tabela 3.1 Funcdo quantil de modelos probabilisticos comuns em seguranca estrutural®

Modelo X, =Fs'(p)
Normal X, =px [1+271(p) Vx|
Lognormal X, = \/ffiv}% exp [é_l(p) In(1 + V)%)]

~ pxexp (@71 (p) Vx|, para Vx <0.25

Gumbel Xy = px {1 LV 05772+ In(~np) |}

* Os parametros puy e Vx representam a média e o coeficiente de variacio da varidvel X.

Exemplo 3.7 Considere-se um betao, cuja resisténcia f. tem média de 30 MPa
e desvio padrdao 5 MPa (V = 0.167). Determinar o valor caracteristico, fex, da
resisténcia desse betao, assumindo que a resisténcia segue uma distribuigao:

a) Normal.
b) Lognormal.

Resolugdo

a) Assumindo que f. ~ N(30,5) e considerando que se trata de uma propri-
edade de material, interessa naturalmente o valor caracteristico inferior,
donde:

fer = 30(1 — 1.645 x 0.167) = 21.8 MPa.

b) Assumindo agora que a varidvel f. ~ LN, tem-se:

30

k= ———— €
feo = o167
— 22.5 MPa.

Xp (—1.645 In (1+ 0.1672))

Como se observou no exemplo anterior, o modelo Normal conduziu a uma estima-
tiva da resisténcia caracteristica do betao inferior a estimativa obtida com o modelo
Lognormal, estando por isso do lado da seguranca. Tal deve-se ao facto do modelo
Normal apresentar uma cauda esquerda mais pesada, tal como podemos apreciar na
Figura 3.13. Podemos pois concluir que, para efeitos de modelacgao de resisténcias,
o modelo Normal conduz a estimativas do lado da seguranca, ou mais conservativas,
quando comparadas com as estimativas que se obtém com o modelo Lognormal.

Essa é uma vantagem do modelo Normal. Este modelo apresenta porém a desvan-
tagem de assumir valores negativos, e em geral as resisténcias sao quantidades que
admitem apenas valores positivos. Conforme vimos anteriormente, o modelo Normal
nao deve ser usado na modelacdo de resisténcias com coeficientes de variacdo supe-
riores a 0.25, como ordem de grandeza, pois nesse caso a probabilidade da variavel
assumir valores negativos nao é desprezavel. Vejamos no exemplo anterior quanto
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Figura 3.13 Modelos Normal e Lognormal sobrepostos, ambos
com média de 30 MPa e desvio padrao de 5 MPa.

vale essa probabilidade. Tem-se:

P <0)=o ()

1
= _— = 1. 1 _9_
® ( 0.167> 1.06 x 10

Esta probabilidade é francamente pequena, pelo que, no presente caso nao haveria
qualquer inconveniente em modelar a resisténcia do betdo por meio de uma distribui-
¢ao Normal.



Capitulo 4

Modelos probabilisticos
multidimensionais

O capitulo precedente tratou dos conceitos fundamentais de probabilidade, nomeada-
mente os conceitos de variavel aleatéria e distribuicdo de probabilidade. O presente
capitulo estende esses conceitos ao espaco multidimensional.

4.1 Conceito de vetor aleatorio

Um vetor (X1,...,X,) diz-se vetor aleatério quando cada uma das suas componentes
é uma variavel aleatoria. Seguem exemplos de vetores aleatdrios:

s X = (Mg, Mg), onde Mg representa o momento atuante numa secgdo de uma
dada estrutura e My o respetivo momento resistente.

m X =(g,q, fe, fy), onde g representa o peso de uma viga de betdao armado, ¢ uma
sobrecarga que nela atua, f. a resisténcia do betdo e f, a tensdo de cedéncia do
ago.

O primeiro vetor possui 2 dimensdes (bi-dimensional) e o segundo possui 4 dimensdes.

4.2 Distribuicao de probabilidade conjunta

Sem perda de generalidade, considere-se o vetor bi-dimensional (X,Y"), constituido
pelas variaveis X e Y, ambas continuas. Chama-se fun¢do densidade de probabilidade
conjunta & func¢do fxy (x,y) definida de tal modo que:

b pd
Plla<X <b)N(c<Y <d)] :// fxvy(z,y) dydz (4.1)

e que verifica a seguinte condi¢do:
+oo p+oo
[ [ revtwdva =1, (42)

57
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A probabilidade P[(a < X < b)N(c <Y < d)] representa-se mais frequentemente por
Pla< X <b,¢c<Y <d). No caso bi-dimensional, a fungdo fxy(z,y) corresponde
a equagao de uma superficie. A probabilidade P(a < X < b, ¢ <Y < d) corresponde
a um volume sob essa superficie, como ilustrado na Figura 4.1.

fxy(X.y)

Figura 4.1 Representacdo de uma FDP conjunta de um vetor aleatério
bi-dimensional. A probabilidade P(a < X < b,c <Y < d) corresponde a
um volume sob essa superficie.

No caso de variaveis discretas, chama-se funcio massa de probabilidade conjunta
a fungdo p(x,y) que associa a cada valor de (X,Y") a respetiva probabilidade, isto é:

p(xi,yj) = P(X =2, NY = y;). (4.3)

A probabilidade P(X = x; NY = y;) escreve-se mais frequentemente por P(X =
x;,Y = y;). Naturalmente, para que p(z,y) seja uma verdadeira FMP deve verificar

a condigao:
E E p(xi,y;) = 1. (4.4)
v g

A Figura 4.2 representa esquematicamente uma FMP conjunta de uma vetor bi-
dimensional discreto.

As definicbes acima sdo facilmente generaliziveis para o espaco n-dimensional
(embora deixe de ser possivel a sua representagio gréifica). Por exemplo, dado um
vetor de dimenséo n, (Xi,...,X,), a FDP conjunta fx,..x, (1 ..., 2,) é definida de
tal modo que:

P[(Xl,...,Xn) S Q] = /-~-/fX1...Xn(x1,...,xn) dx1-~-dmn, (45)
Q

onde ) representa uma regiao qualquer do espaco n-dimensional.
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p(x.y)

Figura 4.2 Representagdo de uma FMP conjunta de
uma vetor aleatério bi-dimensional discreto.

4.3 Distribuicoes de probabilidade marginal e
condicionada

4.3.1 Distribuicao marginal

Considere-se o vetor (X,Y), com FDP conjunta fxy (z,y). As distribui¢oes de pro-
babilidade das varidveis X e Y quando consideradas isoladamente designam-se por
distribuicoes de probabilidade marginais. As respetivas FDP, que se representam,
respetivamente, por fx(x) e fy(y), sdo definidas pelas seguintes expressoes:

+o0
fx(@) = / fev () dy, (4.6)
+o0
fr(y) = / fxv () d. (47)

As distribuigbes marginais podem assim ser obtidas a partir da distribui¢do conjunta,
mas o contrario nao é em geral possivel.

No caso de X e Y serem varidveis discretas, a definicao de probabilidade marginal
é inteiramente semelhante, substituindo-se o integral por um somatério:

Px (xz) = Zp(xivyj)a (4-8)
py (y;) = Zp(wi, Yj). (4.9)
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4.3.2 Distribuicao condicionada

A distribuicdo de X dado Y = y, que se representa por fx|y(z |y) e se designa por
distribuicao condicionada de X dado Y =y, é definida por:

hﬂmw=hﬁ$W (4.10)

onde fxvy(z,y) representa a FDP conjunta do vetor (X,Y) e fy(y) a FDP marginal
de Y. De forma anéloga, a distribui¢ao de Y dado X = x, é definida por:

nﬂym§zgﬂ (4.11)

onde fx(x) representa a FDP marginal de X.

Note-se que as distribui¢oes condicionadas, conforme definidas pelas expressoes
acima, sao verdadeiras distribui¢oes de probabilidade, isto é, o integral da funcgao
densidade ao longo do seu dominio é unitario. Com efeito, tomando como referéncia
a Eq. (4.10), tem-se:

+oo too
/ Ixy (x| y)de = / de

—o0 —o0 fY<y)
1 Foo
_ Iy (y) -1
Iy (y) '

Da defini¢do de FDP condicionada obtém-se imediatamente a versao do Teorema
da multiplicacdo de probabilidades aplicado a densidades!:

flzy) = f@|y) fly) = fly | =) f(2). (4.12)

Frequentemente as distribui¢oes de probabilidade condicionadas sdo mais faceis de
caracterizar do que a distribuicao conjunta, pois correspondem a espacos de resultados
de menor dimensdo. O Teorema da multiplicacdo das probabilidades mostra que se
for conhecida a distribui¢do condicionada de uma das varidveis em relagdo a outra
e a distribui¢do marginal desta ultima, fica definida a distribuicdo conjunta— basta
multiplicar essas duas distribuigoes.

Juntando a defini¢do de probabilidade marginal com o Teorema da multiplicagao
de probabilidades obtém-se imediatamente o chamado Teorema da probabilidade total
(aplicado a densidades):

+o0 +oo

f@=[_fmw@=[ f( | y) F) dy, (4.13)
+o0 +o0

f@=[_fmwm=l fly | ) f(z) d. (4.14)

1Omitiram-se os indices por razdes de clareza de leitura.
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4.4 Variaveis estatisticamente independentes

Recorda-se agora o conceito de variaveis independentes, conceito este paralelo ao con-
ceito de acontecimentos independentes. As varidveis X e Y dizem-se estatisticamente
independentes quando a sua FDP conjunta for igual ao produto das FDP marginais,
isto é:

X e Y sdo independentes & f(z,y) = f(x) f(y) (4.15)

E facil verificar que a independéncia entre X e Y implica que f(z | y) = f(z) e que
fly| ) = f(y), ou seja, quando duas varidveis sdo independentes, o conhecimento do
valor de uma em nada altera a distribuicao de probabilidade da outra.

4.5 Covariancia

Considere-se o vetor aleatério (X,Y). Chama-se covaridncia entre X e Y & quanti-
dade:

Cov(X,Y) =E [(X — ux)(Y — py)] (4.16)

Vimos anteriormente que a varidncia de uma variavel mede a dispersao dos seus valores
em torno da média. Veremos mais a frente que a covaridncia mede o grau de relagao
linear entre X e Y. Observe-se que Cov(X, X) = Var(X).

Recorrendo a defini¢do de valor esperado, podemos calcular a covaridncia entre X
e Y através do seguinte integral?:

+oo ptoo
Covx. V)= [ [ Xl - ) fv(e ) dedy. (41)

Este integral pode ser de dificil determinagdao. Geralmente é mais facil calcular cova-
ridncias recorrendo ao resultado que se descreve de seguida. Desenvolvendo o produto
(X —pux)(Y — ny) e aplicando valor esperado ao resultado, verifica-se facilmente que:

Cov(X,Y) = E(XY) — puxpy-. (4.18)

Esta féormula, que é muito ttil no calculo de covaridncias, mostra que o calculo da
covaridncia resume-se a calcular E(XY).

Recorde-se que, quando X e Y s@o independentes, E(X-Y) = E(X)-E(Y). Donde,
observando (4.18), podemos concluir que

X e Y independentes = Cov(X,Y)=0. (4.19)

O contrario nao é em geral verdade, isto é, covaridncia nula ndo implica independéncia.
A tnica conclusao que podemos tirar é que, quando a covarincia é diferente de zero,
as variaveis X e Y possuem algum grau de dependéncia, ou estdo de alguma forma
correlacionadas. Mas quando a covarancia é nula, nada se pode afirmar relativamente
ao grau de dependéncia entre as varidveis. Na verdade, a covaridncia até pode ser

nula e as varidveis serem totalmente dependentes entre si3.

2Naturalmente, se X e Y forem varidveis discretas, o integral é substituido por um somatério.
3Duas varidveis sdo totalmente dependentes quando se relacionam entre si por meio de um modelo
deterministico.
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Quando Cov(X,Y) = 0 diz-se que as varidveis X e Y ndo estdo correlacionadas
(ndo necessariamente independentes, como vimos), e quando Cov(X,Y) # 0 diz-se
que estao correlacionadas (e portanto dependentes).

Um pardmetro diretamente relacionado com a covaridncia entre duas variaveis
é o chamado coeficiente de correlagio. Chama-se coeficiente de correlagdo entre as
variaveis X e Y a quantidade:

pxy = —22 (4.20)

Trata-se de um pardmetro adimensional, apresentando por isso vantagens em relagdo
a covariancia. Determinemos o coeficiente de correlagao entre duas varidveis iguais
entre si. Tem-se:

Cov(X, X)
ox ox
E[(X - px)?]

2
Ox

PXX =

2
O'X:1

2

Ox
Assim, o coeficiente de correlacio entre duas varidveis iguais entre si é unitario. Pode
demonstrar-se que, dadas duas variaveis X e Y quaisquer:

—1<pxy <1 (4.21)

Embora nao seja evidente pelas defini¢oes de covaridncia e coeficiente de correla-
¢a0, estes pardmetros medem, como se disse acima, o grau de relacdo linear entre as
variaveis X e Y. Em particular, os casos extremos pxy = 1 e pxy = —1 correspon-
dem a existéncia de uma relagao linear deterministica entre X e Y, isto é, uma relacao
da forma Y = aX +b. (pxy = 1 corresponde a a > 0 e pxy = —1 corresponde a
a < 0.) Um coeficiente de correlagao elevado (préximo de 1 ou de —1) significa que as
variaveis tendem a variar linearmente uma em relagdo a outra. Um coeficiente de cor-
relagdo préximo de zero indica apenas fraca relagao linear, podendo ocorrer quando
as variaveis sdo independentes, ou quando sao dependentes, mas a relacao entre elas
é nao linear. A Figura 4.3 ilustra o que acaba de ser dito.

Conforme vimos, a covaridncia é estabelecida entre duas variaveis. Assim, dado
um vetor X = (Xi,...,X,), as covariancias entre as diferentes varidveis do vetor sdo
estabelecidas para cada par de variaveis do vetor, sendo geralmente organizadas na
forma de uma matriz, chamada matriz de covarincias e representada geralmente por
3., definida por:

Var(Xl) COV(XhXQ) s COV(Xl,Xn)
COV(X27X1) Var(Xg) cee COV(X27Xn)
Cov(Xn, X1) Cov(Xn, Xa) -+ Var(X,)

Trata-se naturalmente de uma matriz simétrica. A diagonal da matriz de covarian-
cias é constituida pelas variancias das componentes do vetor em apreco. Quando as
componentes do vetor sdo independentes entre si, a matriz de covariancias é diagonal.



Covaridncia 63

7r Op,
.
%
6 | .
o ~.
.’ .“.
5+ . 2+ 0.
> -" > ~ .
A "
4+ .’ -3r .
° hES
3+ R 4t )
04 .
L4
.'
ole L L L L | -5 L L L L
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
X X
(@) pxy =1 (b) pxy = -1
70 1r
6 . L or
. XY e ¢ o
5r . . -1r .. : o,
L0 . .‘.. - .
>4t R R > .2t PO
3r . % ::'. . ) . -3r . . *
2 ".: A4t
1 ! -5
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
X X
(c) pxy = 0.9 (d) pxy ~ —0.9
6 r 6 -
5t . 5t ¢
4t c . 4t
: : .t e . .. .« A .- .
>3t :' . >3t .
. * . R
2 L L (X} .. . . 2 L .. :
i ) ) 1} .. .
* N, K4
0 0 e’
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
X X
(e) pxy = 0 (varidveis independentes) (f) pxy = 0 (varidveis com relagdo determi-

nistica entre si, ndo linear)

Figura 4.3 Exemplos de vetores aleatérios com diferentes coeficientes de correlagio.
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4.6 O modelo Normal bi-dimensional

Considere-se o vetor aleatério (X,Y) e admita-se que a FDP conjunta tem a forma:

1 1
fxy(z,y) = exp{ X
(@) 2roxoyy/1 — p? 2(1 - p?)

y l(xU:x)Q_Qp(xu;igl;uY)+<yJ:Y>21}' (4.22)

Diz-se entao que o vetor (X,Y") tem distribuigdo Normal bi-dimensional e escreve-se
(X,Y) ~ N(ux,ox, by,0y,p). Trata-se assim de um modelo com 5 pardmetros. A
Figura 4.4 mostra o grafico desta distribuicdo para o caso do vetor (X,Y) ~ N(0,1,0,1,0.5).
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Figura 4.4 Exemplo da FDP conjunta de um vetor Normal bi-
dimensional (Vetor (X,Y) ~ N(0,1,0,1,.5)).

Pode provar-se que os parametros ux e ox coincidem com a média e desvio padrao
da distribuicdo marginal de X e que py e oy coincidem com a média e desvio padrao
da distribui¢do marginal de Y. Além disso, verifica-se que as distribui¢oes marginais
de X e Y sdo ambas Normais, podendo assim escrever-se X ~ N(ux,o0x) e Y ~
N(py,oy). O contrario desta proposicao nao é verdadeira, isto é, é possivel que as
distribuicdes marginais de X e Y sejam ambas Normais e a distribui¢do conjunta nao
seja Normal bi-dimensional. Pode também provar-se que o parametro p coincide com
o coeficiente de correlagao entre X e Y.

Se fizermos p = 0 na Eq. (4.4), verifica-se que a FDP conjunta transforma-se no
produto das distribui¢cbes marginais de X e Y, isto é, as varidveis X e Y tornam-se
independentes. Assim, no caso de variaveis com FDP Normal bi-dimensional, p = 0
= independéncia, pelo que, neste caso especifico, correlacao nula e independéncia sao
equivalentes.

Um resultado interessante e ttil do modelo Normal bi-dimensional tem a ver com
as distribuigoes condicionadas. Por exemplo, a observacao X = x permite atualizar a
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distribuicao de Y. Verifica-se que esta, dita distribuicdo condicionada ou atualizada,
continua a ser Normal, com média e desvio padrao dados por:

gy
Byle = Hy +p— (2 — px), (4.23)
ox
O’y|$ =0y 1-— p2. (4.24)
De mesma forma, a observacdo Y = y permite atualizar a distribuicdo de X,
obtendo-se expressoes semelhantes as anteriores para a média condicionada e desvio

padrao condicionado. Em resumo, as distribui¢des condicionadas de X dado Y e de
Y dado X, sdo:

ox
X|y~N<ux+pO_Y(y—uy)7 Uxx/l—/ﬂ), (4.25)

g
Y|m~N<uy+pU;(qu), Jy\/1p2). (4.26)

Vejamos um exemplo de aplicacdo do modelo Normal bi-dimensional.

Exemplo 4.1 (Adaptado do Anexo C da Norma ISO 13822 (2010)) Considere-
se a viga simplesmente apoiada representada na Figura junta. A viga é de
madeira e a sec¢ao possui modulo de flexao e inércia como indicado.

'o
W =0.0104 m®
N m

s

| L =4.00 |

/ =0.0002 m*

A carga (Q), a resisténcia da viga (f), e o médulo de elasticidade (E) possuem
distribuicao Normal, com as seguintes médias e coeficientes de variagao:

Variavel Modelo Média Coef. de variacao
Q Normal 100 kN 0.20
f Normal 20 MPa 0.15
E Normal 30 GPa 0.15

A carga @) e a resisténcia f da viga sdo naturalmente independentes entre si, mas
entre a resisténcia e o modulo de elasticidade E existe uma correlagao positiva,
caracterizada por um coeficiente de correlagdo p = 0.5.

a) Determinar a probabilidade de se atingir o EL ultimo de flexao na secgao
a meio vao da viga.

b) Suponha-se que a viga foi ensaiada com uma carga @ = 50 kN, tendo-se
registado uma deformacao a meio vao de 9 mm. Tirando partido da corre-
lacdo existente entre a resisténcia e o modulo de elasticidade, determinar
uma nova estimativa da probabilidade de se atingir o EL tltimo de flexao.
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Resolugdo

a) Designando por Mg o momento atuante a meio vao da viga e por Mg o
momento resistente da mesma secgao, tem-se:

pf:P(ME>MR)

P(Q% > W)

POV ~5Q <0)
P(Z <0),

com Z =Wf— %Q. A varidvel Z, comummente designada por margem
de seguranca, é assim uma funcao linear da resisténcia f e da carga @,
e portanto possui distribuicdo Normal. A média e desvio padrao de Z
determinam-se facilmente recorrendo as propriedades da linearidade da
média e variancia, vindo:

pz = (0.0104)(20 x 10%) — (4/4)(100)

= 108.0 kNm;
Sz = \/(0.0104)2(0.15 x 20 x 103)2 + (4/4)2(0.20 x 100)2
= 37.06 kNm.
Portanto,
py=P(Z <0)
= 0.0018.

Conforme veremos no Capitulo 11, trata-se de uma probabilidade dema-
siado elevada, pelo que, com a informagao disponivel, a viga deverd ser
classificada como ndo segura.

A probabilidade acima foi calculada com o seguinte cédigo Python:

|
from scipy.stats import norm ‘
pf = norm.cdf(0, 108.0, 37.06) \

\

b) A deformagdo a meio vao da viga, ¢, relaciona-se com a carga ) por
3
meio da expressao: 6 = fg%. Assim, a observacdo de uma deformagao

0 = 9 mm para uma carga conhecida ¢ = 50 kN permite determinar a
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seguinte estimativa do modulo de elasticidade:

_ QL
E= 4861
50 x 42

~ 48(0.009)(0.0002)
— 37 GPa.

Conhecer esta estimativa habilita-nos a atualizar a média e desvio padrao
da resisténcia da viga. Com efeito, recorrendo as equagoes (4.23) e (4.24),
vem:

0.15 x 20

_ Do XA 10% — 30 x 10°
0,15 x 30 x 108 57 X 107 =30 10%)

1y = 20 + (0.50)

= 22.3 MPa;
sp = (0.15 x 20)y/1 — 0.52
= 2.6 MPa.

Um célculo semelhante ao realizado na alinea a) conduz & probabilidade
pr = 4.2 x 107°. Esta probabilidade é considerada aceitdvel (conforme
veremos no Capitulo 11). O ensaio realizado na viga revelou-se assim
muito util e informativo, tendo permitido alterar a classificagdo da viga de
insegura para segura.

4.7 Funcoes de variavel aleatdria

4.7.1 Determinacao aproximada da média e variancia

Em engenharia aparecem frequentemente varidveis que sao fungoes de outras variaveis.
Seja Z = g(X1,...,Xn), uma funcdo (ou modelo) de n varidveis aleatérias. A varidvel
Z designa-se habitualmente por resposta do modelo, ou varidvel de saida, e as variaveis
X1,..., X, por varidveis de entrada, ou varidveis bdsicas. A variavel Z, sendo funcédo
de variaveis aleatérias, é ela propria variavel aleatéria, tendo por isso a sua propria
FDP, assim como média e varidncia. A determinacao da FDP, incluindo a média
e varidncia, tem interesse 6bvio. Nesta seccao analisaremos brevemente o problema
da determinagdo analitica da média e varidncia de uma funcdo Z = g(Xy,...,X,).
Vamos estudar dois casos.

Considere-se em primeiro lugar o caso em que Z é uma combinacdo linear das
variaveis basicas, isto é, Z = ag + a1 X1 + --- + a,X,,. Neste caso, recorrendo as
propriedades da linearidade da média e varidncia, vistas anteriormente, obtém-se:

E(Z)=ao+ a1p1 + -+ anpin, (4.27)
Var(Z) = aio% + -+ a2o?2, (4.28)
onde fi; e o? representam, respetivamente, a média e a varidncia da varidvel X;.

Recorde-se que a Eq. (4.28) é vdlida apenas no caso das varidveis serem independentes.
(A Eq. (4.27) é valida mesmo no caso de varidveis dependentes.) Se as varidveis X
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estiverem correlacionadas entre si, a varidncia é dada pela seguinte expressado mais

genérica:
n n

Var(Z) =Y > a;a; Cov(X;, X;). (4.29)
i=1j=1
Para a funcdo particular Z = ag + a1 X7 + a2Xs, isto é, a fun¢do linear de apenas
duas varidveis, a Eq. (4.29) transforma-se em:

Var(Z) = a20? + a203 + 2a1a Cov(X1, X3). (4.30)

Considere-se agora de uma fungdo genérica Z = g(X;, ..., X, ), ndo linear das va-
ridveis basicas. Neste caso a determinagao analitica da sua média e variancia pode ser
dificil, mas podemos recorrer a expressdes simplificadas como se descreve de seguida®.
Desenvolvendo a funcdo g em série de Taylor em torno do ponto g = (p1,...,tn), &
que chamaremos ponto médio, e desprezando os termos de ordem superior, tem-se:

dg dg

7 =~ ey Un X — — e (X — ) =1 . 4.31

g(/j/la y b )+( 1 ,ul)aXl M+ +( H )8Xn u ( )

Esta equagdo constitui assim uma aproximagdo linear da funcio Z = ¢g(X,...,X,)
em torno do ponto p = (u1, ..., ts), donde, aplicando a propriedade da linearidade e

admitindo que as varidveis X; sao independentes entre si:
dg ? 2 dg ? 2
Var(Z) ~ | — e 4.33
ar(Z) (8X1 u) or+ -+ x|, o (4.33)

Assim, conforme se observa, para obter uma estimativa da média de Z, basta calcular
o valor de Z no ponto médio. Para obter uma estimativa da varidncia de Z, basta
somar as variancias das variaveis basicas, multiplicadas pelos quadrados das derivadas
parciais de g no ponto médio. Vejamos um exemplo.

Exemplo 4.2 Considere-se uma sec¢ao retangular de betdo armado, com lar-
gura b = 0.30 m e altura util d = 0.55 m. A armadura é constituida por 3¢20,
a que corresponde a drea A5 = 9.42 cm?. A tensdo de cedéncia f, da armadura
possui uma média de 560 MPa e um desvio padrdo de 30 MPa. A resisténcia a
compressdo f. do betdo possui uma média de 35 MPa e um desvio padrdo de
4.2 MPa.

4Veremos no Capitulo 6 como determinar a média e variancia (e outras quantidades) de fungdes
de qualquer tipo recorrendo a simulag¢io numérica (método de Monte Carlo). Trata-se de um método
muito versatil e as suas estimativas podem ser consideradas exatas.
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= . -
o O momento resistente da seccao pode ser es-
% Mp timado pela expressao:
€ A
As Mg = f,A, (d0.50 Iy bs>.
|« |—3020 fe

b =0.30

Determinar valores aproximados para a média e desvio padrao do momento
resistente da secgao.

Resolucdo

De acordo com o enunciado, as Uinicas variaveis aleatérias sdo a tensao de
cedéncia do ago e a resisténcia do betdo. Assim, o momento resistente pode
ser encarado como uma funcdo de duas varidveis aleatérias, f, e f., isto é,
Mg = g(fy, fc). Para estimar a média do momento resistente, basta substituir
na expressao acima f, e f. pelas respetivas médias, vindo:

(560 x 10%)(9.42 x 10—4)>

= 103)(9.42 x 107%) [ 0.55 — 0.
pary = (560 x 10%)(9.42 x 10 )(055 0.50 (35 x 109)(0.30)

= 276.9 kNm.

Para estimar a varidncia de Mg = g(fy, fc), necessitamos das derivadas
parciais de g:

dg fyAZ
7:Asd— Yy 37
Ofy feb
2A2
99 _ o507’
Ofe feo

Calculando agora o valor dessas derivadas no ponto p = (uy,, ity,) vem:

dg 4 (560 x 10%)(9.42 x 104)2
—| =(942x1 .55) — = 0.0004
o7, Iy (9.42 x 107%)(0.55) (35 % 10%)(0.30) 0.00047,
dg (560 x 103)%(9.42 x 107%)2

=0.50 = 0.00038.
Ofeln (35 x 103)2(0.30)

Assim, uma estimativa do desvio padrdo do momento resistente é dada por:

oai, = +/(0.00047)2(30 x 103)2 + (0.00038)2(4.2 x 10%)2 = 14.2 kNm.

No Capitulo 6 iremos determinar os valores exatos de par, € o, Trecor-
rendo ao método de Monte Carlo. Conforme veremos, os valores exatos sao
276.6 e 14.2 kNm, respetivamente, verificando-se assim que, no presente caso,
as expressoes simplificadas conduziram a estimativas muito boas.
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4.7.2 Analise de sensibilidade

Observemos atentamente a Eq. (4.33). Esta equagdo permite determinar um valor
aproximado da varidncia de uma fun¢ao genérica Z = g(X1, ..., X, ), com as varidveis
X; independentes entre si. Conforme se observa, a varidncia de Z é dada por uma soma
de n parcelas, em que a parcela ¢ pode ser encarada como a contribuicdo da variavel
X, para a variancia de Z. A contribuicdo da varidvel X; é tanto mais significativa
quanto maior for o respetivo desvio padrao e quanto maior for a respetiva derivada
parcial (calculada no ponto médio). Para que a contribuicdo seja significativa, tanto
o desvio padrao como a derivada parcial tém de ser ambos elevados.

Estas consideragoes sugerem a defini¢ao do seguinte coeficiente, a que chamaremos
coeficiente de sensibilidade da variavel X;:

dg

. JZ
= 0Xilu (4.34)

w (g Y
j=1 8X]u J

Tratam-se assim de coeficientes adimensionais. E facil de verificar que estes coefici-
entes tém a seguinte propriedade:

d ai=1. (4.35)
i=1

Como a soma dos quadrados dos coeficientes de sensibilidade é igual a 1, estes
coeficientes podem ser vistos como uma fragao de um total. O coeficiente o7 repre-
senta a fracdo da varidncia de Z que é devida a varidvel X;. Uma vez que que os
quadrados dos coeficientes de sensibilidade tém um significado mais preciso do que
os proprios coeficientes, geralmente é preferivel apresentar os primeiros. De qual-
quer forma, tanto uns como outros constituem uma medida da contribuicao de cada
variavel para a varidncia da funcdo em estudo.

Uma vez que a varidncia de Z constitui uma medida da sua variabilidade (em torno
da média), e portanto uma medida da incerteza no conhecimento de Z, podemos
concluir que as varidveis que mais contribuem para essa incerteza sdo as variaveis
com maior coeficiente de sensibilidade. O coeficiente de sensibilidade constitui assim
uma medida da contribuicdo de cada varidvel para a incerteza no valor da funcdo em
estudo. Por conseguinte, se desejarmos reduzir a incerteza no valor dessa funcéo a
custa da reducao da incerteza nas variaveis de entrada, devemos investir nas varidveis
com maior coeficiente de sensibilidade. Trata-se por isso de um coeficiente bastante
util.

Determinemos, a titulo de exemplo, os coeficientes de sensibilidade da resisténcia
do aco e da resisténcia do betdo no valor do momento resistente da seccao de betao
armado do exemplo anterior:

0.00047)(30 x 10°
£ oa=t 13519 X10%) _ 0.99366; (a? = 0.987)

. 4.2 x 10°
£ a=ll 000381)4(19 X100 11247, (a? = 0.013)
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Assim, 98.7% da varidncia do momento resistente é atribuido ao aco e apenas 1.3%
é atribuido ao betdo. A contribuicdo do ago para a incerteza do momento é assim
muito superior a contribuicao da resisténcia do betao. Por outras palavras: o momento
resistente é muito mais sensivel a resisténcia do ago do que a resisténcia do betao,
de modo que, se desejassemos caracterizar melhor essas resisténcias com o objetivo

de reduzir a incerteza no momento resistente, deveriamos privilegiar a resisténcia do
aco.






Capitulo 5

Técnicas de estimacao
estatistica

Quando se avalia a seguranca de uma estrutura existente é muitas vezes necessaria
a colheita de amostras da estrutura e a sua andlise recorrendo a técnicas estatisticas
bem estabelecidas. Justifica-se pois rever alguns conceitos dessa importante area da
Matematica. Recorde-se que a Estatistica ocupa-se do estudo de populagoes a partir
de amostras colhidas dessas populagoes.

As amostras disponiveis sdo frequentemente de reduzida dimensio, originando
um tipo especial de incerteza, conhecida como incerteza estatistica. Veremos neste
capitulo como ter em conta tal tipo de incerteza na estimagdo de quantis.

5.1 Conceitos de amostra aleatoria e estatistica

5.1.1 Amostra aleatoria

Seja X uma variavel aleatéria com determinada distribui¢ao de probabilidade. Sejam
Xi,..., X, n varidveis aleatérias independentes entre si e com a mesma distribuicao
que X. Diz-se entdo que o conjunto {Xi,...,X,} constitui uma amostra aleatdria
de dimensdo n de X'. A amostra aleatéria é também chamada amostra IID, sigla
esta que enfatiza o facto de se tratar de uma sequéncia de varidveis Independentes e
Identicamente Distribuidas.

Por exemplo, seja X = {Velocidade méxima anual do vento em determinada loca-
lidade, a 10 m acima do terreno}. Seja {X1,..., X, } uma sequéncia de n observagoes
dessa populagdo ao longo de n anos. Se se puder assumir independéncia nas sucessivas
observagoes X; e se, além disso, se puder admitir que a distribuigao de probabilidade

se mantém constante ao longo dos anos, entdo {X,..., X, } constitui uma amostra
aleatéria de X.

Uma realizacdo particular da amostra {X1,...,X,} é representada em geral por
{1317. ‘e ,Z‘n}.

IPor vezes diz-se populacdo X quando nos referimos & varidvel X.

73
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5.1.2 Estatistica

Estatistica é qualquer funcdo de amostra aleatéria, isto é, qualquer funcao do tipo
Y =Y (Xy,...,X,). Estatisticas sdo usadas com o objetivo de estimar caracteristicas
de uma populagao a partir de amostras dela extraidas. Por esse motivo, as estatisticas
também se designam por estimadores.

Uma estatistica, ou estimador, sendo funcéo de varidveis aleatorias, é ela propria
uma varidvel aleatoria, possuindo assim uma determinada FDP, assim como valor
esperado e desvio padrdao. Quando o valor esperado do estimador coincide com o
parametro da populacao a estimar, diz-se que o estimador é centrado. Quando tal
nao se verifica, diz-se que se trata de um estimador enviesado.

O desvio padrao de uma estatistica, designado habitualmente por erro padrao,
constitui uma medida da precisdo da estatistica. Quanto mais baixo for o erro padrao,
mais precisa é a estatistica.

Duas estatisticas muito importantes sdo a média amostral e a varidncia amostral,
a primeira usada para estimar a média de uma populagdo e a segunda usada para
estimar a varidncia. Ambas sdo consideradas bons estimadores. Dada uma amostra
{X1,...,X,}, a média amostral é definida por:

_ 1<
X=-3"Xx,. 5.1
n; (5.1)

A variancia, o desvio padrao e o coeficiente de variacdo amostrais, sdo definidos,
respetivamente, por:

1 « _
2 L 2
S fn_ll;(Xl X)?, (5.2)
S =v52
V=_5/X.

A varidncia amostral representa a média dos desvios quadraticos dos X; em relacéo
a média. Note-se que a soma destes desvios é dividida por n — 1, ndao por n, o que
torna a varidncia amostral assim definida um estimador centrado, isto é, a média do
estimador passa a coincidir com o pardmetro a estimar (neste caso a varincia).

Outras estatisticas importantes sdo o coeficiente de assimetria e o coeficiente de
curtose amostrais. O coeficiente de assimetria amostral é definido por:
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Estes dois estimadores fornecem estimativas enviesadas, respetivamente do coeficiente
de simetria e do coeficiente de curtose. No entanto é possivel encontrar na literatura
da especialidade corregoes a esses estimadores de forma a torna-los centrados.

5.2 Estimacao de parametros das distribuicoes

Seja X uma populagdo com FDP fx(z | #), em que 6 é um pardmetro desconhecido
da populacao, cujo valor pretendemos estimar a partir de uma amostra da populagao.
A estimativa de @ representa-se habitualmente por 6. Os métodos que permitem
estimar pardmetros de populagoes dividem-se em dois grandes grupos: (1) métodos
de estimagao pontual e (2) métodos de estimagao por intervalo.

Iremos considerar brevemente apenas o primeiro grupo, visto ser o que tem mais
interesse no dominio da seguranca estrutural. Entre os métodos de estimacao pontual,
dois frequentemente utilizados sdo: (1) o método dos momentos e o (2) o método da
méaxima verosimilhanca.

5.2.1 Meétodo dos momentos

O método dos momentos é de muito facil aplicacao: se um modelo probabilistico de
uma populagdo depender de apenas um parametro, comecga-se por estimar a média da
populagao (1.2 momento) a partir da média amostral. Depois, recorrendo a relacdo
funcional entre o pardmetro e a média da populagdo, determina-se uma estimativa
do parametro. Para um modelo que dependa de dois pardmetros, comega-se por es-
timar a média (1.2 momento) e a varidncia (2.2 momento) da populagdo a partir da
média amostral e da varidncia amostral. Depois, recorrendo as relagées funcionais
entre os parametros da populacdo e a sua média e varidncia, determina-se as esti-
mativas pretendidas (sistema de 2 equagOes a 2 incégnitas). Para uma populagio
que dependa de 3 parametros, recorre-se aos 3 primeiros momentos e assim sucessi-
vamente. Recorde-se que o 3.° momento corresponde ao coeficiente de assimetria e o
4.2 momento corresponde ao coeficiente de curtose.

Exemplo 5.1 A amostra seguinte diz respeito a velocidade maxima anual do
vento observada ao longo de 10 anos numa dada localidade, a 10 m acima do
terreno.

v ={14.9, 22.2, 21.5, 16.6, 18.6, 14.8, 16.3, 20.3, 18.6, 21.6} [m/s]

Assumindo que a velocidade méxima anual do vento pode ser modelada através
de uma distribuicdo Gumbel, estimar os pardmetros desta distribuicao, u e «,
recorrendo ao método dos momentos.

Resolugao

Comeca-se por estimar a média e desvio padrao da amostra dada. Obteve-se
os seguintes valores:

v=1854m/s; s=2.80m/s.
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\

Recorrendo agora a relagao funcional entre os parametros da populagdo e os
momentos acabados de estimar (equagoes (B.52) e (B.53), p. 236), tem-se:

5772
e YO0 gy YEXOSTT2) o0 1r g s
e ™
d=— =—" _ —0.46 (m/s)"".

V6s /6 x2.80

5.2.2 Método da maxima verosimilhanca

Seja X uma populacdo com FDP fx(z) e {x1,...,2,} uma amostra de X. Chama-se
verosimilhanga da amostra {z1,...,x,} a fun¢do de 6, dada por:

L(O |21, 2n) = [ ] fx (x| 0). (5.7)
i=1

Se X for discreta, a verosimilhanca L(0 | z1,...,x,) representa a probabilidade de ter
safido aquela amostra (em fungao de #). Se X for continua, representa simplesmente
o valor da FDP conjunta no ponto (x1,...,x,), em funcao de 6.

O método da maxima verosimilhanca consiste em estimar o valor de # que maxi-
miza a verosimilhanca da amostra, ou, o que é o mesmo, que maximiza a probabilidade
de ocorréncia daquela amostra. Em simbolos:

0: LO|x,...,x,)¢émaxima. (5.8)

A estimativa de maxima verosimilhanca é assim o valor de 6 que torna mais provavel
aquela amostra, ou que melhor explica os valores observados da amostra.
Note-se que o pardmetro 6 pode ser um vetor. Por exemplo, se § = (61,65), a

verosimilhanga da amostra {z1,...,2,} é dada por:
L0y, 02 | w1, 2n) = [ [ fx (i | 601, 62), (5.9)
i=1

que corresponde & equacao de uma superficie.

Para alguns modelos probabilisticos, as estimativas de maxima verosimilhanca
coincidem com as estimativas dadas pelo método dos momentos. Em outros casos
nao se verifica essa coincidéncia, mas as estimativas de méaxima verosimilhanca sdo
em geral consideradas boas estimativas. Por exemplo, considere-se a distribuicao
uniforme. (Ver Anexo B.1, p. 223.) Seja X ~ Un(a,b), em que a é o valor minimo
da populagdo e b o valor méximo. Dada uma amostra {z1,...,z,} da populacdo, as
estimativas dadas pelo método dos momentos sao:

Q>
8l

— s,

=

&l

+ s,

onde ¥ é a média da amostra e s o desvio padrao. As estimativas de méaxima verosi-
milhanca sao:

4 =min{xy,..., T},
b= max{zry,...,Tn},
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as quais, no presente caso, sao claramente mais intuitivas do que as dadas pelo método
dos momentos.

Exemplo 5.2  Considerando os dados do Exemplo 5.1, estimar novamente os
parametros do modelo Gumbel, mas desta vez recorrendo ao método da maxima
verosimilhanca.

Resolugao

Recorrendo ao seguinte script Python:

from scipy.stats import gumbel_r as gumb

x = [14.9, 22.2, 21.5, 16.6, 18.6, 14.8, 16.3, 20.3, 18.6, 21.6]
loc, scale = gumb.fit(x, method=’MLE’)

u = loc

alpha = 1/scale

obteve-se as seguintes estimativas:
4 =17.21 m/s; a&=0.42 (m/s) "

Estas estimativas sdo naturalmente diferentes das estimativas obtidas com o
método dos momentos. A partida é dificil saber quais delas sdo as melhores.

5.3 Estimacao de quantis

Recorde-se que o quantil p, que representaremos por X, de uma variavel aleatéria é o
valor da varidvel com probabilidade p de néo ser excedido, isto é, X, = Fy L(p). Dois
quantis sdo especialmente importantes no ambito da seguranga estrutural: o quantil
p = 0.05, chamado wvalor caracteristico inferior, e o quantil p = 0.95, chamado valor
caracteristico superior. O primeiro é utilizado principalmente na representacao de
propriedades dos materiais, e o segundo é utilizado sobretudo na representacao das
acoes.

Nesta seccao vamos estimar quantis de populagoes a partir de amostras dessas
populagoes. Ha que distinguir dois casos: o caso em que o modelo probabilistico da
populagdo é desconhecido (caso em que os quantis poderdo ser estimados recorrendo
aos conceitos de estatistica de ordem e distribuicio empirica), e 0 caso em que 0 mo-
delo probabilistico é conhecido (a menos, naturalmente, dos respetivos pardmetros).
No primeiro caso, para que as estimativas sejam fidveis, é necessario uma amostra
de dimensao aprecidvel. Uma vez que raramente se dispoe de uma tal amostra, é
preferivel, sempre que possivel e a base de argumentos fisicos, atribuir a populacao
em estudo um modelo probabilistico especifico (cujos pardmetros serdo entdo esti-
mados a partir da amostra disponivel) e estimar de seguida os quantis pretendidos.
Na presente sec¢io consideraremos apenas este segundo caso, isto é, o caso em que o
modelo probabilistico da populagdo em estudo é conhecido. Comecemos pelo caso de
populagées normais.
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5.3.1 Variaveis normais

Seja X ~ N(ux,ox). Ora, o quantil p de X é dado por:

Xp:ux+/€p(fx, (510)

com
kp =271 (p). (5.11)
Se estivermos interessados no valor caracteristico inferior (p = 0.05), k, = —1.645, e

se estivermos interessados no valor caracteristico superior (p = 0.95), k, = 1.645.

Admita-se que pux e ox sdo desconhecidos, mas que se dispoe da amostra € =
{z1,...,2,} da populacdo. Estimativas para ux e ox poderdo entdo ser efetuadas
recorrendo as expressdes habituais:

1 n
ﬂX:i:Ein,

Uma vez que Z e sx sdo boas estimativas de pux e ox, segue que uma boa estimativa
do quantil p da populacao é dada por:

X, =T +kysx. (5.12)

Exemplo 5.3 Considere-se uma estrutura existente de betdo da qual foram
extraidas 9 carotes, as quais, depois de ensaiadas em laboratoério, forneceram a
seguinte amostra de resisténcias®:

f. = {63.5,65.5,68.5,45.0,41.0,44.5,60.5,37.5,34.5} [MPa]

Efetuar uma estimativa da resisténcia caracteristica do betao, f.r, assumindo
que a resisténcia do betao segue uma distribuicao Normal.

Resolugdo

Comega-se por estimar a média e o desvio padrdo da amostra. Obtém-se:
T = 51.17 MPa; s = 13.21 MPa. Assim, uma estimativa do valor caracteristico
da resisténcia do betao é:

Fup = 51.1 — 1.645 x 13.21 = 29.4 MPa.

“Esta amostra é real.

A estimativa que acabamos de determinar nao tem em conta, porém, a chamada
incerteza estatistica, isto é, a incerteza originada no facto de se ter usado uma amostra
de dimensao limitada. Esta incerteza é fungao da dimensao n da mostra usada, e tende
a diminuir & medida que n aumenta.

E possivel realizar uma estimativa de quantis tendo em conta esta incerteza, isto
é, tendo em conta a dimensdo da amostra usada. Ha varios métodos que o permitem
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fazer. O método que vamos considerar aqui consiste em recorrer ao chamado modelo
preditivo da varidavel X. O modelo preditivo de uma variavel é o modelo que permite
estimar probabilidades e quantis dessa variavel tendo em conta o efeito da incerteza
estatistica.

Seja entdo X ~ N(ux,o0x) com px e ox desconhecidos. Suponha-se que se
dispoe da amostra € = {z1,...,2,}. O modelo preditivo de X, que representaremos
por fx(z | €), pode ser obtido, quer através da Estatistica Classica (Montgomery
e Runger, 2007), quer através da Estatistica Bayesiana (Bernardo e Smith, 1994).
Ambas as escolas conduzem ao seguinte resultado:

fx(x]e)=St(z]|a,b,v), (5.13)

onde St(z | a,b,v) representa a distribuicdo t-Student de 3 pardmetros (Anexo B, p.
232), em que:

a=ux,
1
b=sx4/1+ —,
n
v=n-—1.

Observa-se assim que, apesar da populacao ser Normal, os célculos probabilisticos
que envolvem X serdo feitos a partir de uma distribuicdo t-Student, que tem caudas
mais pesadas que a distribuicdo Normal. Tal permite ter em conta o efeito da incerteza
estatistica.

O resultado expresso na Eq. (5.13) mostra que a predigao de valores de X pode
ser feita a partir da expressao:

X = (1+an_1

1
=@+ sx\[1+ T, (5.14)

onde T,,_; representa uma variavel t-Student reduzida, com v = n — 1 graus de
liberdade. Por conseguinte, o quantil p de X pode ser estimado por:

A

Xy =T+ kpn sx (5.15)
com

1
Fpn = /14 ~tpns (5.16)

e em que t,,_1 representa a inversa de uma distribuicdo t-Student reduzida com
v =n — 1 graus de liberdade, avaliada em p, isto é, t,,—1 = FT_nl_1 (p).

A Tabela 5.1 mostra valores do coeficiente k,,, para diferentes valores de p e n.
Note-se que para n = 0o, a estimativa dada por (5.15) coincide com a estimativa dada
por (5.12), a qual corresponde & ndo existéncia de incerteza estatistica. Isto confirma
aquilo que que se disse anteriormente, de que a incerteza estatistica diminui & medida

que a dimensao da amostra, n, aumenta.
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Tabela 5.1 Valores de k,, para a determinagdo de valores caracteristicos de populagdes
Normais (Egs. (5.15) e (5.16))

n
2 3 4 5 7 10 15 20 30 00

0.06 773 337 -263 -234 -208 -192 -1.82 -1.v7 -1.73 -1.645
095 773 337 263 234 2.08 1.92 1.82 177 1.73 1.645

p

Exemplo 5.4 Considerando novamente a amostra de carotes do exemplo ante-
rior, efetuar uma nova estimativa do valor caracteristico da resisténcia do betao,
mas desta vez tendo em conta a incerteza estatistica.

Resolugao

Tem-se:

1
kpn =4/1+ 9 t.05,9-1 = —1.96,

for = 51.1 — 1.96 x 13.21 = 25.3 MPa.

Verificou-se assim uma reducao de 14% em relacao & estimativa inicial. Esta
reducao no valor caracteristico pode ser encarada como uma penalizacao devido
a incerteza estatistica.

Os célculos acima foram realizados com o seguinte cédigo Python:

from numpy import sqrt
from scipy.stats import t

n=9
kpn = sqrt(1 + 1/n)*t.ppf(0.05, n-1)
fck = 51.1 + kpn*13.21

A modelagdo de resisténcias com o modelo Normal é geralmente considerado um
procedimento conservativo, ja que conduz a estimativas inferiores as que se obtém,
por exemplo, com o modelo Lognormal (também muito utilizado na modelagao de
resisténcias). Porém, como referido anteriormente, a adequagdo do modelo Normal
requer que P(X < 0) seja desprezével, pois as resisténcias sdo em geral quantidades
positivas. Avalie-se esta probabilidade no exemplo que temos vindo a estudar, tendo
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em consideragao o efeito da incerteza estatistica:

1
P(X<0)P<z+s,/1+nTn_1 <0>

= Fr,(—3.67)
= 0.0032.

A titulo de referéncia, indica-se de seguida o c6digo Python usado para avaliar a esta
probabilidade:

from scipy.stats import t
p = t.cdf(-3.67, df=8)

Conforme se observa, a probabilidade acima, apesar de pequena, ndo é inteira-
mente desprezavel, pelo que no presente caso o modelo Lognormal afigura-se prefe-
rivel, j4 que este assume apenas valores positivos. Vejamos entdo como estimar um
quantil a partir de uma amostra de uma populacao Lognormal, incluindo o efeito da
incerteza estatistica.

5.3.2 Variaveis lognormais

Dada uma amostra {yi,...,y,} de uma populacido Lognormal, para estimar o quantil
p da populagdo, com o efeito da incerteza estatistica, procede-se da seguinte forma:

1. Transforma-se a amostra dada na amostras:

{z1,...,zn} ={lnyy,...,Iny,}.
A amostra assim obtida pertence a uma populagao Normal, pelo que podemos
aplicar os resultados vistos anteriormente para populagdes Normais.

2. Determina-se:

= 1 n . _
x_EZizl‘riv Sx =

3. Obtém-se uma estimativa de X, pela expressao:
Xp =T+ kpp Sx,
com k,,, dado por (5.16).

4. Finalmente, a estimativa pretendida obtém-se considerando que Y = eX, ou
seja:

¥, = %o,
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Vejamos um exemplo.

Exemplo 5.5 Considerando novamente o exemplo da amostra de carotes de
betdo que temos vindo a analisar, efetuar uma nova estimativa da resisténcia do
betao, assumindo que a resisténcia segue uma distribuicao Lognormal.

Resolugdo

Recorrendo ao cédigo Python abaixo, obteve-se fck = 29.7 MPa. Podemos
considerar esta estimativa melhor que a estimativa obtida com o modelo Normal,
pelos motivos apontados anteriormente.

from numpy import log, mean, std, sqrt, exp
from scipy.stats import t

fc = [63.5, 65.5, 68.5, 45.0, 41.0, 44.5, 60.5, 37.5, 34.5]

n = len(fc)

x = log(fc);

xbar = mean(x)

sx = std(x, ddof=1)

xk = xbar + sx*sqrt(l + 1/n)*t.ppf(0.05,n-1)
fck = exp(xk)

5.4 Estimacao de valores caracteristicos recorrendo
a ensaios indiretos

Gracgas a sua economia e facilidade de uso, os ensaios indiretos, e em particular os
ensaios nao destrutivos, tém gozado de ampla aceitacdo no dominio das avaliagbes es-
truturais. Por exemplo, para caracterizar a resisténcia do betao dispoe-se de equipa-
mentos nao destrutivos como o esclerémetro ou os ultra-sons. Embora menos precisos
do que o ensaio direto sobre carotes extraidas da estrutura, tais ensaios sdo muito
mais econémicos e faceis de utilizar, além de nao introduzirem dano na estrutura.

O uso destes ensaios requer, porém, que sejam calibrados especificamente para a
estrutura em avaliagio (NP EN 13791, 2008). De outra forma, podem introduzir-
se erros sisteméticos significativos. No caso do esclerémetro, por exemplo, torna-se
evidente a necessidade de calibrar o equipamento especificamente para a estrutura
em avaliagdo, se atendermos a que o indice esclerométrico é afetado por fatores, tais
como:

m Tipo de agregado. Obtém-se indices escleroméricos bastante diferentes para
betoes com idéntica resisténcia mas com diferentes tipo de agregado.

m Idade do betdo. Betbes com idéntica resisténcia mas idades diferentes conduzem
a indices esclerométricos diferentes.
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m Humidade do betdo. Se um betdo estiver hiimido obtém-se indices escleromé-
tricos distintos dos que se obtém depois do mesmo betdo se encontrar seco.

m Carbonatacdo. O indice esclerométrico de um betdo carbonatado pode ser até
cerca de 50% superior ao de um betdao nao carbonatado.

Compreende-se assim que o esclerémetro deva ser calibrado especificamente para a
estrutura em avaliacdo. As curvas de calibragdo do fabricante podem conduzir a erros
sistematicos importantes, pelo que o seu uso deve ser feito com as devidas reservas.

Vejamos entao como estimar o valor caracteristico da resisténcia do betao, f.x, de
um determinado elemento de uma estrutura existente, recorrendo a um ensaio indireto
devidamente calibrado para a estrutura em avaliagdo. A calibracéo é realizada a partir
de um conjunto de carotes a extrair da estrutura, e consiste basicamente em estimar
os pardmetros de regressao linear (8, f1 e o) a partir de uma amostra de n pares
(zi,9:), © = 1,...,n, onde x; representa o valor do ensaio indireto medido no local
i e y; o valor da resisténcia da carote extraida do mesmo local?. As estimativas dos
parametros de regressao, que se representam habitualmente por 50, 31 e 7, sdo em
geral realizadas pelo método dos minimos quadrados.

Uma vez calibrado o ensaio, isto é, uma vez determinadas as estimativas ﬁo, ﬁl e
&, suponha-se que o ensaio indireto aplicado num dado local da estrutura indicou o
valor z. O valor caracteristico da resisténcia do betdo (quantil 0.05) pode entdo ser
estimado recorrendo a expressao:

(z —2)?

———— 10.05,n— 5.17
G kg2 ( )

. .. 1
fex(x) = Bo+ Prx+6 1+5+

onde, tp.05,—2 representa a inversa da distribuicdo t-Student com n — 2 graus de
liberdade, avaliada em p = 0.05 e n o nimero de carotes usadas na calibragdo. As
outras quantidades sdo:

Note-se que o pardmetro o constitui uma medida da precisdo do ensaio indireto,
ou uma medida da sua capacidade em explicar a resisténcia do betdao. Trata-se assim
de um parametro importante na caracterizacdo da fiabilidade do ensaio.

Antes de aplicar o modelo de regressao linear é importante verificar o cumprimento
dos pressupostos deste modelo, que se resumem de seguida:

m Os residuos apresentam média nula. Este requisito é automaticamente satis-
feito se os pardmetros de calibracao forem estimados pelo método dos minimos
quadrados.

m A variancia dos residuos é constante (requisito da homocedasticidade). O grafico
de dispersao de pontos (z;,y;) ajuda a apreciar qualitativamente a satisfacao
deste requisito. Com efeito, quando este requisito é satisfeito, a banda dos
valores y; em torno da reta de regressao possui largura constante.

2No Anexo C (p. 249) faz-se uma breve revisio da técnica da regressdo linear. Talvez o leitor
queira fazer uma leitura rapida desse anexo, antes de prosseguir, e assim recordar essa técnica
estatistica.
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m Os residuos devem seguir uma lei Normal. O requisito da Normalidade pode
ser apreciado qualitativamente observando a distribui¢ao empirica dos residuos
€ =1Y; — 30 — lei impressos em papel Normal®. Pode-se também efetuar uma
apreciacao quantitativa recorrendo a um teste de ajustamento, tal como o teste
x? ou o teste Kolmogorov-Smirnov (Benjamin e Cornell, 1970).

m Os residuos sucessivos sdo independentes entre si. Para avaliar a satisfagao
deste requisito pode recorrer-se a um teste de independéncia. A independéncia
também pode ser apreciada qualitativamente observando o grafico de pontos
(i,e;),onde i = 1,...,n representa a sequéncia temporal de medigdes e ¢; = y; —
Bo — lei representa a correspondente sequéncia de erros observados. Quando
os erros e; sdo independentes entre si, os pontos (i, e;) situam-se aleatoriamente
acima e abaixo do eixo das abcissas.

Em geral considera-se que a correlagdo entre a resisténcia do betdo e o indice
esclerométrico satisfaz esses pressupostos (Monteiro e Gongalves, 2008). O ensaio
de arranque (pull out test) é outro caso onde se considera que tais requisitos sio
satisfeitos (NP EN 13791, 2008).

Enfatiza-se que a estimativa de f., dada pela Eq. (5.17), admitindo como despre-
zaveis eventuais incertezas originadas no nao cumprimento perfeito dos pressupostos
do modelo de regressao linear, contempla as fontes relevantes de incerteza do pro-
blema, a saber:

m Incerteza originada na falta de precisdo do ensaio indireto, traduzida no para-
metro o.

m Incerteza estatistica, associada ao facto de o ensaio ter sido calibrado a partir
de um ntimero limitado de carotes (pardmetro n).

Note-se que, para n grande, a incerteza estatistica desaparece. Para n grande
to.05,n—2 = —1.645 e a Eq. (5.17) pode ser aproximada por:

for(x) = Bo + Pra — 1.6456. (5.18)

A titulo de exemplo, considere-se um caso real de aplicagdo do esclerémetro a
medicdo da resisténcia do betdo de uma estrutura existente (Monteiro e Gongalves,
2008). O caso diz respeito a uma estrutura que estava em construgdo na altura da
recolha dos dados, cuja seguranca foi questionada por suspeitas de mé qualidade
do betao. Para esse efeito foi efetuado um levantamento exaustivo dos pilares da
estrutura com um esclerémetro, assim como a extracao de um certo nimero de carotes,
cuja resisténcia medida em laboratério serviu para calibrar o esclerémetro. A Tabela
5.2 mostra os pares (z;, ;) usados na calibragdo do esclerémetro (21 pares). Os valores
do indice esclerométrico que constam na Tabela foram obtidos através da mediana de
9 leituras em cada local de ensaio®.

Com base nos dados da Tabela 5.2, procedeu-se a calibracdo do esclerémetro,
tendo-se obtido os seguintes pardmetros de regressao:

N N

Bo = —21.78 MPa; [y =1.14 MPa; & =2.12 MPa; R? = 0.697.

Uma vez calibrado o esclerémetro, pode estimar-se sem dificuldade a resisténcia
do betdao em qualquer local desejado da estrutura. Por exemplo, suponhamos que o

3Na préxima seccio introduziremos o conceito de papel de probabilidade.
4A utilizagdo da mediana em vez da média tem a vantagem de eliminar automaticamente outliers.
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Tabela 5.2 Pares (z;,y;) para calibragdo do esclerémetro
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Local Indice esclerométrico Resisténcia da carote [MPa]
1 41.0 24.9
2 37.0 19.3
3 38.0 23.9
4 37.0 20.2
) 39.0 22.5
6 37.5 22.6
7 32.0 12.3
8 37.0 23.6
9 30.5 13.2
10 31.0 15.3
11 35.0 16.6
12 35.5 22.2
13 34.0 17.7
14 35.5 15.5
15 37.5 23.7
16 37.5 18.4
17 35.0 16.3
18 36.0 20.9
19 38.5 23.5
20 39.5 22.3
21 39.0 19.7
min 30.5 12.3
max 41.0 24.9
média 36.3 19.7
desvio padrao 2.74 3.76
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esclerémetro num dado local deu um indice de 36 (mediana de 9 disparos nesse local).
No caso em aprego S, = 150.7 ¢ £ = 36.3. Assim aplicando a Eq.(5.17), vem:

1 (36—36.3)2

fck

t0.05,19

= 15.5 MPa.

Este valor tem em conta a incerteza associada & precisdo do ensaio (traduzida no
pardmetro &) e a incerteza estatistica associada ao numero finito de carotes usado na
calibragao.

Efetuando um calculo similar para outros valores de z podemos tragar uma curva
que dé o valor caracteristico da resisténcia do betdo. O grafico da Figura 5.1, que
representa o modelo de regressao linear do exemplo acabado de analisar, mostra essa
curva, assim como a reta central, chamada reta de regressdo. Esta reta fornece o
valor médio (ou valor esperado) da resisténcia do betdo, f.m,, em fungdo do indice
esclerométrico, x.

267

N
I
T

y=-21.7832 + 1.1429x
R? =0.69724

N
N
T

N
o
T

[y
[oe]
T

Resisténcia do betéo, y, [MPa]

- o Pares( X, yl,)

10 s ——Resisténcia média, f,

- —-—-.Resisténcia caracteristica, fck

8 1 1 T T T |
30 32 34 36 38 40 42

indice esclerométrico, x

Figura 5.1 Representagao grafica do modelo de regressao linear
obtido no processo de calibragdo do esclerémetro.

Estimemos novamente o valor caracteristico da resisténcia do betdo no local em
que o esclerometro indicou x = 36, mas agora desprezando a incerteza estatistica.
Usando entdo a Eq. (5.18), tem-se:

For = —21.78 + 1.14 x 36 — 1.645 x 2.12
— 15.8 MPa.

Este valor é apenas ligeiramente superior ao valor calculado anteriormente, o que
nos permite concluir que, no presente caso, a incerteza estatistica é pequena, ou, por
outras palavras, o nimero de carotes usado na calibracao (21 carotes) foi perfeitamente
suficiente.
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5.5 Ajustamento de modelos probabilisticos a
amostras

Vimos anteriormente como estimar pardmetros desconhecidos de uma populagao a
partir de uma amostra dessa populagdo. Admitiu-se como conhecido o modelo pro-
babilistico subjacente a populagdo. Acontece frequentemente, porém, que o préprio
modelo probabilistico da populagao é desconhecido. Coloca-se entdo o problema de,
dada uma amostra de uma populacdo, escolher um modelo probabilistico que se ajuste
bem a essa amostra, ou, por outras palavras, determinar o modelo que tera gerado
essa amostra.

Em geral comega-se por uma andlise grafica qualitativa, observando a forma do
histograma da amostra. Esta analise qualitativa é extremamente importante e pode,
em conjunto com razdes fisicas ou técnicas, ditar a escolha de um determinado modelo,
sem necessidade de recorrer a uma andalise mais detalhada. No entanto, podemos
recorrer também a métodos quantitativos que ajudam a decidir se determinado modelo
probabilistico ajusta-se bem ou nao a amostra dada. Tais métodos, designados por
testes de ajustamento, baseiam-se na conhecida teoria dos testes de hipdteses. Dois
desses testes sdo frequentemente utilizados: o teste x2 e o teste kolmogorov-Smirnov.
A descrigdo detalhada destes testes pode ser consultada em qualquer texto tradicional
de Probabilidades e Estatistica, e ndo os consideraremos aqui. (Ver por exemplo
Benjamin e Cornell (1970)). Faremos apenas uma breve descrigdo da andlise grafica
qualitativa. Esta andlise pode ser realizada por meio de histogramas, ou por meio da
chamada distribui¢do empirica. Comecemos pela primeira técnica.

5.5.1 Analise qualitativa por meio de histogramas

Como se disse acima, quando se pretende escolher um modelo probabilistico a partir
de uma amostra da populagdo, é boa ideia comegar por desenhar um histograma
dessa amostra (no caso da populacdo ser continua) e observar a sua forma. Um
histograma (de uma amostra de uma populac¢do continua) é um grafico de barras
verticais contiguas, em que a largura de cada barra corresponde a um intervalo de
valores da populagdo e a altura é proporcional ao nimero de observagdes da amostra
que caiem no intervalo. Cada intervalo de valores designa-se por classe. O niimero de
barras verticais do grafico define assim o ntimero de classes do histograma. As barras
(ou classes) podem ser de largura varidvel, mas as barras de largura constante sdo
mais utilizadas.

Para desenhar o histograma é necessario escolher primeiro o nimero de classes
pretendido, fun¢do da dimensdo da amostra disponivel. Para tal, pode recorrer-se a
seguinte expressao (Benjamin e Cornell, 1970), conhecida como regra de Sturges, que
fornece o numero de classes, k, em funcdo da dimensdo n da amostra:

k =1+ 3.3log,(n), (5.19)

onde log;,() indica logaritmo na base decimal.

Uma vez desenhado o histograma, sobrepoe-se a esse histograma a FDP do modelo
cujo ajuste se pretende analisar, em que os pardmetros do modelo deverdo ser estima-
dos a partir da amostra dada. Podemos entao apreciar qualitativamente o ajuste entre
o modelo proposto e o histograma da amostra. Se a qualidade do ajuste for razoavel
e existirem razoes fisicas ou técnicas em abono do modelo probabilistico proposto, a
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analise pode parar por aqui.

Analisemos agora, com um pouco mais de detalhe, a construcio de um histograma
de uma amostra de uma populagdo. A Figura 5.2 mostra um histograma com k classes.
A classe i corresponde ao intervalo de valores [z;_1,x;[. Para tracar o histograma é
necessario determinar o nimero de valores da amostra que caiem em cada uma das
classes. Seja N; o niimero de valores que caiem na classe i. Esse nimero é chamado
de frequéncia absoluta da classe. Se dividirmos N; por n (dimensdo da amostra)
obtém-se a proporcao de valores que caiem na classe, chamada frequéncia relativa. Os
histogramas podem ser, portanto, de frequéncias absolutas ou frequéncias relativas.

fx(x)

N
n

Frequéncias relativas

Xg Xq X1 X; Xk X

Figura 5.2 Histograma com k classes e modelo proba-
bilistico sobreposto.

Ao tracar o histograma de uma amostra, é importante ter presente que o histo-
grama que se obtém é apenas um entre os muitos que poderiam ter sido obtidos da
populacdo em estudo. Um histograma de outra amostra da mesma populacao pode
até ser bastante diferente, sobretudo se a amostra for de pequena dimensao. Por con-
seguinte, a frequéncia absoluta IV; deve ser encarada como variavel aleatoria. Como
cada valor da amostra ou cai na classe ¢ ou em outra classe, o nimero N; de obser-
vagoes que caiem na classe ¢ corresponde ao niimero de sucessos de uma experiéncia
de Bernoulli realizada n vezes, sendo n a dimensao da amostra. Designando por p;
a probabilidade de um valor qualquer da amostra cair na classe ¢ (probabilidade de
sucesso), a varidvel NN; possui distribui¢do Binomial com pardmetros n e p;. Em sim-
bolos: N; ~ Bin(n,p;). A média, varidncia e coeficiente de variagdo de N; tém assim
os seguintes valores:

E(N;) = np;, (5.20)
Var(N;) = np;(1 — p;), (5.21)

(5.22)

Observando a Eq. (5.22), conclui-se que, para reduzir o coeficiente de variagao
de N; deve-se aumentar a dimensdo da amostra, ou reduzir o ntimero de classes (que
equivale a aumentar p;). Por exemplo, suponha-se que a classe ¢ do histograma possui
p; = 0.10. Para que o coeficiente de variagdo da frequéncia dessa classe seja de 0.20
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(que até ja é significativo), a dimensdo da amostra teria de ser de pelo menos 225.
Isto mostra que, em geral, quando o problema é escolher um modelo probabilistico
para uma populacao a partir de uma amostra da populagdo, para que tal escolha
seja fidvel, a amostra deve ter uma dimensdo significativa. (Quando o problema se
resume a determinar pardmetros de uma populagdo conhecida, a amostra disponivel
néo precisa de ser tdo grande.)

Chama-se a atencdo para que, ao se reduzir o nimero de classes do histograma,
melhora-se o ajuste do modelo ao histograma, mas diminui-se a0 mesmo tempo a
predisposicado em aceitar o modelo proposto, ja que se melhora também o ajuste a
outros modelos candidatos.

Considere-se agora a seguinte situagdo: suponha-se que o histograma da amos-
tra disponivel ajusta-se igualmente bem a dois modelos probabilisticos candidatos,
originando duvidas sobre por qual deles se deve optar. Para ajudar a escolher um
desses modelos, pode-se determinar, para cada um deles, a verosimilhanca da amostra
e optar pelo modelo que conduz & maxima verosimilhanga. (Ver Eq. (5.7), p. 76.)
Estamos assim a escolher o modelo com a maior probabilidade de ter gerado aquela
amostra, o que faz sentido.

5.5.2 Analise qualitativa por meio da funcao distribuicao
empirica

A andlise qualitativa do ajuste de um modelo probabilistico a uma amostra de uma
populacdo pode também, como alternativa aos histogramas, ser efetuada recorrendo
a chamada funcao distribuicio empirica. Esta funcdo constitui uma estimativa da
FDC da populagao em causa, e é obtida a partir de uma amostra da populagao, como
se explica de seguida. Seja Fx(x) a FDC (que se desconhece) de uma populagio
X e seja {x1,...,x,} uma amostra dessa populagdo. Para obter uma estimativa da
FDC a partir da amostra, comega-se por ordenar os valores da amostra por ordem
crescente. Seja {z(), ..., (™} a amostra ordenada. O valor ") corresponde assim
ao valor minimo da amostra e (™ ao valor méximo. O valor z(*) representa o valor
de ordem 4. Ora, Fx(z() = P(X < z()), donde uma estimativa de Fx(zx), que
representaremos por Fx(x) e a que chamaremos funcdo distribuicéo empirica, é dada
por:
ntmero de observacoes < z(® ¢

Fx(zW) = n =

Este estimador, embora intuitivo, ndo é o mais usado. Muitos autores preferem usar
o seguinte estimador (Ang e Tang, 2007):

7

Pxe)= g

(5.23)

Recorrendo a este tltimo estimador, o grafico da distribuigdo empirica é dada pelo
conjunto de pontos (z(9,i/(n+1)),i=1,...,n. (Ver Figura 5.3.)

Sobrepondo o grafico do modelo Fx(x) proposto (com os pardmetros estimados a
partir da amostra) com o gréfico da distribuigdo empirica, podemos apreciar qualita-
tivamente o ajuste do modelo a essa amostra. Este método, comparativamente com
a analise por meio de histogramas, tem a vantagem de utilizar diretamente os valores
individuais da amostra disponivel. Com efeito, quando se desenha um histograma de
uma amostra, os valores individuas sao perdidos.
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Figura 5.3 Funcgao distribuigdo empirica.

5.5.3 Conceito de papel de probabilidade

Em alternativa a observacao do grafico da fun¢ao distribuigdo empirica sobreposto
com o grafico da FDC em analise, pode recorrer-se ao conceito de papel de probabili-
dade. A ideia do método consiste no uso de uma folha de papel comercial previamente
calibrada a um dado modelo probabilistico (por exemplo o modelo Normal, caso em
que o papel se diz papel Normal), na qual se marca os pontos da fung¢do distribuigdo
empirica. A escala vertical da folha estd modificada de tal maneira que, se os pontos
assim marcados seguirem aproximadamente uma reta, é porque a amostra disponivel
segue o modelo probabilistico subjacente a folha.

O uso de papel de probabilidade deixou de ter interesse hoje e dia, dada a facilidade
com que se desenham graficos em computador. No entanto, a ideia subjacente ao
conceito continua a ter interesse, porque dispensa a plotagem da FDC proposta,
evitando assim a necessidade de se estimar previamente os pardmetros do modelo
proposto. Vale a pena, por isso, explicar brevemente o conceito.

A ideia é aplicar uma transformacéo de escala as ordenadas do modelo proposto
Fx(z) (eixo vertical) de modo a que o respetivo gréfico seja transformado numa reta.
A titulo de exemplo, suponha-se que se estd a estudar o ajuste de um modelo Normal
a uma dada amostra. Ora, a FDC do modelo Normal é expressa por:

Fx(z) =@ (I—ux)’

ox

onde px e ox sdo os parAmetros do modelo. Aplicando ®~!() a ambos os membros
da equagao, vem:

o (Fx (2)) = X,

ox
que corresponde a equagdo de uma reta y = ax+b,coma = 1/ox eb= —px/ox. Isto
significa que, se a amostra disponivel {x1, ..., z,} pertencer a uma populagdo Normal,

espera-se que o grafico de pontos (a:(i), O~1(i/(n + 1))) siga aproximadamente uma
reta com inclinagdo 1/0x e ordenada na origem —pux /ox. Se tal ndo acontecer, entdo
é porque a distribuicdo Normal ndo é um bom modelo para a populagao e estudo.
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Repare-se que, recorrendo ao conceito de papel de probabilidade, ndo é necessario
sobrepor-se a fung¢do distribuicdo empirica o grafico da FDC do modelo proposto.
Basta verificar se a funcdo distribuicdo empirica (com as ordenadas transformadas)
tem ou nao uma tendéncia linear.

Vejamos mais um caso. Suponha-se agora que modelo proposto é a distribuicao
Gumbel, cuja FDC é dada por:

_—a(z—u)
Fx(z)=e"¢ ) (5.24)
onde u e a sdo os pardmetros do modelo. Aplicando logaritmos naturais a ambos os
membros da equagao vem:

In(Fx(z)) = —e @™ & —In(Fx(z)) =e ™
& (I (Fx() = ol —u),

que corresponde & equagdao de uma reta y = ax + b, com a = —a e b = aqu. As-
sim, se a amostra {x1,...,x,} pertencer a uma populagio Gumbel, espera-se que o
grafico constituido pelos pontos (x(i), In ( —In (z/(n + 1)))) siga aproximadamente
uma linha reta com inclinacdo —a e ordenada na origem ou.

Note-se que, aplicando a técnica da regressao linear, pode estimar-se os parametros
a e b da reta, a partir dos quais é possivel realizar uma estimativa dos parametros
u e « da populacdo. Assim, o conceito de papel de probabilidade, ndo s6 permite
apreciar qualitativamente o ajuste de um modelo probabilistico a uma amostra de
uma populacdo, mas oferece também uma técnica de estimacao de parametros.

Termina-se esta parte por enfatizar que, quando o problema é escolher um modelo
probabilistico para uma populacdo a partir de uma amostra da populacao, para que
a escolha seja fidvel, é necessdrio que a amostra tenha dimensao aprecidvel (acima de
100, como ordem de grandeza). Compreende-se também que a dimensdo minima que
uma amostra deve ter a fim de representar razoavelmente bem a populacao depende
do coeficiente de variagdo da populacao. Quanto maior for esse coeficiente de variagao,
maior devera ser a dimensao da amostra.

Exemplo 5.6 A Tabela seguinte mostra os valores maximos semanais da so-
brecarga de utilizacao observados ao longo de 100 semanas numa laje de um
edificio. Os valores estdo em kN/m?.

071 158 08 037 210 073 081 037 203 0.72
032 093 071 155 088 045 125 0.73 039 1.55
1.04 097 090 088 081 038 130 116 1.51  1.59
1.18 083 163 087 054 010 039 135 091 1.08
078 119 151 043 063 057 115 088 0.77 094
0.62 039 100 001 052 115 070 08 0.70 0.80
0.90 128 152 028 052 090 142 035 1.09 0.87
1.55 273 157 237 107 067 023 110 092 1.52
08 131 034 092 081 089 156 064 126 1.12
1.35 046 075 048 041 150 130 1.26 1.13 2.15

Analisar a qualidade do ajuste do modelo Gumbel a amostra dada:
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a) Por meio de um histograma.
b) Por meio da distribuicao empirica.
c¢) Por meio do conceito de papel de probabilidade.

Resolugao

a) Comega-se por escolher o ntimero de classes do histograma. Recorrendo &
formula de Sturges, para uma amostra de dimensao n = 100 obtém-se k =
8 classes. A Figura seguinte mostra o histograma de frequéncias relativas,
com 8 classes, da amostra dada. Conforme se observa, o histograma possui
uma assimetria clara a direita.
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Sobrecargas maximas semanais, g [kN/m?]

A titulo de referéncia, mostra-se de seguida o cédigo Python usado para
criar este histograma.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

q [0.71,1.58,0.86,0.37,2.10,0.73,0.81,0.37, (...)]

n = len(q)
nbins = round(1 + 3.3*np.logl0(n))

figl, axl = plt.subplots()

axl.hist(q, nbins, linewidth=1, edgecolor="black", facecolor=’
None’)

axl.set_xlabel (’Sobrecargas maximas semanais, $q$ [kN/m$"2$]°)

axl.set_ylabel (’Frequencias absolutas’)

Para ajustar um modelo Gumbel ao histograma, é necessario estimar os
pardmetros u e a do modelo. Aplicando o método dos momentos, obteve-se
u=0.75kN/m? e a = 2.6 (kN/m?)~!. A Figura seguinte mostra o modelo
Gumbel com esses parametros sobreposto ao histograma da amostra.
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Conforme se observa, o modelo Gumbel ajusta-se razoavelmente bem &
amostra dada.

A titulo de referéncia, mostra-se de seguida o cédigo Python usado para
criar o histograma com o modelo Gumbel sobreposto:

...

fig2, ax2 = plt.subplots()

ax2.hist(q, nbins, density=True, linewidth=1, edgecolor=’black
>, facecolor=’None’, label=’Histograma’)

np.mean(q)
np.std(q)

n B8
1

u =m - np.sqrt(6)*.57722/np.pi*s
alpha = np.pi/(np.sqrt(6)*s)

x = np.linspace(min(q)-.25, max(q)+.5,100)
y = alpha*np.exp(-alpha*(x-u) - np.exp(-alpha*(x-u)))

ax2.plot(x, y, color=’black’, linewidth=2, label=’FDP Gumbel’)
ax2.set_xlabel (’Sobrecargas maximas semanais, $q$ [kN/m$"2$]°)
ax2.set_ylabel(’Densidade de probabilidade’)
ax2.legend(loc=’best’, frameon=False)

b) A préxima Figura mostra a funcao distribuigdo empirica com a FDC Gum-
bel sobreposta. Conforme se observa, o ajuste é bastante bom.
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A titulo de referéncia mostra-se de seguida o cédigo Python que gerou a
Figura anterior.

...

fig3, ax3 = plt.subplots()
q = np.sort(q)

i = np.arange(1l,n+1)

ax3.scatter(q, i/(n+1), s=10, facecolor=’k’, label=’
Distribuicao empirica’)

x = np.linspace(min(q)-.25, max(q)+.5, 100)
y = np.exp(-np.exp(-alpha*(x-u)))

ax3.plot(x, y, color=’black’, linewidth=2, label=’FDC Gumbel’)
ax3.set_xlabel(’Sobrecargas maximas semanais, $q$ [kN/m$~2%]°)
ax3.set_ylabel ("$F_Q(q)$’)

ax3.legend(loc="best’, frameon=False)

¢) Recorrendo agora ao conceito de papel de probabilidade, representa-se na
Figura seguinte a func¢édo distribuicdo empirica com o eixo das ordenadas
modificado ao modelo Gumbel. Conforme se observa, a distribuicdo empi-
rica apresenta uma tendéncia claramente linear. Consegue-se com relativa
facilidade tracar a mao uma linha reta mostrando a referida tendéncia.
Isto corrobora o que se constatou nas alineas a) e b).
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A titulo de referéncia, mostra-se de seguida o cédigo Python usado para
criar a Figura anterior.

...

fig4, ax4 = plt.subplots()
q = np.sort(q)

i = np.arange(1l,n+1)

ax4.scatter(q, -np.log(-np.log(i/(n+1))), s=10, facecolor=’k’)
ax4.set_xlabel(’Sobrecargas maximas semanais, $q$ [kN/m$~2%]°)
ax4.set_ylabel (’$-\1n[-\1n(F_Q(q))1$’)







Capitulo 6

Método de Monte Carlo

O método de Monte Carlo (MC) é um método numérico destinado a resolver certo
tipo de problemas (ndo necessariamente de natureza probabilistica) com recurso a
amostras aleatérias geradas artificialmente em computador. E muito utilizado na
drea da seguranga estrutural (e em muitas outras dreas), o que justifica a sua conside-
racao aqui. A nossa abordagem serd necessariamente de nivel introdutério, pois uma
consideragao completa do assunto extravasa claramente o &mbito do presente livro.

6.1 Descricao do método

A ideia do método é muito simples. Suponha-se que se pretende estudar a funcdo
Z = g(X,Y), dada por g(X,Y) = X?/Y, em que X e Y sdo duas varidveis aleatérias,
cada uma com a sua prépria distribuicdo de probabilidade. Z é naturalmente uma
variavel aleatoria, pois é funcdo de varidveis aleatérias. Qual é o valor esperado de Z7
E a variancia? E a FDP? Terfamos alguma dificuldade em responder se tentassemos
resolver o problema analiticamente. Mas com o método de MC o problema torna-se
simples. O método MC consiste em gerar uma amostra {z1,...,z,} de X, outra
amostra {y1,...,yn}t de Y, e depois obter uma amostra {z1,...,2,} de Z, usando
a relagdo z; = x2/y;, i = 1,...,n. A partir desta amostra fazem-se com toda a
facilidade os célculos probabilisticos necessarios relativos a variavel Z.

Assim, dada uma funcao genérica Z = g(Xy,..., X;n), o método de MC consiste
essencialmente em simular n vezes a funcao g(). Por isso se diz que o método de
MC é um método de simulagdo numérica. Trata-se naturalmente de um método
aproximado, pois utiliza amostras que nao esgotam as distribuigoes progenitoras.
No entanto, a capacidade dos computadores atuais permite trabalhar com amostras
de grande dimensao, tornando os resultados obtidos com esse método praticamente
exatos. Além disso, conforme veremos, existem ferramentas estatisticas que permitem
estimar a precisao dos resultados obtidos, tornando assim possivel controlar, e reduzir
tanto quanto se deseje, os erros cometidos com o método de MC.

97
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6.2 Analise de funcdes de variavel aleatoria pelo
método de Monte Carlo

Considere-se a fungdo Z = ¢(X1,...,Xm). As varidveis Xi,..., X, sdo chamadas
variaveis de entrada, ou varidveis basicas. A varidavel Z é chamada varidvel de saida,
ou resposta do modelo. Iremos estudar o comportamento probabilistico da variavel
Z recorrendo ao método de MC.

O estudo que iremos realizar serd ilustrado por meio do seguinte exemplo. Considere-
se a seccao de betdao armado representada na Figura 6.1. O momento resistente da
sec¢ao pode ser estimado a partir da expressao:

Mg = f,As (d - 0.5 fyAS) , (6.1)
feb

onde f, representa a resisténcia do aco (tensdo de cedéncia) e f, a resisténcia do betao

(tensdo de rotura). Considerando como deterministicas a geometria da seccao (b e d)

e a drea das armaduras (A4;), o momento resistente é assim fungdo de duas varidveis

aleatérias, f, e f, podendo escrever-se Mg = g(f,, f.). Admita-se que estas tém as

distribui¢des indicadas na Figura 6.1.

b=0.30m
d=0.55m
Ms As = 320

f, ~ N(560, 30) MPa
As fo ~ N(35, 4.2) MPa

Figura 6.1 Seccao retangular de betdo armado.

Vejamos entdo como podemos empregar o método de MC para estudar o compor-
tamento probabilistico do momento resistente da secgao. Comecemos por estimar a
média, a varidncia e o desvio padrao.

6.2.1 Estimativa da média, variancia e desvio padrao

Para estimar a média, varidncia e desvio padrao do momento resistente recorrendo ao
método de MC, desenvolveu-se a seguinte rotina Python:

import numpy as np
from scipy.stats import norm

b =0.30; d =0.55
As = 3%3.14e-4

nsamp = 100000
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fy = norm.rvs(loc=560e3, scale= 30e3, size=nsamp)
fc = norm.rvs(loc= 35e3, scale=4.2e3, size=nsamp)
MR = fyxAsx(d - 0.50*fy*As/(fcxb))

m_MR = np.mean(MR)
var_MR = np.var(MR, ddof=1)
s_MR = np.std(MR, ddof=1)

V_MR

s_MR/m_MR

Usando esta rotina, obtiveram-se as seguintes estimativas:
Uy = 276.6 KNm; oy, = 14.2 KNm; Vi, = 0.05.

Cada vez que se corre a rotina, obtém-se estimativas diferentes, mostrando assim
que o método de MC é um método aproximado. A varidncia das estimativas entre
corridas sucessivas constitui uma medida do erro dessas estimativas. Se desejarmos
aumentar a precisdo das estimativas obtidas, bastard aumentar n (nimero de simula-
¢Oes) até que os valores das estimativas entre corridas sucessivas estabilizem. Quando
tal suceder, podemos concluir que se obteve uma estimativa muito préxima do valor
exato.

Conforme se acaba de ver, é possivel controlar, e até mesmo eliminar, o erro
inerente ao método de MC. O numero de simulagoes requerido depende do grau de
aproximagao pretendido, e também do tipo de quantidade a estimar. No exemplo
acima, verifica-se que a varidncia, em comparac¢do com a média, exige um numero de
simulagoes superior para o mesmo erro.

6.2.2 Analise da forma do histograma

Dada uma funcdo Z = ¢g(X,...,X,,) pode ter interesse examinar a distribuicdo de
probabilidade da varidvel Z e eventualmente escolher um modelo probabilistico que
se ajuste bem a essa distribuicdo. O primeiro passo consiste em gerar uma amostra
de Z suficientemente grande e observar a forma de um histograma dessa amostra. O
problema do ajuste de um modelo probabilistico a uma amostra de uma populacéao foi
analisado brevemente no Capitulo 5. As técnicas ai estudadas podem ser aplicadas
no ambito do método de MC.

Analisemos entao a forma do histograma do momento resistente da seccao que
temos vindo a estudar. A Figura 6.2 mostra o histograma com 40 classes de uma
amostra do momento resistente gerada com o método de MC. Conforme se observa, o
histograma é praticamente simétrico e tem a forma tipica do modelo Normal. Assim,
se desejarmos atribuir um modelo probabilistico ao momento resistente, o modelo
Normal podera ser uma boa escolha.

Para examinar melhor a normalidade do momento resistente, pode sobrepor-se ao
histograma obtido o grafico de uma distribui¢do Normal com média e desvio padrao
iguais aos da amostra do momento resistente. Recorrendo ao cédigo que a seguir
se apresenta, obteve-se o grafico representado na Figura 6.3. Conforme se observa,
o modelo Normal ajusta-se perfeitamente ao histograma dado, donde, se necessitds-
semos de um modelo probabilistico concreto para modelar o momento resistente, o
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Figura 6.2 Histograma do momento resistente.

modelo Normal seria uma boa escolha. Em certa medida, este resultado nao é de
estranhar. Com efeito, como se viu no Exemplo 4.2 (p. 68), o momento resistente é
muito sensivel a resisténcia do aco, e como esta segue uma distribuicao Normal, ndo
admira que o momento resistente siga também uma distribuicdo Normal.

import numpy as np
from scipy.stats import norm
import matplotlib.pyplot as plt

b =0.30; d = 0.55
As = 3x3.14e-4

nsamp = 100000

fy = norm.rvs(loc=560e3, scale= 30e3, size=nsamp)
fc = norm.rvs(loc= 35e3, scale=4.2e3, size=nsamp)

MR = fyxAsx(d - 0.50*fy*As/(fcxb))

m_MR = np.mean(MR)
s_MR = np.std(MR, ddof=1)

fig, ax = plt.subplots()
ax.hist (MR, bins=40, density=True, linewidth=0.5, edgecolor="black",
facecolor=’None’, label=’Histograma’)

x = np.linspace(220, 350, 100)

y = norm.pdf (x, loc=m_MR, scale=s_MR)

ax.plot(x, y, color=’black’, linewidth=2, label=’FDP Normal’)
ax.set_xlabel (’Momento resistente, $M_R$ [kNm]’)
ax.set_ylabel(’Densidade de probabilidade’)
ax.legend(loc="best’, frameon=False)
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Figura 6.3 Histograma do momento resistente com modelo Normal sobreposto.

6.2.3 Estimativa de quantis

Estimar o quantil p da varidvel Z = g(Xy,...,X,,) recorrendo ao método de MC,
equivale a estimar o quantil p da amostra {z1,...,2,} a gerar recorrendo a esse
método. A estimativa de quantis a partir de uma amostra passa normalmente pela
obtencao da funcado distribuicao empirica da amostra, apresentada brevemente na Sec-
¢do 5.5.2, p. 89. Conforme ai referido, existem varios estimadores para essa funcéo.
No entanto, para efeitos de aplicagdo do método de MC, como normalmente se traba-
lha com amostras de muito elevada dimensao, acaba por ser irrelevante o estimador
utilizado. Pelo mesmo motivo, o efeito da incerteza estatistica é desprezavel.

Estimemos entéo o quantil p = 0.05 (valor caracteristico) do momento resistente
da fungéo que temos vindo a estudar. Recorrendo a instrugdo Python,

MRk = np.quantile(MR, 0.05)

obteve-se Mg, = 253.2 kNm.

Para estimar Mgy poderiamos ser tentados a calcular fyi e fcr, e depois fazer
Mpr = 9(fyk, few). Este procedimento, embora sugestivo, ndo estd correto. No
exemplo acima teriamos obtido Mg, = 250.8 kNm e o valor correto é 253.2 kNm.
Neste exemplo concreto a diferenca néo é significativa, mas em casos de fungoes
fortemente nao lineares, o erro pode ser significativo.
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6.2.4 Estimativa de probabilidades

Considere-se mais uma vez a funcio genérica Z = g(X1,..., X,,). Pretende determinar-
se a probabilidade p = P(Z < a), em que a é um namero real qualquer. Procede-se
assim: comega-se por gerar uma amostra {z1,...,2,} de Z. Depois, conta-se quantos

valores dessa amostra sdo inferiores ou iguais a a. Seja nz<, o nimero encontrado.
Este nimero representa a frequéncia absoluta do evento Z < a. Entao, uma estima-
tiva da probabilidade p é dada pela frequéncia relativa desse evento, isto é:

A_nZga
n

(6.2)

De um ponto de vista mais formal, é conveniente formular este procedimento da
seguinte forma: partindo da amostra {z1,...,2,} comega-se por gerar uma amostra
{l,...,I,} da varidvel I, definida conforme segue:

1, Z<a

- {0, Z>a (6.3)

Na terminologia do método de MC, esta funcao é designada func¢do indicadora. Repare-
se que nz<q, = »_ .+, I;. Assim, uma estimativa da probabilidade p, é dada por:

Z?:l Ii.

- (6.4)

ﬁ =
Como exemplo, considere-se novamente a sec¢ao que temos vindo a estudar. Determine-
se a probabilidade da secgdo atingir a rotura por flexdo se lhe for aplicado um mo-
mento de 230 kNm. No fundo, pretendemos estimar p = P(Mg < 230). Recorrendo
as seguintes instrugoes Python:

= (MR <= 230)
np.sun(I) /nsamp

o oH
|

obteve-se p = 5.4 x 1074, A primeira instrucdo cria um vetor de zeros (False) e uns
(True), dependendo da condigdo Mg < 230 ser falsa ou verdadeira, respetivamente.
A segunda instrugido avalia a probabilidade pretendida.

Vejamos agora como controlar a precisdo das probabilidades estimadas com o
método de MC. Como referido anteriormente, uma forma de controlar a precisdo das
estimativas consiste em observar como essas estimativas variam em corridas sucessivas
da rotina desenvolvida. Quando essas estimativas variam muito pouco, significa que
a estimativa encontrada pode ser considerada muito proxima do valor exato.

Mas ha ainda outra forma de controlar a precisao, baseada no facto do método
de MC permitir estimar e erro associado as suas estimativas. Ilustremos como isso é
feito no caso especifico envolvendo estimativas de probabilidades. Conforme explicado
acima, uma estimativa da probabilidade p = P(Z < a) é dada pela Eq. (6.4). Por
outras palavras: uma estimativa de p é dada pelo estimador:

. moI

P= 721:1 , (6.5)
n

onde I é a funcao indicadora definida pela Eq. (6.3). Repare-se que I tem distribuicao

de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a p. Por conseguinte, a média e a
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variancia de I tém os seguintes valores: iy = p e 02 = p(1 — p), respetivamente. (Ver
Anexo A.)
Determinemos agora a média e varidncia de P. Relativamente & média tem-se:

1
pp = —npr

:p.

O estimador P é por isso um estimador centrado, pois a sua média coincide com o
parametro a estimar. Relativamente a varidncia, tem-se:

1
_p(1—p)
—

O desvio padrao é a raiz quadrada da varidncia, donde:

p(l—p)

gp =
P n

Considerando agora o facto de P resultar de uma soma de varidveis aleatérias,
entdo, em virtude do TLC, para n grande P ~ N, podendo assim escrever-se:

P ~N <p, p(1—p)> . (6.6)

n

Ora, sabe-se que, para uma varidvel X ~ N(u, o),
P(p—1.960 < X < pu+ 1.960) = 0.95.

Assim, relativamente ao estimador P, podemos escrever:

1— . 1=
P <p—1.96\/p(np) <P<p+1.96\/p(np)> — 0.95.

Esta equagdo pode ser escrita numa forma mais compacta, por:

P(p—e§P§p+e>=O.95 (6.7)

o= 1.96,/@ (6.8)

A quantidade e pode ser encarada como o erro maximo do estimador P com
uma confianga de 0.95. Este erro depende da probabilidade p, que é desconhecida (é
justamente a probabilidade que desejamos determinar). Se substituirmos p pela sua
estimativa p na Eq. (6.8), obtém-se uma estimativa do erro, dada por:

p(1—p)
—.

em que,

e =196 (6.9)
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Assim, em resumo, ao estimarmos p recorrendo ao método de MC, tem-se uma
confianga de aproximadamente 95% de que a estimativa encontrada, p, ndo deverd
diferir do verdadeiro valor em mais do que é, dado por (6.9).

Muitas vezes tem-se uma melhor percecao da magnitude do erro, usando, nao o
erro absoluto, mas o erro relativo, definido por:

1—p
pn

= 1.96

(6.10)

[
§
Il
|

Considerando o exemplo que temos vindo a estudar, estime-se a probabilidade p =
P(Mpg < 230) e o respetivo erro relativo, considerando sucessivamente n = 100 000,
n = 1000000 e n = 10000000. A Tabela 6.1 mostra os resultados obtidos. Conforme
se observa, a estimativa p = 5.4 x 10~* possui, com forte probabilidade (confianca de
0.95) um erro inferior a 2.7%, podendo pois considerar-se uma boa estimativa.

Tabela 6.1 Erro relativo em func¢ao do nimero de simulagoes

n P €r

100000 5.8 x 1074 26%
1000 000 5.5 x 1074 8.3%
10000000 5.4 x 1074 2.7%

Desenvolvendo a Equagdo (6.10) em ordem a n, obtém-se:

2 A
196\ 1 —
n:(A ) gy (6.11)
& ) D

que dé o numero de simula¢Ges necessario para se conseguir um determinado erro
relativo méximo. Para um erro relativo méximo de 5%, tem-se:

L
n ~ 1600 TP' (6.12)

6.3 Geracao de amostras aleatorias

Temos estado a usar o método norm.rvs() para gerar amostras com distribuicao
Normal, disponivel no médulo Python scipy.stats. Para além do modelo Normal,
esse médulo implementa um numero significativo de modelos probabilisticos. Po-
rém, pode acontecer que, para um problema concreto, necessitemos de desenvolver a
nossa prépria rotina para gerar uma amostra aleatéria com determinada distribuigao.
Justifica-se pois abordar brevemente o problema da geracdo de sequéncias aleatérias
com determinada distribuicdo de probabilidade. Uma consideracdo completa deste
problema extravasa claramente o d&mbito deste livro, pelo que, entre os virios méto-

dos disponiveis, consideraremos apenas o chamado método da transformacdio inversa'.

1Para o leitor interessado em aprofundar este assunto, citam-se duas referéncias importantes
no dominio da geragdo de numeros aleatérios: o livro Simulation and the Monte Carlo Method
(Rubinstein, 1981) e o livro Simulation Modeling & Analysis (Law, 2007).
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6.3.1 Método da transformacao inversa

O método da transformacdo inversa baseia-se no seguinte resultado: seja U uma
varidvel com distribuigdo Uniforme no intervalo ]0,1[, isto é, U ~ Un(0,1). Seja
Fx(z) a FDC associada a um determinado modelo probabilistico. Entéo a varidvel
aleatéria X = Fy'(U) tem distribuicao Fx (x).

Este resultado, ilustrado graficamente na Figura 6.4, é relativamente facil de de-
monstrar. Em primeiro lugar, note-se que P(U < a) = a. Com efeito,

a
= Q.

a
P(Uga):/ ldu=u
0 0

Seja X = F'(U). Portanto,

P(X <z)=P(Fx'(U) <2)

Ou seja, a varidavel X = F)}l(U) tem distribuicio F'x (), como se queria demonstrar.

Fx(x)

X X

Figura 6.4 Tlustragdo do método da transformagao inversa.

O método da transformacao inversa aplica-se entao do seguinte modo: suponha-
se que se pretende gerar uma amostra de uma varidvel com distribuicao Fx(z). O
algoritmo consiste em:

1. gerar u ~ Un(0,1)

2. obter x = Fiy'(u)
6.3.2 Aplicacoes do método da transformacao inversa
Geracao de amostras da distribuicao Gumbel

A FDC da distribuicdo Gumbel é dada por:

Fx(x) = exp ( —exp (—alz - U)))a

em que u e « sdo os parametros do modelo. Para aplicar o método da transformacao
inversa, comega-se por obter a inversa de Fx(), bastando para o efeito resolver a
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equagao p = exp ( —exp (— a(r — u))) em ordem a x. Aplicando logaritmos a ambos

os termos da equagao, vem:

lnp:—exp(—a(x—u)) & —1np:exp(—a(x—u))
< In(—lnp) = —a(zr —u)

1
< z=u-— —In(—1Inp).
@
Assim, para gerar uma amostra de X ~ Gb(u, ), procede-se da seguinte forma:

1. gerar p ~ Un(0,1)
2. obter z = u — (1/a)In(—Inp)

Apresenta-se de seguida um exemplo onde se aplica este algoritmo.

Exemplo 6.1 Considere-se a viga de betdo armado representada na Figura
junta. A viga possui seccao retangular e estd sujeita a duas agoes, uma de
natureza permanente, g, e outra variavel, q.

I N R

g+q T

l 4
iw D g
| o

As acoes g e g, a tensdo de cedéncia do aco fy, e a resisténcia do betdo f. tém
os seguintes modelos probabilisticos:

Variavel Modelo Média Coef. de variagao
g Normal 16 kN/m 0.05
q Gumbel 8 kN/m 0.10
iy Normal 560 MPa 0.05
e Normal 35 MPa 0.12

a) Determinar a probabilidade de se atingir o EL de rotura por flexdo na
seccao de meio vao da viga.

b) Estimar quantas simulagoes sao necessarias de forma a garantir que o erro
na probabilidade calculada seja inferior a 5% com uma confianca de 95%.

Resolugao

a) Pretende-se determinar P(Mg > Mpg). Comega-se por determinar os pa-
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rametros do modelo Gumbel, u e a. Recorrendo ao Anexo B, vem:

5772
u=8— M(o.w x 8) = 7.64 kN/m;
T

a= J601053) =1.60 (kN/m)~*.

Recorrendo a rotina que segue, obteve-se py = 2.0 x 1076,

107

import numpy as np
from scipy.stats import norm, uniform

L =8.0
b=0.30; d = 0.55
As = 3%3.14e-4

nsim = 50000000
g = norm.rvs(loc=16, scale=.05%16, size=nsim)

uniform.rvs(size=nsim)

rnd =
= 7.64 - (1/1.6)*np.log(-np.log(rnd))

q

ME = (g + q)*L**2/8

fy = norm.rvs(loc=560e3, scale=.05%560e3, size=nsim)
fc = norm.rvs(loc= 35e3, scale=0.12*35e3, size=nsim)
MR = fyxAs*x(d - 0.50xfy*As/(fcxb))

I = (ME > MR)
pf = sum(I)/nsim

b) Estima-se que sdo necessarias:

1-2.0x1076 : -
n = 1600 So0x106 "~ 800 000 000 simulagoes.

Uma vez que o computador usado no momento de preparacao deste exem-
plo ndo tinha meméria suficiente para executar numa tnica vez um nimero
tao grande de simulagoes, a rotina, que realiza 50000000 simulacoes de
cada vez, foi executada 16 vezes, perfazendo o nimero de simulagoes dese-
jado. Temos assim forte confianca de que o valor py = 2.0 x 107% (obtido

pela média dessas 16 corridas) tem um erro méximo de 5%.
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Comentarios:

(1) Se a distribuicdo da agdo ¢ referir-se aos méximos em 50 anos, entéo a
probabilidade estimada pode ser interpretada como a probabilidade de
rotura para um periodo de utilizagao da estrutura de 50 anos.

(2) O momento resistente foi calculado de modo simplificado. Com efeito, a
expressao utilizada pressupoe que os agos, em EL tltimo, estdao em cedén-
cia, pelo que se deveria ter verificado o cumprimento de tal pressuposto em
cada simulacao. Efetuou-se uma analise mais correta do problema, tendo-
se obtido os mesmos resultados, o que significa, que, no presente caso, a
probabilidade do ago ndo estar em cedéncia em EL tltimo é extremamente
reduzida e nao afeta a probabilidade calculada.

Geracdo de amostras de maximos

O método da transformacao inversa é facilmente aplicado na geracdo de amostras de
maximos. Vejamos como isso é feito. Suponhamos uma varidvel X com distribuicdo
Fx(z). Seja {X1,...,X,} uma sequéncia temporal de n observagdes independentes
de X. Estamos interessados na varidavel Xpax, = max{Xi,...,X,}. Como vimos
anteriormente, a distribuicdo de Xmax,» obtém-se da distribuicdo F'x (z) por meio da
relagdo:

Fxpuen () = [Fx (2)]". (6.13)

Para gerar uma amostra da varidvel Xy« recorrendo ao método da transformagao
inversa, comega-se por obter a inversa de F'x (z), bastando para o efeito resolver

max,n

a equacio u = [Fx(z)]" em ordem a z. Tem-se:

u:[FX(x)]n & ul/" = Fx(x)
& x=Fgt /).

Assim, dada uma varidvel X com distribuigdo Fx(z), para gerar uma amostra de
maximos de n valores da varidvel, procede-se conforme segue:

1. gerar u ~ Un(0,1)
2. obter Zmax = Fix ' (u/™)

Exemplo 6.2 Apd6s um periodo de observacido e pesagem dos camides que
atravessam uma determinada ponte, concluiu-se que o peso desses camioes segue
uma distribui¢cdo Normal, com media 16 ton e desvio padrao 8 ton. Observou-se
que, em média, atravessam diariamente a referida ponte cerca de 150 camioes.

Recorrendo ao método de MC, desenvolver uma rotina Python para a deter-
minagao das seguintes quantidades:

a) Média, desvio padrao e valor caracteristico (quantil 95%) do peso méximo
dos camibes em 50 anos.

b) Probabilidade do peso maximo em 50 anos exceder 60 ton.
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Resolugdo

Em primeiro lugar ha que estimar quantos camioes atravessam a ponte em
50 anos. Tem-se: n = 150 x 365 x 50 = 2737500 camides. A seguinte rotina
Python permite responder as questoes formuladas:

import numpy as np
from scipy.stats import norm, uniform

n = 150%365%50
nsim = 1000000

u = uniform.rvs(size=nsim);
Pmax = norm.ppf (u**(1/n), loc=16, scale=8)

# a)

m_Pmax = np.mean(Pmax)

s_Pmax = np.std(Pmax, ddof=1)
Pmax_k = np.quantile(Pmax, .95)

# b)
I

(Pmax >= 60)
sum(I)/nsim

Recorrendo a esta rotina, obtiveram-se os seguintes resultados:
a) média = 56.5 ton;
desvio padrao = 1.9 ton;

valor caracteristico = 60.0 ton.

b) p = 0.05.

Nota: Esta probabilidade ja tinha sido calculada analiticamente no Pro-
blema 3.6 (p. 49). Como se acaba de constatar, o método de MC conduziu
ao mesmo resultado, como nao podia deixar de ser.

A titulo de referéncia, apresenta-se de seguida um histograma do peso méaximo
dos camides em 50 anos.
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6.4 Analise de sensibilidade com o método de MC

Vimos na Secgdo 6.2.1 (p. 98) como estimar a varidncia de uma func¢do genérica
Z = g(X1,...,Xm) recorrendo ao método de MC. Tem interesse conhecer quais das
variaveis basicas X; mais contribuem para essa varidncia, ou, o que é o mesmo, quais
das varidveis bésicas mais contribuem para a incerteza da fungdo. Com efeito, se
desejarmos reduzir esta incerteza por procurar mais informacao acerca das varidveis
bésicas, deve-se privilegiar as varidveis que mais contribuem para essa incerteza. A
determinacdo de quais sdo essas varidveis é realizada por meio de uma analise de
sensibilidade.

Para realizar uma anélise de sensibilidade com o método de MC, pode seguir-se o
seguinte procedimento: seja 0% a varidncia da fungio em estudo, cuja determinagio é
simples recorrendo ao método de MC. A contribuigdo da varidvel X; para o valor 0%
é medida pela varidncia de Z que se obtém considerando todas as varidveis basicas
como deterministicas (representadas pelo seu valor médio), exceto a varidvel X;, o que
se faz facilmente com o método de MC. Seja 0% |; a varidncia de Z que se obtém nessas
condicoes. Entao, a contribuicao da varidavel X; para a variancia total da fungdo pode
ser medida pelo seguinte coeficiente, a que chamaremos coeficiente de sensibilidade:

2.
w? = “Z2|1. (6.14)
0z

Este coeficiente representa, aproximadamente, a fracido da varidncia de Z que é devida
a variavel X;.

Pode demonstrar-se que, quando Z é uma funcao linear nas varidveis X; e estas
sdao independentes entre si, Yw? = 1. Num caso geral, a soma dos quadrados dos
w nao serd 1, mas podera ser proxima de 1, dependendo do grau de linearidade da
funcdo em estudo e do grau de independéncia das varidveis béasicas.

A titulo de exemplo, determinemos o valor dos coeficientes acabados de definir
para as varidveis basicas do momento resistente da secgao que temos vindo a estudar:
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a resisténcia do aco e a resisténcia do betdo. Recorrendo ao cédigo Python que se
apresenta de seguida, obtiveram-se os seguintes valores:

w2, =098, Wi, =0.014,

cuja soma da 1.003, e portanto muito préximo de 1, o que significa que o momento
resistente apresenta um grau de nao linearidade relativamente pequeno. Confirma-se
mais uma vez que o momento resistente da sec¢ao é muito pouco sensivel a resisténcia
do betao. Se desejassemos reduzir a incerteza no momento resistente, ndo se justifi-
caria pois qualquer tentativa de conhecer melhor a resisténcia do betao, mas apenas
a resisténcia do aco.

import numpy as np
from scipy.stats import norm

b =0.30; d =0.55
As = 3%3.14e-4

m_fy = 560e3; s_fy = 30e3
m_fc = 35e3; s_fc = 4.2e3

def var_z(fy, fc):
z = fy*Asx(d - 0.50*%fy*As/(fc*b))
varz = np.var(z, ddof=1)
return varz

n = 1000000
fyrnd = norm.rvs(loc=m_fy, scale=s_fy,size=n)
fcrnd = norm.rvs(loc=m_fc, scale=s_fc,size=n)

# Variancia total

fy = fyrnd

fc = fcrnd

var_tot = var_z(fy, fc)

# Contribuicao do aco

fy = fyrnd

fc = m_£fc

w2_aco = var_z(fy, fc)/var_tot

# Contribuicao do betao

fy = m_=fy

fc fcrnd

w2_betao = var_z(fy, fc)/var_tot

sum_w2 = w2_aco + w2_betao







Capitulo 7

Conceitos fundamentais de
fiabilidade estrutural

No Capitulo 2 foram apresentados os conceitos bésicos de seguranga estrutural e nos
capitulos seguintes foram revistos conceitos probabilisticos importantes. Agora que
estamos munidos das ferramentas probabilisticas necessarias, estamos em condigoes de
apresentar a teoria da fiabilidade estrutural. O presente capitulo trata dos conceitos
fundamentais dessa teoria.

7.1 Conceitos de funcao estado limite e margem de
seguranca

Seja E um efeito das agdes em determinado elemento estrutural e R a resisténcia
correspondente. O evento £ < R representa um estado de seguranga e pode escrito
na forma:

R—-FE>0.

A funcao M = g(R, FE) = R— E designa-se por funcio estado limite, e M por margem
de seguranca. Visto que R e FE s@o varidveis aleatérias, segue que a margem de
seguranca, M, é também variavel aleatoria.

No caso geral havera mais do que apenas duas variaveis, pois R e E sdo, frequente-
mente, fungdes de outras varidveis. Suponha-se que, na defini¢do de um EL especifico,
intervém n varidveis, Xi,..., X,. Entao, a funcdo estado limite M = g(X1,...,X,),
também chamada funcio desempenho, é definida de tal forma que (Andrzej S. Nowak,
2013):

m g(Xy,...,X,) > 0 corresponde a estados de seguranca;
m g(Xy,...,X,) =0 corresponde a estado limite;
m g(Xi,...,X,) <0 corresponde a estados de inseguranca.

Assim, margem de seguranga positiva (M > 0) representa estados de seguranga,
margem nula (M = 0) indica estado limite e margem de seguranca negativa (M < 0)

113
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representa estados de inseguranca. A equacao g(Xi,...,X,) = 0 designa-se por
superficie de falha. A superficie de falha separa assim duas regides, uma contendo
estados favoraveis (seguranca) e outra contendo estados desfavordveis (inseguranca).

As variaveis Xi,...,X, sdo por vezes chamadas varidveis bdsicas, e sdo assim
chamadas por néo resultarem de outras variaveis (Kiureghian e Ditlevsen, 2009). S&o
exemplos de varidveis basicas as ac¢oes, as propriedades dos materiais e os pardmetros
geométricos.

Para ilustrar os conceitos de funcao EL e varidvel bésica, considere-se a viga sim-
plesmente apoiada representada na Figura 7.1, com vao L, médulo de elasticidade F,
inércia constante I, sujeita a duas cargas, g+ ¢. Relativamente ao EL de deformagao,
a verificagao da seguranca considera-se satisfeita se a flecha a meio vao nao ultrapas-
sar o valor mdximo admissivel, que poderemos assumir como sendo dy,ax = L/500. A
condicdo de seguranca é § < dyax, donde a funcédo EL que lhe corresponde é expressa
por:

M = 6max -0
_ L 5(g+qlL?
500 384FT

O vetor das varidveis bésicas tem, portanto, cinco componentes: X = (g,q, E,I,L).

As incertezas em algumas das varidveis bésicas poderd ser desprezavel face as
incertezas em outras varidveis basicas. Por exemplo, a incerteza no vao da viga podera
ser desprezada face as incertezas nas ac¢oes e no médulo de elasticidade. Quando se
despreza a incerteza numa variavel basica, tal varidavel é tratada como pardmetro
deterministico.

AN ——— | — A 59 +9)L*

384E1

Figura 7.1 Viga simplesmente apoiada. EL de deformagao a meio véo.

7.2 Modelos de transformacao

A fungéo estado limite M = g(Xy,...,X,,) descreve o modo como a margem de segu-
ranca M ¢é obtida a partir das varidveis béasicas X1, ..., X,, mas em geral nao pode
ser expressa por meio de uma func¢do matematica explicita. Com efeito, na definicdo
de um estado limite especifico é necessario empregar frequentemente varidveis que sdo
fungoes de outras variaveis. Estas fungoes, que até podem consistir em algoritmos,
sao chamados modelos de transformagdo, ou simplesmente modelos. Observe-se aten-
tamente a Figura 7.2. Conforme sugerido na Figura, numa func¢ao EL tipica intervém
fundamentalmente trés tipos de modelos:

m Modelos de agoes, Q = Q(X), que transformam varidveis bésicas em agoes.
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m Modelos estruturais, E = E(Q), que transformam agoes em efeitos de agoes
(deslocamentos, deformagoes, tensoes e esforgos).

m Modelos de resisténcia, R = R(X), que transformam varidveis bésicas em resis-
téncias correspondentes aos efeitos das agoes.

Vetor das variaveis basicas

X=(X1,...,Xn)
Modelo de agdes
Q =Q(X)
Modelo de resisténcia
Q R =R(X)
Modelo estrutural
E=E(Q)
E R

Funcéo estado limite
M=R-E

Figura 7.2 Modelos de transformacao.

Vejamos alguns exemplos destes trés tipos de modelos. O peso de uma viga de
betdo armado de sec¢ao retangular a x b é dado por p = 7. ab, onde . representa o
peso especifico do betdao armado. Este é um exemplo de um modelo muito simples
de agbes: transforma varidveis bésicas (7., a e b) em agdo (forga por metro linear,
no presente caso). A acdo do vento numa superficie exerce-se sob a forma de uma
pressao, calculada em geral por uma expressao do tipo w = %cpvz, onde ¢ representa
um coeficiente adimensional (chamado coeficiente de forma), p a massa especifica do
ar (massa por unidade de volume) e v a velocidade do vento. Esta expressao constitui
outro exemplo de um modelo de agoes: transforma varidveis bésicas (¢, p e v) em
agao (pressdo numa superficie).

Considere-se agora um exemplo de um modelo estrutural. A flecha a meio vao na
viga representada na Figura 7.1 é dada por § = %. Esta expressao representa
um modelo estrutural: transforma agdes (g + ¢q) em efeito de agdes (flecha a meio
vao). Na maior parte das vezes, porém, o modelo estrutural ndo pode ser expresso
por uma expressao matematica direta. De facto, na maioria dos casos, a determinacao
dos efeitos das agoes, isto é, a resposta da estrutura as agoes que nela atuam, é feita
com a ajuda de uma aplica¢ao informdtica (programa de anélise estrutural), mais ou
menos complexo, de modo que a relacdo funcional E = E(Q) deve ser encarada de
forma simbdlica.

Como exemplo de um modelo de resisténcia, podemos mencionar a expressao
que permite estimar o momento resistente de uma seccao de betdao armado: Mp =
fyAs(d— 0.57 }35 ), cujo significado dos simbolos j4 foi explicado anteriormente. Este

¢ um modelo de resisténcia, visto que transforma varidveis basicas (fy, fe, As, b e d)
em uma resisténcia (um momento fletor, neste caso).
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Os modelos de transformacdo, porém, nao traduzem a realidade com perfeicao,
seja porque se desprezam determinados efeitos, seja porque se introduzem deliberada-
mente determinadas simplificacbes, o que origina novas incertezas. Tais incertezas, a
semelhanca de outros tipos de incerteza, deverao ser modeladas por meio de variaveis

aleatérias, representadas habitualmente pelas letras gregas 61,05, . .., tantas quantos
os modelos empregues.
Considere-se 0 modelo representado simbolicamente pela expressdao Y = Y(Xy, ..., X,,).

Visto que o modelo é imperfeito, a resposta Y contem um erro associado. Torna-se
assim necessario corrigir o modelo, podendo adotar-se um dos seguintes formatos:

Y =0-Y(X1,....X,), (7.1)
Y =Y(Xy,...,X,) +6, (7.2)

onde 6 é a variavel que se destina, justamente, a corrigir o erro do modelo. Por se
tratar de um erro desconhecido, a variavel 8 deverd ser tratada como variavel aleatoria.
O primeiro formato indicado (formato multiplicativo) é mais usual, apresentando a
vantagem de que a varidavel 6 é adimensional, o que ja nao sucede com o segundo
formato (formato aditivo), onde 6 se expressa nas mesmas unidades que a resposta
Y.

Numa fungdo EL tipica intervém, como se disse acima, trés tipos de modelos:
modelo de agbes, modelo estrutural e modelo de resisténcia. Assim, adotando o
formato multiplicativo mencionado acima, os modelos a empregar na fun¢ao EL em
causa SA0 exXpressos por:

Q=10 Q(X1,....X,), (7.3)
E=0g-EQ), (7.4)
R=0p-R(X1,...,Xn), (7.5)

onde g, 0k, e Or representam as variaveis representativas das incertezas nos modelos
de agdes, estrutural e de resisténcia, respetivamente.

Muitas vezes a incerteza em g é desprezdvel ou pode ser incorporada na varidvel
0. Neste caso, na formulacao do EL em consideracao, sdo necessarias apenas duas
variaveis, 0 e Og, definidas de tal modo que:

E=0p -E(Xy,...,Xn), (7.6)
R=0g - R(Xy,...,X,). (7.7)
A funcao EL serd, entéo:
M=R-F
=0r-R(X1,...,Xpn) —0g-E(X1,...,Xpn). (7.8)

As varidveis 6 deverdo ser tratadas como varidveis béasicas, devendo por isso ser
acrescentadas ao vetor das variaveis basicas da funcdo EL em causa. Assim, na
formulagdo de um EL podemos identificar quatro categorias de varidveis basicas:

m acoes e influéncias ambientais;

m propriedades dos materiais, incluindo solos;

m pardmetros geométricos;

m varidveis descritivas da incerteza de modelagao.
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7.3 Selecao de modelos probabilisticos

A sele¢io dos modelos probabilisticos a atribuir a cada uma das varidveis bésicas
deve ser feita criteriosamente, pois isso afeta de forma substancial os resultados da
verificagdo da seguranca. As médias e desvios padrao desses modelos devem ser esti-
mados para populagoes criteriosamente definidas e, se possivel, a partir de medigoes
reais. Na falta de tais medicoes, é possivel encontrar na bibliografia da especialidade
recomendagdes para a maioria das varidveis basicas que aparecem nos problemas de
seguranga estrutural. O Probabilistic Model Code (JCSS, 2001) constitui uma boa re-
feréncia nessa area e uma boa fonte de informagdo. Seguem-se algumas recomendagdes
muito gerais, usualmente aceites como razoaveis.

7.3.1 Acoes

Os pesos préprios de elementos estruturais e nao estruturais, quantificados a partir dos
pesos especificos dos respetivos materiais, sdo geralmente modelados pela distribuicao
Normal, uma vez que podem ser considerados como uma soma de pesos menores. A
média do peso especifico coincide geralmente com o respetivo valor nominal. Um valor
tipico do coeficiente de variagdo para materiais estruturais é de 0.05, enquanto que
para materiais nao estruturais é de 0.10.

As acgoOes variaveis sao frequentemente modeladas por meio de uma distribuicao
de méximos num determinado periodo de referéncia. A distribuicdo de méximos do
tipo I (distribuicdo Gumbel) é uma das mais utilizadas. No entanto, a distribuicao
de méximos do tipo II (distribuicdo Fréchet) podera ser mais adequada na modelagao
de agbes variaveis diretamente relacionadas com fenémenos meteorolégicos extremos
(ventos ciclénicos, por exemplo).

7.3.2 Propriedades dos materiais

As propriedades dos materiais, e em particular as suas resisténcias, sdo geralmente
modeladas por meio de uma distribui¢do Normal ou Lognormal. O modelo Lognor-
mal apresenta a vantagem de nao admitir valores negativos (o que se harmonia com
as propriedades dos materiais, que s@o grandezas intrinsecamente positivas), mas o
modelo Normal conduz a resultados do lado da seguranca, e portanto, havendo du-
vidas, constitui uma boa escolha. O modelo Normal é particularmente adequado na
modelacao de resisténcias de materiais ducteis.

A distribuicdo Normal, porém, ndo deve ser usada na modelacido de resisténcias
com coeficiente de variagdo superior a 0.25, como ordem de grandeza, pois entdo a
probabilidade de conduzir a valores negativos deixa de ser desprezavel. Nestes casos,
é preferivel adotar a distribui¢do Lognormal.

A distribui¢ao de Weibull (ou tipo IIT de minimos) também é utilizada por vezes
na modelagdo da resisténcias de materiais frageis, particularmente nos casos em que
a resisténcia é fortemente dependente da presenca de defeitos.

O coeficiente de variagdo depende do material em questdo. Por exemplo, para a
resisténcia do ago (tensdo de cedéncia) adota-se frequentemente, & falta de melhor
informacao, um coeficiente de variagao de 0.05, embora o verdadeiro valor possa ser
inferior. No caso da resisténcia do betdao com produgao sujeita a controlo de qualidade
razodvel, um coeficiente de variacdo de 0.15 é comum. No entanto, podem encontrar-se
na pratica betoes muito heterogéneos com coeficientes de variacdo muito superiores.
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7.3.3 Parametros geométricos

Em muitos estados limites, a incerteza nos parametros geométricos é bastante inferior
a incerteza nas agOes e resisténcias, pelo que é frequentemente desprezada. Pode
suceder também que a sua incerteza ja esteja incluida em outras variaveis, nao havendo
assim necessidade de a considerar explicitamente. Um caso tipico é a area dos vardes
para betao armado, cuja variabilidade estd incluida na variabilidade da tensao de
cedéncia. Tal resulta do préprio processo de medicao da tensdo de cedéncia, como se
explicou no Capitulo 2.

7.3.4 Variaveis descritivas da incerteza de modelacao

Considere-se o modelo simbolicamente representado por Y = 6-Y (X,..., X,,), onde
0 é a varidvel destinada a corrigir os erros os erros introduzidos pelo modelo. Na
exposicao que segue considerar-se-4 os modelos que se apresentem nessa forma (forma
multiplicativa), por ser a mais comum. Para modelos que se apresentem nessa forma,
a varidvel 6 é usualmente modelada por meio de uma distribuicdo Lognormal.

A escolha dos valores a atribuir a media e desvio padrao de 6 refletem a confianga
que se tem no modelo em causa, devendo por isso ser feita caso a caso. Neste respeito
convém distinguir entre erros de natureza sistematica e erros de natureza aleatoria.
Os primeiros ditam a exatidao do modelo e os segundos a sua precisdo, como se explica
seguidamente.

A média de 0 constitui uma medida da ezxatiddo do modelo, isto é, a sua capacidade
em predizer valores cuja média seja proxima do verdadeiro valor que desejamos obter.
Assim, se o modelo for relativamente exato, isto é, se os erros de natureza sistemadtica
forem relativamente baixos, a média de 6 serd proxima de 1.00.

O desvio padrao de 6 constitui uma medida da preciséo do modelo, isto é, a sua
capacidade em predizer valores com pequena dispersdo em torno da média. Assim,
se o0 modelo for relativamente preciso, isto é, se os erros de natureza aleatéria forem
relativamente baixos, o desvio padrao serd proximo de 0.0.

Analisemos especificamente o modelo estrutural, representado simbolicamente por
meio da relagdo funcional £ = 0 - E(X1,...,X,). A varidvel g é assim definida
por:

E
Emod ’

onde F representa o verdadeiro valor do efeito de acdo para o EL em consideracao e
Emoa = E(X1,...,X,) representa o valor desse efeito predito pelo modelo. De acordo
com o exposto acima, a média de g traduz a exatidao do modelo e o desvio padrao
a sua precisdo. A Tabela 7.1 contém as recomendacoes do Probabilistic Model Code
(JCSS, 2001) relativas a varidvel 0.

Conforme se observa, em todos os casos a média da varidvel é unitaria, o que
reflete a percecao de que os modelos estruturais podem em geral ser considerados
exatos. Ja o coeficiente de variacdo depende do tipo de modelo usado e do tipo
de esfor¢o avaliado. Por exemplo, no caso dos modelos de barras, o coeficiente de
variagdo para esforcos axiais é inferior ao coeficiente de variagdo para momentos e
esforgos transversos, o que reflete a percecio de que os primeiros sdo determinados
com menor nivel de incerteza. Convém, no entanto, ter presente de que se tratam
apenas de recomendagoes, devendo por isso ser ajustadas caso a caso. Por exemplo, a
determinacao de esforcos em estruturas isostaticas é feita sempre como menor incer-

Op = (7.9)
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Tabela 7.1 Modelos probabilisticos para a varidvel 6z (JCSS, 2001)

Modelo estrutural Tipo de resposta Distribuicdo Média, pg, Coef. var., Vp,

Modelo de barras  Momentos Lognormal 1.00 0.10
Esf. axial Lognormal 1.00 0.05
Esf. Transverso ~ Lognormal 1.00 0.10
Modelo de casca Momentos Lognormal 1.00 0.20
Forcas Lognormal 1.00 0.10

teza do que em estruturas hiperstaticas, pois no primeiro caso os esforcos dependem
apenas de equagoes de equilibrio, enquanto que no segundo caso dependem também
das relagoes constitutivas e das condi¢oes fronteira, muitas vezes modeladas de forma
aproximada.

Analisemos agora o modelo de resisténcia, representado simbolicamente pela ex-
pressao R =0g - R(X1,...,X,). A varidvel O é assim definida por:

R
Or = , (7.10
Rmod )
onde R representa o verdadeiro valor da resisténcia para o EL em consideracao e
Rioa = R(X3,...,X,) representa o valor dessa resisténcia predito pelo modelo. As

caracteristicas probabilisticas da variavel #r podem ser avaliadas experimentalmente
(ISO 2394, 2015; EN 1990, 2002). Com efeito, supondo que um programa experi-
mental envolve a realizagdo de k ensaios, conduzindo & obtencdo de k resisténcias
Ry, ..., Ry e que os valores das correspondentes resisténcias preditas pelo modelo sao
Riodls - - -, Rmodk, & expressdo g = R/Ruod permite obter k valores de 6, a partir
dos quais se podem determinar as suas caracteristicas probabilisticas.

Nao existindo informacao especifica a respeito da variavel 6, pode recorrer-se a
recomendacdes encontradas em bibliografia da especialidade. A titulo de exemplo,
apresenta-se na Tabela 7.2 as recomendagoes do Probabilistic Model Code (JCSS,
2001). Conforme se observa, a média recomendada para 6 é em varios casos superior
a unidade, o que reflete a percecdo de que os modelos de resisténcia sdo em geral
conservativos.

Tabela 7.2 Modelos probabilisticos para a varidvel g (JCSS, 2001)

Material Tipo de resisténcia Distribuicio Média, pg, Coef. var., Vp,,
Aco estrutural  Flexdao Lognormal 1.00 0.05

Esforgo transverso  Lognormal 1.00 0.05

Ligacoes soldadas  Lognormal 1.15 0.15

Lig. aparafusadas  Lognormal 1.25 0.15
Betao armado  Flexao Lognormal 1.20 0.15

Esforco transverso  Lognormal 1.40 0.25

Os valores constantes na Tabela acima deverdo ser interpretados como meras in-
dicagoes, devendo ser ajustados caso a caso, em funcdo da confianca que se tem no
modelo que estivermos a empregar.
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Uma vez caracterizadas todas as variaveis basicas de uma dada func¢ao EL estamos
em condicdes de avaliar a probabilidade de se ultrapassar esse EL. Este é o problema
fundamental da fiabilidade estrutural.

7.4 O problema fundamental da fiabilidade estrutural

Considere-se o EL definido pela funcio M = ¢g(X), com X = (X;,...,X,,) represen-
tando o vetor das variaveis béasicas. O problema fundamental da fiabilidade estrutural
consiste em avaliar a probabilidade desse EL ser ultrapassado, isto é, avaliar o integral:

py=PM <0)
= P[g(X) < 0]
= / fxyox, (@1, oo xy) day - - day, (7.11)
X:9(X)<0
onde fx,..x, (%1, ...,x,) representa a FDP conjunta do vetor das varidveis bésicas.

Note-se que, se a FDP da margem de seguranca for conhecida (em geral nao é), a
probabilidade de falha é dada por:

pr=P(M <0)

0
= /_ fu(z)dz = Fp(0),

onde fur(x) e Fy(x) representam, respetivamente, a FDP e a FDC da margem de
seguranca.

Particularize-se a formulagdo expressa na Eq. (7.11) para o caso do problema
de fiabilidade de duas varidveis, F e R, respetivamente efeito de acao e resisténcia
correspondente. A funcdo EL é neste caso dada por M = g(R,E) = R — E. Seja
fre(r,e) a FDP conjunta do vetor (R, E). A probabilidade de falha é entdo dada
por:

pf:P(M<0)

9(R, E) < 0]
// fre(r,e)drde. (7.12)
(r,e):g<0

A Figura 7.3 representa esquematicamente o problema de fiabilidade de duas variaveis.
A probabilidade de falha é dada pelo volume sob a superficie frg(r, €) na regiao g < 0.
Se R e E forem independentes, entdo fre(r,e) = fr(r) fe(e), onde fr(r) repre-
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p; = volume

Figura 7.3 Representacdo grafica do problema bésico de duas varig-
veis. A probabilidade de falha é dada pelo volume da FDP conjunta
sob o dominio a tracejado.

senta a FDP marginal de R e fg(e) a FDP marginal de E. Pode entéo escrever-se:

pr= / fr(r) fe(e)drde

(r,e):e>r

-/ +: [ tnto) seteyarae

~ [T [ nlr)drie

— 00

2
- / Fi(e)Fre) de, (7.13)

— 00

ou, de forma equivalente:
pr=[ [ fnlr) fete)dedr
+oo +oo
= [ wt) [ feleydear

— 00

+oo
- / ()1 = Fo(r)] dr

“+oo
=1- / fr(r) Fg(r)dr. (7.14)

— 00

Os integrais acima, que definem a probabilidade de falha, podem ser avaliados
recorrendo a um dos seguintes métodos:

m integracdo analitica;
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m integracdo numérica;

= método de Monte Carlo (MC).

A integragdo analitica é possivel em muito poucos casos. A integracdo numérica
apresenta limitagoes para espacos de integracdo com dimensdo n superior a 5, ou
quando a superficie de falha g = 0 possui geometria complexa (Melchers, 1999). O
método de MC, ja explicado anteriormente, permite ultrapassar essas limitagoes. No
exemplo que segue, avalia-se a probabilidade de falha recorrendo a esses trés métodos.

Exemplo 7.1  Considere-se a estrutura representada na Figura junta, desti-
nada a suspensao de uma carga ). O valor da carga @ é desconhecido, sabendo-
se, contudo, que tem um valor médio de 300 kN e um desvio padrao de 50 kN,
e que segue aproximadamente uma lei Normal. O tirante AB é constituido por
uma barra de ago de alta resisténcia ¢32 (A, = 8.04 cm?), cuja resisténcia, -
segue também uma distribuicao Normal, com média 920 MPa e desvio padrao
50 MPa.

Q ~ N(300,50) kN
Q f,, ~ N(920,50) MPa

3.00 | 4.00

7.00

Determinar a probabilidade do tirante AB romper durante a suspensao de
uma carga recorrendo aos seguintes métodos:

a) Integragdo analitica.
b) Integracdo numérica.
¢) Método de Monte Carlo.

Resolugao

a) Designando por Ng o esforgo normal atuante no tirante e por Ng o esfor¢o
resistente, a condicdo de seguranca é Ng < Ng, donde a margem de
seguranca é:

M = Ng — Ng,

em que Nr = f,yAp. Efetuando o equilibrio de momentos em torno de C,
obtém-se Np = %Q. Tem-se, pois:

4o

M:fpyAp_ 3



O problema fundamental da fiabilidade estrutural 123

A margem de seguranca é assim uma combinagdo linear de varidveis nor-
malmente distribuidas, pelo que é também normalmente distribuida. A
média da margem de seguranca é:

4
par = (8.04 x 1074)(920 x 10%) — 3 300 = 339.68 kN,

e o desvio padrao é:

4 2
oM = \/(&04 x 1074)2(50 x 103)% + <3) (502) = 77.85 kN.

Portanto, a probabilidade do tirante romper é igual a:

pr=PM <0)
0 — 339.68

— —6
T eE )—6.4><10 .

Esta probabilidade foi avaliada com o seguinte cédigo Python:

from scipy.stats import norm
pf = norm.cdf(0, 339.68, 77.85)

b) Recorrendo & Eq. (7.13) e ao cédigo abaixo indicado, obteve-se py =
6.4 x 1079, e portanto o mesmo valor que o obtido na alinea anterior,
como nao podia deixar de ser.

from scipy.stats import norm
from scipy.integrate import quad

E = norm(4/3*300, 4/3%50)
R = norm(920%8.04%1e-1, 50%8.04*x1e-1)
def f(x):

return E.pdf (x)*R.cdf (x)

pf = quad(f, -1000, 1000)

¢) Para aplicar o método de MC, desenvolveu-se a seguinte rotina:

from scipy.stats import norm

nsim = 10000000
Q = norm.rvs(300, 50, nsim)
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fpy = norm.rvs(920e3, 50e3, nsim)
M = fpy*8.04e-4 - (4/3)*Q

pf = sum(M < 0)/nsim

Apés ter corrido a rotina varias vezes e ter efetuado a média de py nessas
corridas, obteve-se o mesmo resultado que o obtido com o método analitico,
isto ¢, pf = 6.4 x 1076.

A titulo de referéncia, mostra-se na Figura seguinte a representacao esque-
matica da aplicacdo do método de Monte Carlo. Cada ponto no grafico
corresponde a uma simulagdo. A probabilidade de falha é dada pelo nu-
mero de pontos que caiem na regiao de inseguranga (M < 0) a dividir pelo
nimero total de pontos.

1000
800 - M < 0 (Estados de inseguranga)
= 600 - N
)
= \"béo
400 - &
W
200 A
M >0 (Estados de seguranga)
0 T T T T
0 200 400 600 800 1000
NRg [kN]

Comentario: Neste exemplo nao foram consideradas explicitamente as incerte-
zas nos modelos de transformagcéo, por serem pouco significativas. Com respeito,
por exemplo, a incerteza no modelo estrutural, tratando-se de uma estrutura
isostatica, nao havendo assim lugar a redistribuicoes de esforcos, estes podem
ser calculados com relativa precisdo e exatidao. Com respeito ao modelo de
resisténcia, sendo simplesmente o produto de uma tensao de cedéncia por uma
area, também nao oferece muitas dividas.
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7.5 Interpretacao da probabilidade de falha

As diferentes fontes de incerteza nos problemas de fiabilidade estrutural sdo agrupa-
das, tradicionalmente, em duas grandes categorias (Kiureghian e Ditlevsen, 2009):

m incerteza intrinseca ou aleatoria;
m incerteza epistémica.

A primeira, também chamada incerteza do tipo 1, caracteriza-se pela impossi-
bilidade de ser eliminada. Esté associada a fenémenos inerentemente aleatérios, ou
imprevisiveis, como a velocidade do vento em determinada localidade (que varia cons-
tantemente ao longo do tempo). A segunda, também chamada incerteza do tipo 2,
estd associada & limitagdo do conhecimento e, naturalmente, é suscetivel de ser redu-
zida (ou mesmo eliminada) através de investigacdo ou recolha de mais informacéo.

Uma vez que a probabilidade constitui o meio por exceléncia de descricao de
incerteza, todas as fontes de incerteza, sejam elas do tipo 1 ou do tipo 2, deverao ser
modeladas por meio de distribuigées de probabilidade. Embora nao haja distingado
na forma de modelar esses dois tipos de incerteza, é importante distinguir a sua
presenca, pois isso tem reflexo na interpretagao das probabilidades calculadas. Com
efeito, sempre que existam incertezas do tipo epistémico e estiverem disponiveis novas
informagoes que permitam reduzi-las (ou aumenté-las), podemos efetuar uma nova
estimativa da probabilidade de colapso. A probabilidade de colapso varia assim &
medida que novas informagoes ficam disponiveis, pelo que nao pode ser interpretada
como frequéncia de colapsos. Quando muito, poderd ser interpretada como uma
estimativa dessa frequéncia.

Além disso, a experiéncia tem mostrado que os colapsos estruturais devem-se em
geral a erros humanos graves, que estdo normalmente excluidos da teoria da fiabili-
dade estrutural e portanto ndo contemplados na estimativa da probabilidade de falha
(Schneider, 2006). Assim, também por este motivo, a probabilidade de falha calculada
nao traduz frequéncia de colapsos, devendo por isso ser encarada meramente como
um valor de referéncia, util para efeitos comparativos e tomadas de decisao.

7.6 Iindice de fiabilidade

Definiu-se anteriormente fiabilidade relativa a um EL e a um intervalo de tempo como
sendo a probabilidade desse EL nao ser atingido durante esse intervalo de tempo.
Assim, designando a probabilidade de se atingir esse EL por py, a fiabilidade, que
representaremos por r, é o complementar dessa probabilidade, isto é:

r=1—p;. (7.15)

A fiabilidade, sendo uma probabilidade, estd compreendida entre 0 e 1. Por exemplo,
para uma probabilidade de falha py = 7.2 x 107> (valor tipico para EL tltimos e para
um perfodo de 50 anos), a fiabilidade é r =1 — 7.2 x 107° = 0.999928 em 50 anos.

Uma outra medida de fiabilidade, muito comum na area da seguranga estrutural,
é dada pelo chamado indice de fiabilidade, representado usualmente pela letra grega
B. Conforme veremos, este indice apresenta algumas propriedades com interesse, e
dai a sua ampla utilizagdo. O indice de fiabilidade é definido de tal modo que:

pr=2(-5) (7.16)
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onde ® representa a FDC da distribui¢do Normal reduzida. Resolvendo a Eq. (7.16)
em ordem a (3, tem-se:

B=-"(py). (7.17)

O indice 8 pode assim ser convertido em probabilidade de falha e vice-versa, consti-
tuindo por isso uma medida equivalente de fiabilidade. Por exemplo, a probabilidade
py = 7.2 x 107° corresponde ao indice 3 = 3.8.

O indice de fiabilidade esta compreendido entre —oo e 400, embora valores abaixo
de —5 e acima de 5 correspondam a probabilidades de rotura muito préximas de 1
e muito préximas de 0, respetivamente. (Veja-se a Fig. 7.4.) Um indice § = 0
corresponde a uma probabilidade de falha de 0.5.

1

09}

=
o]
T

o©
3
T

=
o
T

0.5}

0.4}

Probabilidade de falha, P,

0.1f

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
indice de fiabilidade,

Figura 7.4 Relagdo entre indice de fiabilidade e probabilidade
de falha.

Note-se que, para os valores tipicos de 3, a uma dada variacao percentual de 8 cor-
responde uma variacao percentual muito maior na probabilidade de falha. Na Tabela
7.3 apresenta-se, para diferentes valores de 3, a variagdo percentual na probabilidade
de falha correspondente uma variagdo de 5% no indice de fiabilidade. Por exemplo,
um aumento de 5% num indice § = 4.0 (8 passa de 4.0 para 4.2), corresponde uma
redugdo de 58% na probabilidade de falha! Os indices 4.0 e 4.2 podem até pare-
cer semelhantes, mas na verdade correspondem a probabilidades de falha bastante
distintas, e portanto riscos muito distintos. Deve por isso ter-se algum cuidado ao
interpretar variacoes no indice de fiabilidade.

Analisemos agora, mais de perto, o significado pratico do indice de fiabilidade.
Suponha-se que, para um dado EL, a margem de seguranca M tem distribuicao
Normal, isto é, M ~ N(uar,on), onde pps e op representam, respetivamente, a
média e o desvio padrao da margem de seguranca. A probabilidade desse EL ser
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Tabela 7.3 Variagdo percentual na probabilidade de falha para uma variacdo de 5% no
indice de fiabilidade

B pn | B2 pp2 | (B2—=P1)/Br (pr2—pp1)/pA21
1.00 1.59E-01 1.05 1.47E-01 5% —7%

1.50 6.68E-02 1.58 5.76E-02 5% —14%

2.00 2.28E-02 2.10 1.79E-02 5% —21%

2.50 6.21E-03 2.63 4.33E-03 5% —30%

3.00 1.35E-03 3.15 8.16E-04 5% —40%

3.50 2.33E-04 3.68 1.19E-04 5% —49%

4.00 3.17E-05 4.20 1.33E-05 5% —58%

4.50 3.40E-06 4.73 1.15E-06 5% —66%

5.00 2.87TE-07 5.25 7.60E-08 5% —73%

atingido é entao dada por:

pr=PM <0)

:(I)<O_:“M>
oM

—d (“M) , (7.18)

oM

Comparando (7.18) com (7.16) conclui-se que, para um EL cuja margem de seguranga
siga uma lei Normal, o indice de fiabilidade é dado por: 8 = pas/on. Em simbolos:

oY

MNN(,U,M,O'M) = B:UM

O indice de fiabilidade cresce assim com a média da margem de seguranca e decresce
com o desvio padrao.

Considere-se novamente o problema de fiabilidade de duas varidveis, com funcao
estado limite M = R — E. Para alguns casos particulares de distribui¢oes de probabi-
lidade de F e de R é possivel deduzir expressoes do indice de fiabilidade § em funcao
dos parametros das distribuigoes de E' e de R. Vejamos um caso muito simples.

Suponhamos que E ~ N(ug,0r) e que R ~ N(ugr,or). Entdo M ~ N, pois
a funcdo EL em causa é uma combinacao linear de varidveis Normais. Assumindo
independéncia entre F e R, a margem M tem a seguinte média e desvio padrao:

KM = HR — ME,

oypy = \/O'%—‘ro%.

Assim,

8= HM _ PR~ HE
2 2"
oM Vop+og
Ou seja, no presente caso é possivel expressar o indice de fiabilidade como funcéo da
média e desvio padrao das variaveis basicas do problema.
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Nota histérica Deve referir-se que o indice de fiabilidade § aparece historicamente
ligado & conveniéncia em medir a fiabilidade por meio de uma grandeza que nao ne-
cessitasse do conhecimento completo das distribuicdes de probabilidade das variaveis
bésicas (j& que estas podem ser dificeis de obter por falta de informagéo), mas apenas
dos seus dois primeiros momentos (média e desvio padrao). Cornell propos medir
a fiabilidade relativa a um estado limite justamente pela quantidade 8 = pn/onm
(Thoft-Christensen e Baker, 1982). Atualmente, é usual representar-se essa quanti-
dade por B¢, por um lado, para a distinguir da defini¢do (7.16) e por outro, como
homenagem ao seu autor. A quantidade:

M
Bo = EX, (7.19)
oM
é conhecida hoje por indice de Cornell (Madsen et al., 2006). Do exposto anterior-
mente, podemos afirmar que:

M ~N(pr, o) = B=Pc.

Nos casos em que a margem de seguranca M nao é normalmente distribuida, o indice
de Cornell ja ndo coincide com o indice de fiabilidade, ndo deixando, contudo, de
poder ser encarada como uma medida de fiabilidade.

A titulo de exemplo, determinemos (8 e B¢ referente ao EL descrito no Exemplo
6.1 (p. 106). A probabilidade de falha obtida foi de 2.0 x 1076, a que corresponde
B = 4.61. Para esse mesmo exemplo S = 5.27, que é bastante diferente da fiabi-
lidade exata. (8¢ = 5.27 corresponde py = 6.8 x 10781) Este exemplo mostra que
o indice de Cornell pode corresponder a probabilidades de falha muito distintas das
reais, podendo pois concluir-se que, como medida de fiabilidade, ndo é um parametro
totalmente satisfatério. [ ]

Exemplo 7.2 Considere-se a funcdo EL de duas varidveis M = R—FE. Admita-
se que ambas as variaveis R e F sao Lognormais e independentes entre si.

a) Desenvolver uma expressao para 3 em funcgao de ug e Vi (média e coefi-
ciente de variagdo de R) e de pp e Vg (média e coeficiente de variagao de

b) Determinar 3 para o caso ugr = 2.0; Vg = 0.15; ug = 1.0; Vg = 0.15.
c¢) Determinar B¢ e comparar com 3 calculado na alinea anterior.

Resolucao
a) Tem-se sucessivamente:

pf=P(E >R)=P(R<E)
=P(InR<InE) (pois o logaritmo é uma funcdo crescente)
= P(mR-InE <0)=P(Z <0),

com Z =InR —InE. Note-se que InR ~ N e que InE ~ N. Por con-
seguinte, Z ~ N, pois corresponde a uma combinagao linear de variaveis
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Normais. Assim, § = puz/oz. Resta, pois, calcular puz e oz. Tem-se:

Lz =1n _HR ) g HE
V1+VE V1+VE
I ,uR\/l—FVEZ
uE\/1+V§

Em relacao a oz, tem-se:

oz = /In(1 + V) +In(1 + V2).

Assim,
In (HRW)
HE\/W
VIn(1 +V2) + (1 + V3)

Para o caso em que o coeficiente de variacao V < 0.25, sdo admissiveis as
seguintes aproximacgoes: V1 + V2~ 1 eln(1+V?) ~ V2. Por conseguinte,
se os coeficientes de variagdo do efeito de agdo E e da resisténcia R forem
ambos inferiores a 0.25, é valida a seguinte aproximacao:

B~ n(pr/pE)

VARV

b) Considerando os dados fornecidos, obteve-se 5 = 3.29, a que corresponde
ps =5.08 x 1074, (A formula aproximada dd 3 = 3.27 a que corresponde
pr =542 x107%)

¢) Recorrendo & definigdo do indice de Cornell, Eq. (7.19), vem:

Bl = 2278
oM
_ KR — HE
V(Vr - 1r)*+ (Ve - pp)?
= 2.98.

Este indice corresponde a uma probabilidade de falha py = 14 x 10~4, que
é 2.8 vezes superior a probabilidade correta. Confirma-se mais uma vez
que o indice de Cornell ndo é uma medida satisfatoria de fiabilidade.
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7.7 Fiabilidade estrutural e fator tempo

O conceito de fiabilidade estd por definicdo associado ao fator tempo, pelo que este
é indissociavel dos problemas de fiabilidade. Por exemplo, a afirmagao de que a
fiabilidade relativa a determinado EL é de 0.999 tem pouco ou nenhum significado.
E necessario especificar a que perfodo de tempo essa fiabilidade diz respeito. Se essa
fiabilidade referir-se a um periodo de, digamos, 50 anos, o valor 0.999 passa a ter
significado: significa que a probabilidade do EL nédo ser atingido em 50 anos é de
0.999.

Além disso, muitas das varidveis bésicas (como é o caso das agdes varidveis) sao
por natureza fungbes do tempo, e por essa razao, num caso geral, sio apropriadamente
descritas por meio de processos estocasticos!. Nos casos em que a deterioracio dos
materiais nao possa ser desprezada no intervalo de tempo em consideragao, até mesmo
as variaveis de resisténcia deverao ser descritas por meio de processos estocasticos. O
fator tempo esta assim sempre presente nos problemas de fiabilidade estrutural.

Considere-se novamente o problema de fiabilidade de duas variaveis, £ e R, a
primeira representando efeito de agdo e a segunda representando resisténcia corres-
pondente. No caso geral, como acabamos de ver, as varidveis F e R sdo processos
estocdsticos, isto é, E = E(t) e R = R(t), e a probabilidade de falha no intervalo de
tempo [0,7] é dada por (Figura 7.5):

ps(0,T) =P [E(t) > R(t) em algum instante ¢ € [0, T]] (7.20)

R(t)
Ve

E()

T
-

Figura 7.5 Realizagdo particular dos processos R(t) e E(t). Neste caso particular
ndo ocorreu falha estrutural, visto que em nenhum instante E(t) ultrapassou R(t).

O problema formulado em termos de processos estocdsticos diz-se problema de
fiabilidade dependente do tempo. Em muitos casos, porém, é possivel substituir
0s processos estocdsticos por simples variaveis aleatoérias, tornando o problema de
fiabilidade bastante mais simples. Uma forma de o fazer consiste em discretizar os

1Um processo estocastico X (t) é uma colegio de varidveis aleatérias em sucessdo no tempo, cada
uma possuindo a sua proépria distribui¢cdo de probabilidade. Se essas varidveis possuirem a mesma
distribui¢do ao longo do tempo, o processo diz-se estaciondrio.
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processos estocasticos no tempo. Suponha-se que se deseja determinar a probabilidade
de falha num intervalo de tempo especifico, digamos At, e que nesse intervalo nao ha
deterioracao significativa dos materiais, o que equivale a assumir que R permanece
constante nesse intervalo. Se o intervalo At ndo for muito grande, esta hipdtese é
razodvel. A Figura 7.6 mostra uma realizagdo particular dos processos R(t) e E(t) no
intervalo At, tendo-se assumido R constante.

R E

R =cte
Av4

Emax(At)
AV

Figura7.6 Realizagdo particular dos pro-
cessos R(t) e E(t) no intervalo At.

Observando a Figura 7.6, fica evidente que a probabilidade de falha no intervalo
At é dada por:
p(At) = P[Enax(At) > R], (7.21)

onde Epax(At) representa o valor méximo de E(t) no intervalo At. Isto significa
que, para determinar tal probabilidade, ndo é necessario conhecer todo o processo
E(t) em At, mas apenas o seu maximo nesse intervalo. Podemos assim concluir que
as distribuigdes de maximos (que em conjunto com as distribui¢des de minimos séo
conhecidas por distribuigbes de extremos) desempenham um papel fundamental nos
problemas de fiabilidade.

Analisemos agora o que se passa numa sucessao de n intervalos de tempo. Admita-
se que os maximos de F(t) em intervalos sucessivos sdo independentes?, podendo as
respetivas distribui¢cbes permanecer idénticas ou nao. Relativamente a resisténcia R
admita-se que existe deterioracio de intervalo para intervalo (o que se traduz numa
diminuicdo gradual da resisténcia), mas que dentro do intervalo de tempo At; perma-
nece constante. Estas hipdteses equivalem a substituir os processos estocdsticos E(t)
e R(t), por processos retangulares, ou de valores constantes, como indicado na Figura
7.7.

Devido a deterioracdo, a probabilidade de falha vai aumentando nos sucessivos
intervalos de tempo. Seja py(At;) a probabilidade de falha no intervalo At;. A

20 intervalo de tempo At pode ser escolhido de forma a tornar plausivel a hipétese de indepen-
déncia. Quanto maior for o intervalo, mais plausivel é tal hipo6tese.
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I

/

S
—

Figura 7.7 Transformacéo dos processos R(t) e E(t) em processos retangulares.

probabilidade de falha no perfodo [0,n] é entdao dada por:

ps(0,n) =1 — P(Nao ocorréncia de falha no intervalo [0, n])

=1- P(Néo ocorréncia em Aty N --- N N&ao ocorréncia em Atn)
=1—(1=ps(Aty)) x - x (1= ps(Aty))

=1-]] (1 -ps(aty)). (7.22)

=1

Admitiu-se independéncia entre nao ocorréncia de falha em intervalos de tempo su-
cessivos®. Se se admitir, além disso, que ndo existe deterioracio ao longo do tempo
e que a distribui¢io dos méximos de E permanece constante (processo estacionério),
entdo a probabilidade ps(At;) também permanece constante em sucessivos intervalos
de tempo. Chamemos ps; a essa probabilidade. Entédo, a probabilidade de falha em n
intervalos de tempo é dada por ps(0,n) =1 —(1—ps1)™. Com o objetivo de aligeirar
a notagao, representemos p¢(0,n) por ps,. Assim, pg, representa a probabilidade de
falha em n intervalos de tempo. Podemos entdo escrever:

an =1- (1 — pfl)n, (723)

onde psq ¢ a probabilidade de falha em 1 intervalo de tempo, que se admite constante
em sucessivos intervalos de tempo.

Observe-se que lim,,_,o pfn = 1, conforme se pode apreciar na Figura 7.8. Resol-
vendo (7.23) em ordem a pyi, obtém-se:

pri=1—(1-psm)"" (7.24)

3Note-se que esta hipétese s6 é razodvel se as acdes varidveis tiverem um peso significativo na
probabilidade de falha. Se, num problema concreto, ndo existissem agoes varidveis, a probabilidade
de falha no segundo intervalo de tempo tenderia a anular-se se ndo tivesse ocorrido falha no pri-
meiro intervalo de tempo, mostrando assim que, nesse caso, a ndo ocorréncia de falha em intervalos
sucessivos ja nao seria independente de intervalo para intervalo.
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Probabilidade de falha, Py,
I
N

O 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5

Numero de intervalos de tempo, n x10°

Figura 7.8 Probabilidade de falha em n intervalos de
tempo, em funcgédo de n.

A Eq. (7.24) pode ser reescrita para um periodo de m intervalos de tempo, vindo:
pp1=1-— (1 — pfm)(l/m). Substituindo este resultado na Eq. (7.23), obtém-se:

pin=1=(1=psm)"™ (7.25)

Esta expressao permite assim converter uma probabilidade de falha em m intervalos
de tempo na probabilidade de falha em n intervalos de tempo. A expressdo pode
ser aplicada independentemente de m ser maior ou menor que n. Enfatiza-se que a
expressao pressupoe que a probabilidade de falha permanece constante em sucessivos
intervalos de tempo, ou seja, pressupoes que:

m As acOes varidveis permanecem estaciondrias no tempo e a sua contribuicao para
os esforcos totais ndo é muito inferior a contribuicao das cargas permanentes.
m Nao ha deterioragdo dos materiais.

Para valores pequenos de probabilidade de falha, a probabilidade cresce com o
tempo de forma aproximadamente linear, sendo aceitavel a seguinte aproximagao:

n
Pin X Pfm- (7.26)

Exemplo 7.3  Considere-se uma estrutura com uma probabilidade de colapso
em 50 anos de 7.2 x 1072, Determinar a probabilidade de colapso nos préxi-
mos 5 anos, admitindo que nao ha deterioracao dos materiais e que as agoes
permanecem estaciondrias.
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Resolugdo

No presente caso desejamos determinar pys a partir de pysqg. Portanto, n =5
e m = 50. Aplicando (7.25), vem:

prs=1—(1 —pf50)5/50

—1-(1-72x107%)""
=7.2x107°.

Nota: No presente caso, se tivéssemos feito pss = (5/50) pyso teriamos obtido
mesmo valor.

A Eq. (7.23) permite converter uma probabilidade de falha em 1 intervalo de
tempo na probabilidade de falha em n intervalos de tempo. Deduzamos uma expressao
semelhante, mas em termos de indices de fiabilidade 5. Seja 51 o indice de fiabilidade
referido a 1 intervalo de tempo e (,, o indice de fiabilidade referido a n intervalos de
tempo. Por defini¢do py; = ®(—p1), e, da mesma forma, p, = ®(—f,). Substituindo
estas quantidades na Eq. (7.23), e notando que ®(—8) =1 — ®(8) (Ver Figura 7.9.)
vem:

& (P =1-(1-d(-p))"

e 1-®B,)=1- (1—(1—@(51)))"

& —0(B,) = —(2(A))"

& (B) = [®(B)]". (7.27)

Como anteriormente, podemos deduzir uma expressdo mais genérica do que esta,
destinada a converter indices de fiabilidade referidos a periodos quaisquer, digamos
m e n intervalos de tempo. Obtém-se a seguinte expressao (deixa-se a demonstraciao
como exercicio):

Prn=1—(1—psp1)"

B =27 ([2(8a)]"™) (7.28)
o(x)
O(-p) 1 - O(p)
)
B 0 B X

Figura 7.9 Distribui¢do Normal reduzida. Con-
forme se observa ®(—8) =1 — ®(f).
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Exemplo 7.4 Determinar o indice de fiabilidade anual de uma estrutura que
tem uma fiabilidade de 3.8 em 50 anos, admitindo que nao ha deterioragdo dos
materiais e que as a¢des variaveis permanecem estacionarias.

Resolucado

No presente caso desejamos determinar 3, a partir de 859. Portanto, fazendo
n=1em =50 na Eq. (7.28), vem:

Br=o7 ([2(80)] ™)
— o ([o3.8)]"")
= 4.68.

Cédigo Python usado:

from scipy.stats import norm
beta_1 = norm.ppf (norm.cdf (3.8)**(1/50))







Capitulo 8

Formatos de fiabilidade

A expressao «formatos de fiabilidade» refere-se aos métodos usadas na verificagdo da
seguranga das estruturas com o objetivo de as classificar como «seguras» ou como
«inseguras». J4 mencionamos dois importantes métodos: o método dos coeficientes
parciais de seguranca e o método totalmente probabilistico. Iremos agora acrescen-
tar dois novos métodos: o método probabilistico simplificado e a avaliacao de risco.
Estes métodos, ou formatos, sdo agrupados tradicionalmente em quatro categorias,
ou niveis, a saber: (1) formatos de nivel I, que incluem o método dos coeficientes
parciais de seguranca e o método das tensoes admissiveis; (2) formatos de nivel II,
que se caracterizam por determinar o indice de fiabilidade, 5, de forma aproximada;
(3) formatos de nivel III, que avaliam a probabilidade de falha, ps, de forma exata e,
finalmente, (3) formatos de nivel IV, que se caracterizam por fazerem uso do conceito
de risco.

No presente capitulo faz-se uma breve sintese destes formatos e apresenta-se um
exemplo de uma estrutura cuja seguranca serd avaliada recorrendo aos diferentes
formatos.

8.1 Formatos de nivel |

Como referido acima, os formatos de nivel I incluem o método das tensoes admissiveis
(que tém tido uma longa utilizagdo no dimensionamento de fundagoes) e o método
dos Coeficientes Parciais de Seguranca (CPS). No que segue, mencionaremos apenas
este ultimo, visto que o método das tensdes admissiveis tenderd no curto prazo a ser
totalmente substituido pelo método dos CPS.

O método dos CPS foi descrito em detalhe no Capitulo 2, de modo que faremos
agora apenas breves consideragoes. Recorde-se que, de acordo com este método, a
verificagdo da segurancga em relacdo a um determinado EL consiste em satisfazer a
condicao:

E; < Ry, (8.1)

onde E; representa o valor de dimensionamento do efeito de agdo em causa, F, e Ry
o valor de dimensionamento da correspondente grandeza resistente, R. Fazendo uso
dos conceitos de fun¢do EL e margem de seguranca, o método dos CPS pode tam-

137
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bém ser expresso da seguinte forma alternativa: para um EL genérico representado
simbolicamente pela fungdo M = ¢g(X;,...,X,), a seguranga a esse EL considera-se
satisfeita se, substituindo cada variavel basica X; pelo respetivo valor de dimensiona-
mento, X;4, a margem de seguranca que se obtém for ndo negativa, isto é, a seguranca
encontra-se satisfeita se:

g(dea"',Xnd) Z 0 (82)

Recorde-se que as variaveis béasicas X; pertencem a uma das seguintes categorias:

m agoes e influéncias ambientais (Fy, Fy, ..., F;,...);

m propriedades dos materiais (f1, fo,..., fi,--.);

m pardmetros geométricos (a1, as,...,a;,...);

m pardmetros descritivos da incerta nos modelos de transformacao (61, 62, ...,6;,. ..

Os valores de dimensionamento das varidveis bésicas obtém-se a partir dos respe-
tivos valores caracteristicos (ou outros valores representativos), majorando-os (caso
das agdes), ou minorando-os (caso das propriedades dos materiais) pelos respetivos
coeficientes parciais de seguranga. Fazendo intervir estes coeficientes na Eq. 8.2, esta
toma a forma:

g(...,VFilﬂiFik,..., fik,...,ai,...)Z(), (83)

Y,

onde:

F;j, € o valor caracteristico da agao ;
vr; € o coeficiente parcial de seguranca da agao 4;
; é o coeficiente de combinagdo da acdo ¢ (a aplicar apenas a acOes varidveis
acompanhantes);
fir. € o valor caracteristico da propriedade do material i;
~vu, € o coeficiente parcial de seguranca do material ;

a; € o valor do pardmetro geométrico i.

o

Em geral o valor de dimensionamento dos pardmetros geométricos a; (vaos, espes-
suras, larguras, alturas, dreas de armadura, etc.) coincide com o valor nominal que
consta nas pecas desenhadas. Em relagio aos pardmetros 6; (pardmetros descritivos
da incerteza nos modelos de transformagéo), estes ndo aparecem explicitamente na
Eq. (8.3) visto que esta incerteza é normalmente incorporada nos coeficientes vp e
Y-

O método dos CPS é de muito facil aplicagdo, mas apresenta importantes limi-
tagoes. Por exemplo, o método ndo permite ter uma noc¢do do risco de ocorréncia
de rotura na estrutura que estd a ser avaliada. O engenheiro projetista, ao utilizar
os coeficientes de seguranga preconizados nos regulamentos, confia que a estrutura,
caso verifique a seguranca, é suficientemente fidvel, mas na realidade desconhece quao
longe esta da rotura, ou quao fiavel é a estrutura.

Além disso, o uso dos coeficientes de seguranga constitui um modo muito simpli-
ficado de modelagao de incertezas. Havera casos em que os coeficientes de seguranca
sdo excessivos (para o nivel real de incerteza), e havera casos onde se passa o contrario.
Os exemplos que iremos dar nesta secgdo tornardo este aspeto mais claro.
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Exemplo 8.1 A Figura junta representa o modelo de cédlculo de uma ponte
pedonal em betdo armado. Admita-se que uma inspecao a ponte revelou um
padrao de fissuracao acima do normal nos pendurais A e B, o que suscitou
davidas sobre a seguranca da ponte. Foi entdo decidido verificar a seguranca
ao EL de rotura dos pendurais. Uma andlise da estrutura em regime elastico
permitiu concluir que o esforgo de tragao nos referidos pendurais, em kN, é dado
por:
N =6.75(g9 + q),

onde g representa a carga permanente e q a carga variavel atuantes no tabuleiro,
ambas em kN /m.

3.80
15
|
>
os]

De

«Q
+
o]

& HM&A&HHHHHiHHHNH
5.00 \ 6.00 \ 7.00 \ 6.00 \ 5.00
29.00

As cargas g e ¢, e a resisténcia do tirante f,, sdo varidveis basicas com as
seguintes distribui¢oes de probabilidade:

Variavel Modelo Média Coef. de variagao
g Normal 12.0 kN/m 0.05
q Gumbel 6.0 kN/m 0.10
iy Normal 560 MPa 0.05

A distribuicio de g refere-se aos maximos em 50 anos. Os pendurais A e B
sdo armados com 4¢10 (1¢10 = 0.79 cm?).

a) Com base nas distribui¢oes fornecidas, determinar os valores caracteristi-
cos das varidveis bésicas, considerando: (1) o quantil 0.50 para a carga g
(valo médio), (2) o quantil 0.95 para a carga ¢, e (3) o quantil 0.05 para a
resisténcia do ago fi.

b) Recorrendo ao método dos CPS, verificar a seguranca em relagdo ao EL
de resisténcia do pendural A. Adotar os coeficientes parciais de seguranca
seguintes: vy = 1.35; 74 = 1.50; v = 1.15.
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Resolugdo
a) Tem-se:
gk = gm = 12.0 kN/m,
qr = 6.0 {1 — ?(0.10) 0.5772 + In (—In 0.95)} } = 7.12 kN/m,

fyre = 560(1 — 1.645 x 0.05) = 513.9 MPa.

b) A condigao de seguranca é Ngg < Npgg4, onde Ng, representa o valor de
calculo do esforgo axial no pendural e Ng, representa a sua resisténcia. De
acordo com o enunciado, o esforgo axial no pendural vale Ng = 6.75(g+q).
Substituindo as variaveis basicas pelos respetivos valores de dimensiona-
mento, tem-se:

Ngq = 6-75(75'91@ A VqQk)
= 6.75(1.35 x 12.04+ 1.5 x 7.12) = 181.4 kN.

Desprezando a resisténcia a tragao do betao, a resisténcia do pendural
¢ dada pela resisténcia da armadura, isto ¢, Ng = f, x A,, onde A, =
4% 0.79 = 3.16 cm?. Substituindo a varidvel basica f, pelo respetivo valor
de dimensionamento (a drea da armadura, A, entra com o respetivo valor
nominal, pelos motivos explicados anteriormente), tem-se:

N = fyads = 2254,
YM
5139

1.15

x 3.16 x 107! = 141.2 kN,

donde a seguranca ndo se encontra satisfeita, pois Ngg > Npggq. Assim,
aparentemente, as suspeitas de falta de seguranca dos pendurais da ponte
parecem confirmar-se.

8.2 Formatos de nivel ll

Os formatos de nivel II baseiam-se em métodos probabilisticos aproximados. Como
vimos anteriormente, o indice de fiabilidade, 3, surgiu do interesse em dispor de
uma grandeza capaz de medir a fiabilidade (e portanto ttil para efeitos de avaliagdo
da seguranga das estruturas), mas que nao necessitasse da informagcao probabilistica
completa das varidveis basicas intervenientes, visto que esta informacao nem sempre
esté disponivel.

Como vimos, dada uma fungdo estado limite M = g(X;,...,X,), Cornell propos
medir a fiabilidade pelo indice B¢ = par/onp. Se a funcao g for linear nas varidveis
bésicas, o cdlculo de pyr e opr € imediato, e s6 depende das médias e varidncias das
varidveis bésicas (e de eventuais correlacoes, se existirem). Se a func¢do g for néo
linear, pode-se linearizar a fungdo (em torno, por exemplo, dos valores médios das
varidveis bdsicas), usando a técnica descrita na secgiao 4.7.1 (p. 67), o que permite
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estimar pps e oy e consequentemente obter uma expressao para [ recorrendo apenas
aos dois primeiros momentos das varidveis basicas (médias e varincias). Esta é a
esséncia do método FOSM!, método este que pertence & categoria dos formatos de
nivel II. Representado o indice de fiabilidade assim obtido por Srosm, tem-se:

Brosm = gty o in) , (8.4)

onde pu; e o; representam, respetivamente, a média e desvio padrao da varidvel X;
dg . . - . -
e TXJ u & derivada parcial da fungdo EL em ordem a X;, avaliada no ponto p =

(,u‘h e ;U'n)
O método FOSM permite assim obter um indice de fiabilidade sem necessidade

da informacao probabilistica completa das varidveis bésicas, mas apenas dos seus dois
primeiros momentos. Vejamos um exemplo.

Exemplo 8.2 Considere-se novamente a estrutura que se analisou no exemplo
anterior. Determinar o indice Sposm referente ao EL de rotura do tirante A.
Resolucao

A funcao EL correspondente & rotura do tirante A é:

M = f,As —6.75(g + q)
= (3.16 x 107*) f, — 6.75(g + q).

Determinemos, em primeiro lugar, o somatério:

> (5%

i=1

2
) — ((3.16 x 1074)(0.05 x 560 x 10%))°+

+ ((=6.75)(0.05 x 12.0))°+

+ ((—6.75)(0.10 x 6.0))° = 111.092.
Portanto,

(3.16 x 10~4)(560 x 103) — 6.75(12.0 + 6.0)

Prosm = V111.092
— 5.26.

Embora apelativo e facil de determinar, o indice SBrosm pode corresponder a uma
probabilidade de falha muito distinta da probabilidade calculada rigorosamente, tor-
nando o método pouco atrativo. Por exemplo, o indice obtido acima (5 = 5.26)
corresponde a uma probabilidade de falha p; = ®(—8) = 0.0072 x 10~° e, conforme
veremos na proxima seccdo, a verdadeira probabilidade de falha é 0.14 x 107°. Ou
seja, o método FOSM indicou uma probabilidade aproximadamente 20 vezes inferior a

10 nome FOSM vem da expressdo inglesa First Order Second Moment method.
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verdadeira probabilidade, e consequentemente um risco 20 vezes inferior ao verdadeiro
risco.

O método FOSM apresenta ainda um problema sério, conhecido como o problema
da falta de invaridncia. Para entender este problema, considere-se a fun¢do EL simples
com apenas duas varidaveis: M = R — E. Esta funcao pode ser reescrita de forma
totalmente equivalente por M = R/E — 1. Com efeito:

ps=P(R—E <0)

R
P<E1<O),

assumindo, naturalmente, que E > 0. A fungdo estado limite M = R/E — 1 tem
assim & mesma fiabilidade que a funcédo original, mas ird conduzir a um indice Srosm
distinto, o que é incoerente.

Os investigadores que se dedicaram a estes assuntos sentiram assim a necessidade
de obter medidas de fiabilidade mais robustas. E neste contexto que surge o chamado
método FORM?2. Embora aproximado, e portanto enquadrado nos formatos de nivel
I, conduz a boas estimativas do indice de fiabilidade e ndo apresenta o problema
mencionado acima da falta de invaridncia. Além disso, exige muito menos esforco
computacional que o método de MC. Pela sua importancia e ampla utilizacao, dedi-
caremos o proximo capitulo ao estudo deste método.

Uma vez estimado o indice de fiabilidade [ referente a um dado EL, a seguranga
em relacdo a esse EL considera-se satisfeita se:

onde B representa a fiabilidade minima aceitdvel, por vezes também chamada fiabilidade-
alvo (Target). No Capitulo 11 trataremos da determinagio dessa fiabilidade minima,

e entenderemos a razao do nome fiabilidade-alvo. Um valor tipico de S é 3.8 para
EL ltimos e 1.50 para EL de utilizagao.

8.3 Formatos de nivel lll

Nos formatos de fiabilidade de nivel III procura determinar-se a probabilidade de
falha diretamente a partir do integral que a define. (Ver Eq. (7.11), p. 120.) Assim,
contrariamente aos métodos de nivel II (que sdo aproximados), os métodos de nivel
IIT podem ser considerados exatos.

Uma vez estimada a probabilidade de falha p¢ referente a um dado EL, a seguranga
em relagdo a esse EL considera-se satisfeita se:

pf < P (8.6)

onde pysr representa a probabilidade de falha méaxima aceitdvel, que se relaciona
com (7 por meio da expressdao psr = ®(—pfr). Para EL tltimos, um valor tipico
é ppr = ®(—3.8) = 7.2 x 107° e para EL de utilizagdo, um valor tipico é psr =
d(—1.5) = 0.067.

Vimos anteriormente que a determinacdo de py pode ser efetuada por um dos
seguintes métodos: (1) método analitico; (2) integragdo numérica ou (3) método de

20 nome FORM vem da expressdo inglesa First Order Reliability Method.
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MC. Como vimos, o método analitico é possivel em muito poucos casos e a integragdo
numérica pode suscitar dificuldades quanto o espaco de integracdo tem dimensao
superior a 5, ou quando a superficie de falha g(X) = 0 possui geometria complexa
(Melchers, 1999).

O método de MC, além de simples e intuitivo, permite ultrapassar as limitacoes
mencionadas acima. Embora o método de MC seja por defini¢do aproximado, o erro
cometido pode ser reduzido tanto quanto se deseje, pelo que o método pertence a
categoria dos formatos de nivel III.

O método de MC apresenta, porém, uma dificuldade: como a probabilidade de
falha é em geral muito pequena, é necessario um grande nimero de simulages para se
obter uma estimativa com um erro suficientemente baixo. No Capitulo 6 deduziu-se
uma expressao que permite determinar o niimero n de simulagdes requeridas para se
obter, com uma confianca de 95%, um erro inferior a 5%, que se repete de seguida
por comodidade: .

n~ 1600 L. (8.7)
p
Por exemplo, para uma probabilidade de falha de 7.2 x 107°, a expressdo acima conduz
a 22 milhoes de simulagGes. Seria assim necessario simular a fungio estado limite em
causa 22 milhoes de vezes para se obter, com uma confianca de 95%, uma estimativa
da probabilidade de falha com um erro maximo de 5%.

Nos exemplos que vimos até aqui, nao se sentiu qualquer dificuldade, pois as fun-
¢oes EL usadas foram relativamente ficeis de avaliar, ndo exigindo ao computador
mais do que 1 ou 2 segundos para realizar aquele niimero de simulagoes. Mas, supo-
nhamos que em cada simulagdo é necessario analisar a estrutura usando um modelo
mais complexo, e que tal andlise demora 1 segundo. A realizagdo de 1 milhdo de
simulagoes iria demorar 1 milhdo de segundos, ou seja, 11 dias e meio, tornando o
método impraticavel.

Felizmente estao disponiveis técnicas de reducao da variancia que possibilitam uma
reducao muito significativa do ntmero de simulagoes requeridos para se conseguir
uma determinada precisdo na estimativa. Duas das mais utilizadas no dominio da
seguranca estrutural sdo a chamada amostragem de importancia e o método hipercubo
latino. Estas e outras técnicas ultrapassam o ambito introdutoério deste livro, pelo que
nao serao aqui consideradas. O Método de MC que empregamos até aqui é chamado
de Método de MC puro ou bésico, designacao esta que o permite distinguir de outros
métodos de MC, nomeadamente os que empregam técnicas de reducao da varidncia.

Apresenta-se de seguida mais um exemplo de aplicagdo do método de MC bésico.

Exemplo 8.3 Considere-se uma vez mais a ponte pedonal que se tem vindo
a analisar. Nas questoes que seguem, admite-se que a probabilidade de rotura,
por unidade de tempo, permanece constante ao longo do tempo, o que equi-
vale a admitir que nao hé deterioracdo dos materiais e que as agoes variaveis
permanecem estaciondrias ao longo do tempo.

a) Determinar a probabilidade de rotura do pendural A nos préximos 50
anos. A base desse valor, é de considerar a estrutura segura com respeito
a possibilidade de rotura do pendural nos préximos 50 anos?

b) Determinar a probabilidade de rotura do pendural nos préximos 100 anos.
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Resolugdo

a)

Vimos no exemplo anterior que Ny = 6.75(g + q). O esfor¢o resistente no
tirante é naturalmente dado por Np = f,A,. A condicdo de seguranga é
Ng < Ng, donde a margem de seguranga é:

M = Ng — Ng
= fyAp — 6.75(9 + q).

Pretende-se avaliar a probabilidade py = P(M < 0). O seguinte script
Python avalia essa probabilidade recorrendo ao método de MC basico:

from numpy import sqrt, pi
from scipy.stats import norm, gumbel_r as gumb

As = 4x0.79%1le-4
mg = 12.0; Vg = 0.05; sg = Vg*mg

mqg = 6.0; Vg = 0.10; sq = Vg*mq
mfy = 560e3; Vfy = 0.05; sfy = Viy*mfy

nsim = 10000000

g = norm.rvs(mg, sg, nsim)

loc = mq - sqrt(6)*(0.5772/pi)*sq
scale = sqrt(6)*sq/pi

q = gumb.rvs(loc, scale, nsim)

fy = norm.rvs(mfy, sfy, nsim)

M = fy*As - 6.75%(g + q)

pf = sum(M < 0)/nsim

Recorrendo a esta rotina obteve-se py = 0.14 x 10~°. Como a distribuicdo
de q refere-se aos maximos em 50 anos, essa probabilidade pode ser inter-
pretada como a probabilidade de rotura em 50 anos. Considerando o valor
habitual ppr = 7.2 x 1075 para EL tltimos, é de considerar a estrutura se-
gura. (Recordamos que esta estrutura nao verificou a seguranca aplicando
os coeficientes de seguranga habituais.) A probabilidade py = 0.14 x 10~°
corresponde a 3 = 4.68

Para calcular a probabilidade de falha nos préximos 100 anos, temos duas
possibilidades. Uma possibilidade consiste em determinar os novos pa-
rametros da distribui¢do Gumbel (u e a) referente aos maximos em 100



Formatos de nivel I1T 145

anos, recorrendo as seguintes expressoes (Ver Anexo B.5, p. 235.):

100 = 050 = &,
w100 = uso + (1/a) In(100/50).

Outra possibilidade, mais simples ainda, consiste em usar a Eq. (7.25)
com n = 50 e m = 100. Vem:

Prioo =1 — (1 —py50)'0%/%°
=1—(1-0.14 x 107%)?

=0.28 x 107°.

Ambas as metodologias ddo o mesmo resultado. Conclui-se assim que a
probabilidade de falha em 100 anos aumenta sensivelmente para o dobro
da probabilidade de falha em 50 anos.

Comentario: No presente exemplo ndo foram consideradas quaisquer incer-
tezas nos modelos de transformacao empregues. Recorde-se que, numa dada
funcdo EL, intervém essencialmente trés tipos de modelos: modelos que trans-
formam varidveis basicas em ag¢oes; modelos que transformam agoes em efeitos
de acoes e modelos que transformam varidaveis basicas em resisténcias. Quanto
ao primeiro tipo, ndo houve necessidade de usar nenhum, pois as agdes consi-
deradas, g e g, sdo, elas proprias, varidveis basicas. Quanto ao segundo tipo,
utilizou-se o seguinte modelo Ng = 6.75(¢g + ¢), que transforma acoes no efeito
de agao pretendido (esforco axial no pendural). Esse modelo foi obtido por meio
de uma analise elastica da estrutura e, naturalmente, origina alguma incerteza,
em virtude do comportamento nao linear da estrutura. No entanto, visto que
os pendurais serao, com forte probabilidade, os primeiros elementos a atingir o
estado limite (como se concluiu pela inspegao ao estado atual da estrutura, onde
se detetou um padrao de fissuragao fora do normal), os esforcos a que ficarao
sujeitos tenderdo a migrar para outras partes da estrutura (devido & diminuicao
de rigidez axial causada pela fissuragdo), tornando-se inferiores aos esforgos elds-
ticos. O modelo estrutural usado (modelo eldstico) pode assim ser considerado
conservativo do ponto de vista dos esfor¢os nos pendurais, pelo que se julgou
ndo ser necessario modelar especificamente a incerteza em tal modelo. Relativa-
mente ao modelo que transforma varidveis basicas em resisténcias, a simplicidade
do modelo empregue, Ng = f,As, sugere uma muito reduzida incerteza, pelo
que também nao se considerou necessario modela-la especificamente.

O exemplo que acabamos de analisar confirma uma conclusao que ja tirdmos an-
teriormente: pode acontecer que uma estrutura nao verifique a seguranga segundo o
método dos CPS e ainda assim possua fiabilidade suficiente. Se uma estrutura exis-
tente ndo cumprir os critérios de seguranca segundo o método dos CPS, ndo devemos
concluir logo que a estrutura necessita de ser reforcada. Como os trabalhos de re-
forgo sao em geral muito onerosos, poderd justificar-se uma analise mais rigorosa da
seguranca, recorrendo por exemplo a uma andlise probabilistica.

No exemplo acima constatou-se que os coeficientes de seguranga empregues nao
traduziram corretamente os niveis de incerteza implicitos nas distribui¢oes de proba-
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bilidade usadas (foram excessivos). Fica assim evidente a limitagao dos coeficientes de
seguranga como meio de modelar as incertezas nos problemas de seguranca. Havera
casos em que tais coeficientes sao excessivos, podendo também haver casos onde se
passa o contrario.

No Capitulo 6 aprendemos como efetuar uma analise de sensibilidade com o mé-
todo de MC. Trata-se de uma andlise com muito interesse no ambito da seguranga
de estruturas existentes. Tomemos como exemplo a estrutura da ponte pedonal que
temos vindo a estudar. Admita-se que se deseja efetuar uma nova estimativa da pro-
babilidade de rotura do pendural procurando obter mais informagdo a respeito das
varidveis basicas do problema (g, ¢ e f,), nomeadamente obter mais informacao a
respeito das suas médias e desvios padrao. Dessas trés varidveis, qual ou quais delas
deveriamos privilegiar no esfor¢o de obter mais informacao? A resposta obtém-se por
meio de uma analise de sensibilidade do problema. Esta andlise permite determinar
quais sdo as varidveis que mais contribuem para a incerteza da margem de seguranca,
medida através da respetiva varidncia. No capitulo acima referido introduzimos a
conceito de coeficiente de sensibilidade, w?, que mede a fragio da varidncia da funcao
M =g(Xy,...,X,) que é devida a varidvel Xj;.

No exemplo que temos vindo a estudar, a funcdo EL de rotura do tirante é M =
fyAs—6.75(g+q). Efetuando uma analise de sensibilidade a esta fungéo obtiveram-se
os coeficientes de sensibilidade seguintes:

wy =015, w; =015 w} =0.70,

cuja soma € igual 1, como seria de esperar, por se tratar de uma funcdo EL que é
linear nas varidveis bdsicas. Assim, no presente caso, podemos afirmar que 15% da
varidncia de M ¢é atribuida a g, 15% a g e 70% a f,,. Visto que a varidncia de uma
variavel constitui uma medida da sua incerteza, podemos concluir que a resisténcia
do ago, fy, é claramente a varidvel que mais contribui para a incerteza na margem
de seguranca, pelo que seria esta a varidvel a privilegiar se fosse decidido investigar a
estrutura a fim de se obter mais informagao.

8.4 Formatos de nivel IV

8.4.1 Conceito de risco

Os formatos de nivel IV referem-se aos métodos de fiabilidade que fazem uso do
conceito de risco. O risco de um acontecimento adverso é o produto da probabilidade
de ocorréncia desse acontecimento pelas suas consequéncias. Existem outras defini¢oes
mais gerais de risco (ISO 31000, 2009), mas esta é a mais usada no &mbito da seguranga
estrutural (ISO 13824, 2009; EN 1991-1-7, 2006). Assim, dada uma estrutura e um
acontecimento adverso em potencial (ocorréncia de um EL tltimo, por exemplo), o
risco R desse acontecimento é definido por:

szpf~Cf, (8.8)

onde py é a probabilidade de ocorréncia do acontecimento e C'y as suas consequéncias.
O risco é expresso nas mesmas unidades que as consequéncias, por exemplo em valor
monetario.

Repare-se que o risco pode ser encarado como o custo esperado de rotura. Por
exemplo, se py referir-se a probabilidade anual de rotura, entdo o risco representa
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o custo que certamente pagariamos em média, todos os anos, se tivéssemos muitas
estruturas iguais em funcionamento.

8.4.2 Dimensionamento 6timo

O conceito de risco permite formular e resolver varios problemas titeis na area da se-
guranca estrutural. Por exemplo, podemos determinar o indice de fiabilidade 6timo e
o correspondente dimensionamento, que podera entao ser considerado como o dimen-
sionamento 6timo da estrutura. E 16gico considerar que o dimensionamento étimo é
0 que minimiza o custo total da estrutura em andlise.

O custo total da estrutura deve incluir, naturalmente, o custo associado ao risco
de rotura, dado pela Eq. (8.8), que pode ser maior ou menor, mas nunca é zero.
Designando por z um determinado pardmetro de dimensionamento, o custo total, por
vezes também designado custo generalizado, é dado pela soma das seguintes parcelas:

Cy(z) = Ci(2) + Crn(2) + ps(2) - Cy, (8.9)

onde C;(z) representa os custos iniciais (projeto + construgao ou reabilitacao) e Cp,(2)
os custos de manutencao. O pardmetro z é por vezes chamado varidvel de decisao.
De um ponto de vista racional, o valor 6timo de z é o que corresponde ao custo total
minimo. No Capitulo 11 vamos usar a Eq. (8.9) para determinar a fiabilidade 6tima
de uma estrutura, isto é, a fiabilidade que minimiza o custo total.

Numa perspetiva mais genérica, o conceito de risco pode ser empregue num pro-
blema de decisdo formulado em termos de anéalise custo—beneficio, procurando-se ma-
ximizar a diferenga entre o beneficio e o custo, isto é, maximizar a seguinte quantidade,
designada utilidade:

U(z) = B(z) — Cy4(2), (8.10)

onde B(z) representa os beneficios que se espera obter com a estrutura em causa. No
ambito da seguranga estrutural, os beneficios nao dependem geralmente do pardmetro
de dimensionamento z, isto é, sdo idénticos para os diferentes valores z, de modo
que maximizar U(z) equivale a minimizar o custo Cy. Neste caso, a andlise custo-
beneficios resume-se simplesmente a um problema de minimizacao de custos.

8.4.3 Avaliacoes de risco

No caso de estruturas que envolvam riscos fora do comum, ou com consequéncias
potencialmente catastréficas, poderd haver conveniéncia em avaliar a seguranca em
relagdo a um EL—ou mais genericamente em relacdo a um evento adverso—, nao
por se comparar a probabilidade de ocorréncia desse evento com uma probabilidade
previamente aceite como maxima admissivel, mas por se comparar o risco desse evento
com o risco previamente aceite como méximo admissivel, ou méximo toleravel. A
condicdo de seguranga formulada em termos de risco é pois:

Ry < Rig, (8.11)

onde Rj representa o risco estimado, calculado pela Eq. (8.8), e Ry, representa o
risco maximo toleravel. Se o risco estimado ultrapassar o valor maximo toleravel, ha
duas formas de o reduzir: aumentar a fiabilidade da estrutura (reduzir py) em relagéo
ao EL em questao, ou implementar medidas suscetiveis de mitigar as consequéncias
envolvidas (reduzir Cf).
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A especificagdo do risco méximo tolerdvel baseia-se em geral no chamado princi-
pio ALARP (As Low As Reasonably Practicable), que se esquematiza na Figura 8.1.
Conforme se observa, podemos identificar trés zonas de risco:

m Uma zona onde o risco é baixo, devendo por isso ser aceite sem qualquer restri-
cao.

m Uma zona intermédia, onde o risco é aceitavel, mas a sua aceitagdo deve ser
acompanhada de medidas que o reduzam segundo o que for razoavelmente pra-
ticavel.

m Uma zona onde o risco é demasiado elevado, sendo por isso inaceitdvel (a nio
ser em casos muito excecionais).

Zona intoleravel

Zona ALARP

Risco crescente

Zona toleravel

Figura 8.1 Tolerabilidade ao risco e principio ALARP
(As Low As Reasonably Practicable).

A formulacdo que acabamos de expor, embora consistente, ndo é usual no ambito
da verificagdo da seguranga de estruturas correntes. Tal deve-se ao facto das proba-
bilidades maximas admissiveis para as situagdes comuns estarem relativamente bem
estabelecidas (e até regulamentadas, conforme veremos no Capitulo 11) e conduzirem
geralmente a riscos muito baixos, ndo havendo por isso necessidade de quantificar ex-
plicitamente as consequéncias envolvidas. No entanto, em situagoes em que estejam
envolvidos riscos fora do comum, pode justificar-se a realizagdo de uma avaliacio de
risco. Tais avaliagoes podem ter interesse em estruturas vulneraveis a ocorréncia de
certos acidentes com consequéncias potencialmente severas, por exemplo a ocorréncia
de uma explosao seguida de incéndio numa fabrica de pirotecnia, ou a colisdao de uma
embarcacdo contra um pilar de uma ponte sobre um rio navegavel.

Tipicamente uma avaliagao de risco compreende as seguintes etapas:

1. Especificacao dos objetivos da avaliacao e identificacao clara do sistema que vai
ser avaliado, incluindo as suas fronteiras.

2. Identificagdo criteriosa dos perigos e cendrios adversos em potencial (no fundo,
identificar o que pode vir a correr mal).

3. Anadlise do risco, isto é, caracterizacdo das probabilidades e consequéncias de
cada cenario adverso identificado na etapa anterior.
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4. Avaliagdo do risco (entendido como o produto das probabilidades pelas con-
sequéncias) e andlise da sua aceitabilidade.

5. Conclusoes da avaliagdo, incluindo proposta de medidas razodveis tendentes a
reduzir o risco (se estivermos na zona ALARP).

A identificacdo de todas as fontes de perigo (etapa 2) é de crucial importancia
numa avaliacdo de risco bem feita. Existem metodologias disponiveis que ajudam a
sistematizar o processo de identificacao de tais fontes, de que sdo exemplos as técnicas
conhecidas pelas designacées HAZOP e FMEA, entre outras®.

A anélise do risco (etapa 3) pode ser qualitativa ou quantitativa. A andlise quan-
titativa é mais objetiva, mas também bastante mais trabalhosa em comparacao com a
andlise qualitativa. A determinacdo das probabilidades de falha do sistema podem ser
efetuadas com o auxilio de ferramentas tais como as drvores de falha ou os diagramas
de blocos, entre outros®.

Muitas vezes, porém, nao é possivel realizar uma andlise quantitativa, seja por-
que nao existem dados estatisticos suficientes para uma quantificagao fidedigna das
probabilidades, seja porque as consequéncias sdo dificeis de quantificar. Neste caso
pode realizar-se uma andélise qualitativa, na qual a descricio das probabilidades e
consequéncias é feita através de termos mais ou menos subjetivos, tais como: muito
baixas, baixas, médias, altas e muito altas (EN 1991-1-7, 2006). A andlise da aceita-
bilidade do risco pode ser feita com o auxilio de uma matriz de risco, como a indicada
na Figura 8.2.

Muito
altas

Altas

Médias

Consequéncias

Baixas

Muito
baixas

Muito

. Baixa Média Alta Muito alta
baixa

Probabilidade

Figura 8.2 Exemplo de uma matriz gradativa de risco. A zona ALARP corresponde a zona
a amarelo. (Adaptado da EN 1991-1-7 (2006), Anexo B.)

De referir ainda que podera haver situagoes em que seja pratico transferir o risco
para uma companhia de seguros, que aceita cobri-lo em troca de uma remuneragao,
em geral na forma de um prémio anual. O préximo exemplo ilustra a ideia dos seguros.

30 estudo destas técnicas esté fora do ambito da presente publicacio.
40 estudo destas ferramentas est4 fora do ambito da presente publicacio.
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Exemplo 8.4 Considere-se uma vez mais a ponte pedonal que temos vindo a
analisar. A probabilidade de rotura do pendural A (estado limite identificado
como critico) em 50 anos foi estimada em 0.14 x 107°. Admita-se que, em caso
de rotura, a despesa estimada é de 10 milhdes de unidades monetérias (um).
Determinar o valor anual de um seguro que estariamos dispostos a pagar a uma
companhia de seguros que aceitasse cobrir o risco em questao.

Resolugao

Comeca-se por determinar a probabilidade de falha anual:
pr1=1—(1—pyss0)"/™
=1—(1-0.14 x 107%)1/%0

=2.8x 1078,

Estariamos assim dispostos a pagar a uma companhia de seguros um prémio
anual de: 2.8 x 1078 x 107 = 0.28 um/ano.

Uma andlise de risco é mais abrangente e robusta do que uma andlise de fiabili-
dade, visto que, para além do calculo de probabilidades de eventos adversos, envolve
também a quantificacdo das suas consequéncias. Além disso, uma andlise de risco
permite incorporar fontes de perigo normalmente nao incluidas numa anélise de fiabi-
lidade, como por exemplo erros humanos graves ou certo tipo de acidentes. Trata-se
de uma &rea de grande interesse, mas muito vasta e claramente fora do ambito da
presente publicacao. Nao lhe faremos por isso referéncia adicional. O leitor interes-
sado encontra com facilidade muita literatura dedicada ao Risco, incluindo Normas.
Veja-se por exemplo as Normas ISO 31000 (2009) e ISO 13824 (2009), esta tltima
dedicada especificamente as avaliagdes de risco envolvendo estruturas.



Capitulo 9
Método FORM

Como vimos no capitulo anterior, o método FORM faz parte dos formatos de fia-
bilidade de nivel II, caracterizados por serem formatos probabilisticos aproximados.
Apesar do método nao conduzir a valores exatos do indice de fiabilidade, o erro é
em geral pequeno. Além disso, comparativamente com o método de MC, o método
FORM exige muito menos esfor¢o computacional. Estas duas caracteristicas (erro
pequeno e baixo esfor¢o computacional) tornaram o método muito popular, pelo que
se justifica a sua consideragdo aqui. A ampla aceitagdo do método também se deve
aos conceitos uteis que lhe estdo associados, nomeadamente o conceito de ponto de
dimensionamento. O método FORM oferece ainda uma metodologia simples para
a calibragdo de coeficientes parciais de seguranga. Daremos conta de tudo isso no
presente capitulo.

9.1 Descricao do método

Considere-se a funcao estado limite M = ¢g(X7, X3), linear nas varidveis X; e X,
definida por:
M = apn + 0,1X1 —+ a2X2.

Admita-se que:
X1 ~N(p,01); Xo ~N(ug,09);  Cov(Xy, Xs) = 0.

Como g é uma combinagao linear de varidaveis Gaussianas, a margem de seguranga,
M, é também Gaussiana, donde o indice de fiabilidade relativamente aquele EL é:
8= M ap + a1 + agpiz

—_— = . (9.1)
oM \/a%cr% + agag + 2a1a20%2

Faca-se agora a transformagdo X; — Z;, tal que:

Xi— i

g;

Z; = & X = +0iZ;.

151
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Naturalmente Z; ~ N(0,1). O espago das novas varidveis, Z; e Zs, diz-se espago
normalizado. Escreva-se agora a fungdo g neste novo espago:
M = g(X1, X2) = ap + a1 X1 + az X
=ag+ a1(p1 + 012Z1) + az(pe + 0223)
=ag+ aip1 +a10121 + aspie + axc22Zs
= 92(Z1,2Z3).

A funcéo gz, que continua a ser linear, representa assim a fungdo EL transformada
no espago normalizado, e, naturalmente:

pr=P(M < 0) = P[g(X1,X2) <0
= Plgz(%1, Z2) < 0].

A Figura 9.1 representa esquematicamente a obtengéo do espago normalizado.

X, Z,
p; = volume
u/\ g:=0
=
A7
AR 2

X

Figura 9.1 Obtengdo do espago normalizado. A probabilidade de falha (dada
pelo volume da FDP conjunta na regido de falha) é idéntica num espago e noutro.

Calculemos agora a distdncia do ponto (0,0) do espaco normalizado a reta gz = 0.
Como se sabe, a distAncia de um ponto de coordenadas (z1, 1) & reta ax +by+c=0
é dada por:

_ laxy +byr + ¢

donde, a distancia pretendida é igual a:

d

ap + aijpy + a2
Vaioi +a3o;

Comparando (9.2) com (9.1), constata-se que d coincide exatamente com f no caso
em que as varidveis X; e X, sdo independentes (caso em que 012 = 0). Este resultado
foi obtido para o espago bi-dimensional, mas é generalizavel ao espago n-dimensional.

Assim, em resumo, quando uma fungdo EL: (1) é uma funcio linear nas varidveis
bésicas, (2) estas sdo normais e (3) independentes entre si, verifica-se que o indice de
fiabilidade 8 coincide com a distdncia da origem do espago normalizado a superficie
g9z = 0 (chamada, recorde-se, superficie de rotura).

d= (9.2)
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A Figura 9.2 mostra a representacio grafica deste resultado para o caso bi-dimensional.
Observando a Figura, notamos que o ponto P assinalado (cuja distdncia & origem
coincide com o indice de fiabilidade) é o ponto da superficie de rotura com maior
densidade de probabilidade, correspondendo assim ao ponto mais provavel para inicio
de uma eventual rotura. Esse ponto é designado ponto de dimensionamento.

N

2
| —9z=0

WA
)

Figura 9.2 Interpretagdo geométrica do indice de fiabilidade.
O ponto P assinalado designa-se por ponto de dimensionamento.

Enfatiza-se que o indice de fiabilidade sé coincide com a distancia da origem do
espago normalizado a superficie gz = 0 quando esta é linear. Para que essa superficie
seja linear, é necesséario que a superficie g = 0 seja também linear e, simultaneamente,
as varidveis bésicas sejam normalmente distribuidas. Quando uma destas condigoes
nao se cumpre (o que, alids, corresponde a situacdo tipica), a distancia da origem do
espago normalizado a superficie gz = 0 ja nao coincide com o indice de fiabilidade S,
mas pode ser encarada como uma aproximacao a esse indice. O método FORM usa
justamente essa distancia, que representaremos por Srorm, cOmo aproximacao de 3,
sendo portanto um método aproximado!. A Figura 9.3 ilustra o erro cometido pelo
método FORM, em geral pequeno.

Do exposto acima, podemos concluir que, quanto maior for a ndo linearidade
da fun¢do EL, maior é o erro cometido pelo método FORM. Note-se, porém, que o
grau de linearidade da fungdo EL é importante apenas na vizinhanga do ponto de
dimensionamento, porque é essa a zona que mais contribui para a probabilidade de
falha. Isto significa que a fungdo EL até pode ser fortemente néo linear e ainda assim
o erro cometido ser pequeno, bastando para tal que a nao linearidade ocorra numa
zona afastada do ponto de dimensionamento.

Em resumo, a esséncia do método FORM consiste em encontrar o ponto da su-
perficie gz = 0 mais proximo da origem do espaco normalizado e estimar o indice de
fiabilidade a partir da distancia desse ponto & origem. O problema da determinagao

LA ideia de definir 8 como a distancia da origem do espaco normalizado & superficie gz = 0,
é devida a Hasofer e Lind (Thoft-Christensen e Baker, 1982), razdo por que SrorMm também se
representa por By, .
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V. =
1 V1 = probabilidade de falha exata.
| — V2
9z=0 V1 + V2 = probabilidade dada
pelo método FORM.
- V2 = erro do método FORM.
R
o,% \
W R

Figura 9.3 Erro cometido pelo método FORM.

do indice Srorm pode assim ser encarado como um problema de otimizagdo (minimi-
zacgao duma distancia, neste caso), podendo ser formulado da seguinte forma (Figura

9.4):
minimizar d = /2 + -+ + 22,
sujeito a  gz(z1,...,2,) = 0.
Representaremos as coordenadas do ponto de dimensionamento por (214, - . -, Znd)-
22 ZZ
9z=0 g9z=0
e Ponto de
Zog b dimensionamento
Zol > \ S
2 o
) ! Y71
| |
| |
Z Z Zid Z

Figura 9.4 O método FORM consiste em encontrar o ponto da superficie gz = 0 para o
qual a distancia d = y/27 + 22 seja minima. Essa distancia define o indice Srorm.

Sintetiza-se de seguida a sequéncia de calculo envolvida na aplicagdo do método
FORM. Dada uma funcdo estado limite M = ¢(Xi,...,X,), pretende-se estimar
Py = P[g(Xl, X)) < 0]. Procede-se assim:

1. Transforma-se as varidveis X; nas varidveis Z;, caracterizadas por serem inde-
pendentes entre si e terem distribui¢do Normal reduzida, isto é, Z; ~ N(0,1).
O espago das novas varidveis (Z1, ..., Z,) diz-se espago normalizado. A Super-
ficie de rotura g(Xi,...,X,) = 0 deverd entdo ser reescrita neste novo espago,
obtendo-se a superficie gz (Z1,...,2Z,) = 0.
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2. Determina-se o ponto da superficie gz (Z1, ..., Z,) = 0 mais préximo da origem,
recorrendo a um algoritmo de otimizagdo. O ponto assim determinado designa-
se por ponto de dimensionamento e a distdncia desse ponto a origem define o
indice BFORM-

3. Estima-se py = ®(—frorm)-

Naturalmente interessa examinar como se pode realizar a transformacao referida
no passo 1, isto é, a transformagio X; — Z; tal que Z; ~ N(0,1). Quando as varidveis
basicas sao independentes, a variavel Z; obtém-se da varidvel X; de tal modo que:

®(Z;) = Fx,(X;) & Z; =0 '(Fx, (X))
& Xi=F(2(Z)), (9.3)

onde Fx;, (+) representa a FDC da varidvel X;. Um caso particular desta transformagéo
é quando X; ~ N(u;,0;). Neste caso, atendendo a que Fy,(X;) = ® (XU%”} a
transformagao simplifica-se, vindo:
K3

Quando as variaveis basicas X; sdo dependentes, é necessario recorrer a outras
transformacgoes. Por exemplo, se as varidveis forem Normais (e correlacionadas en-
tre si), usa-se uma transformacao baseada numa decomposigdo Choleski da matriz de
correlagdo das varidveis basicas. Se ndo forem Normais, usa-se habitualmente a trans-
formacao de Rosenblat, ou a transformacao de Nataf, dependendo do modo como foi
definida a dependéncia entre as varidveis basicas. Explicagoes pormenorizadas des-
tas transformagdes encontram-se nas referéncias Madsen et al. (2006) e Ditlevsen e
Madsen (1996).

O proximo exemplo mostra como aplicar o método FORM recorrendo ao Python.
O problema de otimizacao descrito acima serd resolvido usando a fun¢ao minimize ()
do médulo scipy.optimize.

Exemplo 9.1 Considere-se novamente a ponte pedonal analisada no capitulo
anterior, cujos dados se repetem aqui por comodidade. Recorde-se que uma
inspecao a ponte revelou um padrao de fissuragao acima do normal nos pendurais
A e B, o que suscitou dividas sobre a seguranca da ponte. Foi entdo decidido
verificar a seguranga ao EL de rotura dos pendurais.

| /?/"'A—ON?\ e
i | }

HEREEENEEEERE KRN

R

1.5

3.80

2.3

N
Dt
D—

500 | 600 | 7.00 | 600 | 500
29.00

Os pendurais A e B sdo armados com 4¢10 (1¢10 = 0.79 cm?). Uma anéalise
da estrutura em regime eldstico linear permitiu concluir que o esforco de tracao
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nos referidos pendurais, em kN, é dado por: N = 6.75(g + ¢). As cargas g e q,
e a resisténcia do tirante f, tém as distribuicdes indicadas na quadro seguinte.
A distribuicdo de q refere-se aos maximos em 50 anos.

Variavel Modelo Média Coef. de variagao
g Normal 12.0 kN/m 0.05
q Gumbel 6.0 kN/m 0.10
iy Normal 560 MPa 0.05

Desenvolver uma rotina Python para a determinacgao do indice de fiabilidade
referente ao EL de rotura do tirante A pelo método FORM.

Resolugdo

O vetor das varidveis basicas é o vetor X = (g,¢, fpy). A seguinte ro-
tina implementa o método FORM recorrendo a fun¢ao minimize () do médulo
scipy.optimize:

from numpy import sqrt, pi
from scipy.stats import norm, gumbel_r as gumb
from scipy.optimize import minimize

def funobj(z):
d = sqrt(sum(z**2))
return d

def sbjto(z):
g = norm.ppf (norm.cdf(z[0]), mg, sg)
q = gumb.ppf(norm.cdf(z[1]), loc, scale)
fy = norm.ppf (norm.cdf(z[2]), mfy, sfy)
M = fy*As - 6.75*%(g + q)
return M

As = 4%0.79%1e-4

mg = 12.0; sg = 0.05*mg

mq = 6.0; sq = 0.10*mq

mfy = 560e3; sfy = 0.05*mfy

loc = mq - sqrt(6)*(0.5772/pi)*sq
scale = sqrt(6)*sq/pi

cons = {’type’:’eq’, ’fun’:sbjto}
z0 = [.0, .0, .0]
res = minimize(funobj, z0, method=’SLSQP’, constraints=cons)

Z = res.x
beta = res.fun
pf = norm.cdf (-beta)
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A rotina devolve as coordenadas do ponto z (ponto da superficie de rotura
mais préximo da origem) e a respetiva distdncia & origem, que coincide com
o indice de fiabilidade 5. Obteve-se frorm = 4.71, a que corresponde py =
0.12 x 1075,

Comentario: Recordamos que a probabilidade de falha exata, calculada com o
método de MC, foi de 0.14 x 1075, a que corresponde 8 = —®~1(0.14 x 107%) =
4.68. Os valores sdo bastante préximos, podendo concluir-se que o método
FORM forneceu uma boa estimativa.

9.2 Coeficientes de sensibilidade FORM

Um conceito muito 1til associado ao método FORM é o conceito de coeficiente de
sensibilidade. As coordenadas zig4,...,2pq do ponto de dimensionamento podem
ser vistas como as componentes de um vetor cujo comprimento é igual a Brorm-.
Assim, a componente z;; do ponto de dimensionamento pode ser expressa como
Zid = o; BrORM, €m que o coeficiente a; representa o coseno diretor da componente
i, estando por isso compreendido entre —1 e 1. (Ver Figura 9.4.)

Esta consideragao sugere a seguinte definicdo: dada uma func¢do estado limite
M = g(X1,...,X,), chama-se coeficiente de sensibilidade FORM da varidvel X; ao
coeficiente definido por:

%
ﬁFORM

(9.5)

o =

em que z;q ¢ a componente ¢ do ponto de dimensionamento no espago normalizado
e BrorMm € o indice de fiabilidade obtido pelo método FORM relativo ao EL em
consideragao. O sinal «—» foi introduzido de forma a que os «; sejam negativos para
acoes e positivos para resisténcias.

Para além de estarem compreendidos entre —1 e 1, estes coeficientes gozam da
seguinte propriedade: para um EL com n varidveis béasicas, verifica-se que:

2":%2 =1 (9.6)
i=1

Com efeito, visto que z;g = —q; 3, podemos escrever:

Zizd = (*%’5)2 = szd = Z(*%ﬂf

& 1=) af (9.7)
i=1

Examinemos mais de perto o significado dos coeficientes de sensibilidade a;. No-
tando que as componentes z;4 do ponto de dimensionamento podem ser expressas
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como z;q = —;BrorM, podemos concluir que cada uma dessas componentes corres-
ponde a uma fracido de Brorwm, sendo «; o valor dessa fracdo relativa & componente
1. Assim, o coeficiente «; pode ser encarado como uma medida da contribuicdo da
componente i (e portanto da varidvel X;) para a fiabilidade estimada, Srory. Uma
variavel com coeficiente de sensibilidade elevado é uma variavel com contribuicao sig-
nificativa, ou com impacto significativo, na fiabilidade estimada. Qualquer redugao
na sua incerteza produzird alteracao significativa na fiabilidade estimada.

Os coeficientes de sensibilidade tém por isso grande interesse pratico. Por exemplo,
suponhamos que, ap0s se obter uma primeira estimativa da fiabilidade de uma estru-
tura em avaliacao, foi decidido colher informacéo adicional com o objetivo de melhorar
essa estimativa. As considerages acima mostram que, para efeitos de colheita de in-
formacao adicional, deve-se privilegiar as varidveis com coeficiente de sensibilidade
elevado, pois sdo essas as varidveis para as quais a fiabilidade é mais sensivel.

Uma vez determinado o indice de fiabilidade e as coordenadas z;; do ponto de
dimensionamento, os coeficientes de sensibilidade «; poderao ser calculados recorrendo
diretamente Eq. (9.5). Vejamos um exemplo.

Exemplo 9.2 Considerando uma vez mais o exemplo da ponte pedonal, deter-
minar os coeficientes de sensibilidade FORM de cada uma das variaveis basicas
do EL correspondente a rotura do tirante A. Comentar os valores obtidos.

Resolugao

Para resolver a questao formulada, acrescentou-se as seguintes instrugoes a ro-
tina Python apresentada no exemplo anterior:

Coood
alpha = -z/beta
alpha2 = alpha**2

Obtiveram-se os seguintes valores:
ag = —0.256; oy = —0.789; ay, = 0.558;
cujos quadrados valem:

aj =0.065 o =0.623 of =0312.
Podemos assim concluir que a carga g é a variavel basica com maior impacto na
fiabilidade estimada, seguida da resisténcia do aco f, e finalmente a carga g.

E usual exibir os quadrados dos coeficientes de sensibilidade (cuja soma é
igual a 1) na forma de um diagrama circular, como se exemplifica na Figura
seguinte:
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Este diagrama foi desenhado com o auxilio do seguinte c6digo:

fig, ax = plt.subplots()

labels = *$g$’, *$q$’, ’$f_y$’

ax.pie(alpha2, labels=labels, autopct=’%1.1f%%’,
wedgeprops={’linewidth’: 1, ’edgecolor’: ’white’})
ax.legend()

Recorda-se de seguida os coeficientes de sensibilidade que se obteve com o
método de MC neste mesmo exemplo:

w; =015 w;=015 w} =0.70.

Conforme se observa, estes coeficientes nao coincidem com os coeficientes de
sensibilidade FORM, mas n&o tinham de coincidir, pois tém significados dife-
rentes. Enquanto que estes tltimos traduzem o impacto de cada variavel basica
na fiabilidade estimada, os primeiros traduzem a contribuigdo de cada variavel
na variancia da funcao EL em causa.

Apresenta-se de seguida uma expressao que permite o cdlculo manual dos «; para
o caso particular em que as varidveis X; da funcdo EL em apreco sdo todas Normais.
Seja M = g(Xi,...,X,) uma funcdo EL, na qual X; ~ N(u;,0;). O coeficiente de
sensibilidade FORM da variavel X; é entdo dado por:

dg o
8Xi d ¢

o (g N
j=1 and J

onde as derivadas parciais deverao ser calculadas no pondo de dimensionamento. Esta
expressao mostra que o coeficiente de sensibilidade de uma varidvel é tanto maior
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quanto maior for a taxa de variagdo da margem de seguranca na vizinhanga do ponto
de dimensionamento e tanto maior quanto maior for o respetivo desvio padrao. Para
que uma variavel possua um coeficiente de sensibilidade significativo, é necessario que
ambas as quantidades (taxa de variacio da margem de seguranca e desvio padréo)
sejam significativas.

Nota Vejamos como se pode obter a expressdo (9.8). Em primeiro lugar, multipli-
cando ambos os membros de (9.7) por SrorMm, vem:

n
2
Brorm = Y _ a7 Brorm

i=1

n
E Oéz'OézﬂFORM

i=1
— Z QG 2Z5d, (99)
i=1

ou seja, Brporm pode ser decomposto numa soma de n parcelas a;z;q, €m correspon-
déncia com as n varidveis basicas da funcdo EL em aprego.

Por outro lado, sabe-se que o método FORM substitui a fungao EL por uma fung¢ao
linear na vizinhanca do ponto de dimensionamento, ou seja, substitui a funcao EL
em apreco pelo desenvolvimento em série de Taylor da funcdao em torno do ponto de
dimensionamento e desprezando os termos nao lineares. Assim, no método FORM a
funcao EL gy é expressa por:

392
Z'i d

92(Z1, .. Zy) = gz(21ds - -, Znd) +Z< ~ Zid) > (9.10)

Trata-se da equacao de um hiperplano tangente a funcdo EL no ponto de dimensiona-
mento. Repare-se que gz (214, ..., 2na) = 0, uma vez que o ponto de dimensionamento
pertence a superficie gz = 0 (superficie de rotura). Assim, a Eq. (9.10) simplifica-se,

vindo:
n

92(Z1,.. Z) =Y ((Zz- B Zid)ag;

i=1

d) . (9.11)

A superficie de rotura (gz = 0) é entdo dada por:

> (-3

=1

) =0. (9.12)

A distancia do ponto (0,...,0) a essa superficie, que define Srorm, € igual a:

Brorm = — : (9.13)
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Comparando a Eq. (9.13) com a Eq. (9.9), resulta imediatamente que:

(9.14)

Ora, aplicando a regra da derivagdo da fungdo composta, tem-se:

99z _ 99z 0X;
0Z; 0X; 0Z;

Considerando agora que todas as varidveis X; sdo normalmente distribuidas, podemos

(9.15)

escrever X; = u; + 0;Z;, donde %)Z(? = 0;. Substituindo este resultado em (9.15) e
considerando que gg(zi = ;—)?i (uma vez que gz(Z1,...,2Z,) = g(X1,...,X,)), vem
99z _ Og
= .o, 9.16
0z, _ox; ° (9.16)

0 que, por substitui¢do em (9.14), nos permite obter o resultado pretendido, expresso
na Eq. (9.8). [ |

Enfatiza-se que o resultado expresso em (9.8) sé pode ser aplicado caso as varidveis
basicas da fungdo EL em questdo sejam todas Gaussianas.

9.3 Valores de dimensionamento FORM

Uma aplicagdo préatica do método FORM consiste na determinagao direta de valores
de dimensionamento sem necessidade de explicitar valores caracteristicos e coefici-
entes parciais de seguranca. Conforme vimos, o ponto de dimensionamento FORM
corresponde ao ponto da superficie de falha onde é mais provavel que se dé o inicio
da rotura. O valor das varidveis nesse ponto corresponde assim ao valor mais pro-
vavel que cada varidvel terd quando a rotura se inicia, podendo ser adotado como
valor de dimensionamento. Suponhamos que se acabou de determinar, para um dado
EL, o indice de fiabilidade 8 e as componentes z;4 do ponto de dimensionamento.
Essas componentes estdo referidas ao espaco normalizado, mas sdo facilmente con-
vertidas no espago original, bastando para o efeito aplicar a Eq. (9.3). O valor de
dimensionamento da varidvel X é assim dado por?:

Xa=Fx'(®(—ax f)) (9.17)

onde ax é o coeficiente de sensibilidade FORM da variavel X.
A partir das inversas das FDC (Ver Anexo B), a Eq. (9.17) permite obter expres-
soes para a determinacado de valores de dimensionamento de varidveis béasicas com

2Comparando a Eq. (9.17) com a definigio de quantil p de uma variavel aleatéria (X, = F;l (p)),
conclui-se que o valor de dimensionamento FORM de uma varidvel pode ser encarado como o quantil
P(—a f) dessa varidvel. Por exemplo, considere-se uma varidvel de resisténcia que, num dado EL,
possui um coeficiente de sensibilidade o« = 0.80. Para um indice de fiabilidade 8 = 3.8, o valor de
dimensionamento dessa varidvel corresponde ao quantil p = ®(—0.80 x 3.8) ~ 0.001.
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modelos probabilisticos especificos. A Tabela 9.1 mostra as expressdes que se obtém
para trés importantes modelos probabilisticos: Normal, Lognormal e Gumbel. As
expressoes da Tabela podem ser usadas para determinar diretamente o valor de di-
mensionamento de uma dada varidvel béasica, sem necessidade de explicitar o valor
caracteristico e o coeficiente parcial de seguranca. Este método de determinagao de
valores de dimensionamento é conhecido como método dos wvalores de dimensiona-
mento.

Tabela 9.1 Expressoes do valor de dimensionamento FORM para modelos probabilisticos
comuns em seguranca estrutural

Modelo Xy =Fx'(®(—ax B))
Normal Xg=pux —ax fox
nx 2
Lognormal Xyg= ——— -ex —« In(1+V.
g = ATE p( Ay X)>

S5 ~exp(—aXﬂVX), para Vx < 0.25

Gumbel Xg=px — @ax [0.5772 + In(— In ®(—ax B))]
T

As expressoes que constam na Tabela 9.1 mostram que, dada uma variavel bésica
interveniente num determinado EL, uma vez atribuido um modelo probabilistico a
essa variavel, o respetivo valor de dimensionamento fica definido, uma vez fixados:

m a média e desvio padrio da varidvel (ux e ox);
m o indice de fiabilidade pretendido para o EL em causa (3);
m o coeficiente de sensibilidade da varidvel (ax).

O indice de fiabilidade § a usar nas expressdes acima pode ser encarado como o
indice de fiabilidade objetivo, geralmente especificado nos regulamentos modernos de
seguranga, como é o caso dos Eurocddigos. No Capitulo 11 veremos as recomendagdes
habituais para o indice 3.

Relativamente ao coeficiente ax, que mede o impacto da variavel X na fiabilidade
estimada, o seu valor varia de EL para EL. No entanto, é possivel identificar certos
valores tipicos para as situagdes mais comuns. A norma ISO 2394 (2015) tipifica os
valores que se reproduzem na Tabela 9.2, chamados valores padrao.

Tabela 9.2 Valores padrio de « especificados na ISO 2394 (2015)

Varidvel bésica Q
Agéo dominante (para o EL em aprego) «......oeuveniniiiinienninenn.. —0.70
Restantes agoes (agdes acompanhantes)............ 0.40(—0.70) . ........... -0.28
Resisténcia dominante (para o EL em aprego) ..........c..coooviniino.... 0.80
Restantes pardmetros de resisténcia............... 0.40(0.80).........en.n 0.32

Note-se que esses valores sdo em geral conservativos. Considere-se, por exemplo,
um EL constituido por apenas duas varidveis: uma agdo e uma resisténcia. Na-
turalmente a agdo, por ser Unica, é a acdo dominante, e 0 mesmo se passa com a
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resisténcia. Usando entao os valores constantes na Tabela 9.2, tem-se, para esse EL:
(—0.70)% + (0.8)? = 1.13, soma esta que, sendo superior a 1.00, mostra que os valores
—0.70 e 0.80 sdo conservativos quando usados em conjunto. Se tivermos mais do que
duas variaveis, o grau de conservadorismo aumenta.

Os valores que constam na Tabela 9.2 sé6 devem ser usados se, para o EL em causa
(ISO 2394, 2015):

0.16 < 2E < 6.6, (9.18)
OR
onde o e o representam os desvios padrao, respetivamente, da acdo dominante e da
resisténcia dominante. Se esta condi¢@o néo for satisfeita, podera utilizar-se « = £1.0
para a varidvel com o maior desvio padréo, e o = 40.40 para as restantes?.
O uso dos valores padrao dos coeficientes de sensibilidade (Tabela 9.2) permite-nos
determinar facilmente valores de dimensionamento. Vejamos um exemplo.

Exemplo 9.3 Considere-se uma laje onde atua uma carga cujos maximos
anuais tém uma média de 1.75 kN/m? e um coeficiente de variagao de 0.15.

a) Determinar o valor de dimensionamento da carga assumindo uma distri-
buicdo Gumbel. Adotar um indice de fiabilidade em 50 anos de 3.8 e um
coeficiente de sensibilidade igual a —0.70. Assumir que este coeficiente
aplica-se aos maximos da carga em 50 anos.

b) Determinar o coeficiente parcial de seguranca implicito no valor de dimen-
sionamento calculado na alinea anterior.

Resolugao

a) Comega-se por determinar a média e desvio padrao dos méximos em 50
anos. Recorde-se que o desvio padrao da distribuicdo Gumbel é invariante
com o periodo de referéncia. Assim, recorrendo as formulas da distribuigao
Gumbel do Anexo B, nomeadamente a Eq. (B.60) (p. 237) tem-se:

050 = 01 = 0.15 x 1.75 = 0.263 kN/m?,
V6

pso = 1.75 + 7(0.263) In50 = 2.55 kN/m?,

O valor de dimensionamento é entdo dado por:

qqa = 2.55 — ?(0.263) [0.5772 + In(— In ®(0.7 x 3.8))]

= 3.57 kN/m?.

b) A resposta a esta questdao depende do quantil e periodo de referéncia as-
sociados ao valor caracteristico. Por exemplo, assumindo que o valor ca-

3Para acbes a < 0 e para resisténcias o > 0.
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racteristico corresponde ao quantil 0.95 dos maximos em 50 anos, vem:

Qe = 2.55 — \/—6(0.263) [0.5772 + In(— In 0.95)]
™

= 3.04 kN/m?.
O coeficiente parcial de seguranca implicito no valor de dimensionamento
é entao: 557
dd .
===—=1.17.
T 304

Assumindo agora um valor caracteristico correspondente ao quantil 0.98
dos maximos anuais, tem-se:

qr = 1.75 — ﬁ(0.263) [0.5772 + In(— In 0.98)]
™

= 2.43 kN/m?.

Neste caso, o coeficiente parcial de seguranca implicito no valor de dimen-

sionamento seria: 557
dd .
= — = —=147.
g qk 2.43

Comentario: Como se acaba de ver, o coeficiente de seguranca implicito num
determinado valor de dimensionamento depende do quantil usado na quantifi-
cagdo do valor caracteristico da varidvel em causa. Conforme dissemos anteri-
ormente, os quantis usados na quantificacdo dos valores caracteristicos (tipica-
mente 0.95 para agdes e 0.05 para resisténcias), sdo perfeitamente convencionais.
Na verdade poderiamos usar quaisquer outros quantis, desde que, naturalmente,
os coeficientes de seguranca fossem ajustados de forma a manter os valores de
dimensionamento e consequentemente a fiabilidade pretendida.

Este breve exemplo deixa antever as potencialidades do método FORM como fer-
ramenta de calibragdo de coeficientes parciais de seguranga, assunto que analisaremos
na proéxima seccao.

9.4 Calibracao de coeficientes parciais de seguranca

Conforme vimos, dado um EL qualquer, o método FORM permite determinar o valor
de dimensionamento de cada uma das varidveis bésicas que compoem esse EL. (Ver
Eq. (9.17).) Ora, uma vez fixado o critério de quantificagdo do valor caracteristico
de cada uma das varidveis basicas do EL em consideracao, podemos determinar facil-
mente o coeficiente parcial de seguranca implicito em cada valor de dimensionamento
FORM. Por exemplo, para uma variavel basica X representando uma acao, o valor
de dimensionamento é, como sabemos, dado por: X3 = v¢ X}, donde o coeficiente
parcial de seguranca <y pode ser calibrado a partir da expressdo:

_ Xa _ Fx'(®(-axf))
X, X ’

i (9.19)
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onde 8 é o indice de fiabilidade pretendido para o EL em consideragdo e ax o coefi-
ciente de sensibilidade da varidavel X obtido pelo método FORM.
Da mesma forma, para uma varidvel béasica X representando uma resisténcia,
o valor de dimensionamento é, como sabemos, dado por: X4 = Xj/vm, donde o
coeficiente parcial de seguranca -, pode ser calibrado a partir da expressao:
Xk Xk

TYm = fd = F§1(<b(—o¢X B)), (920)

onde, mais uma vez, 8 é o indice de fiabilidade pretendido para o EL em consideragao
e ax o coeficiente de sensibilidade obtido pelo método FORM. Vejamos um exemplo.

Exemplo 9.4 Considerando uma vez mais o exemplo da ponte pedonal que
temos vindo a analisar, calibrar os coeficientes parciais de seguranca das trés
varidveis bésicas do EL em consideragao (rotura do tirante A) de modo a que
o indice de fiabilidade desse EL seja de 3.8 em 50 anos. Adotar os seguintes
valores caracteristicos (determinados no Problema 8.1, p. 139):

gk =120 kN/m, @, =7.12kN/m, f,x = 513.9 MPa.

Resolugdo

Para resolver o problema proposto, desenvolveu-se o script Python que se apre-
senta de seguida, semelhante ao script do Exemplo 9.1 (p. 155).

from numpy import sqrt, pi
from scipy.stats import norm, gumbel_r as gumb
from scipy.optimize import minimize

def funobj(z):
d = sqrt(sum(z**2))
return d

def sbjto(z):
g = norm.ppf (norm.cdf(z[0]), mg, sg)
q = gumb.ppf(norm.cdf(z[1]), loc, scale)
fy = norm.ppf (norm.cdf(z[2]), mfy, sfy)
M = fy*As - 6.75*%(g + q)
return M

factor = .9145
As = (4%0.79%1e-4)*factor

mg = 12.0; sg = 0.05*mg
mqg = 6.0; sq = 0.10*mq
mfy = 560e3; sfy = 0.05*mfy

loc = mq - sqrt(6)*(0.5772/pi)*sq
scale = sqrt(6)*sq/pi
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cons = {’type’:’eq’, ’fun’:sbjto}
z0 = [.0, .0, .0]
res = minimize (funobj, z0, method=’SLSQP’, constraints=cons)

Z = res.x
beta = res.fun
print (’\nbeta = ’, beta)

alpha = -z/beta
print (’\nalpha = ’, alpha)

gd = norm.ppf(norm.cdf (-alpha[0]*beta), mg, sg)
gamma_g = gd/12.0

qd = gumb.ppf (norm.cdf (-alphal[l]*beta), loc, scale)
gamma_q = qd/7.12

fyd = norm.ppf (norm.cdf (-alpha[2]*beta), mfy, sfy)
gamma_m = 513.9e3/fyd

print (’\ngamma_g =’, gamma_g)
print(’gamma_q =’, gamma_q)
print(’gamma_m =’, gamma_m)

Na listagem acima, a instrucao factor = 0.9145 define o fator a aplicar a

area da armadura (que é o pardmetro de dimensionamento principal do EL em

apreco) de modo a que o indice de fiabilidade seja de aproximadamente 3.8.
Obtiveram-se os seguintes coeficientes parciais de seguranga:

e =1.06; vo=120; ~p =1.04.

Estes coeficientes parciais de seguranca conduzem, assim, a um indice de fiabi-
lidade 5 = 3.8 em 50 anos.

Comentarios:

(1) Os coeficientes que acabdmos de determinar sdo inferiores aos habituais:
Yo = 1.35, 79 = 1.50 e ypy = 1.15. Podemos assim concluir que estes
seriam excessivos para os niveis de incerteza do EL em apreco.

(2) Como mencionado anteriormente, a incerteza nos modelos de transforma-
¢ao implicitos na funcado EL em apreco é desprezéavel, pelo que nao foi aqui
considerada. No Capitulo 13 veremos como incorporar esta incerteza nos
valores finais dos coeficientes parciais de seguranca.

Apresenta-se de seguida uma sintese das etapas no processo de calibracdao de co-
eficientes parciais de seguranga recorrendo ao método FORM. Considere-se o EL re-
presentado simbolicamente pela fungio M = g(X;,...,X,). Pretende-se determinar
os coeficientes parciais de seguranca de cada uma das variaveis basicas desse EL que
garanta uma determinada fiabilidade para a vida util de projeto. O procedimento
consiste em:
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1. Selecionar os modelos probabilisticos a adotar para cada uma das varidveis ba-
sicas da funcdo EL em consideragao, incluindo as suas médias e desvios padrao.

2. A partir desses modelos probabilisticos, determinar os valores caracteristicos de
cada uma das varidveis bésicas, em funcéo dos quantis previamente fixados para
a sua quantificagao.

3. Escolher o indice de fiabilidade objetivo pretendido para a fungao EL em estudo.

4. Selecionar um parametro de dimensionamento apropriado, por exemplo, a area
de armadura numa dada secgdo de betao armado, o médulo de flexao da secgao
de uma viga metéalica, a drea de uma sapata, o didmetro de uma estaca, etc.

5. Analisar a fun¢ido EL com o método FORM e determinar o valor do pardmetro
de dimensionamento escolhido que conduza a um indice de fiabilidade préximo
do indice de fiabilidade objetivo.

6. Guardar os coeficientes de sensibilidade FORM obtidos no passo anterior.

7. Determinar os valores de dimensionamento com base nesses coeficientes de sen-
sibilidade.

8. Finalmente, determinar os coeficientes parciais de seguranca implicitos nesses
valores de dimensionamento.






Capitulo 10

Fiabilidade de sistemas

Estivemos a analisar até agora a fiabilidade de uma estrutura com respeito a ocorrén-
cia de um tnico EL. Em estruturas hiperstaticas, porém, a ocorréncia de um tnico
EL traduz-se apenas numa rotura local, ndo no colapso da estrutura. Naturalmente,
as consequéncias de um colapso global sdo muito mais severas do que uma rotura
local. Quando a analise de fiabilidade envolve a verificacdo de apenas um EL numa
dada estrutura, diz-se que se trata de uma andlise de fiabilidade ao nivel do elemento.
Quando a analise de fiabilidade envolve a ocorréncia conjunta de mais do que um EL,
diz-se que se trata de uma andlise de fiabilidade ao nivel do sistema.

Refira-se que os regulamentos de seguranga estrutural, de que s@o exemplo os
Eurocodigos Estruturais, preconizam em geral verificacbes de seguranca ao nivel do
elemento. A verificagdo da seguranca é feita EL a EL, partindo-se do principio de
que, se a seguranca estiver satisfeita para todos os EL relevantes, a estrutura como
um todo possui fiabilidade aceitdvel. Como iremos ver nesta seccao, isto pode nédo ser
verdade. A fiabilidade estrutural ao nivel do sistema tem por isso manifesto interesse.

A fiabilidade ao nivel do sistema pode ser analisada de duas formas: (1) aplicando
a teoria geral de fiabilidade de sistemas e (2) recorrendo & teoria da plasticidade
estrutural. Neste capitulo apresenta-se uma visao geral das duas abordagens.

10.1 Fundamentos da teoria da fiabilidade de
sistemas

A teoria da fiabilidade de sistemas é relativamente vasta, com aplicagbes em mui-
tas dreas de engenharia. A nossa abordagem aqui, para além de nivel introdutério,
foca-se apenas nas estruturas, consideradas como sistemas constituidos por elementos
estruturais ligados entre si.

Dependendo da forma como se comportam face a ocorréncia de falha nos seus
elementos, os sistemas (em sentido geral) classificam-se em trés grandes categorias:

m sistemas em série;
m sistemas em paralelo;
m sistemas mistos.

169
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Nos primeiros, uma falha em qualquer um dos elementos determina a falha do sistema.
Nos segundos, é necessaria a ocorréncia de falha em todos os elementos para que ocorra
falha do sistema. Nos ultimos, a falha do sistema exige a ocorréncia de falha em mais
do que um elemento, mas nao em todos. Dito de outra forma, um sistema é misto
quando nao é em série nem em paralelo.

Analisemos cada uma destas categorias do ponto de vista dos sistemas estruturais.

10.1.1 Sistemas em série

Considere-se a estrutura representada na Figura 10.1. Admita-se que existem apenas
dois EL relevantes: rotura do tirante 1 e rotura do tirante 2. Como a estrutura é isos-
tética, a rotura de um tnico tirante determina o seu colapso (a estrutura transforma-se
num mecanismo). As estruturas isostéticas sdo assim sistemas em série, pois a rotura
de um unico elemento ou ligagdo implica o colapso da estrutura.

Q

Figura 10.1 Estrutura isostatica como exemplo
de sistema em série.

Seja g1 a fungdo EL correspondente a rotura do tirante 1 e go a funcao EL corres-
pondente & rotura do tirante 2. Sejam py; e pso as probabilidades de excedéncia dos
EL g1 e go, respetivamente. A probabilidade de colapso da estrutura (ou do sistema)
é assim dada por:

Dfsys :P(gl < Ong < 0)
=P(g1 <0)+ P(g2 <0) — P(g1 <0Ngz <0)
=psr1+pr2— P91 <0 g2 <0)pya,

ou, de forma equivalente, dada por:

Prsys = Pf1 +Pr2 — P(g2 < 0] g1 <0)py1.

As probabilidades P(g1 < 0 | g2 < 0) e P(g2 < 0 | g1 < 0) sdo funcéo da
dependéncia entre os eventos g1 < 0 e go < 0. Podemos considerar duas situagoes
extremas: (1) independéncia entre os eventos e (2) dependéncia total, ou correlagdo
perfeita entre os eventos (se um ocorrer, o outro ocorre necessariamente).

Na primeira situagao (eventos independentes) podemos escrever:

Prsys = Pf1 +Pr2 — P(g1 < 0] g2 <0) pyo
=P(g1<0)

=Dpf1+DPf2 — Pf1Df2-




Fundamentos da teoria da fiabilidade de sistemas 171

Uma vez que a probabilidade é uma quantidade positiva, podemos afirmar que, para
este caso, Prsys < pr1+pr2. Podemos também afirmar que, para psi e pra pequenos,

Pfsys = Df1 +pf2
Na segunda situagdo (correlagio perfeita), podemos escrever:
Prsys = D1+ P2 — P91 <0 g2 <0) pr2
=1.00

=Df1+DPr2—DPr2
=Dr1
ou, de forma equivalente:

Prsys = D1+ P2 — P92 < 0] g1 <0) ps1
—1700

=DPpf1+Df2 — Ps1
= DPyr2-

Como a probabilidade de falha do sistema tem de ser tnica, tem-se necessariamente
pr1 = ps2. Com efeito, considerando correlacao perfeita entre os eventos g1 < 0 e
g2 < 0, estes ocorrem sempre em simultaneo, tendo por isso a mesma probabilidade.
Se a correlagao nao for perfeita, mas for muito forte, podemos escrever:

Pfsys = HlaX{pfl,pr}.

As expressoes acima sdo facilmente generaliziveis a um sistema em série com k
estados limites relevantes. Seja py; a probabilidade de ocorréncia do EL i. Tem-se
pois, para sistemas em série:

a) Hipdtese de independéncia entre os k EL:

k k
proys = 1= [[(0=pr) =Y pysc (10.1)
i=1 i=1

b) Hipoétese de correlagdo muito forte entre os k EL:

Prsys = max{ps1,....psi}- (10.2)

Numa situagdo real estaremos numa situacdo intermédia entre esses dois casos
extremos, pelo que, para sistemas em série, podemos escrever

k
max{pfl,- .. ,pfk} < Dfsys < prz (103)

i=1

Conforme se observa, a existéncia de correlagdo entre os diferentes EL em estru-
turas isostaticas é favoravel a seguranca, pois faz baixar a probabilidade de colapso.
Assim, a hipdtese da independéncia faz aumentar a probabilidade de colapso, sendo
por isso uma hipdtese conservativa.

Repare-se também que, neste tipo de estruturas, pode acontecer que todos os EL
tenham fiabilidade aceitédvel (isto é, py; < pyr), mas a estrutura como um todo néo
seja fidvel (isto é, prsys > pyr). Assim, para estruturas isostaticas, pode ndo ser
verdadeiro o principio comummente utilizado de que, se uma estruturas for segura
para todos os EL relevantes, é segura como um todo.
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Exemplo 10.1  Considere-se a estrutura representada na Figura junta. Admita-
se que os unicos EL relevantes sao a rotura das 7 barras da treliga, e que a
probabilidade de rotura das barras sdo idénticas entre si e iguais a 1075,

Determinar um minorante e um majorante da probabilidade de colapso da es-
trutura.

Resolugao
Aplicando a Eq. (10.3) vem:

1075 < proys <7 x 107°.

10.1.2 Sistemas em paralelo

Considere-se agora a estrutura representada na Figura 10.2 e admita-se que o tirante
do meio estd sobredimensionado, de modo que, ao aumentar a carga Q) até ao colapso
da estrutura, os tirantes 1 e 2 rompem primeiro com forte probabilidade. H& assim
apenas dois EL relevantes, mas, para haver colapso, é necessario que ambos os tirantes
1 e 2 rompam. Estamos assim perante um sistema em paralelo.

Q

Figura 10.2 Estrutura hiperstitica como exem-
plo de sistema em paralelo.

Seja g1 a funcdo EL associada a rotura do tirante 1 e go a funcdo EL associada a
rotura do tirante 2. Sejam py1 e pyo as probabilidades de ocorréncia dos EL g1 e go,
respetivamente. A probabilidade de colapso do sistema é entao dada por:

Pfsys ZP(91 <0m92 <0)
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Novamente, podemos considerar duas situagoes extremas: (1) independéncia entre os
eventos g1 < 0 e g2 < 0, e (2) correlagdo perfeita entre esses eventos. Na primeira
situagao, tem-se:

Pfsys = Pf1 X Pf2-

Na segunda situacao, podemos escrever

Pfsys = P(gl <0 | g2 < O) Pr2 = Dr2,
1.00

ou ainda,
Pfsys = P(QQ <0 | g1 < 0) Pf1 =Df1-
1.00

Como referido anteriormente, a correlagio perfeita entre esses dois eventos obriga a
que pri = py2, € a probabilidade de colapso do sistema coincide com a probabilidade de
rotura de qualquer dos tirantes (necessariamente iguais entre si, no presente caso). Se
a correlagéo for forte (mas néo for perfeita) e as probabilidades ndo forem exatamente
iguais, podemos escrever:

Pfsys = min{pflvpf2}~

As expressoes acima sao facilmente generalizdveis a um sistema em paralelo com
k estados limites relevantes. Seja ps; a probabilidade de se atingir o EL 7. Tem-se,
pois:

a) Hipdtese de independéncia entre os k EL:

k
Prsys = | [ Pri- (10.4)
i=1

b) Hipoétese de correlagio muito forte entre os k EL:

DPfsys ZmiH{Pf17~-~,pfk}- (105)

Numa situagdo real estaremos algures entre esses dois casos extremos, pelo que,
para sistemas em paralelo, podemos escrever:

k

pri Spfsys < min{pfly--'ypfk} (106)
1=1

Repare-se que, agora, contrariamente ao que sucedeu para sistemas em série, a
correlagdo é prejudicial a seguranca, pois faz aumentar a probabilidade de colapso.
Assim, para sistemas em paralelo, a hipdtese de correlacao forte faz aumentar a
probabilidade de colapso, sendo por isso uma hipétese conservativa.
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10.1.3 Sistemas mistos

Quando um sistema nédo é em série nem em paralelo, diz-se sistema misto. Considere-
se novamente a estrutura com 3 tirantes, mas admita-se desta vez que a rotura de
qualquer deles é relevante (nenhum deles estd sobredimensionado). Como a estrutura é
hiperstatica do 2.° grau, tera de haver rotura de dois dos trés tirantes para a estrutura
colapsar, mas nao é necessario que se dé a rotura dos trés. Estamos assim perante
um sistema misto. Este exemplo sugere que a grande maioria das estruturas reais
correspondem a sistemas mistos.

Sejam g1, go e g3 as fungées EL correspondentes a rotura dos tirantes 1, 2 e 3,
respetivamente. A probabilidade de colapso da estrutura é assim dada por:

Pfsys :P[(gl < 0m92 < O)U(gl < 0093 <0)U
U(g2 <0Ngs <0)]. (10.7)
Observa-se assim que a probabilidade de colapso de sistemas mistos corresponde a uma
probabilidade de reuniao de interse¢oes de EL. Este exemplo sugere também que, em

estruturas com muitos modos de ruina possiveis, a determinagao da probabilidade de
colapso nao é uma tarefa simples.

Exemplo 10.2 Considere-se a estrutura representada na Figura junta. Admita-
se que a probablidade de rotura dos tirantes é idéntica e igual a 107°.

’ ’

a) Determinar a probabilidade de colapso da estrutura, admitindo as seguin-
tes hipoteses: (1) Independéncia entre os EL de rotura de cada um dos
tirantes, e (2) Correlagdao perfeita entre os mesmos.

b) Discutir a plausibilidade das hip6teses assumidas.
Resolugao
a) (1) Aplicando (10.7) tem-se:

Prsys = 3 x (107° x 1077)
=3x 107,

(2) Tem-se naturalmente, prsys = 107°.

b) Deixa-se como exercicio de reflexao.
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10.2 Analise plastica probabilistica

Como sabemos, a teoria da plasticidade estrutural ocupa-se da determinagao da carga
de colapso de estruturas recorrendo a modelos rigido-plasticos. Nesta sec¢ao, analisa-
se brevemente como essa teoria pode ser aplicada eficazmente na determinacdo da
probabilidade de colapso de estruturas reticuladas.

A titulo de exemplo, considere-se a viga de 3 tramos representada na Figura 10.3.
A viga estd sujeita a duas cargas, uma permanente g, e outra varidavel Q). Vejamos
como determinar a probabilidade de colapso do tramo central. O colapso desse tramo
da-se quando se formam 3 rétulas plasticas, conforme indicado na Figura.

? g9
N N
4, VAN < AN
| L |
Qu g
Lo b
54 i

Figura10.3 Viga de 3 tramos. Mecanismo associado ao colapso do tramo central.

Designando por @, a carga que provoca o colapso do tramo central (carga tltima),
a probabilidade de colapso sera, entao:

Prsys = P(Q > Qu). (10.8)

A condigao de seguranca é assim formulada em termos de ac¢des, sendo a margem de
seguranca dada, naturalmente, por M = @, — . Conforme se observa, a analise
plastica de estruturas hipertaticas é uma andlise ao nivel do sistema, pois envolve a
ocorréncia de vérios estados limites. No presente exemplo, sdo 3 os estados limites
envolvidos: EL ultimo de flexdo nas secgoes 1, 2 e 3.

A determinacao da carga de colapso, @, é feita recorrendo aos teoremas cine-
matico e estatico da teoria da plasticidade. O teorema cinemdtico estabelece que
uma distribuicdo de esforcos associada a um mecanismo cinematicamente admissivel®
fornece um majorante da carga de colapso. O teorema estdtico estabelece que uma
distribuicdo de esforcos estaticamente admissivel? fornece um minorante da carga de

1Mecanismo constituido por rétulas plisticas em nimero suficiente para transformar a estrutura
num mecanismo.
2Distribuicdo de esforcos na qual em nenhuma seccio sio excedidos os esforcos resistentes.
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colapso. Juntando estes dois teoremas, segue imediatamente que uma distribuicdo de
esforgos que seja, simultaneamente, cinematica e estaticamente admissivel, fornece a
verdadeira carga de colapso.

A determinacao da carga de colapso associada a um mecanismo cinematicamente
admissivel é relativamente simples, exigindo apenas o recurso a equacoes de equilibrio.
A tarefa fica bastante facilitada recorrendo ao principio dos trabalhos virtuais, segundo
o qual é condigao necessaria e suficiente para o equilibrio que o trabalho das forgas
exteriores seja igual ao trabalho das forgas interiores (7.,+ = Tint) para toda e qualquer
rotacao 6 do mecanismo em estudo.

Determinemos entao a carga de colapso, @, associada ao colapso do tramo central
na viga representada na Figura 10.3. Comega-se por determinar o trabalho das forgas
exteriores (cargas g e Q) correspondente a esse mecanismo. Tem-se:

L 1_ L
ext — uei —Lo—
Text = Q 5 +92 5

L L?
= (Qu2 +g4) 6.

Em relacéo ao trabalho das forcas interiores, tem-se:

Tint = Mplg + Mp229 + Mp30
= (Mp1 + 2Mpo + M,3)0,

onde My, My e M3 representam os momentos plasticos (momentos resistentes)

das secgbes 1, 2 e 3, respetivamente. Igualando o trabalho das forgas exteriores ao

trabalho das forcas interiores, determina-se imediatamente o carga de colapso:
2 gL

Qu = *(Mpl + 2Mp2 + Mp&) - 7

- (10.9)

Porém, para que a carga @, assim determinada seja a verdadeira carga de colapso,
é necessario que a distribuicao de esforgos que lhe corresponde cumpra as condigdes
do teorema estatico, o que exige verificar que ndo ocorrem outros modos de ruina,
como a rotura de esfor¢o transverso. Por exemplo, o esforgo transverso na secgdo 1
imediatamente apds o colapso (que se determina facilmente por equilibrio) é dado por
V = Qu/2+4 gL/2. E necessario verificar entfio que este esforco transverso nao excede
a resisténcia da seccgao.

Além disso, para que o mecanismo seja estaticamente admissivel, é necessario com-
provar que as secgoes onde se formam as rétulas plasticas tém capacidade de rotacao
suficiente. No caso de vigas metdlicas esta verificacdo ndao é em geral condicionante,
mas no caso de estruturas de betdo armado convém verificar. Por exemplo, no exem-
plo que temos vindo a analisar, verifica-se que a rotagao na rétula 2 é o dobro da
rotacdo nas rétulas 1 e 3, pelo que a respetiva capacidade de rotagdo também tem
de ser o dobro. Esta verificacdo obriga a tragar os diagramas momento-curvatura
das secgoes envolvidas. No exemplo em apreco, uma vez conhecidos esses diagramas,
procede-se da seguinte forma: a partir do diagrama momento-curvatura das secgdes
de apoio, determina-se o valor da curvatura acima da qual o momento plastico ja
se desenvolveu plenamente. Depois, observando o diagrama momento-curvatura de
seccao de vao, verifica-se se esta seccdo suporta o dobro daquela curvatura, isto é,
verifica-se se as extensoes no betao e no aco estao ainda dentro dos limites suportados
por esses materiais, nomeadamente a extensao limite de 3.5%o no caso do betao.
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O célculo da probabilidade prsys = P(Q > Q) pode ser efetuado recorrendo
a um dos métodos de fiabilidade vistos anteriormente, como por exemplo o método
MC. Este método exige a simulagdo da fun¢do M = @, — @ um ntmero significativo
de vezes. A probabilidade pretendida é dada pelo nimero de vezes em que ocorre
colapso (M < 0), a dividir pelo niimero total de simulagdes. Designando por n o
ndmero de simulagoes, é assim necessdrio gerar n cargas @ (a partir do respetivo
modelo probabilistico) e n cargas @, calculadas a partir da Eq. (10.9), que depende
dos momentos plésticos M1, Mps e Mp3. Para uma viga de betdo armado, o momento
pléstico numa seccdo genérica i é funcao essencialmente de duas varidveis aleatorias:
a resisténcia do aco nessa seccdo, fyi, ¢ a resisténcia do betdo na mesma secgao, fe;.
No exemplo que temos vindo a analisar, a carga de colapso @, é assim funcao de sete
variaveis aleatérias, a saber:

Qu = Qu(fshfstfs?nfclafc27fc3vg)'

As variaveis fs1, fso € fs3 estdo claramente correlacionadas entre si, o mesmo su-
cedendo com as varidveis f.1, fe2 € fe3. Verifica-se assim que a determinacdo da
probabilidade de colapso de estruturas exige a especificagdo das correlagoes existentes
entre determinadas varidveis béasicas do problema. Note-se que a adocao de coefi-
cientes de correlacao elevados constitui uma hipdtese conservativa. Em particular,
assumindo uma correlacdo perfeita e positiva entre essas variaveis, isto €, assumindo
que fs1 = fo2 = fs3 = fs e que fo1 = fe2 = fes = [fe, a probabilidade de colapso
assim calculada estd do lado da seguranca, isto é, é superior a real. De facto, sob
esta hipotese, a probabilidade das resisténcias dos acos serem simultaneamente baixas
tenderia a aumentar, fazendo assim aumentar a probabilidade de colapso.

A geracdo de amostras aleatérias de varidveis aleatérias correlacionadas entre si
pode ser efetuada com diferentes métodos. O leitor interessado encontra em Law
(2007) descrigoes detalhadas de alguns desses métodos.






Capitulo 11

Critérios de aceitacao da
fiabilidade

Vimos anteriormente que, em termos probabilisticos, a seguranca em relacao a um de-
terminado EL encontra-se satisfeita se py < pyr, onde py representa a probabilidade
de se atingir esse EL e psr a probabilidade previamente aceite como méxima admis-
sivel. De forma inteiramente equivalente, a mesma condi¢do de seguranca pode ser
escrita da seguinte forma: 8 > Sr, onde 3 representa o indice de fiabilidade referente
ao EL em consideracdo e S o indice de fiabilidade minimo admissivel. Analisaremos
neste capitulo o problema da determinagao do indice Br e veremos as recomendagoes
sobre este assunto existentes na literatura da especialidade.

11.1 Determinacao da fiabilidade alvo

Os modernos regulamentos de seguranga recomendam valores para o indice B, a que
designam indice de fiabilidade objetivo, ou indice de fiabilidade alvo (Target). Tais
valores podem ser encarados como valores minimos de fiabilidade, procurando-se que
a estrutura tenha uma fiabilidade igual ou superior. Podem também ser encarados
como valores a alcancar por alvo, procurando-se que a fiabilidade da estrutura nao se
afaste muito do valor recomendado, quer por excesso, quer por defeito. Se a estrutura
possuir uma fiabilidade significativamente diferente do valor alvo (para mais, ou para
menos) tal tenderd a penalizar o custo total esperado, incluindo o risco de rotura. Uma
fiabilidade demasiado alta penaliza os custos iniciais, e uma fiabilidade demasiado
baixa penaliza os custos associados ao risco de rotura. Os valores de S recomendados
podem assim ser encarados como valores 6timos do indice de fiabilidade, isto é, valores
que tendem a minimizar o custo esperado de ciclo de vida da estrutura.
Vejamos como determinar o indice de fiabilidade por otimizacdo econémica.
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11.1.1 Otimizacao economica

Comecga-se por recordar que o risco de rotura, Ry, ¢ definido como o produto da
probabilidade de rotura, ps, pelas consequéncias da rotura, C/, isto é:

Ry =p;Cy. (11.1)

As consequéncias de rotura incluem nao sé os prejuizos de natureza econémica, mas
também prejuizos decorrentes das perdas de vidas humanas e ainda prejuizos ambi-
entais e sociais.

Observe-se que o risco de rotura, conforme definido pela Eq. (11.1), representa
o custo esperado de rotura durante a vida util da estrutura (ou o custo médio por
estrutura que esperariamos pagar se tivéssemos muitas estruturas iguais em funci-
onamento). Para se obter o custo de ciclo de vida de uma estrutura, é necessario
contabilizar esse custo e adiciond-lo ao custo inicial (projeto e construcao), sem es-
quecer naturalmente o custo de manutencdo. O custo total esperado da estrutura,
por vezes chamado custo generalizado, é assim dado por:

Cy = Ci+ Cp +ps Cy, (11.2)

onde C; representa o custo inicial (projeto e construcao) e Cy, o custo de manutencao
durante a vida da estrutura. A expressdo (11.2) é bastante simplificadal, mas é 1til
para tirarmos algumas conclusoes.

Admita-se que o custo C; pode ser expresso por uma funcao do tipo C; = Cy+C4 3,
em que Cj e C1 sdo constantes. O custo C; representa um custo unitario de seguranca,
podendo ser definido como o acréscimo no custo da estrutura para um acréscimo
unitdrio de 8 (C; = AC;/ApB). Esse custo é designado frequentemente por custo
marginal de seguranga. Assim, atendendo a que p; = ®(—f3), o custo generalizado ¢é
dado por:

Cy=Co+ pC1 + Cpy + B(—5)C5. (11.3)

O valor 6timo de § é o valor que minimiza o custo generalizado, podendo ser obtido
derivando (11.3) em ordem a f8 e igualando a zero a derivada obtida. Admitindo que
o custo de manutencao nao depende de 3, vem:

ac, L o

4 _c-C
ap T

Igualando esta equacao a zero e resolvendo em ordem a 3, obtém-se o valor étimo de

beta:
- 1 G
Bopt = \/2 In (—_% _01) (11.5)

Podemos entao concluir que o indice de fiabilidade 6timo depende fundamentalmente
de duas grandezas: (1) custo relativo para o aumento da seguranca, refletido no custo
marginal C1, e (2) gravidade das consequéncias de uma eventual rotura estrutural,
refletida no custo Cf.

(11.4)

IPor exemplo, a expressdo ignora o facto dos diferentes custos ocorrerem em instantes diferentes.
Numa andlise mais rigorosa, é necessario aplicar a esses custos uma taxa de desconto de forma
a transformé-los a um instante de referéncia comum. Este aspeto, contudo, ndo tem influéncia
significativa no valor étimo da fiabilidade (Holicky, 2013), pelo que néo serd aqui considerado.
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Observando a Eq. (11.5), podemos concluir que custos marginais de seguranga
elevados tenderao a fazer baixar a fiabilidade 6tima. Por exemplo, é bem sabido
que as estruturas existentes apresentam regra geral um custo marginal de seguranga
bastante superior ao das estruturas novas. Assim, a fiabilidade alvo para estruturas
existentes tende a ser inferior a fiabilidade alvo para estruturas novas.

Podemos ainda concluir que a fiabilidade étima de uma estrutura muito importante
(estrutura com elevadas consequéncias em caso de rotura), tenderd a ser superior a
fiabilidade 6tima de uma estrutura com consequéncias menos severas. Por exemplo, a
fiabilidade 6tima de uma ponte crucial para a economia de uma regiao ou pais tendera
a ser superior a fiabilidade 6tima de uma ponte localizada num itenerario secundério.

Exemplo 11.1  Suponha-se que se estd a avaliar a segurancga de uma estrutura
existente, tendo-se concluido que, mesmo depois de refinamentos no calculo, a
estrutura nao é segura face a um determinado Estado Limite. Foi entao decidido
reforcar a estrutura, implementando uma determinada solucdo de reforgo, mas
de forma 6tima, isto é, a “quantidade de reforgo” a executar deverd ser a que cor-
responde a um custo generalizado minimo. Admita-se que as consequéncias de
violagao do referido Estado Limite foram estimadas em 200 000 unidades mone-
tarias (um) e que o custo de reforco (que depende naturalmente da “quantidade
de reforgo”) é expressa por C, = 10000 + 1000 8. Estimar a fiabilidade 6tima
da estrutura em relacao ao Estado Limite em consideragdo e o correspondente
custo 6timo de reforco.

Resolugao

Aplicando (11.5) com Cy = 1000 e C'y = 200000, vem:

1 200000
=4/2In( ———— ] = 2.96.
ﬁopt \/ n ( /727T 1000 )

Esta é assim a fiabilidade 6tima da estrutura, a que corresponde o seguinte custo
de reforgo:

C, = 10000 + 1000 x 2.96 = 12960 um.

Este custo pode ser encarado como o custo 6timo de investimento. O grafico
seguinte mostra o custo generalizado (custo de ciclo de vida) em fungao do indice
de fiabilidade.



182 Critérios de aceitag¢do da fiabilidade

100000 -
()
S
S 80000
©
N
©
& 60000
=
(0]
(o]
£ 40000
3 Bopt

20000

o 1 2 3 4 5 6 7 8

indice de fiabilidade, 8

Comentario: Conforme se observa, o custo generalizado neste exemplo é mi-
nimo para um indice de fiabilidade compreendido entre 2 e 4. Acima de 4,
0 custo cresce suavemente, mas abaixo de 2 o custo cresce muito rapidamente.
Verifica-se assim que, no exemplo, indices inferiores ao 6timo afetam muito mais
o custo da estrutura do que indices superiores ao 6timo.

O indice de fiabilidade 6timo dado pela Eq. (11.5) deve ser encarado como a
fiabilidade 6tima da estrutura para a sua vida 1util, pois resultou da minimizagdo do
custo de ciclo de vida. Como o periodo de vida 1til ndo interviu na analise, podemos
concluir que tal fiabilidade 6tima é independente do perfodo de vida 1til®2. A Tabela
11.1 exemplifica valores de fSopy para diferentes racios Cy/Cy. Os récios considerados
na Tabela conduzem a valores de 3,y semelhantes aos valores recomendados pela EN
1990 (2002), Quadro B.2.

Tabela 11.1 Valores de SBopt para diferentes racios Cy/Ch

Periodo de referéncia

Cy/Ch
1 ano* Vida util
30000 5.1 4.3
4000 4.7 3.8
500 4.2 3.3

* Fiabilidade anual 6tima quando a vida ttil é de 50 anos. Os valores
indicados na coluna «1 ano» foram obtidos a partir da expressio 81 =
o1 ([@(Bn)]l/"), considerando n = 50 anos.

Conforme se acaba de ver, o problema da otimizacdo do indice de fiabilidade é
relativamente simples de resolver de um ponto de vista estritamente matemético. A
dificuldade estd na obten¢ao dos dados do problema, nomeadamente a quantificagdo
dos custos de rotura estrutural. Tais custos poderao ser muito dificeis de quantificar,

2Isto néo é rigorosamente verdade, uma vez que os custos foram adicionados sem terem sido pre-
viamente convertidos a um instante de referéncia comum. No entanto, como se disse anteriormente,
o erro introduzido por esta simplificagdo nédo é significativo, podendo-se afirmar que a fiabilidade
6tima é pouco afetada pelo perfodo de vida til considerado (Holicky, 2013).



Determinagdo da fiabilidade alvo 183

especialmente se estiverem envolvidos perdas de vidas humanas, dadas as questoes
éticas e morais suscitadas quando se tenta atribuir um valor & vida humana. A
dificuldade em atribuir um valor & vida humana pode ser contornada de varias formas.
Uma delas é por impor limites minimos de fiabilidade que permitam garantir que os
niveis de fiabilidade obtidos por otimizagdo econdémica nao conduzam a um risco
inaceitdvel de perdas de vidas humanas, tal como delineado na ISO 2394 (1998).

11.1.2 Limites minimos de fiabilidade

A determinacdo do que é aceitével em termos de risco de perdas humanas devido a
um colapso estrutural pode ser feita por comparacdo com o risco de perdas humanas
devido a outros acidentes (Melchers, 1999). De acordo com a Norma ISO 2394 (1998),
tomando como base uma frequéncia anual de mortes por acidente de 10~%, conforme
documentado por estatisticas, uma frequéncia anual de mortes de 1076 em resultado
de colapsos estruturais pode ser considerada aceitavel. Ora, a probabilidade de alguém
morrer devido ao colapso de uma dada estrutura é P(d) = P(d | f)-pys, onde P(d | f)
designa a probabilidade de alguém morrer se a estrutura colapsar e py a probabilidade
da estrutura colapsar num determinado periodo de tempo. Assumindo o limite P(d) =
10% para a probabilidade de alguém morrer em 1 ano como resultado do colapso de
uma dada estrutura, a probabilidade anual de colapso dessa estrutura deve verificar

a seguinte condigao:
< 10 (11.6)
Pf1 > ) .
IR
onde o {ndice 1 enfatiza de que se trata de uma probabilidade anual (ou referente a
um periodo de 1 ano). Em termos de indice de fiabilidade, esta condicao é equivalente

a: 6
fr>—0! (Ptglf)> . (11.7)

Assim, se o valor de Jop¢ obtido por otimizacdo econémica conduzir a uma fiabilidade
anual inferior & que se obtém por (11.7), é esta a que dever4 ser utilizada na verificagdo
da seguranga. O documento fib bulletin 80 (2016) d4 indicagdes sobre possiveis valores
da probabilidade P(d | f).

Para além do risco individual maximo, traduzido nas inequagoes (11.6) e (11.7), a
Norma ISO 2394 (1998) refere ainda que, em muitos casos, autoridades competentes
desejarao evitar acidentes envolvendo muitas mortes. Para um ntmero esperado de
mortes igual a N, a referida Norma sugere o seguinte limite para a probabilidade
anual de colapso:

A
pf1 < Na’ (11.8)

onde A e a sdo dois pardmetros a definir por cada pais. O pardmetro A, com valores
a variar entre 0.01 e 0.10, representa a frequéncia anual de acidentes com um nimero
de mortes superior ou igual a 1. O pardmetro « representa o grau de aversao publica
a colapsos estruturais que envolvam perdas humanas, sendo frequentemente adotado
o valor & = 2. O documento fib bulletin 80 (2016) d4 indicagoes sobre a quantificacio
do ntimero de mortes N para edificios (em funcdo de drea colapsada) e para pontes
(em fungéo do comprimento da ponte). A condi¢do (11.8) pode ser expressa de forma
equivalente como:

B> —d! (;@) . (11.9)
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11.2 Valores da fiabilidade alvo recomendados em
documentos de referéncia

11.2.1 Estruturas novas

A Tabela 11.2 sintetiza as recomendagdes do Eurocddigo 0 (EN 1990, 2002) refe-
rentes ao indice de fiabilidade alvo, Sr. Os valores sdo apresentados para trés clas-
ses de consequéncias: CC1 (consequéncias baixas), CC2 (consequéncias médias) e
CC3 (consequéncias elevadas). A Tabela 11.3 d4 exemplos de estruturas que podem
enquadrar-se em cada uma destas classes.

Tabela 11.2 Indice de fiabilidade alvo, Br, recomendados pelo Eurocédigo 0 (EN 1990,
2002) — EL ltimos

Classe de consequéncias Consequéncias Periodo de referéncia
1 ano 50 anos

CcC3 Elevadas 5.2 4.3

cC2 Médias 4.7 3.8

CC1 Baixas 4.2 3.3

Tabela 11.3 Definicao das classes de consequéncias (reprodugiao do Quadro B.1 da EN 1990
(2002))

Classe de Descrigao Exemplos de edificios e de obras

consequéncias de engenharia civil

CC3 Consequéncia elevada em termos  Bancadas, edificios ptblicos em
de perdas de vidas humanas; ou que as consequéncias do colapso
consequéncias econémicas, soci- sao elevadas (por exemplo, uma
ais ou ambientais muito impor- sala de concertos).
tantes.

CC2 Consequéncia média em termos Edificios de habitaggo e  de
de perda de vidas humanas; con-  escritérios, edificios publicos em
sequéncias econdémicas, sociais que as consequéncias do colapso
ou ambientais mediamente im- sdo médias (por exemplo, um
portantes. edificio de escritérios).

CC1 Consequéncia baixa em termos Edificios agricolas normalmente

de perda de vidas humanas; con-
sequéncias econdmicas, sociais
ou ambientais pouco importan-
tes ou desprezaveis.

nao ocupados permanentemente
por pessoas (por exemplo,
armazéns), estufas.

Conforme se observa na Tabela 11.2, os valores recomendados para o indice de

fiabilidade sdo apresentados para dois periodos de referéncia: 1 e 50 anos. Note-se
que os indices para esses dois periodos (1 e 50 anos) correspondem ao mesmo nivel de
fiabilidade. Por exemplo, uma estrutura que tem uma fiabilidade de 3.8 em 50 anos,
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possui uma fiabilidade anual de:
=0 ([0(38)]"") =468~ 47,

Por outras palavras, uma estrutura que tem uma probabilidade de 7.2 x 10~° de co-
lapsar em 50 anos (5 = 3.8), tem uma probabilidade de colapsar em um ano qualquer
de 1.3 x 1076 (B = 4.7)3.

A leitura da Tabela 11.2 deve ser feita por isso com cuidado. A coluna “50 anos”
deve ser encarada como a fiabilidade alvo a considerar para o periodo de vida ttil da
estrutura, qualquer que este seja. Quando esse periodo é de 50 anos, a fiabilidade
alvo anual é a indicada na coluna “1 ano”. Para clarificar melhor a interpretacdo
dos valores constantes na Tabela, considere-se o seguinte exemplo. Suponhamos que
se pretende projetar uma estrutura da classe CC2 para uma vida 1til de 100 anos.

Essa estrutura devera ter uma fiabilidade em 100 anos de 3.8, a que corresponde uma
fiabilidade anual de:

By = o1 ([@(3.8)]1/100) — 482~ 4.8,

valor este superior a fiabilidade alvo anual para uma estrutura com vida 1til de 50
anos, o que € logico. De facto, faz sentido exigir uma fiabilidade anual superior a uma
estrutura que tenha de estar em servigo por mais tempo.

A Tabela 11.4 mostra as recomendagoes da Norma ISO 2394 (1998), que se en-
contram mais discriminadas comparativamente com as recomendacoes do Eurocédigo
0 (EN 1990, 2002), nomeadamente explicitando o custo relativo do aumento da segu-
ranca. E interessante notar que a Norma nio especifica a vida 1til que considera, o
que é compreensivel em face dos comentarios acima: os valores de Sr recomendados
aplicam-se a vida da util da estrutura, qualquer que seja a sua duragao.

Tabela 11.4 Valores de Sr recomendados pela ISO 2394 (1998) —EL dltimos e vida ttil
de projeto

Custo relativo do Consequéncias de falha

aumento da seguranca Baixas Algumas Moderadas  Elevadas
Alto 0 1.5 2.3 3.1
Moderado 1.3 2.3 3.1 3.8
Baixo 2.3 3.1 3.8 4.3

O Probabilistic Model Code (JCSS, 2001) recomenda os valores que se reproduzem
na Tabela 11.5. A nova versdo da Norma ISO 2394 (2015) recomenda esses mesmos
valores. Conforme se pode constatar, os valores recomendados sdo globalmente mais
baixos que os valores recomendados pela versao anterior da Norma.

3Estamos a admitir que a probabilidade de colapso se mantém constante de ano a ano, isto é, que
ndo héa deterioragao e as agoes variaveis mantém-se estaciondrias.
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Tabela 11.5 Valores de 7 recomendados pela JCSS (2001) —EL ultimos e perfodo de
referéncia de 1 ano e 50 anos (valor entre paréntesis)

Custo relativo do Consequéncias de falha

aumento da seguranga Baixas Moderadas Elevadas
Alto 3.1 (1.7) 3.3 (2.0) 3.7 (2.6)
Moderado 3.7 (2.6) 4.2 (3.2) 4.4 (3.5)
Baixo 4.2 (3.2) 4.4 (3.5) 4.7 (3.8)

11.2.2 Estruturas existentes

Como referido anteriormente, as estruturas existentes apresentam um custo marginal
de seguranca superior ao custo correspondente para estruturas novas, o que se traduz
numa reducdo do indice de fiabilidade 6timo. Apresenta-se de seguida as recomen-
dagdes da FIB, conforme publicadas no documento fib bulletin 80 (2016), onde essa
reducao é reconhecida.

Esse documento especifica dois indices de fiabilidade: By e 8yp. O primeiro refere-
se a fiabilidade minima que uma estrutura existente em avaliagdo precisa de ter para
ser dispensada de um reforco estrutural, e o segundo refere-se a fiabilidade alvo que
a estrutura deverd possuir apds o reforco (upgrade), caso este seja necessdrio. O
indice By é obtido considerando uma reducao AS = 1.5 em relagao ao especificado no
Eurocédigo 0 para estruturas novas, e o indice /3, é obtido considerando uma redugéo
ApB = 0.5, também em relagdo ao especificado no Eurocodigo 0 para estruturas novas.
A Tabela 11.6 sintetiza estas recomendagoes.

Tabela 11.6 Indices de fiabilidade para estruturas existentes recomendados pelo fib bulletin
80 (2016) —EL dltimos e vida 1til remanescente

Classe de consequéncias Bo Bup

CC3 43-15=28 4.3-0.5=3.8
CC2 3.8—-15=23 3.8—-05=33
CC1 33-15=1.8 33—-05=28

Quando se avalia a seguranga de uma estrutura existente, é importante tentar de-
finir o periodo de vida ttil remanescente, por vezes designado vida wtil residual, pois
isso afeta a fiabilidade alvo anual. Como ¢é evidente, exige-se uma fiabilidade anual
superior a uma estrutura que tenha de permanecer em servico por mais tempo. No
entanto, a fiabilidade para o periodo de vida residual deverd ser a mesma, indepen-
dentemente desse periodo (fib bulletin 80, 2016).

Por exemplo, considere-se uma estrutura existente pertencente a classe de con-
sequéncias CC2 (consequéncias moderadas). Suponha-se que, devido a um estado
avancado de degradacao, considerou-se nao ser técnica e economicamente viavel re-
parar a estrutura, tendo sido decidido substitui-la por uma nova dentro de um prazo
de 5 anos. Para que a estrutura possa continuar em servigo até a sua substituicao,
deverd possuir, de acordo com a Tabela 11.6, uma fiabilidade £y de pelo menos 2.3
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em 5 anos, que corresponde a uma fiabilidade anual de:
B = ([@(2.3)]1/5) — 2.85.

Se a vida residual fosse de 10 anos, a estrutura continuaria a ter de possuir uma
fiabilidade minima de 2.3, mas em 10 anos, que corresponderia a uma fiabilidade
anual de:

By =" ([@(2.3)]1/10) —3.07.

Quando se avalia a seguranga de uma estrutura existente, nem sempre é possivel
definir a vida 1til residual. Nestes casos, é aconselhdvel tomar-se para a vida ttil
residual o periodo usual para estruturas novas, por exemplo 50 anos.






Capitulo 12

Valor caracteristico e periodo
de retorno

No ambito da aplicagao do método dos coeficientes parciais de seguranga é necessario
quantificar valores caracteristicos de agbes. No caso de agOes varidveis, o conceito
de valor caracteristico apresenta algumas particularidades que importa clarificar. No
presente capitulo, define-se de forma rigorosa a nogao de valor caracteristico de agoes
variaveis e introduz-se outros conceitos importantes, como o conceito de periodo de
retorno. Analisa-se também como quantificar valores caracteristicos de agdes varidveis
para situagoes de projeto transitorias.

12.1 Definicao de valor caracteristico de acoes
variaveis

Como visto anteriormente, o valor caracteristico de uma agéo é o valor da acdo que
tem uma certa probabilidade, em geral pequena, de ser excedido. Um valor tipico
dessa probabilidade, chamada probabilidade de excedéncia, é 0.05. Representando
essa probabilidade por p., o valor caracteristico de uma agdo corresponde assim ao
quantil p = 1 — p. da sua distribuicao de probabilidade.

A definicdo que acabamos de dar aplica-se a agoes permanentes. No caso especi-
fico de acOes varidveis no tempo é necessario especificar o periodo de tempo a que a
probabilidade de excedéncia se aplica. Esse periodo designa-se por periodo de refe-
réncia e a distribuicdo de probabilidade da acao que nos interessa é a distribuicao dos
méaximos da agdo nesse periodo. Assim, como representado na Figura 12.1, o valor
caracteristico de uma acao variavel () em relacdo a uma probabilidade de excedéncia
pe € a um periodo de referéncia T é o valor da acdo que tem uma probabilidade p. de
ser excedido em T, isto é, refere-se ao quantil p = 1 — p. da distribuicdo dos maximos
de Q em T. Em simbolos:

Qr(p,T) = Fg.. () (12.1)

189
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onde Fénlm . (+) ¢ a inversa da FDC dos méximos de @ em 7.

FDP fomax 7(Q)

Pe=1-p

Q« q

Figura 12.1 Defini¢do de valor caracteristico de uma acao
varidvel. Qr(p,T) = Fénlm . (P)-

A determinacao do valor caracteristico de uma acao variavel poderd exigir o conhe-
cimento da distribuigdo de maximos num periodo de referéncia relativamente longo,
por exemplo 50 anos. A determinagdo dessa distribui¢do a partir de uma amostra de
méaximos em 50 anos exigiria um periodo de observacao muito extenso. Por exemplo,
para obter uma amostra com apenas 10 valores de maximos em 50 anos seria neces-
sario um periodo de observacao de 10 x 50 = 500 anos, algo que nao seria facil obter.
Vejamos entao como obter a distribuicao de maximos de uma agao variavel referente a
um periodo T a partir da distribuicdo de maximos referente a um periodo mais curto,
digamos T.

Considere-se a agdo ) representada na Figura 12.2. Divida-se o periodo T em n pe-
riodos mais curtos com duragao igual a 7. Este periodo mais curto, a que chamaremos
periodo elementar, ou periodo unitdrio, pode ser 1 dia, 1 semana, 1 més, 1 ano, e assim
sucessivamente. Registe-se agora o valor maximo de @) observado em cada periodo
unitdrio. Obtém-se assim uma amostra {qi, gz, ...} da varidvel Qmaxr = {Médximo
de @ no perfodo 7}. Admita-se que o perfiodo 7 é escolhido de modo a que esses
valores possam ser considerados independentes entre si. Com base nessa amostra po-
demos entao atribuir uma distribuicdo a varidavel Qmax, -, que representaremos, como
habitualmente, por Fg . (-).

Seja agora a varidavel Qmax,r = {Méximo de @ no periodo T'}. A FDC desta
variavel é dada por:

FQmax,T (Q) = P(Qmax,T < Q)
= P((Qmax,f < Q) n---N (Qmaxn— < Q))
= [Founu-@)]", (12.2)

comn="T/T.
Inverta-se agora a Eq. (12.2). Fazendo p = Fg,... +(¢) = [Fo....(2)]", tem-se:

p=[Fonu.(@]" & pY/"=Fg...(a

s q=Fy 0.
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Figura 12.2 Representaciao de uma agao varidvel ao longo do tempo.

Mas como p = Fy, .. ,(q), podemos escrever ¢ = F5' (p), donde:

Qmax, T

For ) =Fg! ("), (12.3)

Comparando esta Eq. com (12.1) e considerando que 1/n = 7/T, tem-se finalmente:

Q(p,T) = Fg (0'7) (12.4)

Acabamos de deduzir uma expressao que nos permite determinar o valor caracteristico
de uma acao variavel referente a um periodo T a partir da distribuicdo de maximos
referente a um periodo .

Note-se que a Eq. (12.1) pode ser vista como um caso particular da Eq. (12.4).
Com efeito, se substituirmos nesta tltima 7 por T, obtém-se a primeira. Note-se tam-
bém que, apesar de termos considerado que T é um submiiltiplo de T, a Eq. (12.4)
permanece valida quaisquer que sejam os periodos 7 e T. O importante é que, ao de-
terminarmos o quociente 7/T", os perfodos 7 e T sejam expressos nas mesmas unidades
de tempo, de forma a que tal quociente seja adimensional.

Exemplo 12.1 Numa dada ponte em servico, foram medidos os pesos dos
veiculos de transporte de mercadorias durante um més tipico, tendo-se registado
os pesos maximos didrios, em kN, que se reproduzem seguidamente (30 valores):

2403 3375 30.6 264.7 2239 101.9 167.5 225.7 4684 407.7
98.8 427.6 2544 1953 253.6 184.6 190.7 311.7 305.7 306.3
2504 1094 253.8 3223 236.7 277.6 254.5 177.2 222.0 141.0

Determinar o valor caracteristico do peso dos camiGes correspondente a uma
probabilidade de excedéncia de 0.05 em 50 anos, admitindo que os maximos
diarios podem ser modelados por meio de uma distribuicao:
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a) Normal;
b) Gumbel.

Resolugao

a) Comega-se por determinar a média e o desvio padrao da amostra colhida
da ponte. Um calculo simples conduz aos seguintes valores: p = 241.4 kN
e o = 97.5 kN.

Assim, de acordo com o enunciado: Qmax,1dia ~ N(241.4,97.5) kN.

A relacao entre os periodos 7 e T' vale:

T 1dia 1dia
R = = 1/18250.
T 50anos 50 x 365 dias st

Pretende-se determinar Q5 (0.95, 50 anos). Recorrendo entéo a Eq. (12.4),
vem:

Q1(0.95,50 anos) = Féiax,ldia (0'951/18250)
= 684.1 kN.

b) Seguindo um raciocinio idéntico, mas considerando agora que Qmax,1dia
segue uma distribuicdo Gumbel, tem-se:

Q1(0.95,50 anos) = Fénlmx,ld;a (0,951/18250)
= 1169.2 kN.

Apresenta-se de seguida o coédigo Python usado para responder as questoes
formuladas:

from numpy import sqrt, pi
from scipy.stats import norm, gumbel_r as gumb

mu = 241.4
sigma = 97.5
# a)

Qka = norm.ppf (0.95%*(1/18250), mu, sigma)

# b)

loc = mu - (sqrt(6)*0.5772/pi)*sigma

scale = sqrt(6)*sigma/pi

Qkb = gumb.ppf (0.95*%*(1/18250), loc, scale)

Comentarios:

(1) E interessante notar que bastou apenas um més de observagdo para se
conseguir uma previsao para os proximos 50 anos. Note-se também que o
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valor acabado de estimar nunca foi observado. A Estatistica oferece assim
metodologias que permitem prever valores nunca antes ocorridos. Essas
previsoes sao crediveis se as hipoteses de base estiverem corretas, nome-
adamente a escolha do modelo probabilistico para a distribuicao inicial,
e a escolha do més para realizar as observagoes. Este exemplo mostrou
que a escolha do modelo probabilistico é determinante na estimativa do
valor caracteristico, pelo que deve ser feita criteriosamente. A escolha do
més para a recolha dos dados também é importante. Por exemplo, nunca
escolheriamos o més de agosto, por razoes ébvias.

(2) Efetuando um célculo semelhante, mas para um perfodo de referéncia de
100 anos (7/T = 1/36500), obteve-se, considerando a distribuigdo de Gum-
bel, Qx(0.95,100anos) = 1221.9 kN. Constata-se assim que, no presente
caso, a duplicagao do periodo de referéncia traduz-se num aumento muito
ligeiro do valor caracteristico do peso dos camides (aumento de apenas

45%).

12.2 Probabilidade de excedéncia para diferentes
periodos de referéncia

Seja p.1 a probabilidade de certo valor ¢ de uma agdo variavel @) ser excedido em

1 unidade de tempo (1 dia, 1 més, 1 ano, 1 periodo de 50 anos, etc.). S,eja Pen &

probabilidade desse mesmo valor ser excedido em n unidades de tempo. E possivel
relacionar pe, com p.;. Com efeito,

Pe1 = P(QmaX,l > Q) =1- FQmax,l(Q)'

Da mesma forma,
Pen = P(Qmax,n > Q) =1- FQmax,n (Q)

Mas como Fg,....(q) = [Fme’l(q)]n, vem:

Pen = 1-— l:FQmax,l(q):In

—1—(1—pa)™. (12.5)
Resolvendo (12.5) em ordem a p.;, obtém-se:
Per =1 — (1= pen)t/™ (12.6)

Acabamos assim de deduzir expressoes que nos permitem determinar a probabilidade
de excedéncia em n unidades de tempo, de um determinado valor, a partir da pro-
babilidade de excedéncia em uma unidade de tempo desse mesmo valor, e vice-versa.
Podemos ainda deduzir uma expressdo mais genérica que engloba as Eq. (12.6) e
(12.5) como casos particulares. Com efeito, aplicando a Eq. (12.6) a m unidades de
tempo, tem-se:

Pe1 = 1- (1 _pem>1/m~

Substituindo esta Equacdo em (12.5), obtém-se a expressdo pretendida:

Pon =1 — (1 = pom)™™ (12.7)
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Exemplo 12.2 Determinar a probabilidade de excedéncia em 50 anos de um
valor que tem uma probabilidade de excedéncia anual de 0.02.

Resolugao

Pretendemos calcular peso. Considerando n = 50 e m = 1 na Eq. (12.7),
tem-se:
Peso = 1 — (1 —0.02)>° = 0.636.

Comentario: Os valores caracteristicos das agdes ambientais especificados no
Eurocédigo 1 (vento, variagdes de temperatura e neve) tém uma probabilidade
de excedéncia anual de 0.02. Conforme se acaba de constatar, tais valores tém
uma probabilidade de ocorréncia muito significativa (dirfamos mesmo, quase
certa) durante a vida util de uma estrutura (50 anos, nos casos correntes).

12.3 Periodo de retorno

Vimos anteriormente que o valor caracteristico de uma acao variavel é caracterizado
por uma probabilidade de excedéncia e por um periodo de referéncia (por exemplo,
valor com probabilidade de excedéncia de 0.05 em 50 anos). Uma forma alternativa
de caracterizar o valor caracteristico de uma acao variavel é por meio do chamado
periodo de retorno. O perfodo de retorno de um certo evento (com probabilidade
nao nula de ocorréncia) é, por defini¢io, a duracio média entre ocorréncias sucessivas
desse evento.

Apliquemos esta definicdo ao evento correspondente a excedéncia do valor carac-
teristico de uma agéo varidvel. Seja entdo @) uma acgdo varidvel € Qmax,1 = {Méximo
de @ em 1 unidade de tempo}. Seja Q o valor caracteristico de @) correspondente
a probabilidade de excedéncia p.; nessa unidade de tempo. Portanto, P(Qmax1 >
Qk) = pe1. Seja agora a variavel X = {Numero de unidades de tempo até observar
0 evento Qmax,1 > Qr}. O periodo de retorno desse evento, que representaremos por
Tg, é entao o valor médio de X, e é dado por:

1

Tp = —.
Pe1

(12.8)

Nota E relativamente ficil demonstrar este resultado. Com efeito,
P(X =1) = pe1,

X = 2) = (1 _pel)pela

3) (1 _pel)2pela

P(X = l') = (1 _pel>x_1pel~

Verifica-se assim que a varidavel X é uma varidvel com distribuicao geométrica, cujo
valor médio é dado por 1/pe;. (Ver Anexo A.) |
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Substituindo na Eq. (12.8) pe1 pelo valor dado por (12.6), tem-se:

1

Tp= —
BT (A= pen) /"

(12.9)

Esta expressao permite determinar o periodo de retorno de um valor que tem uma
probabilidade p.,, de ser excedido em n unidades de tempo. O periodo de retorno
vem expresso nessas unidades de tempo. Temos assim duas formas de caracterizar o
valor caracteristico de uma ago variavel:

m através de (1) uma probabilidade de excedéncia e (2) um periodo de referéncia;,
m através simplesmente de um periodo de retorno.

Repare-se que a Eq. (12.8) pode ser vista como um caso particular de (12.9). Com
efeito, se fizermos n = 1 em (12.9), obtém-se (12.8).

Exemplo 12.3 Determinar o periodo de retorno dos seguintes valores:

a) Valor caracteristico correspondente a uma probabilidade de excedéncia de
0.05 em 50 anos.

b) Valor caracteristico das a¢oes ambientais definidas no Eurocédigo 1 (valor
com probabilidade de excedéncia anual de 0.02).

¢) Valor caracteristico da agdo sismica definida no Eurocédigo 8 (valor com
probabilidade de excedéncia de 0.10 em 50 anos).

Resolugao

a) Considerando n = 50 e pes50 = 0.05 na Eq. (12.9), obtém-se:

1

Tr =
B 1= (1-0.05)1/5%0

= 975 anos.

b) Considerando n =1 e p.; = 0.02 na Eq. (12.9), obtém-se:

1

Tyt
"= 0.02

= 50 anos.

c¢) Considerando n = 50 e pesp = 0.10 na Eq. (12.9), obtém-se:

1

T =
B 1= (1-0.10)1/%0

= 475 anos.

Uma expressdo aproximada & Eq. (12.9), comummente utilizada, é a seguinte
(Cremona, 2011):
n
ln(l - pen) '

Note-se que n representa um periodo com duracao igual a n unidades de tempo.
Designando esse periodo por 7', chamado periodo de referéncia, obtém-se a seguinte

T = (12.10)
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expressao (que aparece frequentemente na bibliografia):

T

Tp=—— ™
R In(1 — per)

(12.11)

onde p.r designa a probabilidade de excedéncia em T'. As expressoes (12.9) e (12.11)
dao praticamente o mesmo resultado. Para p.r pequeno, In(1 — per) = —per, donde
a Eq. (12.11) pode ser aproximada por:

(12.12)

12.4 Valor caracteristico de uma acao variavel em
funcao do periodo de retorno

De acordo com a notagdo que temos vindo a usar, p.r representa a probabilidade de
certo valor ¢ de uma acao variavel @) ser excedido no periodo 7. Em simbolos:

Per = P(Quax,r > ¢) =1 — Fg,.. r ().
Tomando o perfodo T' como uma unidade de tempo, a Eq. (12.8) conduz a:
1
T Fouun (@)

Esta equagao permite determinar o periodo de retorno associado a excedéncia de um
dado valor ¢ de uma agao varidavel. Em particular, fazendo ¢ = Q, a equagao fornece
o periodo de retorno correspondente a excedéncia do valor caracteristico:

Tr (12.13)

Tr(Qk) = !

- TR (12.14)

Reciprocamente, invertendo (12.14), obtém-se o valor caracteristico correspon-
dente a um determinado periodo de retorno:

Qr(Tr) = FQiax,T(l - TLR) (12.15)

O periodo de retorno deve ser expresso nas unidades de tempo a que se refere a
distribuicao Fy,,.. r, tomando o periodo T' como uma unidade de tempo. Assim,
se a distribuicdo referir-se aos méximos anuais (7' = 1 ano), o periodo de retorno
deve ser expresso em anos. Se a distribuicdo referir-se aos maximos em 50 anos
(T = 50 anos), o periodo de retorno deve ser expresso em intervalos de 50 anos, e
assim sucessivamente.
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Exemplo 12.4 Considere-se uma ponte na qual os pesos maximos didrios dos
camides que a atravessam tém uma média de 241.4 kN e um desvio padrao de
97.5 kN.

a) Determinar o valor caracteristico do peso dos camides correspondente a
um periodo de retorno de 1000 anos, assumindo que os maximos diarios
seguem um modelo Gumbel.

b) Determinar o periodo de retorno a que corresponde 1.5Q, onde Qi é o
valor determinado na alinea a).

Resolugao

a) De acordo com o enunciado, Qmax.1dia ~ Gb(p = 241.4,0 = 97.5) kN.

O periodo de referéncia T' é assim de 1 dia. Comeca-se entdo por expressar
o periodo de retorno em dias:

Tr = 1000 x 365 = 365000 dias.

Para este periodo de retorno, o valor caracteristico do peso dos camides é
igual a:

1
— -1 1—— |} =1171.2 kN.
Qk Qmax,mia( 365 OOO)

b) Periodo de retorno correspondente a 1.5Q% é:

. 1

T 1= FQuaeian (1.5 x 1171.2)
= 808432577 dias

~ 2 milhoes de anos!

Tr

A questdo que acabamos de responder ilustra um aspeto importante a
ter presente: quando aplicamos um coeficiente de seguranca a um valor
caracteristico (a fim de obter o respetivo valor de dimensionamento), na
pratica tal podera significar que a verificacao da seguranga vai ser efetuada
para uma agao com um periodo de retorno substancialmente superior ao
do valor caracteristico, porventura inatingivel.

Apresenta-se de seguida o coédigo Python usado para responder as questoes
formuladas.

from numpy import sqrt, pi
from scipy.stats import gumbel_r as gumb

mu = 241.4
sigma = 97.5
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# a)

loc = mu - sqrt(6)*(0.5772/pi)*sigma
scale = sqrt(6)*sigma/pi

Qk = gumb.ppf(1 - 1/365000, loc, scale)

# b)
TR = 1/(1 - gumb.cdf (1.5%Qkb, loc, scale))

12.5 Acoes variaveis com distribuicao Gumbel

As expressoes desenvolvidas nas secgOes anteriores aplicam-se a agdes variaveis com
distribuigao genérica Fyg,,,. . (q). Visto que a distribui¢gdo Gumbel é uma das mais uti-
lizadas na modelagdo de maximos de agdes varidveis, justifica-se concretizar algumas
dessas expressoes para esta distribuicdo especifica.

Considere-se entao uma acao variavel @), cujos maximos no periodo de referéncia
T seguem uma distribuicdo Gumbel com média pr e desvio padrao o. Recorde-se
que o desvio padrao da distribuicdo Gumbel é invariante com o periodo T'. O valor
caracteristico de @) correspondente ao quantil p é, como vimos anteriormente, dado por
Qr(p,T) = Féjmx,T(p), donde, recorrendo & expressiao para a inversa da distribuicao
Gumbel, tem-se:

Qk(p,T) = pr — ‘/?6 0[0.5772 + In(—Inp)] (12.16)

Se o periodo a que se refere a distribuicado de maximos for diferente do periodo de
referéncia T, digamos 7, usa-se Eq. (12.4), vindo:

Qr(p,T) = pr — \/76 0[0.5772 + In ( — ln(pT/T))] (12.17)

Vejamos agora como determinar valores caracteristicos (de agdes com distribuigao
Gumbel) em fungdo do periodo de retorno. A aplicacdao da Eq. (12.15) em conjunto
com a expressao para a inversa da distribui¢gdo Gumbel, conduz imediatamente a:

Qr(Tr) = pur — ? o {0.5772 +1In {— In (1 = TLR)] } (12.18)

onde pur e o sdo a média e o desvio padrao dos méximos no periodo 7' da agao em
causa. O periodo de retorno deve ser expresso nas unidades de tempo tomando T
como uma unidade de tempo. Por exemplo, se T for 50 anos, o periodo de retorno
deve ser expresso em intervalos de 50 anos (1 unidade de tempo equivale neste caso a
50 anos).
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Exemplo 12.5 Considere-se novamente a ponte do exemplo anterior, na qual
os pesos maximos didrios dos camides que a atravessam seguem uma distribui¢ao
Gumbel com uma média de 241.4 kN e um desvio padrao de 97.5 kN. Determinar
o valor caracteristico do peso dos camides para um periodo de retorno de 1000
anos.

Resolugdo

Visto que os pardmetros do modelo refere-se aos maximos didrios, o periodo
de retorno a usar na Eq. (12.18) deve ser expresso em dias. Assumindo que
1 ano sao 365 dias, tem-se:

Tr = 1000 x 365 = 365 000 dias. (12.19)

Aplicando entao (12.18) vem:

V6 1
—2414— Y2 o7505772 +In|-In(1- —— )|} =1171.2 kN.
@ - { i [ n( 365000)”

Esta questao ja tinha sido respondida no exemplo anterior, recorrendo a fun-
¢ao gumbel_r() do moédulo scipy.stats do Python, tendo-se obtido o mesmo
resultado, como nao podia deixar de ser.
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Suponha-se agora que se conhece Qx(p,T) e pretende determinar-se Qx(p, T"), ou

seja, pretende determinar-se o valor caracteristico de ) correspondente ao mesmo

quantil p, mas referente ao periodo 7”. Ora, de acordo com a Eq. (12.16):

Qr(p,T) = pr — ? 0[0.5772 + In(— Inp)]. (12.20)

Para o perfodo de referéncia T”, tem-se, de acordo com (12.17):

Qr(p, T = pr — ? 0[0.5772 +In (- ln(pT/T/))}
V6 T
= pr =22 0[0.5772 +In ( - = 1npﬂ
= pr — §0[0.5772+ln (17:/) +1n(—lnp)}. (12.21)

Subtraindo (12.20) a (12.21), tem-se:

Q.7 — Q. T) = —Lomn (T)

donde,

Qr(p, T") = Qr(p,T) + ? oln (1;) (12.22)
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Esta expressdo permite assim determinar o valor caracteristico respeitante a um dado
periodo de referéncia a partir do valor caracteristico respeitante a outro periodo de
referéncia (para a mesma probabilidade de excedéncia em ambos os periodos). Para
tal, como mostra a expressao que acabamos de deduzir, s6 necessitamos de conhecer
o desvio padrao da distribuicio Gumbel em causa (que se mantém invariante com o
perfodo de referéncia). Vejamos um exemplo.

Exemplo 12.6 Uma ponte existente de pequena dimensao foi projetada ori-
ginalmente para um veiculo com peso caracteristico de 600 kN. De acordo com
o regulamento em vigor a época, esse valor refere-se a um certo quantil da dis-
tribui¢do de maximos em 50 anos. A ponte apresenta-se atualmente em estado
bastante avancado de degradacao, tendo sido decidido substitui-la num prazo
de 2 anos, durante o qual ainda se mantera em servigo, caso seja segura.

A fim de verificar a seguranga da ponte durante este periodo remanescente,
pretende-se determinar o peso caracteristico do veiculo (a usar nos célculos)
consistente com os critérios originais do projeto e com o periodo de vida residual
de 2 anos. Estima-se que os pesos maximos dos veiculos pesados de mercadorias
que circulam sobre a ponte apresentam um desvio padrao de 40 kN.

Resolugao

Tem-se:

6 2
Qr(p, 2 anos) = 600 + £(40) In (50> = 500 kN.
7r
A verificagdo da seguranca para um periodo de 2 anos ird traduzir-se assim numa

reducao do valor caracteristico de 600 para 500 kN.
Comentarios:

(1) E interessante notar que a resposta nio depende do quantil implicito no
valor de 600 kN.

(2) Note-se que a consideracdo de um desvio padrdo superior a 40 kN iria
traduzir-se numa diminui¢do mais acentuada do valor caracteristico, pelo
que a consideracdo de um desvio padrao elevado seria um procedimento
contra a seguranga. Isto pode parecer estranho a primeira vista, pois nor-
malmente a consideragao de desvios padrao elevados é um procedimento
conservativo. Note-se, porém, que o valor de 600 kN também esté afetado
pelo mesmo desvio padrao. Assim, a consideragao de um desvio padrao
elevado implica assumir que o valor de 600 kN também é elevado, pelo que
sofrera uma maior reducao ao diminuirmos o periodo de referéncia.

Vimos acima como determinar o valor caracteristico de uma agao variavel para
um determinado periodo de referéncia a partir do valor caracteristico para outro
periodo de referéncia. Vejamos agora como determinar o valor caracteristico para
um determinado periodo de retorno, digamos Tgrs, a partir do valor caracteristico
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referente a outro perfodo de retorno, Try. De acordo com (12.18):

On(Tra) = i — ? o {0.5772 +1n [— In (1 - T;)] }

—,UT{l ?VT {0.5772+1n {m <1T;)]}} (12.23)

onde pp e Vp representam a média e coeficiente de variagdo dos maximos da a¢do no
periodo de referéncia T
Da mesma forma, para o periodo de retorno Tg1, o valor caracteristico sera:

Qu(Tr1) = pr {1 - ? Vi {0.5772 +1n [— In (1 - T]lﬂ)] }} : (12.24)

Dividindo (12.23) por (12.24), obtém-se a expressao pretendida:

— Y8y 405772+ 1n |—In (1 — 7L
QullThe) = 1 Ly }0.5772 +1n { In E1 = ,;Rg] { Q) (12:25)

Recorde-se que os periodos de retorno (Try e Tra) devem ser expressos tomando
T como unidade de tempo. Por exemplo, se o coeficiente de variagao Vi referir-se
a distribuicao dos maximos diarios, os periodos de retorno devem ser expressos em
dias. Se se referir a distribui¢do dos maximos anuais, os periodos de retorno devem
Ser expressos em anos, e assim por diante.

12.6 Periodo de retorno para situacoes de projeto
transitorias

Em situagoes de projeto transitérias faz sentido usar nas verificacbes de seguranga
valores caracteristicos (de agoes varidveis) inferiores aos que se usam nas situacoes de
projeto persistentes, visto que se aplicam a uma situagdo com duragao relativamente
reduzida, comparativamente com a vida 1til de projeto. Por exemplo, suponha-se que,
durante a construgdo de uma estrutura nova (ou durante a reabilitacio de uma estru-
tura existente), esta fica temporariamente numa situacao relativamente vulnerédvel a
acao do vento, exigindo uma verificagdo especifica da seguranca para essa situagao.
Tratando-se de uma situacdo temporaria, na qual a estrutura ficara exposta a acdo do
vento durante um periodo de tempo relativamente curto (quando comparado com a
vida 1til de projeto), faz sentido verificar a seguranca usando um valor caracteristico
da agdo inferior ao usado nas situac¢oes normais (situagoes de projeto persistentes).
O problema da quantificagdo do valor caracteristico de uma agao variavel para uma
situacao de projeto transitéria pode ser resolvido determinando o valor caracteristico
da agdo para um periodo de referéncia com duragdo igual a duracao da situacgdo
de projeto transitoria e adotando uma probabilidade de excedéncia nesse periodo
semelhante a que se adota nas situagoes de projeto persistentes. Vejamos um exemplo.
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Exemplo 12.7 Uma ponte rodovidria de betdo armado vai ser alvo de uma
intervengao, que inclui a substituicdo dos aparelhos de apoio. Durante as ope-
ragoes de substituicao dos aparelhos de apoio (que exigem o levantamento do
tabuleiro), a ponte deve permanecer em servigo. Visto que a estrutura da ponte
¢é hiperstatica, o levantamento do tabuleiro vai introduzir uma redistribuicao
de esforgos na estrutura, o que obriga a efetuar uma verificagdo da seguranca,
nomeadamente a verificacdo de eventual abertura de fendas no tabuleiro. A
ponte esta sujeita a trafego relativamente pesado. Com o objetivo de melhor
caracterizar o peso das sobrecargas, analisaram-se registos recentes dos pesos
dos camides que atravessaram a ponte. A partir desses registos obteve-se uma
amostra de pesos maximos didrios, cuja média e desvio padrao foram estimados
em, respetivamente, 150 kN e 50 kN. Verificou-se também que o modelo Gumbel
ajusta-se bem a essa amostra. Admitindo que os trabalhos ndo demoram mais
de 7 dias, determinar o valor caracteristico do peso dos camioes a considerar na
verificacdo de seguranca durante as operagoes de levantamento do tabuleiro.

Resolugao

Para responder a esta questéo é necessério fixar a probabilidade de excedén-
cia que se pretende durante os trabalhos de levantamento do tabuleiro (situagao
de projeto transitéria). A probabilidade de 0.05 (a que corresponde o quantil de
0.95) é tipica para a vida 1til de projeto das estruturas, pelo que é razoével ado-
tar a mesma probabilidade para a duragao da situacao provisoria. Pretende-se,
pois, determinar Qx(0.95,7 dias). Recorrendo entdo a Eq. (12.17) tem-se:

Q4(0.95,7 dias) = 150 — @(50) {0.5772 +In(— 1n(0.951/7))]
™
— 319.2 kN.

Em alternativa, pode recorrer-se ao conceito de periodo de retorno. O periodo
de retorno correspondente a probabilidade de excedéncia de 0.05 em 7 dias é:

1

T =
I (1=0.05)1/7

= 137 dias.

Para este periodo de retorno, o valor caracteristico do peso dos camioes é igual
a:

V6

Qi (137 dias) = 150 — ~—(50) {0.5772 +1n [_ In (1 _ 1;” }

= 319.2 kN,

que é igual ao valor determinado acima, como nao podia deixar de ser.

No exemplo que acabamos de analisar, o valor caracteristico para a situacao de
projeto transitéria foi determinado considerando uma probabilidade de excedéncia de
0.05 no periodo com duragao igual a da situacdo transitéria. Conforme o exemplo
mostrou, uma anélise equivalente consiste em determinar o valor caracteristico para
um periodo de retorno reduzido, facilmente obtido considerando aquela probabilidade
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de excedéncia durante aquele periodo de tempo. A Tabela 12.1 exemplifica valores de
periodos de retorno a usar em situacoes de projeto transitérias.

Tabela 12.1 Exemplos de periodos de retorno a considerar em situ-
acbes de projeto transitérias

Duracao da Periodo de retorno
situagdo transitéria (T') a considerar (Tg)*
1 més 2 anos

3 meses 5 anos

6 meses 10 anos

12 meses 20 anos

* Calculado recorrendo & Eq. (12.11) para uma probabilidade de excedéncia
de 0.05 durante a situagdo transitéria.

As situacOes de projeto transitérias ocorrem tipicamente durante trabalhos de
construcao de estruturas novas ou durante trabalhos de reabilitacdo de estruturas
existentes. Por exemplo, na construcao de pontes por consolas sucessivas estas ficam
particularmente vulneraveis a agdo do vento e a agdo sismica antes da execugao das
aduelas de fecho, obrigando a uma verificagdo da seguranca especifica, mas, natural-
mente, para valores da acdo do vento e sismica convenientemente reduzidos (Jacinto
e Santos, 2021). Um outro exemplo ocorre na reabilitacdo de edificios antigos, nos
quais, por razbes arquitectonicas e patrimoniais, é decidido manter algumas das suas
fachadas. Durante os trabalhos de reabilitagao, essas fachadas ficam particularmente
fragilizadas, exigindo a construgao de estruturas de contencdo provisérias, em ge-
ral metalicas. Essas estruturas poderdo ser dimensionadas para uma acao do vento
adequadamente reduzida, funcdo do periodo de utilizacdo da estrutura proviséria.

Note-se que o principio da redugdo do valor caracteristico das agbes varidaveis em
situagoes de projeto transitorias aplica-se também no dimensionamento de certos ele-
mentos que tenham uma vida 1til inferior & da estrutura onde estdo inseridos, ou seja,
elementos que tenham de ser substituidos antes da estrutura atingir o fim da sua vida
util. Um caso tipico sao as juntas de dilatagao das pontes, que tém aproximadamente
uma vida til de 10 anos. Entao, na determinacao dos deslocamentos que a junta
terd de suportar, as agoes varidveis intervenientes deverao ser quantificadas com valor
reduzido. Por exemplo, em Portugal continental, para um periodo de referéncia de
10 anos, os deslocamentos impostos pela acao sismica reduzem-se aproximadamente
para metade em relagdo a agao sismica de projeto, o que conduzira, naturalmente, a
juntas de dilatacao mais econémicas.






Capitulo 13

Determinacao de coeficientes
parciais de seguranca

A possibilidade de ajustar coeficientes parciais de seguranca tem manifesto interesse
no ambito da seguranca de estruturas existentes. Os coeficientes de seguranca especifi-
cados na regulamentagao para estruturas novas aplicam-se a populagoes relativamente
vastas de estruturas, podendo nao refletir corretamente os niveis de incerteza reais
para uma estrutura particular existente. Se, durante a avaliacdo de uma estrutura
existente, estiver disponivel informacao estatistica relevante a respeito de uma dada
variavel bésica do problema, pode equacionar-se a possibilidade de ajustar o coefici-
ente de seguranga dessa variavel concreta.

Conforme mencionado anteriormente, o método FORM pode ser usado como fer-
ramenta simples de calibragdo de coeficientes parciais de seguranca. Neste capitulo
vamos usar esse método para obter expressoes que nos permitem determinar coeficien-
tes parciais de seguranga para os modelos probabilisticos mais comuns em seguranca
estrutural. A ideia vai ser usar os valores padrao dos coeficientes de sensibilidade
FORM apresentados no Capitulo 9.

Conforme veremos, uma vez selecionado um modelo probabilistico para uma dada
varidvel, o coeficiente parcial de seguranga para essa varidvel é funcao de: (1) coefici-
ente de variagdo da varidvel; (2) quantil implicito no valor caracteristico da acao; (3)
importancia da varidvel no EL em consideragdo (medida pelo respetivo coeficiente de
sensibilidade FORM); (4) indice de fiabilidade pretendido para o EL em consideragéo.
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13.1 Formulacao geral

Recorde-se que, de acordo com o método FORM, o valor de dimensionamento de uma
varidvel genérica X com distribuicao Fx (z) é dado por:

X4 = F5'(®(—ax B)). (13.1)

onde ax é o coeficiente de sensibilidade FORM da variavel no EL em consideragao e
[ o indice de fiabilidade referente ao mesmo EL.

A partir da Eq. (13.1) podemos obter expressoes gerais para os coeficientes parciais
de seguranca. Para varidveis bésicas representando agoes, tem-se:

—1 .
Xa=7X = ;= Fx (axf)) <(I))((kaX6)) (13.2)

Para variaveis representando resisténcias, tem-se:

_ Xk _ Xe
Xa=ZE = am= oo (13.3)

O valor caracteristico corresponde geralmente a um certo quantil p da distribuicao
de X, isto é:

Xi = Fx'(p) (13.4)

Os coeficientes s € 7, dependem assim do quantil p implicito no valor caracteristico
da varidvel em causa.

O indice de fiabilidade § que aparece nas equagoes (13.2) e (13.3) pode ser encarado
como o indice de fiabilidade alvo. No Capitulo 11 sintetizaram-se as recomendagdes
dos Eurocédigos e outra literatura relevante relativamente a esse indice, quer para
estruturas novas, quer para estruturas existentes.

O ponto chave para a determinacao de coeficientes parciais de seguranca recor-
rendo ao método FORM reside nos coeficientes de sensibilidade a. Conforme vimos
no Capitulo 9, dada uma fungéo estado limite M = g(X;, ..., X,), constituida por n
varidveis basicas, a cada uma das varidveis X; corresponde um coeficiente de sensibi-
lidade «;, 0s quais obedecem as seguintes propriedades:

-1 S a; S 17
Za? =1.
=1

O coeficiente de sensibilidade «; mede o impacto da varidvel X; no indice de fiabilidade
5. Quanto mais préximo de 1 ou de —1 for a; maior o impacto, ou importéancia,
da varidvel na fiabilidade do EL em consideracdo. Naturalmente, o coeficiente de
sensibilidade de uma dada varidavel depende do EL em consideracdo. A mesma varidvel
terd outros coeficientes de sensibilidade para outros EL, pois a sua importancia nao é
a mesma em todos os EL onde aparece. No entanto, conforme vimos no Capitulo 9, é
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possivel identificar determinados valores tipicos desses coeficientes, como os indicados
na Tabela 9.2 (p. 162). O uso desses valores, chamados valores padrao, permite-nos
de um modo muito simples determinar coeficientes parciais de seguranca de varidveis
especificas sem efetuar uma anélise de fiabilidade.

Voltando as equagtes (13.2) e (13.3), convém ter presente que os coeficientes vy e
Ym &l definidos refletem apenas a incerteza na variavel béasica em questdo, conforme
traduzida na distribui¢do F'x (), e portanto ndo podem ser diretamente comparados
com os coeficientes de seguranga especificados nos Eurocédigos, pois estes refletem
também a incerteza nos modelos de transformacao que intervém na formulacao dos
estados limites. O Eurocédigo 0 (EN 1990, 2002) representa por yr o coeficiente
de seguranca a aplicar as agoes, o qual incorpora todas as incertezas relevantes do
lado das a¢des, incluindo as incertezas de modelacao. De acordo com essa Norma, o
coeficiente vr pode ser desdobrado da seguinte forma:

YF = Sd " Vf (13.5)

onde ygq traduz as incertezas nos modelos estrutural e de agdes e vy é dado por (13.2).

De forma semelhante, o mesmo Eurocddigo representa por «yjs o coeficiente de
seguranga a aplicar as resisténcias, o qual incorpora todas as incertezas relevantes do
lado da resisténcia, podendo ser desdobrado da seguinte forma:

YM = YRd * Tm (13.6)

onde Ygrq traduz as incertezas no modelo empregue para determinar a resisténcia (e
eventualmente outras incertezas, tais como as incertezas nos parametros geométricos)
e vm ¢ dado por (13.3).

Vejamos como obter expressoes para Ysq € Yrd-

Expressao para o coeficiente sy

Seja E(X4,...,X,) o efeito de agdo predito pelos modelos estrutural e de agoes im-
plicitos numa dada fun¢ao EL, e seja E o verdadeiro valor do efeito da acao. Entao,
a variavel bésica 6 usada para descrever a incerteza nesses modelos é definida de tal
maneira que:

E=0g E(X1,...,X,). (13.7)

Ora, de acordo com o método dos CPS, o valor de dimensionamento de E é obtido
substituindo todas as varidveis basicas em (13.7) pelo respetivo valor de dimensiona-
mento, isto é:

Ed = eEd-E(de,...,Xnd)7 (138)

onde Oy representa o valor de dimensionamento da varidvel béasica fg. Por outro
lado, de acordo com a EN 1990 (2002), E4 é expresso por:

Eq=1sd- E(Xid, ..., Xna)- (13.9)

Comparando (13.8) com (13.9) segue imediatamente que g4 coincide com o valor de
dimensionamento de §g. Assim, representando a FDC de 0 por Fy,(-), a Eq. (13.1)
conduz a seguinte expressao:

Vsa = Fy, ' (®(—ag B)), (13.10)
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onde ap é o coeficiente de sensibilidade da varidvel basica 6. Como referido anteri-
ormente, a variavel 0 é modelada frequentemente pela distribuicdo Lognormal, pelo
que, recorrendo a inversa da respetiva FDC, obtém-se a seguinte expressdo para 7yggq:

Ysd = Moy - exp(—ag B Vo) (13.11)

onde pg, e Vp, sdo a média e coeficiente de variagdo da variavel g, respetivamente.
Recorde-se que pyg,, traduz a exatiddo no modelo estrutural (e de agoes, se relevante),
isto é, a sua capacidade em predizer valores cuja média seja proxima do verdadeiro
valor do efeito de agdo em causa. Se o modelo estrutural for relativamente exato,
to, =~ 1.00. O coeficiente de variagdo Vp, traduz, recorde-se, a precisdo do modelo
estrutural, isto é, a sua capacidade em predizer valores com pequena dispersao em
relacdo a média. Um modelo estrutural com boa precisao tera Vy, ~ 0.0, a que
corresponderd Ysq ~ flgy-

A titulo de exemplo, a Tabela 13.1 mostra os valores de g4 que se obtém usando
para pg, e Vp, os valores recomendados pelo Probabilistic Model Code (JCSS, 2001).

Tabela 13.1 Valores de 754 que se obtém usando para pe,, e Vs, os valores recomendados
pelo Probabilistic Model Code e considerando ag = —0.28, 8 = 3.8

Tipo de modelo estrutural Tipo de resposta g, Vo Ysd
Modelo de barras Momentos 1.00 0.10 1.11
Esf. axial 1.00 0.05 1.05
Esf. Transverso 1.00 0.10 1.11
Modelo de casca Momentos 1.00 0.20 1.24
Forcas 1.00 0.10 1.11

Expressao para o coeficiente x4

Seguindo um raciocinio idéntico ao acima, seja R(Xi,...,X,) o valor predito pelo
modelo de resisténcia implicito numa dada fungdo EL, e seja R o verdadeiro valor da
resisténcia. Entao, a variavel basica 6 usada para descrever a incerteza nesse modelo
é definida de tal maneira que:

R=0g R(X1,...,Xn). (13.12)

Ora, de acordo com o método dos CPS, o valor de dimensionamento de R é obtido
substituindo todas as varidveis basicas em (13.12) pelo respetivo valor de dimensio-
namento, isto é:

Rq=0grq- R(X14,- .-, Xna), (13.13)

onde Oy representa o valor de dimensionamento da varidvel béasica #g. Por outro
lado, de acordo com a EN 1990 (2002), R, é expresso por:
1
Ry=— R(Xi4,---, Xna)- (13.14)
YRd
Comparando (13.13) com (13.14) segue imediatamente que vgq4 coincide com o inverso
do valor de dimensionamento de . Assim, representando a FDC de 0 por Fy,(-),
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a Eq. (13.1) conduz a seguinte expressio:

1

P @and)’ (13.15)

YRd =

onde ag é o coeficiente de sensibilidade da varidvel béasica 0. Como referido anteri-
ormente, a variavel 6 é modelada frequentemente pela distribuigdo Lognormal, pelo
que, recorrendo a inversa da FDC dessa distribui¢do, obtém-se a seguinte expressao

para Ypa:
1
Hog - exp(—ar BVy,)

YRd = (1316)

onde pg, € Vp, sdo a média e coeficiente de variacdo da varidvel fp, respetivamente.
A média pg, traduz a exatiddo do modelo de resisténcia em causa, isto é, a sua
capacidade em predizer valores da resisténcia cuja média seja préxima do valor exato.
Os modelos de resisténcia sdo frequentemente conservativos, isto é, predizem valores
da resisténcia sistematicamente inferiores aos valores reais. Isto sugere que pg, sera
muitas vezes superior a 1.00. O coeficiente de variacdo Vj,, traduz a precisdo do
modelo de resisténcia em causa, isto é, a sua capacidade em predizer valores da
resisténcia com pequena dispersdo em relacdo a média. Um modelo de resisténcia
com boa precisao terd Vp, = 0.0, a que corresponderd yrq =~ 1/pg,,-

A titulo de exemplo, a Tabela 13.2 mostra os valores de vgq que se obtém usando
para pg, ¢ Vp, os valores recomendados pelo Probabilistic Model Code (JCSS, 2001).
Conforme se observa, em varios casos obtém-se coeficientes gy inferiores a unidade, o
que significa que, nesses casos, os erros de natureza aleatéria (traduzidos no coeficiente
Vo) sdo compensados pelos erros sistemdticos (traduzidos na média ug,), que sdo
favoraveis nesses casos devido ao conservadorismo do modelo.

Tabela 13.2 Valores de yrq que se obtém usando para pg, e Vp, os valores recomendados
pelo Probabilistic Model Code e considerando ar = 0.32, 5 = 3.8

Material estrutural Tipo de resisténcia 1o Vor YRd
Aco estrutural Flexao 1.00 0.05 1.06
Esforco transverso 1.00 0.05 1.06
Ligagoes soldadas 1.15 0.15 1.04
Ligacoes aparafusadas 1.25 0.15 0.96
Betao armado Flexao 1.20 0.15 1.00

Esforco transverso 1.40 0.25 0.97
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13.2 Coeficientes de seguranca para acoes

13.2.1 Acoes permanentes

As acbes permanentes, e em particular as que resultam dos pesos proprios dos materi-
ais estruturais e ndo estruturais, sdo modeladas frequentemente pelo modelo Normal.
Seja entdo g uma variavel béasica representando uma acdo permanente, e admita-se
que g ~ N(u, o). Entdo, considerando a expressao da inversa da distribui¢ao Normal,
a Eq. (13.2) conduz ao seguinte coeficiente parcial de seguranca:

yy = L= 2FV) (13.17)

9k
Para acoes permanentes, o valor caracteristico coincide geralmente com o valor médio,
isto é, gr = i, pelo que, na maioria dos casos:

Yg=1—apV (13.18)

Designando por ¢ o coeficiente de seguranca que contemple todas as incertezas
relevantes do lado da acao, tem-se, naturalmente:

i —— (13.19)

Exemplo 13.1  Propor um coeficiente de seguranca a aplicar a um peso espe-
cifico de um material nas seguintes hipdteses:

— O coeficiente de variagdo V' do peso especifico é estimado em 0.075.

— O peso nao é agdo dominante no EL em consideragao, podendo considerar-
se a = —0.28. (Ver Tabela 9.2, p. 162.)

— O indice de fiabilidade pretendido para o EL em consideragao é g = 3.8.

— A incerteza de modelagao é traduzida num coeficiente ygq = 1.1.

Resolugao

De acordo com as hipoteses indicadas, e considerando adicionalmente que o
modelo Normal é adequado para modelar o peso especifico do material, tem-se:

e = (1.1)(1 - (—0.28)(3.8)(0.075)> ~ 1.20.
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13.2.2 Acoes variaveis

As agbes varidveis, e em particular os seus valores maximos num determinado periodo
de referéncia, sdo modeladas frequentemente recorrendo a distribui¢io Gumbel. As-
sim, dada uma acao variavel ¢, designando por w, e V, a média e o coeficiente de
variagdo dos méximos da agdo em n unidades de tempo (n anos, por exemplo), o
coeficiente parcial de seguranca da acao é dado por:

241 =LV, (05772 + In (- In ®(—af,
k

onde a ¢é o coeficiente de sensibilidade FORM da ag¢ao e 3, o indice de fiabilidade
para o periodo de referéncia em causa (n unidades de tempo).

O valor do coeficiente de sensibilidade de uma agao varidvel depende do coeficiente
de variacao da variavel, e portanto depende do periodo de referéncia, pois o coeficiente
de variagdo depende do periodo de referéncia. Assim, se for decidido usar os valores-
padrao de « indicados na Tabela 9.2, é necessario fixar o periodo de referéncia a que
esses valores se aplicam. No que segue, assumiremos que esses valores aplicam-se a
vida 1til de projeto. Assim, o periodo de referéncia n na Eq. (13.20) refere-se a vida
util de projeto.

O valor caracteristico da agao, gi, corresponde a um certo quantil p,, dos méximos
da acdo em n unidades de tempo, ou seja:

k. = [in {1 — g V. [0.5772 +1n ( — lnpn)] } . (13.21)

Assim, para uma vida 1til de projeto igual a n unidades de tempo, o coeficiente parcial
de seguranca de acordo com (13.20) é dado por:

1- Y8V, [05772 4+ In (- In®(—apB,))]
1— By, [05772+In (- Inp,)]

Vg = (13.22)

O valor caracteristico das agoes variaveis é muitas vezes definido para o quantil
p1 = 0.98 dos méximos anuais (perfodo de referéncia = 1 ano). E o caso das acdes
ambientais (vento, variagdes de temperatura e neve) definidas nos Eurocédigos. Para
este caso particular, o valor caracteristico da agao é, entao:

Q= {1 - ? V1 [0.5772 +1In (- lnpl)]} (13.23)
= fin {1 - ? Vo [0.5772 +1In (— Inp})] } : (13.24)

onde pp e V; designam, respetivamente, a média e coeficiente de variagdo dos maximos
anuais. Assim, para as acOes ambientais definidas nos Eurocédigos, o coeficiente
parcial de seguranca sera:

— By, [05772+In (- In®(—ap,))]

13.25
1- %V, [0.5772 +In (- Inp})] (1.25)

Vg =
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onde p; = 0.98 e n indica a vida 1til de projeto em anos. Note-se que as equagoes
(13.22) e (13.25) acabam por ser equivalentes, independentemente do valor de py,
pois p,, = p{'. Designando por 7 o coeficiente de seguranca que contemple todas as
incertezas relevantes do lado da acao, tem-se, naturalmente:

’}/Q = YSd ’}/q (13.26)

Uma expressao 1til aplicavel a distribuicdo Gumbel é a que relaciona o coeficiente
de variacdo dos maximos em n unidades de tempo com o coeficiente de variacido dos
maximos em 1 unidade de tempo. Pode demonstrar-se que:

0
A — 13.27
Vll-l—\/élnn ( )

Exemplo 13.2 Propor um coeficiente de seguranca a aplicar a acdo do vento
numa dada estrutura, de acordo com as seguintes hipoteses:

— A agdo do vento é dominante, considerando-se assim a = —0.70.

— O coeficiente de variacdo dos maximos anuais da velocidade do vento é
0.13 (V4 = 0.13).

— Considerar uma vida ttil de projeto de 50 anos e um indice de fiabilidade
para esse perfodo de 3.8 (850 = 3.8).

— A acédo do vento vai ser quantificada de acordo com os Eurocédigos, pelo

que o valor caracteristico corresponde ao quantil 0.98 dos maximos anuais.

A incerteza de modelagao é traduzida num coeficiente vgq = 1.1.

Resolugao

Comeca-se por determinar o coeficiente de variagdo dos méximos em 50 anos:

m
Vo = —————— = 0.093,
0T 2 /650

Aplicando a Eq. (13.25), vem

1— ¥£6(0.093) [0.5772 + In (— In ©(0.70 x 3.8))]

= 1.42.
1 - ¥6(0.093) [0.5772 + In ( — In 0.98%)]

Vg =

Considerando agora uma incerteza de modelagdo traduzida num coeficiente
vsq = 1.1, tem-se, finalmente:

7o = (1.1)(1.42) = 1.56.

Comentario: Obteve-se assim um coeficiente de seguranca superior ao valor
habitual de 1.50. Visto que os dados acima sao razoaveis, este exemplo sugere
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que, em estruturas onde o vento é uma acao condicionante, o coeficiente habitual
de 1.50 pode nao ser suficiente para garantir um indice de fiabilidade de 3.8 em
50 anos.

Exemplo 13.3 Uma linha de caminho-de-ferro, usada fundamentalmente para
o transporte de minério, vai ser reativada. E necessdrio verificar até que ponto
as pontes inseridas nessa linha cumprem as condigoes de seguranca. A fim de
caracterizar com maior rigor o peso dos vagoes cheios de minério, procedeu-se
a pesagem de vagoes em circulagdo durante um certo periodo, tendo-se regis-
tado os pesos maximos diarios. Observou-se que a amostra de maximos diarios
possui um coeficiente de variagdo de 0.30. Propor um coeficiente parcial de
seguranca a aplicar ao valor caracteristico do peso dos vagdes consistente com
essa informagao e com um indice de fiabilidade 8 = 3.8 em 50 anos.

Resolugao

Os pesos proprios sao em geral modelados por meio de uma distribuicao Nor-
mal. Como a cauda direita desta distribuicdo nao tem limite e decai de forma
exponencial, os maximos dos pesos tendem para uma distribuicdo Gumbel. As-
sim, iremos assumir que os maximos diarios do peso dos vagoes seguem uma
distribuigdo Gumbel.

E necessério estimar o coeficiente de variacio dos maximos em 50 anos. De
acordo com o enunciado, V34i;a = 0.30. Portanto, o coeficiente de variacao dos
méximos em 50 anos (ou 50 x 365 dias) é igual a:

T

Vs0x365 = = 0.091.

725 + V/61n(50 x 365)

Para responder a questao formulada, é necessario ainda fixar o valor para o
coeficiente de sensibilidade, «, e o critério de definicao do valor caracteristico.
Quanto ao coeficiente de sensibilidade, admite-se o valor usual para a¢ées domi-
nantes, isto é, a = —0.70. Quanto ao critério de defini¢do do valor caracteristico,
considera-se o valor correspondente ao quantil 0.95 dos maximos em 50 anos.
Assim, recorrendo a Eq. (13.22), vem:

1 — ¥5(0.091) [0.5772 + In ( — In @(0.70 x 3.8))] 16
W = =1.16.
! 1— ¥5(0.091) [0.5772 + In ( — In 0.95)]

Para determinar o coeficiente final, yg, é necessario assumir um valor para ygq.
Tratando-se de uma ponte de betao armado hiperstatica, na qual ha sempre
redistribuigoes de esforgos, e portanto alguma incerteza nos esforgos atuantes,
consideraremos ysq = 1.15. Propde-se, pois:

g = (1.15)(1.16) = 1.33.
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13.3 Coeficientes de seguranca para resisténcias

As resisténcias dos materiais sdo modeladas principalmente pelas distribui¢gbes Normal
ou Lognormal. Apresentaremos expressdes para ambas as distribui¢ées. Comegando
pela distribui¢do Normal, a Eq. (13.3) conduz a:

1+ o tp)V

onde p é o quantil usado para quantificar o valor caracteristico da resisténcia em
consideragao. Para resisténcias usa-se frequentemente o quantil p = 0.05. Assim,
para este caso particular muito comum, considerando que ®~1(0.05) = —1.645, o
coeficiente de segurancga é:

11645V

W L 13.2
¥ T apV (13.29)

Considerando agora uma resisténcia com distribuicio Lognormal, a Eq. (13.3)
conduz a:

Yo = €Xp ( In(1+V2)(af+ <I>‘1(p))). (13.30)

Para o quantil muito frequente p = 0.05, obtém-se:
A = XD ( {1+ V2)(af - 1.645)) (13.31)

Como vimos anteriormente, designando por 7a; o coeficiente de seguranca que
tenha em conta todas as incertezas relevantes do lado da resisténcia, tem-se:

IM = YRd Tm (13.32)

Exemplo 13.4 Determinar o coeficiente parcial de seguranca a aplicar & tensao
de cedéncia do ago para betao armado, considerando:

V =0.05, a=0.80, B=38, ~yra=1.05,
e admitindo as seguintes distribuigoes:

a) Normal;
b) Lognormal.

Resolugdo

a) Para o modelo Normal tem-se:
~ 1-1.645x0.05
Tm = 17(0.80)(3.8)(0.05)
v = (1.05)(1.08) = 1.14.

= 1.082,
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b) Para o modelo Lognormal tem-se:

A = €XPp ( In(1 + 0.052)(0.80 x 3.8 — 1.645)) = 1.072,

va = (1.05)(1.07) = 1.13.
Comentario: Conforme se acaba de ver, o modelo Normal conduziu a um
coeficiente de seguranca superior ao que se obteve com o modelo Lognormal, o
que ja era expetavel. No entanto, a diferenca é minima, resultado este que se
atribui ao facto do coeficiente de variacao ser baixo. Podemos assim concluir

que, para coeficientes de variagao baixos, a escolha do modelo probabilistico nao
é tao importante como no caso de coeficientes de variacao elevados.

Exemplo 13.5 Determinar o coeficiente parcial de seguranca a aplicar & re-
sisténcia do betao, considerando:

V =0.15, modelo Normal, [ =3.8, vygrq=1.05,
e admitindo os seguintes coeficientes de sensibilidade:

a) a = 0.80 (Resisténcia do betdo dominante);
b) a = 0.40 x 0.80 = 0.32 (Resisténcia do betdo ndo dominante).

Resolugao

a) Para o = 0.80 tem-se:

1—1.645 x 0.15

o — 1.385,
Tm = 17(0.80)(3.8)(0.15)
yar = (1.05)(1.385) = 1.45.
b) Para oo = 0.32, tem-se
1-1.645 x 0.1
. 645X 0.05 o0

~ 1-(0.32)(3.8)(0.15)
v = (1.05)(0.921) = 0.97.

Comentarios:

(1) Conforme se acaba de ver, a consideragdo de um coeficiente de sensibi-
lidade para variavel ndo dominante pode conduzir a um coeficiente de
seguranca inferior a unidade, o que, a partida, pode parecer estranho. De
facto, o senso comum indica que o coeficiente de seguranca deveria ser no
minimo 1.00. Por exemplo, o coeficiente de seguranca a aplicar a variaveis
deterministicas (varidveis que poderdo ser quatificadas com rigor, ou seja,
com incerteza desprezével) é, logicamente, unitdrio, nunca inferior a 1.00.
Para entender o que aconteceu no exemplo, onde se obteve vy, = 0.97, é
preciso nao esquecer que o préoprio valor caracteristico incorpora parte da
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incerteza na varidvel em consideracao. Assim, se o método FORM con-
duzir a um coeficiente de seguranca inferior a unidade, isso significa que,
nesse caso, a incerteza incorporada no valor caracteristico é sobejamente
suficiente para a fiabilidade pretendida.

(2) Em estruturas de betdo armado, a resisténcia do betdo apresenta geral-
mente um coeficiente de sensibilidade baixo, nao sendo por isso a variavel
de resisténcia dominante. Normalmente ¢é a resisténcia do ago que é domi-
nante. No entanto, ndo haverd inconveniente de maior se determinarmos
o coeficiente de seguranca considerando que a resisténcia do betdo é do-
minante (o = 0.80), mesmo ndo o sendo. Com efeito, embora tal conduza
a um coeficiente parcial de seguranga superior, e portanto a um valor de
dimensionamento mais baixo, o impacto que isso tera nos resultados da
verificagdo da seguranga nao serdo certamente significativos, justamente
pelo facto do coeficiente de sensibilidade da resisténcia do betao ser baixo.
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Anexo A

Distribuicoes de probabilidade
discretas

A.1 Distribuicao de Bernoulli

Comega-se por introduzir o conceito de sequéncia de Bernoulli. Chama-se sequén-
cia de Bernoulli a uma sequéncia de realizagoes (ou tentativas) de uma experiéncia
aleatéria, na qual:

1. Cada tentativa tem apenas 2 resultados possiveis, designados sucesso e insu-
cesso.

2. A probabilidade de sucesso, p, é a mesma em cada tentativa.

3. As sucessivas tentativas sdo independentes entre si.

Seja X = {0,1} uma varidvel aleatéria associada a uma sequéncia de Bernoulli,
em que X = 0 significa insucesso e X = 1 significa sucesso. Seja p a probabilidade
de sucesso. Diz-se entdo que X tem distribuicdo de Bernoulli com pardmetro p e
escreve-se X ~ Ber(p).

A FMP px(xz) = P(X = z) é dada por:

px(z) =p°(1—p)'~", 2¢c{0,1} (A1)

e 0s momentos sao:
Hx =P, ( 2
ox =p(l—p) 3

219
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A.2 Distribuicao Binomial

Considere-se uma sequéncia de Bernoulli constituida por n tentativas, com proba-
bilidade de sucesso de uma tentativa igual a p. Seja X = {n.° de sucessos nas n
tentativas}. Diz-se entdo que X tem uma distribuigdo Binomial com pardmetros n e
p e escreve-se X ~ Bin(n, p).

A FMP px(x) = P(X = z) é dada por:

px(z) = <n>p“3(1 -p)" ", ze€{0,1,...,n} (A4)

T
com

Os momentos sdo:

ok =np(l—p). (A.6)

As distribui¢oes de Bernoulli e Binomial estdo relacionadas entre si pela seguinte

propriedade: Seja Xi,..., X, uma sequéncia de varidveis independentes e identica-
mente distribuidas, tais que X; = Ber(p). Entéo,

(X1 4+ -+ X,) ~ Bin(n,p). (A7)

Uma consequéncia direta desta propriedade é que a soma de variaveis Binomiais
continua a ser Binomial. Mais precisamente, seja X1 ~ Bin(ny,p) e X3 ~ Bin(ng, p).
Entao,

(Y = X7 + X2) ~ Bin(n1 + ne, p). (A.8)

A.3 Distribuicao Geométrica

Considere-se uma sequéncia de Bernoulli constituida por um niimero infinito de tenta-
tivas, com probabilidade de sucesso de cada tentativa igual a p. Seja X = {Ntumero de
tentativas até ao 1.2 sucesso}. Diz-se entdo que X tem uma distribuigio Geométrica
com parametro p e escreve-se X ~ Geo(p).

A FMP px(x) = P(X = z) é dada por:

px(z)=p(1—p)™ ' 2€{0,1,2,...} (A.9)

€ 0s momentos sao:
px =1/p, (A.10)
0% = 1p_2p. (A.11)

A média da distribuigdo geométrica é assim o inverso da probabilidade de sucesso,
isto é, se a probabilidade de sucesso for p, entdo, em média, é necessario realizar 1/p
tentativas até obter o primeiro sucesso.

A distribuicdo Geométrica tem a seguinte propriedade:

P(X>k+c| X >k)=P(X>c). (A.12)

Esta propriedade costuma enunciar-se afirmando que a distribuicdo geométrica nao
tem memoria.
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A.4 Distribuicao de Poisson

Seja X = {Numero de eventos que ocorrem num dado intervalo de tempo}. Seja
A > 0 o n.? médio de eventos que ocorrem nesse intervalo de tempo. Se o nimero z
de eventos que ocorrem em sucessivos intervalos de tempo forem independentes entre
si e a média A permanecer constante, diz-se que a variavel X possui distribuicdo de
Poisson com pardmetro A e escreve-se X ~ Poi(\).

A FMP px(z) = P(X = z) é dada por:

e~
px(z) = o xe€{0,1,2,...} (A.13)
e 08 momentos sao:
mx = )\7 (A14)
0% =\ (A.15)

A distribuicao de Poisson pode ser encarada como uma distribuicao limite da dis-
tribui¢do Binomial. Com efeito, dada uma varidvel X ~ Bin(n,p), pode demonstrar-
se que:

e\
lim P(X =x) = , (A.16)

caso p — 0 (& medida que n — 00) de tal maneira que np — A. Podemos assim obter
uma aproximacao de probabilidades binomiais com a distribui¢ao de Poisson caso n
seja grande e p pequeno.

A distribuicao de Poisson verifica a seguinte propriedade: seja Xi,...,X, uma
sequéncia de varidveis independentes, em que X; ~ Poi()\;). Entdo,

(X1 4+ X,) ~Poi(Ar + -+ Ap). (A.17)

Uma consequéncia imediata desta propriedade é a seguinte: seja A o nimero médio
de eventos por unidade de tempo (um segundo, uma hora, um dia, etc.). Seja At um
intervalo de tempo envolvendo vérias dessas unidade de tempo e X = {Numero de
eventos no intervalo At}. Entdo X ~ Poi(AAt), donde:

efAAt()\At)x

x!

px(z) = (A.18)






Anexo B

Distribuicoes de probabilidade
continuas

B.1 Distribuicao Uniforme
Definicao
Diz-se que uma varidvel continua tem distribui¢do Uniforme (ou Difusa) com para-

metros a e b quando a sua FDP for uma constante no intervalo ]a, b[, isto é, quando
for dada por:

fX(x|a,b):b—, (a <z <b) (B.1)
—a

Para indicar que uma varidvel X tem distribuicdo Uniforme com pardmetros a e b
usaremos a notagao: X ~ Un(a,b). A Figura B.1 mostra distribui¢des pertencentes
a familia Uniforme.

Parametros

O pardametro a corresponde ao valor minimo da varidvel e o pardmetro b ao valor
maximo. O pardmetro a pode ser encarado como um pardmetro de localizacdo e a
diferenga (b — a) como um parametro de escala. Os momentos sdo dados por:

E(X) = a;b, (B.2)
)2
Var(X) = (b 5 ) , (B.3)
b—a

ox = 2\/§.

223
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1.2
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Figura B.1 Distribui¢oes pertencentes & familia Uniforme.

Funcao distribuicao

0, r<a
Fx(z) = 2:2, a<x<b (B.5)
1, z>b
Funcao distribuicao inversa
Fit(p)=a+ (b—a)p (B.6)

Forma reduzida

Seja X ~ Un(a,b). Esta varidvel pode ser transformada na varidvel U ~ Un(0, 1), na
qual o primeiro pardmetro é nulo e o segundo é unitario. Diz-se que U estd na forma
reduzida. E ficil verificar que a referida transformacio é dada por:

X —a
U= . B.7
T (B.7)
Podemos entao escrever:
X —
X ~Un(a,b) = <U == “) ~ Un(0,1), (B.8)
—a

e, da mesma forma:

U~Un(0,1) = (X=a+(b—a)U)~Un(a,b), (B.9)



Distribuicao Normal 225

Aplicacoes

A distribuicdo uniforme é usada quando a varidvel em estudo é limitada inferior e
superiormente e a cerca da qual pouco é sabido, isto é, ndo existe qualquer informagao
que nos faga acreditar que uns valores s@o mais provaveis do que outros.

B.2 Distribuicao Normal
Definicao

Diz-se que uma varidvel X tem distribuicdo Normal (ou Gaussiana), com pardmetros
1 e o, quando a sua FDP for dada por:

2
fx(e | o) = <o oxp l; (=3*)

Jiro . (—o0o <z < ) (B.10)

Para indicar que uma variavel X tem distribuicdo Normal com parametros p e o usa-
remos a notagao habitual: X ~ N(u, o). A Figura B.2 mostra diferentes distribuigoes,
todas elas pertencentes a familia Normal.
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Figura B.2 Distribuigoes pertencentes & familia Normal.
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Parametros

Os pardmetros da distribuicdo coincidem com os seus dois primeiros momentos, isto
é, BE(X) = pe Var(X) = 02. O primeiro é naturalmente um parametro de localizacio
e o segundo um pardmetro de escala.

O coeficiente de curtose, ay, é igual a 3. Recorde-se que o coeficiente de curtose
mede o peso das caudas das distribuigoes. O valor ay = 3 pode ser adotado como
valor de referéncia para efeitos comparativos com outros modelos.

Forma reduzida

Dada uma varidvel X ~ N(ux,o0x), é facil verificar que a varidvel:

_X—px
ox

A (B.11)

tem média nula e desvio padréo unitério, isto é, Z ~ N(0, 1). Diz-se que a varidvel Z
é uma variavel gaussiana reduzida ou padronizada. Podemos entao escrever:

X ~N(p,0) = (Z - Xg“) ~ N(0, 1). (B.12)

e, inversamente:
Z~N0,1) = (X=p+02Z)~N(o). (B.13)

A FDP da varidvel Normal reduzida é representada tradicionalmente por ¢(z), e
a FDC por ®(z). Portanto,

p(z) = - 12, (B.14)

cp(z)\/%/z e 12 gy, (B.15)

A fun¢do ®(z) ndo possui forma fechada, isto é, ndo existe nenhuma funcao expressa
por um numero finito de fungoes elementares conhecidas cuja derivada seja igual a
exp(—t2/2), pelo que o calculo de probabilidades envolvendo varidveis normais tem de
ser feito numericamente, ou recorrendo a tabelas. Para usar tabelas da fungdo ®(z)
procede-se como se indica de seguida. Seja X ~ N(ux,o0x). Pretende-se calcular
P(X < a). Note-se que X = ux + ox Z, e portanto:

P(X <a)=P(ux +ox Z < a)

:P(Zga_“x>
ox

:@(a_“x) (B.16)

D¢

Assim, para avaliar a probabilidade P(X < a) consulta-se uma tabela da fungdo ®(z)
no ponto z = (a — px)/ox.
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Funcao distribuicéo

De acordo com o exposto na secgdo anterior, a FDC de uma varidvel X ~ N(ux,ox)
pode ser expressa na seguinte forma:

Fx(z) = ® (W) . (B.17)
ox
Funcéo distribuicdo inversa

ToHX
ogx

Para obter a inversa de Fx(z) fagcamos y = ®( ), e resolvamos esta equagdo em

ordem a z. Vem:

y=o () e e =T
ox ox

& z=px +ox®(y).

Portanto, a inversa da distribuicio cumulativa é dada por Fi'(y) = ux +ox @ (y),
ou, usando para varidvel independente p em vez de y (o que tem a vantagem de
nos lembrar que o argumento da fungdo inversa é uma probabilidade, e portanto um
nimero necessariamente compreendido entre 0 e 1):

F'(p) = pix + ox 71 (p). (B.18)

Propriedades

A propriedade mais importante do modelo Normal decorre do Teorema do Limite
Central (TLC). Segundo este teorema, recorde-se, quando uma varidvel resulta da
soma de um certo niimero de outras varidveis, entdao, dentro de condigoes bastante
gerais, a distribuicao de tal variavel tende para uma distribuicao Normal.

A propriedade seguinte é intuitiva em face do TLC. Sejam X7, ..., X, n varidveis
normais, independentes entre si, tais que X; ~ N(u;,0;). Entdo, a varidvel Y =
a1 X1+ -+ a,X,, em que aq,...,a, sdo constantes, é ainda Normal, com:

py = aipin + -+ anpin, (B.19)

oy = \/a%J% + -+ a2o?. (B.20)

Ou seja, qualquer combinagdo linear de varidveis normais e independentes é ainda

normal. Se as variaveis X1, ..., X, forem dependentes, a soma é ainda normal, porém,

a variancia da soma ira depender dos coeficientes de correlagdo entre as variaveis.
Seja X ~ N(u, o). Determinemos P(X < p+ ko). Tem-se:

u+ko—u)

g

P(X<u+k;a):<1>(
= ®(k).

Portanto P(X < u + ko) s6 depende de k. Assim, para calcular P(X < a) sé
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precisamos de saber quantos desvios padroes a dista da médial. Por exemplo:

P(X <p—o0)=®(-1) =0.159,

P(X < p—20) = ®(—2) = 0.023,

P(X < p—30) =®(-3) =0.00135,
P(X < p—40) = d(—4) =3.17 x 10°.

Calculemos agora P(u — ko < X < p+ ko). Tem-se:

P(p—ko < X < p+ko)=2(k)— ®(—k)
= ®(k) - (1 - 2(k))
=20(k) — 1.

Por exemplo:

Plu—o< X <pu+o)=0.683,
P(p—20 <X < p+20)=0.954,
P(p—30 <X < p+30)=0.997.

Podemos entdo afirmar que, para uma populagdo Normal, o intervalo p + o contém
68% da populagao e o intervalo p & 20 contém 95%.

Aplicacoes

Quando uma quantidade resulta da soma de um nimero apreciavel de outras quan-
tidades, tal quantidade é em geral modelada por uma distribuicdo Normal. Existem
muitas quantidades na natureza que representam um total, ndo admirando por isso
que o modelo Normal seja um dos modelos probabilisticos mais utilizados.

Por exemplo, a forga de rotura de um cordao constituido por um certo numero de
fios serd proxima da distribuicdo Normal se os fios possuirem comportamento ductil.
Com efeito, se cada fio possuir tal comportamento significa que mantém a forga apds
entrar em cedéncia, de modo que a for¢a de rotura do cordao é dada pela soma das
forgas de rotura dos diferentes fios, tendo assim uma distribuicdo tendencialmente
Normal.

O tamanho de filas de espera e os erros de medicao sao outros exemplos de quan-
tidades modeladas habitualmente por distribui¢bes normais.

B.3 Distribuicao Lognormal

Definicao

Uma varidvel Y é Lognormal se, e somente se, a varidvel X = InY for Normal. (Ver
Figura B.3.)

Para indicar que uma variavel Y tem distribuicdo Lognormal com pardmetros a
e b usaremos a notacdo habitual: Y ~ LN(a,b). Os pardmetros a e b sdo a média e

Hsto acontece com qualquer distribuicdo que apenas tenha parametros de localizaco e de escala.
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X Y

\_/

Normal Lognormal
InY

Figura B.3 Definicdo da distribuigdo Lognormal.

o desvio padrdo da varidvel normal subjacente (varidvel X =1InY), isto é, a = ux e
b= gx.

Funcao densidade de probabilidade

Seja X ~ N(ux,0x). Entdo, de acordo com a definicio, (Y = eX) ~ LN(ux,0x). E
facil verificar que Fy (y) = Fx (Iny). Derivando Fy (y) obtém-se fy (y) = (1/y) fx (Iny),
e portanto:

1 1 (lny — px ) 2
= exp |- (X)) |, w>o0 B.21
o) = = p[ (7 w=0 B2
A Figura B.4 exemplifica distribui¢Ges pertencentes a familia Lognormal.
251
——LN(0.0,0.2)
—==LN(0.0,0.3)
LN(0.0,0.5)
2 .
151
=
S
1 .
0.5
0 '\.‘___'"---...J
0 25

Figura B.4 Distribuicoes pertencentes a familia Lognormal.
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Parametros

Como dito acima, os parametros da distribuicdo Lognormal, pux e ox, sdo a média e
o desvio padrao da varidvel Normal subjacente. Pode mostrar-se que:

2
ny = ep‘X+%aX
oy = (e"g‘ - 1) 2rxtok
Mediana = e"X

_ -2
Moda = e#*X 9%,

Invertendo B.22 e B.23 obtém-se as expressoes que permitem determinar puyx e ox, a
partir de puy e oy:

2
My Hy
M = 11’1 —_— = ln —_— 5 B.26
* (x/@ +a§> (ﬁ +V3> (B.26)

ox = \/m (1 + (UY/MY)Q) = /In(1+ V), (B.27)

onde Vy = Uy/,uy.
Para Vy < 0.25, sdo aceitdveis as seguintes aproximagdes: /14 V2 ~ 1 e In(1 +
V) =~ Vi, donde, nessas circunstancias:

px ~npy, (B.28)
ox ~ Vy. (B29)

O modelo fy (y) pode ser expresso de forma equivalente por:

fr(y) = \/%ixﬂexp [—; (ln (egx)a})Z] , (B.30)

0 que mostra que px € um parametro de escala e ox é um pardmetro de forma.
O modelo Lognormal, conforme expresso pelas equagoes acima, ndo possui assim
pardmetro de localizacdo, mas é facil acrescenté-lo, considerando a varidvel Y/ = Y +a.
Passamos assim a ter uma distribui¢do Lognormal com 3 parametros: a, px e ox, em
que a é um parametros de localizacao e representa o valor minimo da nova variavel.

Funcao distribuicao
De acordo com o exposto acima, dada uma varidvel Y ~ LN(ux,0x), tem-se Fy (y) =

Fx(Iny), e portanto:
lny —
Fy(y) = ® <nyux> ) (B.31)
ox

Esta expressao habilita-nos a usar uma tabela da distribuicdo Normal reduzida para
calcular probabilidades envolvendo uma variavel Lognormal.
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Funcéo distribuicdo inversa

Para obter a distribuigdo inversa de Fy (y) fagamos p = Fy(y) = @ (w) e

ox
resolvamos esta equagao em ordem a y:

Iny — Iny —
(B gy
ox ox

& Iny=px+ox® '(p)
& y= e#x-ﬁ-ffx‘b*l(:ﬂ)

e portanto,
Fy'(p) = exp (ux +0 ' (p) UX)- (B.32)

Tem interesse expressar Fy- ! p) em funcdo da média e coeficiente de variacao de
Y. Recorrendo & Eq. (B.26) e (B.27), vem:

Fy ' (p) = exp (ux) -exp (27! (p)ox)

SR o) SN <q>1(p) 1n(1+vy2)>. (B.33)

VR

Para o caso de Vy < 0.25 é admissivel a seguinte simplificacao:
Fy 't (p) = py - exp (<I>‘1(p) Vy). (B.34)

Propriedades

Sejam Y7,...,Y, n variaveis Lognormais. Entdo a variavel Y = Y7 x -+ - X Y}, continua
a ser Lognornal. Em palavras: o produto de varidaveis Lognormais continua a ser
Lognormal.

E facil demonstrar este resultado. Com efeito, aplicando logaritmos & equacio
Y=Y x---xY,, tem-se:

InY =Y, +---+InY,. (B.35)

Mas, cada uma das variaveis InY; é Normal, pelo facto de Y; ser Lognormal. A
variavel InY é assim uma soma de varidveis Normais, e portanto, por for¢a do TLC,
é também Normal. Entao, sendo InY Normal, a varidvel Y é Lognormal.

Repare-se que, mesmo que as variaveis Yi,...,Y, nao sejam Lognormais, para n
grande a distribuicao de Y tendera para uma distribuicao Lognormal. Podemos assim
concluir que, da mesma forma que o modelo Normal tem grande interesse pratico em
virtude do TLC, este mesmo teorema torna o modelo Lognormal também com muito
interesse pratico. Quando uma quantidade resulta do produto de outras quantidades,
a sua distribuicao tenderd para uma distribuicdo Lognormal, independentemente da
distribuicao dessas outras quantidades.
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Aplicacoes

A distribuicdo Lognormal tem sido amplamente usada em Engenharia Civil, ndo sé
por razoes fisicas (como vimos, quando uma varidvel resulta do produto de outras
varidveis, tenderd para uma distribuicio Lognormal), mas também devido as suas
caracteristicas de assimetria (muitas dados sdo efetivamente assimétricos) e ao facto
de assumir apenas valores positivos.

E um modelo frequentemente recomendado na modelacio da resisténcia do betdo.
Os autores Ang e Tang (2007) mencionam as seguintes aplicagoes adicionais: resis-
téncia de materiais, intensidade de precipitagao e volume de trafego aéreo. Repare-se
que em todos estes casos a variavel de interesse nunca tem valores negativos.

B.4 Distribuicao t-Student
Definicao

Diz-se que uma varidvel T' tem distribuigao ¢-Student com v graus de liberdade quando
a sua FDP for da forma:

v+1
1 .\ =
fritlv)=c- (1+Vt2) , (oo <t <o) (B.36)
com,
c= L) (B.37)
NI I‘(K)
em que I'(+) é a chamada funcdo Gama, dada por: I'(« fo e % dx.

Para indicar que uma varidvel T' tem dlstrlbul(;ao t- Student com v graus de liber-
dade usaremos a notacao: T' ~ St(v).
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Figura B.5 Distribui¢oes pertencentes a familia ¢-Student.
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Parametros

O Parametro v, chamado nimero de graus de liberdade, é um pardmetro de forma, e
assume apenas valores inteiros positivos. A média e varidncia de T sdo dadas por:

—0, (w>1) (B.38)
(v >2) (B.39)

I

He N

a L_9

Forma expandida

A distribuigdo t-Student conforme apresentada acima encontra-se na forma reduzida.
Nao possui parametros de localizacdo e de escala, mas é facil acrescenta-los. De facto,
seja T' ~ St(v). Aplique-se a transformagao linear X = a + 7. Obtém-se assim uma
nova distribuicdo ¢-Student, mas com 3 pardmetros, e escreve-se X ~ St(a,b,v), cuja
FDP ¢ dada por:

sl at) = 3 (57

] e

A média e varidncia de X sao dadas por:

¢
b

a, (B.41)
v B2
v—2"

1204

ok
De acordo com o que acaba de ser exposto, podemos escrever:
T~St(v) = (X=a+bT)~St(a,b,v), (B.43)

e, inversamente:

X ~St(a,b,v) = (T _X - “) ~ St(v). (B.44)

Funcéao distribuicao

A FDC da t-Student ndo possui forma fechada, isto é, ndo existe nenhuma funcéo ex-
pressa por um numero finito de fungdes elementares conhecidas cuja derivada tenha
o formato da equacao B.40, pelo que o cédlculo de probabilidades envolvendo varidveis
t-Student tem de ser feito numericamente, ou recorrendo a tabelas. Os livros tra-
dicionais de Probabilidades e Estatistica tém usualmente tabelas com os valores de
Fr(t|v).

Dada uma varidvel X ~ St(a,b,v) é ficil estabelecer a relacao entre a sua FDC,
representada por Fx(z | a,b,v), e a FDC de uma varidvel T ~ St(v), representada
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por Fr(t|v). Com efeito, notando que X = a + bT, tem-se:

Fx(z|a,b,v)=P(X < z)
= Pla+ 0T < x)

:P(T<mza>
— Fr <$;“|u). (B.45)

Assim, dada uma varidvel X ~ St(a,b,v), para determinar P(X < ¢) basta calcular

t = <% e em seguida consultar uma tabela ou usar software que dé Fr(t | v).

Funcéo distribuicao inversa

Para obter a inversa de Fx(x | a,b,v), facamos p = Frp (*;“) Resolvendo esta
equacao em ordem a x, obtém-se:

Tr—a

r—a _
p:FT< b > <~ FTl(p): b

& z=a+bF;(p).

Portanto,
Fe'(p) = a+bEr ' (p). (B.46)

Assim como existem tabelas e software que dao os valores de Frr(t | v), existem
também tabelas e software que ddo os valores de F. 1(p).

Propriedades

A distribuigdo t-Student reduzida, tal como a distribuicio Normal reduzida, tem
média nula e é simétrica, donde:

Fr(—t) =1— Fp(t). (B.47)

A medida que o nimero e graus de liberdade aumenta, a t-Student aproxima-se
da Normal, podendo escrever-se fr(t | v) — ¢(t) quando v — co.

A distribuicdo Normal pode assim ser encarada como uma distribuicao limite da
t-Student. Na prética, para v > 30 considera-se aceitdvel a aproximagdo Fr(t | v) ~
©(t), embora para valores muito baixos de t a diferenga possa ser importante.

Aplicacoes

A distribuicao t-Student é muito utilizada na Estatistica, surgindo de forma natural
sempre que se realizam inferéncias de populagdoes Normais a partir de amostras de
dimensao reduzida.
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B.5 Distribuicao Gumbel (ou tipo | de maximos)

Definicao

Uma variavel X tem distribui¢do Gumbel com parametros v e & quando a sua FDP
fx(@|u,a)= aexp{ — oz —u) —exp [ — oz — u)] } (oo <z < +00) (B.48)

for da forma:
Para indicar que uma varidavel X tem distribuicao Gumbel com pardmetros u e «

usaremos a notacdo X ~ Gb(u,a), em que o > 0. A Figura B.6 mostra diferentes

FDP pertencentes a familia Gumbel.
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Figura B.6 Distribui¢oes pertencentes a familia Gumbel.

Parametros

O parametro u é um parametro de localizacao e o pardmetro « é de escala. O primeiro
coincide com a moda da distribuicdo e o segundo é inversamente proporcional ao
desvio padrao. A distribuicdo Gumbel ndo tem assim pardmetro de forma, o que

significa que os membros desta familia tém todos forma idéntica.
Dada uma varidvel X ~ Gb(u,a), a média e varidncia de X relacionam-se com os
(B.49)

parametros u e « através das seguintes expressoes:
(B.50)

ux:u+g,(7z0wnm
)2

2 vis
JX<\/504
(B.51)

O coeficiente de variacao é dado por:
T

Vyx = ——.

V6(au+7)
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Se se conhecer a média e o desvio padrao da populacdo, os pardmetros u e «
podem ser determinados pelo método dos momentos, recorrendo as expressoes:

6
u:,uX—QUX, (B.52)
™

Veox

(B.53)

o =
Funcao distribuicao
A FDC é dada por:
Fx(x | u,a) = exp{ —exp [ —a(z — u)]} (—o0 <z < 400) (B.54)
Funcao distribuicao inversa
A inversa da FDC é dada por:
1
Fil(p) =u— aln(flnp). (B.55)

A inversa da FDC pode também ser expressa em fun¢io da média e desvio padrao
da varidvel (ux e ox):

\/6’7 \/éffx

F);l(p):HX* e In(—Inp)
V6
= px = ——0x [’y +In(—Inp)|. (B.56)

Por exemplo, F5'(0.95) = ux + 1.866 0.

Propriedades

Seja X1,...,X, uma amostra aleatéria de uma varidvel (ou populacdao) X. As va-
ridveis X; sdo por isso independentes e identicamente distribuidas. Seja Xmax,n =
max{Xy,...,X,}. Suponha-se que a cauda superior da FDP da varidvel X decresce

de forma exponencial. Demonstra-se que, nestas circunstancias, para n grande, a
distribuigdo de Xyax,n tende para uma distribui¢do Gumbel. Este resultado torna
a distribuicdo Gumbel vocacionada para a modelagdo de maximos. Note-se que ndo
é necessario conhecer explicitamente a distribuicdo da varidavel X, exigindo-se ape-
nas que a respetiva distribuicdo decresga exponencialmente junto a cauda superior.
A distribui¢io exponencial e a normal cumprem este requisito (Benjamin e Cornell,
1970).

Seja Xmax,1 ~ Gb(u1, 1) uma varidvel correspondente aos maximos em 1 unidade
de tempo (méximos em 1 ano, por exemplo). Seja Xijaxn a correspondente distri-
buigdo dos méximos em n unidades de tempo (maximos em 50 anos, por exemplo).
Verifica-se que a distribuico de Xy,ax n continua a ser Gumbel. Em simbolos:

Xmax,1 ~ Gb(ur,a1) = Xupaxn ~ Gb(un, ay). (B.57)
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Os parametros das varidveis Xmax,1 € Xmax,n €stdo relacionados entre si pelas expres-
soes:

an = a1 = q, (B.58)

1
U, = u; + —Inn. (B.59)
a

Nota Demonstremos este resultado. Seja Xmax,1 ~ Gb(u1, ;). Portanto Fi,, , (z) =
e~ T Mas, Fy, (2) = [FX a1 ()], donde:

max,n

—e—ar@—u) "
P (@) = [ ]
_ e_nefal(zﬂn)
_ 6_elnn e—o1(z—u)
— e efoq(:c—ul)ﬁ»lnn
_e—a1(@—ur—(1/ay)lnn)
=e
. 7e—a1(z—(u1+(1/a1)lnn))
. . e—an(z—un)
Conclui-se assim que a FDC de Xyax,, tem a forma Fy _,  (z) = e~ ¢ , ou
seja, a distribuicdo de Xpax,» continua a ser Gumbel, com o, = a1 e uy, = ug —|—a% In n.

Conforme se acaba de constatar, o parametro « é invariante com o periodo de
tempo a que se refere a distribuigdo de maximos (chamado periodo de referéncia).
O facto de o permanecer constante com periodo de referéncia, significa que o desvio
padrao também se mantém constante. Esta é assim uma importante caracteristica
do modelo Gumbel: o desvio padréo é invariante com o periodo de referéncia, isto é,
op =01 =0.

A Eq. (B.59) é facilmente convertida em termos da relagdo entre as médias de
Xmax,n e de Xmax,1:

fn = p1 + ? o lnn. (B.60)

Podemos também afirmar que o coeficiente de variagdo diminui com o periodo
de referéncia (ja que o desvio padrdo mantém-se constante e a média aumenta). A
expressao seguinte relaciona o coeficiente de variacdo dos maximos em n unidades de
tempo com os maximos em 1 unidade de tempo:

0
V= — " B.61
%Jr\/élnn ( )
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Aplicacoes

A distribuicdo Gumbel tem sido extensivamente usada na modelacido dos maximos de
acoes variaveis, incluindo a velocidade do vento, sobrecargas em edificios, variagoes
de temperatura, acdo da neve e aceleragdes no terreno devidas a agdo sismica.

B.6 Distribuicao Fréchet (ou tipo Il de maximos)
Definicao

Uma varidvel X tem distribuicdo Fréchet com pardmetros u e k quando a sua FDP
for da forma:

u u

el =3 (5) e |- (3)] @20 (5.62)

Para indicar que uma variavel X tem distribuicado Fréchet com parametros u e
k usaremos a notacdo X ~ Fr(u, k). Ambos os pardmetros admitem apenas valores
positivos. A Figura B.7 mostra diferentes FDP da familia Fréchet. Trata-se de uma
distribuicao que assume apenas valores positivos e claramente assimétrica a direita,
como a distribuigdo Gumbel.

35r
—Fr(1,46), V=035
HERY --==Fr(1,6.0), V=0.25
3t e Fr(1,9.4), V=0.15
25+

£

Figura B.7 DistribuigGes pertencentes a familia Fréchet.

Tem interesse comparar a distribuicao Fréchet com a distribuicdo Gumbel, visto
que ambas sdo utilizadas na modelacdo de maximos. A Figura B.8 sobrepoe uma
FDP Gumbel com uma FDP Fréchet com idéntica média e desvio padrao. Conforme
se observa, acima de um determinado valor a cauda direita da distribuicao Fréchet
torna-se mais pesada. Por esta razao a distribuicao Fréchet conduz a estimativas de
extremos mais severas que a distribuicdo Gumbel.
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Figura B.8 Comparagdo das distribui¢des Gumbel/Fréchet,
ambas com p =5.4e V =0.15.

Parametros
A distribui¢do Fréchet apresenta-se tradicionalmente com dois pardmetros, u e k, o
primeiro sendo um pardmetros de escala (afeta a média e desvio padrao) e o segundo
sendo um pardmetro de forma. Um aumento de u (mantendo k fixo) provoca um
aumento na média e desvio padrao na mesma propor¢ao. Um aumento de k (mantendo
u fixo) provoca uma alteracao na forma da distribuigdo, afetando também a média e
desvio padrio (o coeficiente de varia¢do diminui).

A distribuicdo Fréchet nao possui assim parametro de localizacdo, mas é facil
introduzi-lo, cujo efeito é uma translagdo da FDP para a esquerda ou para a direita.

(Naturalmente o valor minimo deixa de ser 0.)
A média, variancia e coeficiente de variagao sdo dados por:

uX:uI‘<1—;;>, (k>1) (B.63)
0% =u? [F (1 - 2) —T? <1 - ;)} , (k> 2) (B.64)
L(1-%)
=51 k> 2 B.65
e (5.65)
onde I'(+) é a chamada funcdo Gama, dada por:
(B.66)

T(z) = /000 t*“le7tdt. (z>0)

E interessante notar que o coeficiente de variacdo s6 depende de k, pelo que este
parametro determina univocamente V. No entanto, nao é possivel obter uma férmula
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explicita de k£ como funcao de V. O grafico da Figura B.9 ilustra a variacdo de k
com V', podendo ser usado para realizar uma primeira estimativa de k a partir do
coeficiente de variagdo V referente a uma amostra de uma popula¢io em estudo. A
Tabela B.1 exemplifica valores de k para diferentes coeficientes de variagao.

30

25r

x 15}

10+

Figura B.9 Relagdo entre o pardmetro k e o coeficiente de va-
riacao V.

Tabela B.1  Valores de k que correspondem a diferen-
tes coeficientes de variagdo

v k
0.05 26.41
0.10 13.62
0.15 9.37
0.20 7.26
0.25 6.01

0.30 5.18
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Funcao distribuicéo
A FDC é dada por:

Fx(z | u,k) =exp {— (Z)k] . (x>0) (B.67)

Funcao distribuicdo inversa

A inversa da FDC obtém-se resolvendo a equagdo p = F(z | u,k) em ordem a z,
obtendo-se o seguinte resultado:

Fx'(p) - (B.68)
(—=Inp)*
Forma reduzida
Dada uma varidvel X ~ Fr(u, k), é facil verificar que a varidvel:
X
Z == B.69
: (B.69)

continua com distribuigdo Fréchet, com pardmetros u = 1 e k = k, isto é, Z ~ Fr(1, k).
Com efeito,

Fz(2) = P(Z < 2) p(f §Z>

= P(X < uz)
= Fx(uz)

—ow |- ()’
~-(4)]

que corresponde a uma distribuicdo Fréchet com pardmetros u = 1 e kK = k. Diz-se
que a variavel Z estd na forma reduzida. E também facil verificar que:

Fx(z) = Fy (%) . (B.70)

Propriedades

Dada uma variavel X nao limitada a direita, com FDP possuindo cauda direita com
decaimento polinomial, verifica-se que os maximos dessa varidvel convergem em pro-
babilidade para uma distribuicdo Fréchet. Este resultado torna este modelo uma
distribuicao candidata sempre que se pretenda modelar maximos de variaveis.
Considere-se agora a varidvel Xyax 1 ~ Fr(ug, k1) referente aos maximos de uma
varidvel em 1 unidade de tempo (1 dia, 1 més, 1 ano, 1 perfodo de 50 anos). Seja
KXmax,n ~ Fr(uy, ky,) os maximos da mesma varidvel, mas referentes a n unidades de
tempo. Verifica-se que esta varidvel continua a ter distribuicdo Fréchet. Verifica-se
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também que os pardmetros das varidveis Xmax,1 € Xmax,n relacionam-se entre si pelas
expressoes:

Uy, = n/ED gy (B.71)
ky = k1. (B.72)

Conforme se observa, o parametro de k ¢é invariante com o periodo a que se refere a
distribuicdo de maximos, o mesmo sucedendo com o coeficiente de variagao.

Nota Demonstremos o resultado acabado de enunciar. Uma vez que Xmax1 ~
Fr(uy, k1), segue que:

up \ 1
FX ot () = exp [— (j) } : (B.73)
Por outro lado, sabemos que Fy,,. . () = [Fx,,,,(2)]", donde:

k
FXmax n (x) - eXp [—n <E) 1:|
Y x

)]
P\ )

que corresponde a uma distribuicdo Fréchet com pardmetros u, = n"/*u; e k, = ky,
como se pretendia demonstrar. [ |

Uma outra propriedade interessante é a seguinte. Se uma varidvel X possuir uma
distribui¢do Gumbel, entdo a varidvel Y = exp(X) possui distribuicdo Fréchet, e vice
versa. Em simbolos:

X ~Gb(u,a) < (Y =exp(X)) ~ Fr(v, k). (B.74)
Verifica-se assim que a distribuigdo Fréchet estd para a distribui¢io Gumbel, assim
como a distribuicdo Lognormal estd para a distribuicdo Normal.
Aplicacoes

A distribuico Fréchet tem sido utilizada na modelagio de velocidades méximas anuais
do vento, e ainda na modelacao de fenémenos hidrolégicos e meteorologicos extremos
(Benjamin e Cornell, 1970).

B.7 Distribuicao Weibull (ou tipo lll de minimos)
Definicao

Uma varidvel X tem distribuigdo Weibull com parametros €, u e k, quando a sua FDP
for da forma:

Pl | e uk) = — (m‘)p[—(m‘)] @>e  (BT)

U—€\U—€ U —€

Para indicar que uma variavel X tem distribuicao Weibull com pardmetros €, u e k
usaremos a notagdo X ~ Wbh(e, u, k). Estes parAmetros devem respeitar as seguintes
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relagoes: u > €, k > 0. A Figura B.10 mostra diferentes FDP pertencentes a familia
Weibull. Para k =~ 3.45 a distribuicdo Weibull é praticamente simétrica. Abaixo
desse valor a distribuicdo é assimétrica a direita (cauda direita mais pesada) e acima
desse valor é assimétrica & esquerda (cauda esquerda é mais pesada). A medida que
k aumenta, verifica-se que a assimetria aumenta.

5,

——Wnhb(0,1,3.7), V=0.30
451 £ [="=~Wb(0,1,5.8), V=0.20
S Wh(0,1,12.2), V=0.10

s

Figura B.10 Distribuigdes pertencentes a familia Weibull.

Parametros

O parametro € ¢ um parametro de localizagao, isto é, qualquer modificagdo no para-
metro produz apenas uma translacdo na FDP. Este pardmetro define o valor minimo
da varidvel X, tomando-se frequentemente ¢ = 0. A diferenca (u — €) corresponde a
um parametro de escala, isto é, um aumento do seu valor provoca um esticamento
na horizontal e um encolhimento na vertical na FDP (para além de alterar a posi-
¢do desta). Finalmente, k é um pardmetro de forma, pelo que qualquer alteragdo no
seu valor provoca uma alteracdo substancial na FDP. A existéncia de um pardmetro
de forma torna a distribicio Weibull relativamente maledvel e ajustavel a diferentes
histogramas.
A média e variancia sdo dadas por:

px = e+ (u—e) - T(1+1/k) (B.76)
0% = (u—e)? [r (1 + 2) —-1? <1 + ;)} , (B.77)

onde I'(+) é a chamada fun¢do Gama, dada por:

D(z) = /0 Tletar (2> 0) (B.78)
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Um caso muito comum da familia Weibull corresponde a ¢ = 0. Para este caso, o
coeficiente de variagao s6 depende de k:

r 2
e—o - vo, 20+ (B.79)
r2(1+5)

Verifica-se assim que, para este caso, o parametro k determina univocamente o
coeficiente de variagdo V. Por outras palavras, se conhecermos o coeficiente de va-
riagdo de uma populagdo Weibull (com € = 0), o pardmetro k fica automaticamente
definido. O gréfico da Figura B.11 mostra valores de k em funcdo de V. Este grafico

pode ser usado para realizar uma estimativa de k a partir do coeficiente de variacao
V. A Tabela B.2 exemplifica valores de k para diferentes coeficientes de variagao.

40

35

30

25+

< 20+

10+

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
vV

Figura B.11 Relagdo entre o pardmetro k e o coeficiente de
variagao V.

Tabela B.2 Valores de k para diferentes coeficientes de
varia¢do. (Distribuigdo Weibull com e = 0)

v k
0.05 24.95
0.10 12.15
0.15 791
0.20 5.80
0.25 4.54

0.30 3.71
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Funcao distribuicéo
A FDC é dada por:

U —€

k
Fx(x|euk)=1—exp l— <xe> ] (x> €) (B.80)

Funcéo distribuicdo inversa

A inversa da FDC obtém-se resolvendo a equacio p = Fx (z | €,u, k) em ordem a x.
Obtém-se:

1
Fgl(p):e—l—(u—e)[—ln(l—p)]’“. (B.81)
Forma reduzida
Dada uma varidvel X ~ Whb(e, u, k), é facil verificar que a varidvel:
X _
7=""° (B.82)
u—€

continua com distribuicio Weibull com pardmetros ¢ = 0, u = 1 e k = k, isto é,
Z ~ Wb(0,1,k). Diz-se que a varidvel Z encontra-se na forma reduzida. Vejamos
como se chega a esse resultado:

FZ(z):P(ZSz):P(X_€§z>

=P(X <e+ (u—e)2)
= Fx(e+ (u—¢)2)

=1—exp [_ (E-‘F(U—_E)Z—E>k‘|
=1 - el

que corresponde a uma distribuicao Weibull com pardmetros e =0, u =1e k = k.
E também imediato verificar que:

Fx(z) = Fy (”” - 6) . (B.83)

Propriedades

Seja X uma variavel limitada & esquerda, com FDP possuindo cauda esquerda com
decaimento polinomial. Seja {X7,..., X, } uma amostra aleatéria dessa varidvel. En-
tdo, para n grande, verifica-se que a varidvel Xin , = min{Xy, ..., X, } aproxima-se
de uma distribuigdo Weibull. Este resultado torna a distribuicdo Weibull importante
na modelacao de minimos. Note-se que o resultado é independente da forma global
da distribuicdo de X, dependendo apenas da forma como a cauda esquerda dessa
distribuicao decai.

Seja Xmin,1 ~ Wb(er, u1, k1) uma varidvel Weibull correspondente aos minimos
observados em uma unidade de tempo. Seja Xminn ~ Wb(epn, un, ky) a distribuigéo



246 Distribuicées de probabilidade continuas

correspondente dos minimos em n unidades de tempo. Verifica-se que a varidvel
Xmin,n continua a ter distribuicao de Weibull. Em simbolos:

Xmin,l ~ Wb(ﬁlaulakl) = Xmin,n ~ Wb(Gnvunvkn)~

Verifica-se também que os pardmetros das varidveis Xmin,1 € Xmin,» relaciona-se entre
si pelas expressoes:

€n = €1, (B.84)
Uy — €1

Up = €1 + nl/kl s (B85)

j— (B.86)

Ou seja, os pardmetros € e kK mantém-se invariantes com o periodo de referéncia. O
facto de k& permanecer invariante com o periodo de referéncia, faz com que o coe-
ficciente de variacdo também permaneca no caso muito comum de uma distribuicao
Weibull com € = 0 (jd que, nestas circunsténcias, o coeficiente de variagdo sé depende
de k).

Nota Segue uma breve demonstragao do resultado que acabdmos de enunciar. Um
vez que Xmin,1 ~ Wb(er, us, k1), entao:

k1
Xr — €1
Fx. . =1- .
Xmm,l (I) eXp [(Ul _ 61) ]

(z) =1-[1 - Fx

Por ouro lado, sabemos que Fy (x)]n, donde:

min,n

F o (2) =1 [1 - ll TP l(fl_—})klmn
Sl =)

k1
k
z—e€ \
=1—exp|n
Uy — €1
€1
1

min, 1

k1
=1—exp nl/k -
Uy — €1

k
Xr — €1
=1—exp T
nl/k1

Ou seja, a varidvel Xy,in , continua a ter distribuicdo Weibull, com parametros:

€n = €1,
Uy — €1 Uy — €1
Up — € = —F77 ~ Uy = €1 + ————
n n nl/kl n 1 nl/kl )
kn:kh

conforme se pretendia demonstrar. [ |
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Aplicacoes

A distribuicdo Weibull é adequada na modelacdo de minimos (durante um determi-
nado intervalo de tempo) em uma grande variedade de situagoes de interesse. Por
exemplo, nivel minimo de armazenamento de uma dada albufeira nos préximos 50
anos.

E também um modelo adequado para modelar resisténcias de elementos consti-
tuidos por varias componentes e cuja resisténcia dependa fortemente da componente
com menor resisténcia (associacdo em série).

E ainda um modelo adequado na modelacio da resisténcia de materiais com com-
portamento fragil (para os quais a resisténcia é determinada pela rotura da parte
do material menos resistente). Weibull usou a distribui¢io que leva o seu nome na
modelagdo da resisténcia a fratura.

Tem sido também extensivamente empregue na modelacdo da duracao de vida de
equipamentos mecanicos e elétricos.






Anexo C

Modelo de regressao linear
simples

A regressdo linear é uma técnica estatistica que permite estabelecer relagdes probabi-
listicas entre uma varidvel de interesse e uma ou mais variaveis que com ela tenham
algum grau de dependéncia. Considere-se duas varidveis aleatorias, X e Y, e admita-
se que se dispoe de uma amostra de cada varidvel, respetivamente {x1,...,z,} e
{y1,...,Yn}- Se desejarmos verificar se hd alguma dependéncia estatistica entre as
duas varidveis, uma forma qualitativa de o fazer consiste em observar o diagrama de
dispersao do conjunto de pontos {(z1,¥1), ..., (Zn,yn)}. Observe-se a Figura C.1 (a).

Y Y

. * (xy1)

(a) (b)

Figura C.1 (a) Diagrama de dispersdo de pontos (z;,y:) e (b) pardmetros de regresséo.

O grafico sugere a existéncia de uma correlagdo entre X e Y: como se observa, Y
tende a aumentar com X segundo um modelo com a forma:

Y =B+ BiX + E, (C.1)

onde By e B1 definem a equagdo de uma reta (respetivamente, cota na origem e
inclinagdo) e E representa uma varidvel aleatéria, designada erro ou residuo (Figura

249



250 Modelo de regressio linear simples

C.1 (b)). A teoria da regressao linear ocupa-se de modelos com essa forma geral. A
variavel X diz-se varidvel independente e a varidavel Y diz-se varidvel dependente.

O modelo acima diz-se modelo de regressio linear simples quando a variavel F
possuir:

1. valor esperado nulo;
2. variancia constante, que nao depende de X
3. distribuicdo Normal.

O requisito de que a varidncia nao deve depender de X é conhecido como requisito
da homocedasticidade. Em termos graficos este requisito traduz-se numa banda de
pontos (x;,y;) com largura aproximadamente constante.

Designando por ¢ o desvio padrao de E e dado que E ~ N(0, o), podemos escrever
E = o7, onde Z é uma varidvel com distribui¢gao Normal reduzida, isto é, Z ~ N(0, 1).
Para um valor particular de X, digamos X = x, o modelo de regressao expressa-se
da seguinte forma:

Y|v=p+po+oZ (C.2)
O valor esperado e varidncia de Y | z sdo naturalmente dados por:
E(Y |2) =B+ P,
Var(Y | z) = o2,

Por outro lado a varidvel Y | 2 tem distribui¢cao Normal, podendo entdo escrever-
se:

Y|z ~N(B+ piz, o). (C.3)

A Figura C.2 representa graficamente o modelo de regressdo linear acabado de des-
crever.

fy(y)
E(Y|x)= o+ p1x

X

Figura C.2 Representacao grafica do modelo de Regressao linear simples.

O objetivo da regressdo consiste em, partindo de um conjunto de n pontos (z;, y;),
estimar os pardmetros 5y, £ e o, designados parametros de regressdo. As estimativas
desses parametros representam-se habitualmente por 8y, 51 e 6.
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Recorda-se de seguida as estimativas de minimos quadrados dos parametros de
regressao, as quais garantem que a média dos residuos é nula:

BO:g_Bli'y
n
> @iy — nTy
R —~
p = 5—,
> a? — nz?
i=1
7= | —— > — b Bra)?
6= . — Bo — Bix;)3.
n_2i:1yz 0 149

Embora nao seja o tinico método que permite estimar os parametros de regressao, o
método dos minimos quadrados é um dos mais utilizados, ndo s6 porque proporciona
estimadores nao enviesados, mas também porque sao os de varidncia minima entre os
estimadores lineares.

O coeficiente de determinacio, R?, que, recorde-se, constitui uma medida do grau
de relagao linear entre X e Y, é dado por:

o <Z§:1($iyi) - n53?7>2 o

- n n
(Z x? —nxQ) ) (Z Y — ny2>
i=1 i=1

O coeficiente de determinacdo tem a propriedade: 0 < R%2 < 1. O caso R? = 1 ocorre
quando os residuos sdo todos nulos, isto é, a varidvel X explica completamente a
varidvel Y (modelo deterministico). O caso R? = 0 ocorre quando a reta de regressio
é horizontal, isto é, quando o modelo nao tem qualquer utilidade na estimagao de
Y a partir do conhecimento de X (as varidveis sdo independentes). Constata-se que
o coeficiente de determinacio R? é o quadrado do coeficiente de correlacdo pxy,
definido no Capitulo 4.

Voltando as estimativas dos parametros de regressdo, deve-se ter presente que,
ao se substituir na Eq. (C.3) fo, 51 e o pelas suas estimativas, Bo, Bi e &, estd a
introduzir-se um erro, pois as estimativas dificilmente coincidirao com os verdadei-
ros valores. Esse erro origina incerteza, chamada, recorde-se, incerteza estatistica.
Esta incerteza é tida devidamente em conta através do modelo preditivo, que no caso
do modelo de regressao linear traduz-se na modelacdo de Y | x por meio de uma
distribuicdo t-Student de 3 pardmetros, a saber!:

Y | z ~ St(a,b,v), (C.5)
onde
a=fo+ bz,
1 (x—x)?
b=64/1+—+———
o +n+ S

v=n-—2.

I Este resultado pode ser obtido via Estatistica Classica (Pedrosa e Gama, 2016) ou via Estatistica
Bayesiana (Bernardo e Smith, 1994).
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O parametro S,, é dado por:

Smc = zn:(xl — 5)2.
i=1

Note-se que quando n — oo o modelo preditivo expresso na Eq. (C.5) converge
para o modelo expresso na Eq. (C.3), que corresponde & nao existéncia de incerteza
estatistica na estimacao dos parametros Sy, 81 e o.

Uma forma alternativa de apresentar o modelo preditivo expresso na Eq. (C.5)
consiste em escrever Y | x = a+ b7, _2, onde T),_» representa uma variavel t-Student
reduzida com v = n — 2 graus de liberdade. Substituindo os valores a e b pelas
expressoes acima, tem-se:

(z —2)°

Th—2. .
5 2 (C.6)

N N 1
Y|I50+ﬂlx+6\/1+n+

O quantil p de Y | z é entdo determinado pela expressao:

P R 1 x —T)?
(| 2)p = fo+ e + # i T, ()

onde t, p_o = FT_n{Q (p)-
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As expetativas da sociedade relativamente a seguranca das construgdes sao muito elevadas. A ocorréncia de colapsos
estruturais € em geral muito pouco tolerada, em especial quando estao envolvidas perdas humanas. Por este motivo
0 tema da seguranca estrutural tem merecido a atencdo de muitos investigadores ao longo dos tempos. Visto que

0 problema do dimensionamento e verificagdo da seguranca das estruturas envolve tomar decisdes em face de
incertezas significativas, tais investigadores tém defendido que a abordagem probabilistica do problema é a mais
consistente e satisfatoria.

Os critérios de seguranca definidos nos modernos regulamentos de seguranca estrutural, de que sao exemplo 0s
Eurocddigos Estruturais, tém por base métodos probabilisticos, ou semi-probabilisticos. A aplicacdo de métodos
probabilisticos, muito encorajada atualmente na drea das estruturas existentes, apresenta, porém, alguns desafios.
Por um lado, verifica-se uma quase total auséncia da teoria da fiabilidade estrutural nos curriculos da maioria dos
cursos de engenharia civil ministrados no pais. Os alunos terminam oS seus cursos com pouca formagao nessa area,
de modo que terdo alguma dificuldade caso dela necessitem na sua vida profissional. Por outro ado, trata-se de uma
area com muito pouca divulgacdo na lingua portuguesa, e os livros existentes na lingua inglesa, apesar de bons,

sao de um modo geral relativamente complexos. O presente livro procura dar uma resposta positiva a esses desafios.
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