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Prefacio

Este é o Livro de Atas do XXIII Congresso da Sociedade Portuguesa
de Estatistica (SPE), que se realizou em Lisboa entre 18 e 21 de Ou-
tubro de 2017, nas instalagoes do ISCTE-Instituto Universitario de
Lisboa.

Lisboa foi desta feita escolhida pela Sociedade Portuguesa de Esta-
tistica (SPE) para acolher o seu Congresso de 2017.

Lisboa, Janeiro de 2020
Os Editores
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Resumo: Neste trabalho propomos uma nova variante do algoritmo
Ezxpectation-Mazimization para agrupar dados mistos que simulta-
neamente estima o nimero de grupos. Recorremos aos modelos de
mistura finita, pressupondo que os dados categoriais sao modelados
por distribui¢ées multinomiais e os métricos por distribui¢oes gaus-
sianas. Para estimar o niimero de componentes de mistura baseamo-
nos no critério Minimum Message Lenght. O desempenho do algo-
ritmo proposto, designado por EM-MML-mix, é comparado com o
de outros critérios usados frequentemente para a selegao de modelos
de mistura. Desta andlise comparativa, realizada sobre dados simu-
lados e sobre um conjunto de dados reais provenientes do Furopean
Social Survey, salienta-se o reduzido tempo de computacao para a
obtencao da solugao mediante a metodologia proposta.
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1 Introducao

O agrupamento sobre dados mistos é um problema prético comum,
nomeadamente no ambito das ciéncias sociais. Este pode referir-se,
por exemplo, a constituicao de segmentos homogéneos de individuos,
considerando as suas caracteristicas métricas ou qualitativas. As
abordagens metodolégicas a este problema tém sido diversas. Por
exemplo, Chiu et al. [8] propdem um algoritmo incremental e Ahmad
e Dey [1] propéem um novo algoritmo K-Médias, ambos capazes de
lidar com dados métricos e categoriais.

No ambito do agrupamento com modelos de mistura finita, uma pri-
meira proposta considerando dados mistos deve-se a Everitt [10]. A
vantagem desta abordagem para segmentacgao, reside na sua capaci-
dade de analisar diversos tipos de variaveis, de modelar relagoes entre
elas, de integrar diversos critérios de selegao dos modelos e ainda de
selecionar o nimero de segmentos (componentes da mistura).

Um modelo de mistura finita considera uma distribui¢cao conjunta
para as varidveis base de segmentagao como uma soma ponderada
de distribuigoes intra-segmentos, atendendo a natureza diversa dos
atributos. A sua estimacao viabiliza a construcao de uma estrutura
probabilistica de segmentos e, em simultaneo, a obtengao de estima-
tivas dos parametros distribucionais intra-segmentos. Neste ambito,
Hunt e Jorgensen [13] modelam a distribuigao conjunta de uma va-
ridavel categorial e de multinormais, permitindo, nestas tltimas, que
as médias dependam das categorias da varidvel qualitativa (sendo
as covariancias comuns). Outros trabalhos integram, nos modelos
de mistura finita, a modelagao conjunta de varidveis mistas conside-
rando diversas distribuigoes, admitindo correlagoes intra-grupos de
varidveis métricas ou mesmo de varidveis métricas continuas (por
exemplo, [20] e [15]). O critério que habitualmente orienta a esti-
magao destes modelos é o da méaxima verosimilhanca. No entanto,
incorporando informagao a priori, podem também adotar-se méto-
dos bayesianos.

Neste trabalho, consideramos o agrupamento de dados mistos, usando
um modelo de mistura e propondo o uso do critério Minimum Mes-
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sage Lenght (MML) [21] para a sua estimagao. Este critério advém
da teoria da informagao, considerando como modelo mais adequado
aquele que permite uma descri¢ao mais sucinta das observacoes. Fi-
gueiredo e Jain [11] foram pioneiros na utilizacao deste critério para
estimacao de misturas de gaussianas e uma primeira proposta para
a utilizacao do MML em misturas de multinomiais foi proposta por
Silvestre et al. [19]. Este critério também foi usado em agrupamento
de dados fuzzy em [16], onde os autores consideraram misturas de
gaussianas e usaram o MML para estimar as varidveis relevantes e
identificar o nimero de componentes de mistura.

A presente anélise integra dados mistos considerando uma mistura
de gaussianas e multinomiais, bem como um algoritmo que é uma
variante do conhecido Expectation-Mazimization (EM). A metodolo-
gia é testada comparativamente com critérios comuns para a selecao
de modelos de mistura, nomeadamente o Integrated Completed Li-
lelihood, o qual é particularmente adequado neste contexto [12]. A
andlise é efetuada sobre dados sintéticos e um conjunto de dados
reais (provenientes do Furopean Social Survey). Sao feitas andlises
comparativas quanto ao tempo de computagao, a qualidade do agru-
pamento obtido e a robustez, relativamente a diferentes processos de
inicializagao.

2 Metodologia

Em muitos dos trabalhos propostos a escolha do nimero de grupos
é feita a posteriori. Por exemplo, nos métodos hierarquicos, a es-
colha do nuimero de grupos é feita apés o agrupamento, recorrendo
aos correspondentes dendrogramas. Os critérios baseados na vero-
similhanca, habitualmente combinados com a estimacao de modelos
de mistura finita, também necessitam que o agrupamento seja feito
previamente. Entre estes critérios, sao comuns os seguintes: Baye-
stan Information Criterion (BIC) [17], Akaike Information Criterion
(AIC) [2] e suas variantes [5, 6] e Integrated Complete Likelihood
(ICL)[4]. No uso destes critérios, o agrupamento ¢é feito para dife-
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rentes nimeros de grupos e escolhe-se a solugao que corresponde ao
melhor valor do critério usado. A metodologia que se propoe incor-
pora a determinacao do nimero de grupos na estimacao do modelo
de mistura.

2.1 Modelos de mistura finita

Os modelos de mistura finita tém uma longa tradicdo em agrupa-
mento; e.g., Wedel e Kamakura [22] referem o seu uso no &mbito de
aplicagbes em marketing. A sua natureza probabilistica/estatistica
tem varias vantagens importantes. Nomeadamente, a possibilidade
de se modelar dados de diferentes naturezas e de se abordar formal-
mente a estimacao do nimero de grupos.

Seja Y = {y., i = 1,...,n} uma amostra aleatéria de n observa-
¢oes independentes de Y = [Y7,...,Yp]. A ideia base dos modelos
de mistura finita é considerar a distribuigdo conjunta para as varid-
veis base de segmentacao Y como sendo uma soma ponderada de
distribuicoes intra-segmentos,

K
Fl©) = anf(yloy),
k=1

onde © = {0,,...,0x,a1,...,ax} é o conjunto de todos os parame-
tros do modelo, K o numero total de segmentos e 8, representa o
conjunto dos parametros distribucionais do k-ésimo segmento (com-
ponente de mistura). Os pesos aji,...,ax sdo as probabilidades de
cada segmento, pelo que ap, > 0, parak=1,... K e Zszl ap = 1.
Em agrupamento, a componente de mistura de onde provém cada
uma das observagoes é desconhecida, por isso, pode dizer-se que
os dados observados, Y, sao dados incompletos. Essa informa-
¢ao em falta é usualmente designada por Z: Z = {z,...,2,,} onde
2; = [zi1,--,%ik] € zi; ¢ um indicador bindrio que toma o valor 1 se
a observagao Y, foi gerada pela k-ésima componente e 0 caso con-

trario. E habitual assumir-se que {z;, ¢« = 1,...,n} sdo i.id. e
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que seguem uma distribuicao multinomial com K categorias e pro-
babilidades {aq,...,ax}. Assim, o logaritmo da verosimilhanga dos
dados completos,(Y,Z), é dado por

n K

log f(Y,Z|©) = Zzzzk log {Oékf Y, |9k)]

i=1 k=1

Neste trabalho pretendemos agrupar/segmentar dados mistos, ou
seja, de natureza categorial e métrica. Consideremos que Y tem M
variaveis categoriais que serao modeladas por distribui¢oes multino-
miais e G varidveis métricas que serdao modeladas por distribuicoes
gaussianas, tal que M +G = D. Assumindo que as varidveis sao con-
dicionalmente independentes, o logaritmo da verosimilhanga para os
dados completos é dado por:

n K M G
log f(Y,Z|0) =Y > zixlog | [] £y, 10rm) H 1g/0kg)
m=1 g=1

i=1 k=1

Para se obter as estimativas de maxima verosimilhanca é habitual
recorrer-se ao algoritmo Ezpectation Mazimization (EM) [9].

2.2 O algoritmo EM

O algoritmo EM é um algoritmo iterativo que é frequentemente
usado quando se pretende obter as estimativas de méaxima verosi-
milhanca (ML) ou o méximo a posteriori (MAP) na presenca de
dados incompletos. Um problema bem conhecido deste algoritmo
é conduzir a um méximo local (ndo necessariamente ao global) da
funcao de verosimilhanca. Uma forma habitual de ultrapassar este
problema consiste em calcular varias estimativas obtidas com condi-
¢oes iniciais diferentes, escolhendo-se para solucao final aquela que
apresentar valor mais elevado da fungao de verosimilhanca.

O algoritmo EM alterna entre dois passos:
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Passo E: Calcula o valor esperado do logaritmo da verosimilhanga
completa, condicional aos dados observados

© [log 1(v.2/0)|Y 60| =108 /(v 2"]0),

onde a igualdade é justificada pelo facto de log p(Y,Z|O) ser

uma funcao linear de Z e onde cada elemento Zi(,? de Z" 6
dado por

(1) 5() 50) ar f(y,10))
7 = B |2u[Y80] = P |2 = 1]y, }ZK 1w, 07)
k=1 %% J\Y,;1Y%

e t indica a iteracao que esta a ser executada.

Passo M: Calcula as estimativas dos parametros mediante a ma-
ximizagao do valor esperado do logaritmo da verosimilhanca
completa obtida no passo E

B+ — arg max log p(Y,Z2”]0) +log p(©), (1)

onde p(©) é a probabilidade a priori considerada quando se
pretende obter estimativas MAP; quando se pretende encon-
trar os estimadores de ML, a parcela log p(0) é omitida.

3 O algoritmo proposto: EM-MML-mix

Para estimar os parametros da mistura de multinomiais e gaussia-
nas e simultaneamente o nimero de componentes, propomos uma
variante do algoritmo EM, designado EM-MML-mix. Toméamos por
base dois trabalhos [11, 18] que usam um critério MML e desenvol-
veram uma variante do algoritmo EM para estimacao de mistura de
gaussianas e multinomiais, respectivamente.

O critério MML privilegia um modelo estatistico que descreva os
dados de forma sucinta, no sentido da teoria da informacao. Assim,
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para uma v.a. Y com f.(d.)p. p(y|©), o comprimento de codifica-
¢ao 6ptimo (em bits) de uma observacao y que é dado por {(y,0) =
—log, p(y|©) (eventualmente adicionada de log, p(©) quando os pa-
rametros © sao desconhecidos) deverd ser o menor possivel. Para
misturas, esta fun¢ao (cujo desenvolvimento encontra-se em [3]) é

(K —-1)KN

o (1- log(12)).

1
I(y,0) = — 10gp(®)—1ogp(y|@)+§ log [1(©)|+

onde |I(© )| é o determinante do valor esperado da matriz de Fisher,
I(©) = [392 logp(Y|@)], e N é o ntmero de pardmetros a
ser estimado em cada componente de mistura. No contexto de
agrupamento com modelos de mistura, para ultapassar alguns pro-
blemas de cdlculo, em [11] o valor esperado da matriz de Fisher

foi calculado considerando os dados completos, ou seja, I.(0) =
-FE {662 log p(Y, Z|@)}. Os autores também usaram priors indepen-

dentes de Jeffreys para os parametros de mistura, chegando assim a
seguinte fungao message length

nop\ kns n kn(N+1)
Iy Z lo ( ) 5 log 12+ 5 log p(y,0)

k:arp>0

onde k,, o nimero de componentes com probabilidade diferente de
zero.

Para estimar os parametros do modelo de mistura de multinomiais
e gaussianas, propomos uma variante do algoritmo EM. Este algo-
ritmo, EM-MML-mix permite estimar, simultaneamente, o niimero
de segmentos e os parametros distribucionais associados as varidveis
base de segmentacao.

Algoritmo 3.1
Passo E: O passo FE € igual ao do algoritmo EM

ik T ’
S oy f(y,08)
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parai=1,....nek=1,....K;

)

onde f(y.|0\) = [To— 1f( O Ty £y, 104

Passo M: Atualiza as estimativas dos pardametros do modelo de mis-
tura:

e as probabilidades de mistura

para k =1,...,K e onde N é o numero de parametros a esti-
mar em cada componente de mistura.

~(t+1 .
Repare-se que no caso de algum valor oz,(C D ser zero a k-ésima

componente da mistura € eliminada. Os pardmetros das com-
ponentes da mistura com a(tﬂ) = 0 ndo precisam ser calcu-
lados uma vez que nao contmbuem para a verosimilhanca, pelo
que depois de calculados os valores de 04,2 D 56 se calculam os
parametros das componentes cuja probabilidade de mistura é

diferente de zero, A(H_l) > 0.

e 0s parametros da multinomial

n

Z (]tq) Yime

g+ _ i=t

kmec n ’

Nom Z 21-(2)

i=1

parak=1,.... Km=1,....Mec=1,...,Cp.
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e 0s parametros da gaussiana

parak=1..., K eg=1,...,G.

4 Agrupamento usando o EM-MML-mix

4.1 Agrupamento de dados sintéticos

Para avaliar o desempenho do algoritmo. comecdmos por aplica-lo
a dados sintéticos. Consideramos 2 conjuntos de dados gerados a
partir de duas componentes de mistura. Num dos conjuntos con-
sideramos apenas uma varidvel métrica e uma varidvel categorial e
no outro consideramos mais uma variavel categorial. Para estes 2
conjuntos, geraram-se dados de dimensées diferentes (250 e 1000) e
em ambos os casos consideraram-se componentes de mistura equi-
libradas (120 vs 130 e 450 vs 550) e componentes de mistura nao
equilibradas (50 vs 200 e 800 vs 200), perfazendo um total de 8
amostras de dados sintéticos. Em cada um dos casos geraram-se 10
réplicas, tendo-se corrido o EM-MML-mix e escolhido a solugao que
apresentava o menor message length.

O algoritmo EM-MML-mix recupera os dois segmentos. No caso
da ou das varidveis categoriais, as probabilidades associadas a cada
uma das categorias sao exatamente iguais, se arredondadas a uma
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casa decimal. Quanto a varidvel métrica, os resultados nao sao tao
bons, uma vez que se obtém estimativas préximas para as médias,
sendo as dos desvios padrao superiores aos valores originais.

4.2 Agrupamento das regioes do European Social
Survey

Dados do ESS

Os dados reais analisados sao provenientes do European Social Sur-
vey (ESS). Este é um inquérito transnacional dirigido aos cidadaos
europeus que se realiza de dois em dois anos, desde 2001. O objetivo
da andlise é agrupar as 250 regioes (de 21 paises) do European Social
Survey (round 7, 2014), atendendo a indicadores relacionados com
o trabalho, nomeadamente uma variavel binaria Y; — E responsdvel
por supervisionar outros no trabalho? e uma métrica Yo— Numero
de horas contratadas por semana no trabalho. Os dados referidos as
regides sao obtidos mediante soma ponderada de respostas "sim” e
"nao” & questao Y; (codificadas com 1 e 0 respetivamente) e mediante
média ponderada referida ao nimero de horas contratadas. A ponde-
ragao atende a dimensdo da populacao e ao peso pds-estratificacao.
Sendo assim trabalha-se com as varidveis Numero de supervisores e
Niumero médio de horas de trabalho, por regiao.

Resultados Comparativos

Para uma anédlise comparativa dos resultados da variante EM-MML-
mix é usada, como alternativa, a tradicional metodologia de estima-
¢ao baseada no critério da méxima verosimilhanca (ML) seguida de
critérios de teoria da informagao para a determinacao do nimero
de segmentos. Sao usados os critérios BIC, ICL, AIC e variantes.
Estes critérios adicionam & fungdo de verosimilhanga (que se pre-
tende maximizar) uma penalizagdo da complexidade do modelo que
dependerd da dimensdo da amostra e/ou do nimero de pardmetros
a estimar (favorecendo um modelo mais parcimonioso). Em resul-
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tado da andlise sao obtidos dois segmentos, independentemente do
critério adotado. H4, no entanto, diferencas entre os dois agrupa-
mentos e constata-se que os indicadores de coesao-separagao utiliza-
dos — indice Silhueta [14] e Calinski e Harabasz [7] — apontam para
uma melhor solugao produzida pela estimacao de modelo de mis-
tura usando o EM tradicional (Tabela 1). O tempo de computagao
favorece claramente a metodologia que se propoe.

Tabela 1: Qualidade dos agrupamentos obtidos e tempo de compu-
tagao associado

Critério BIC, AIC, CAIC, AIC3, ICL EM-MML
Numero de grupos 2 2
Indice Silhueta 0.541 0.53
Calinski e Harabasz 339.613 323.493
Tempo de computagao 26,521 s 6,278 s

Os segmentos obtidos

Em resultado da anélise efetuada e atendendo aos indicadores de
qualidade de agrupamento, as regioes agrupam-se nos dois segmen-
tos propostos pela aplicacao da metodologia de estimacao por ML
seguida de critérios habituais da teoria de informacao para a deter-
minagao do nimero de grupos. No primeiro grupo encontram-se 62
regioes e no segundo 188. Na Figura 1 representa-se a localizacao
geografica das regices dos dois segmentos.

De acordo com o seu perfil, o segmento 1 caracteriza-se por ter, em
média, mais trabalhadores em fungdes de supervisao (37%) e por
uma média de horas de trabalho que ronda as 32h semanais. No
segmento 2 a média de horas de trabalho sobe para 39h e apenas
26% séo responsaveis por supervisionar outros no trabalho.
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Figura 1: Distribuicao geografica dos segmentos constituidos

5 Conclusoes

Neste trabalho, propusemos uma variante do algoritmo EM, o EM-
MML-mix, para agrupar dados agregados mistos. O algoritmo pro-
posto permite estimar simultaneamente os parametros de uma mis-
tura finita de multinomiais e gaussianas, assim como o numero de
componentes da mistura (nimero de segmentos), com base no crité-
rio Minimum Message Length. Quando lidamos apenas com dados
categoriais o EM-MML apresenta resultados melhores que o ICL e
semelhantes aos obtidos usando BIC, AIC, CAIC e AIC3 [18]. Na
presenca de dados mistos e no conjunto limitado de testes por agora
efetuados sobre dados gerados e um conjunto de dados reais, a me-
todologia proposta destaca-se somente pelo seu reduzido tempo de
computagao. Esta serd uma vantagem relevante ao trabalhar com
um grande volume de dados. Sobre os dados sintéticos, observa-se,
contudo, alguma imprecisao na recuperagao da estrutura de dados
gerados. Por isso, em trabalhos futuros, o EM-MML-mix devera ser
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melhorado e testado em conjuntos de dados com mais varidveis e de
maior dimensao, de forma a reavaliar esta vantagem e a obter uma
melhor compreensao do seu desempenho.
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