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Resumo

Devido as suas propriedades diversificadas, os materiais compdsitos sdo fortes candidatos a melho-
ria de diferentes tipos de estruturas. As propriedades dindmicas das estruturas constituidas por estes
materiais podem ser manipuladas pela sua geometria, pelos diferentes materiais utilizados ou ainda
pela distribuicdo de cada material na propria estrutura, como a orientagao ou concentragdo de fibras em
cada camada. A determinacdo de modelos adequados para a caracterizagdo do comportamento do ma-
terial € fundamental para a obtengdo de bons resultados. No entanto, todos estes aspectos/parametros
contribuem para a variabilidade das propriedades mecanicas/dinamicas do modelo. Assim, é de ele-
vada importancia determinar o impacto da incerteza inerente aos processos de modelacdo e producio
no comportamento estdtico e dindmico dessas estruturas. Para tal, propde-se uma abordagem compa-
rativa entre metodologias de modelacdo de materiais compdsitos e a caracterizacdo da variabilidade
intrinseca do modelo, tendo por base uma amostra da variabilidade das respostas. O trabalho visa
proceder a um estudo comparativo entre metodologias de modelagdo e subsequentemente relacionar
as variaveis de entrada com as variaveis de saida de um modelo de elementos finitos. Deste modo,
pretende-se descrever um modelo equivalente com base probabilistica, de modo a identificar quais os
parametros de entrada mais relevantes para a determinacdo do comportamento dindmico da estrutura.

Palavras-chave
Elementos finitos; FEM; FGM; Materiais compdsitos; Regressao linear multipla; Validacdo de pres-
supostos de regressdo; Variabilidade






Abstract

Due to their diversified properties, composites materials are strong candidates to improve different
kinds of structures. The properties of the structure can be manipulated by their geometry, by combi-
ning different materials or by mixing the distribution of each material in the structure such as orienta-
tion or concentration of fibers in each layer. The determination of suitable models for characterizing
its behavior is critical to obtain good results. However, all these possibilities add additional variability
of the mechanical properties. Thus, it is highly important to determine the impact of the uncertainty
inherent in modeling and production processes in static and dynamic behavior of these structures.
To this end, it is proposed a comparative approach of modeling methodologies composites and the
characterization of the intrinsic variability of the model, based on a sample of responses. The work
intended to make a comparative study of modeling methodologies and correlate input variables to the
output variable of a finite element model, allowing the implementation of a model with equal proba-
bility basis, so as to identify which input parameters is more relevant for determining the static and
dynamic behavior of the structure.

Keywords

Finite elements; FEM; FGM; Composite materials; Multiple linear regression; Validation regression
assumptions; Variability
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Résumé

En raison de leurs propriétés variées, les matériaux composites sont de forts candidats a I’amélioration
de différents types de structures. Les propriétés dynamiques de ces matériaux peuvent €tre manipulés
par sa géométrie, par I'utilization de différentes combinaison de matériaux ou par la distribution de
chaque matériel dans la structure telle que I’ orientation ou la concentration de fibres selon les coordon-
nées de I’espace. La détermination du modele le plus approprié a la caractérisation du comportement
des matériaux est essentielle pour obtenir de bons résultats. Cependan t,toutes ces possibilités ajou-
tent une certaine variabilité supplémentaire des propriétés mécaniques/dynamiques des matériaux et
influences les réponses du modele. Ainsi, il est trés important de déterminer I’impact de 1’incertitude
inhérente & la modélisation et production de ces matériaux dans comportement statique et dynamique
de ces structures. A cette fin, ce document propose une approche comparative des méthodologies de
modélisation de matériaux composites et la caractérisation de la variabilité intrinseque du modele,
basé sur un échantillon simulé de la variabilité des réponses du modele.

Le travail vise a faire une étude comparative des méthodes de modélisation et de corréler les vari-
ables d’entrée a la variable de sortie d’'un modele d’éléments finis, permettant la mise en %uvre d’un
modele avec base de probabilité, de facon a identifier les parameétres d’entrée plus pertinent pour la
détermination du comportement dynamique de la structure.

mots clés

Elements finits; FEM; FGM; Matériaux composites; Validation des hypotheses de régression, Varia-
bilité
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Nomenclatura

Sao aqui apresentadas as principais nomenclaturas e simbologias utilizadas ao longo deste trabalho:

Acronimos:

FGM - Material com gradiente funcional de particulas
FSDT - Teoria de deformacio de corte de primeira ordem
HSDT - Teoria de deformag@o de corte de ordem superior
Q4 - Elemento composto por 4 nds

Q9 - Elemento composto por 9 nés

Q16 - Elemento composto por 16 nds

LHS - Amostra Latina Hiperctbica

Nomenclatura Romana:

Ve(z); Vmm(z) - Fungdo de distribui¢do da fracg@o de volume de particulas de cerdmico ou metali-
cas

h - Espessura do laminado

p - Expoente da funcdo de poténcia da distribuicio de fraccdo de volume de particulas
P(z) - Distribuicao da propriedade (P) em estudo ao longo da espessura (z)

E; E.; E,, - Modulo de Young geral ou correspondente ao material cerdmico ou metalico

K¢; Ky, - Médulo de compressdo volumétrica correspondente ao material cerdmico ou metélico
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xxii NOMENCLATURA

G¢; Gm - Mddulo de rigidez transversal correspondente ao material cerdmico ou metélico
u; v; w - graus de liberdade correspondentes ao deslocamento

[Q] - Coeficientes de rigidez eldstica reduzidos da 1amina

[Q] - Coeficientes de rigidez eléstica reduzidos transformados da 1amina

[A]; [B]; [D]; [As] - Matrizes de coeficientes da rigidez elastica para calculo das resultantes
{W} - Vector dos pesos de Gauss

{P} - Vector dos pontos de Gauss

q(x,y) - Funcdo de pontos nodais pertencentes ao dominio de interpolagdo

q(x,y) - Fungdo de interpolagdo entre pontos nodais

{y} - Vector de varidveis dependentes

[x] - Matriz de varidveis independentes

{y} - Vector de valores dependentes estimados

y - Valor médio do conjunto de observagdes da varidvel dependente

Hyo; H; - Hipdteses estatisticas de teste

R? - Coeficiente de determinagio

R2

Sorr - Coeficiente de determinacdo corrigido

m; n - dimensio de amostras

w - Deformada transversal mdxima normalizada pela espessura
Wmax - Deformada transversal maxima resultante

qo - Pressdo uniformemente distribuida sobre o laminado

a/h - Relagdo entre comprimento de aresta do laminado e espessura

e/h - Relagdo entre espessura de niicleo FGM e espessura da placa compdsita
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Nomenclatura Grega:
Vc,; Veg - Fracgio de volume de particulas de um material o ou 3
P.; Pg - Propriedade em estudo de um material o ou 3
V; Ve Vm - coeficiente de poisson geral ou correspondente ao material cerdmico ou metélico
0; Pe; Pm - peso especifico geral ou correspondente ao material cerdmico ou metélico
®x, ¢y - graus de liberdade correspondentes as rotagdes
{€} - Vector de extensdes
{o} - Vector de tensdes
[€; 1] - Coordenadas locais do elemento bidimensional
¢(x,y) - Combinacdo linear de fungdes
{B} - Vector de coeficientes de declive parciais
{€} - Vector de residuos do modelo de regressio

o - significancia






Capitulo 1

Introducao e Objectivos

1.1 Objectivos

Esta dissertacdo tem por objectivo compreender e implementar diversas metodologias de elementos
finitos perspectivando a caracterizagdo do comportamento de materiais compdsitos laminados com
refor¢o de particulas. O presente trabalho foca-se, principalmente, nas diversas formas de modelagéo
de materiais FGM ou sandwich compostos por um nicleo FGM. A modelagdao por FEM pode ser
abordada por indmeras teorias e metodologias, sendo que, neste caso, pretende-se estudar a influéncia
da utilizacdo de diversas técnicas de modelagdo, baseadas na teoria FSDT, variando os elementos
ao nivel do niimero de nds por elemento e das fungdes de forma implementadas na caracterizacio
dos elementos ou ainda na forma como € caracterizado o laminado ao nivel de homogeneizacdo de
propriedades. Este trabalho visa ainda compreender a resposta desses modelos, em termos estiticos e
dindmicos, e como poderiam estes ser resumidos, em termos de modelos probabilisticos, de modo a
compreender a sensibilidade dos mesmos a variabilidade dos materiais em estudo. Pretende-se ainda
desenvolver uma aplicag@o que permita interagir de forma simples com as metodologias de modelacdo
implementadas e permitir assim a utilizacdo desses modelos através de uma interface de utilizacéo.

1.2 Estrutura da Dissertacao

O trabalho encontra-se organizado em cinco capitulos distintos. E fulcral, tendo em conta o foco
desta dissertacdo, num primeiro capitulo, abordar, de forma introdutéria, o tema dos materiais com-
pésitos e dos métodos de modelacio aplicados a caracterizagio dos mesmos. E apresentada uma breve
descri¢do dos diferentes tipos de materiais e quais as vantagens da sua aplicacdo face aos materiais
conhecidos como convencionais. Sdo apresentados factos histdricos acerca da utiliza¢do destes mate-
riais e como estes t€m vindo, progressivamente, a ganhar lugar no mercado industrial. Este capitulo
visa ainda apresentar, de um modo geral, as principais contribui¢cdes deste trabalho e quais os objetivos
a alcancar.

No segundo capitulo, é apresentado o estado da arte. Este capitulo visa indicar a bibliografia mais
actual acerca do tema em estudo, no qual estdo presentes referéncias de relevincia acerca da mo-
delacdo de materiais compdsitos e onde sdo apresentadas diversas abordagens de modelacdo destes
materiais. Sao apresentadas diversas abordagens de estudo acerca dos materiais compdsitos, mos-
trando a grande presen¢a do tema no mundo actual da investigacdo e mostrando ainda os diversos
caminhos que esta tem seguido.
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Na terceira parte, exploram-se os diversos conceitos € metodologias implementadas. Sao des-
critas e apresentadas, especificamente, todas as ferramentas, metodologias e conceitos utilizados ao
longo deste trabalho. Como por exemplo, conceitos acerca da modelacio de materiais compdsitos, da
implementacdo das diversas metodologias de elementos finitos e técnicas de abordagem estatistica.

As principais contribui¢des deste trabalho sdo expostas no quarto capitulo, no qual todos os con-
ceitos apresentados no capitulo anterior sdo postos em pratica. Este estd dividido por diferentes sec-
¢oes, sendo que cada uma delas descreve um caso de estudo distinto. O primeiro caso de estudo parte
de uma validacdo dos métodos de modelacido implementados e sustentados por resultados presentes
na bibliografia existente. O segundo caso de estudo ilustra as diferencas da implementagdo de uma
abordagem considerando diferentes tipos de homogeneizagdo de propriedades. O terceiro ilustra as
diferencas em considerar distribui¢des de particulas de materiais compdsitos de diferentes formas.
Adicionalmente, € ainda descrito um quarto caso de estudo baseado no desenvolvimento de uma in-
terface de utilizacdo dos métodos implementados permitindo desse modo a utilizagdo simplificada
das metodologias. Numa perspetiva diferente, é apresentado o quinto caso de estudo que visa com-
preender a influéncia da variabilidade dos materiais ou das distribui¢cdes ou condicdes geométricas
sobre os resultados do modelo, sendo estes tltimos compostos pela deformac¢do méxima do laminado
e as frequéncias naturais do mesmo. Nesta abordagem, do quinto caso de estudo, sdo apresentados
modelos probabilisticos que visam correlacionar as varidveis de entrada com as varidveis de saida do
modelo de elementos fintos implementado na tentativa de caracterizar a distribui¢do de variabilidade
intrinseca do modelo.

No quinto e dltimo capitulo, sdo apresentadas as conclusdes gerais do trabalho. De forma sumé-
ria, as diferentes conclusdes obtidas com a descricdo dos diversos casos de estudo. S@o finalmente
efectuadas algumas sugestdes de estudos futuros e possiveis seguimentos a este trabalho.

1.3 Materiais Compdsitos

O estudo de novos materiais estd a tornar-se um ramo da engenharia muito importante na competitivi-
dade e lideranca dos diversos mercados. Materiais que permitam ir mais longe, com menos peso, por
menos custos sdo cada vez mais essenciais e visto como arma fundamental em mercados exigentes,
tais como no ramo aerondutico ou no mercado da competicdo automével de exceléncia ou outros. O
estudo de novos materiais estd cada vez mais virado para as necessidades industriais como meios de
diferenciacdo no mercado e desse modo permitir alcancar a lideranca do mesmo. Para tal, é necessé-
rio primeiramente compreender as necessidades a alcangar para permitir direcionar o estudo de novos
materiais com caracteristicas especificamente desenhadas para o caso em estudo.

Os materiais compdsitos sdo fortes candidatos a substituicdo de materiais conhecidos como tra-
dicionais. Estes materiais possibilitam uma infinidade de diferentes caracteristicas por serem obtidos
por unido de diversos materiais e possibilitam desse modo a unido de diversos pontos fortes caracteris-
ticos de materiais diferentes. Reddy (1994) afirma que, na data de publicag@o, os materiais comp6sitos
eram o assunto de investigacdo com maior niimero de adeptos nas dreas da inddstria quimica, eléctrica,
nas ciéncias dos materiais, na engenharia mecanica e de estruturas.

Com a utilizag@o dos materiais compositos pretende-se fundamentalmente conseguir propriedades
fisicas, quimicas, mecénicas ou térmicas pretendidas misturando 2 ou mais materiais cujas proprie-
dades individuais ndo correspondam as propriedades pretendidas de forma satisfatéria. Os materiais
compdsitos sdo geralmente classificados em 3 classes distintas, tal como ilustrado na Figure 1.1.

Os materiais compositos de fibra consistem em dois ou mais materiais em que um deles se apre-
senta em forma de fibras, podendo ser exposto em fibras longas (figura a de 1.2) ou curtas (figura b
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MATERIAIS COMPOSITOS
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Materiais Compésitos de Materiais Compdsitos de
Fibras Particulas

Materiais Compositos
Laminados

Figura 1.1: Classificacdo dos materiais compdsitos (adaptado de Mota Soares et al. (2000))

de 1.2), com orientac¢do definida ou ndo e sendo este ou estes geralmente os materiais que apresen-
tam melhores propriedades mecanicas, ou seja as propriedades desejadas. Os restantes materiais sao
utilizados enquanto matriz de forma a envolver e isolar as fibras do meio ambiente e assim proteger
as fibras, das agressdes do meio envolvente, que poderdao por exemplo, ser a humidade, sujidades e
impurezas existentes. Os materiais compésitos de fibras longas sdo muito conhecidos por possuirem

1

(a) Fibras longas (b) Fibras curtas

Figura 1.2: Representacdo esquemdtica de uma lamina de fibras

propriedades ortotrOpica que permite adaptar a estrutura as solicitagdes mecanicas dependendo exclu-
sivamente da orientag@o da fibras. Estes materiais sdo muito utilizados em estruturas onde a relagao
peso/performance € um factor fundamental.

Os materiais compositos de particulas consistem em materiais resultantes da mistura de macro ou
micro particulas de um certo material envolvido por outro ou outros materiais cujo o papel consiste em
envolver essas mesmas particulas, chamado de matriz. Estes materiais sdo muito utilizados quando
existe a necessidade de materiais com propriedades quimicas ou térmicas diferentes, en fun¢ao da lo-
calizacdo no compdsito. As particulas podem ser distribuidas de forma aleatéria ou por uma gradacao
espacial optimizada para a aplicacdo pretendida. A figura 1.3 exemplifica um material compdsito com
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distribui¢do de particulas entre 2 determinados materiais A e B segundo a direc¢do da espessura z.

A I
7 >

Figura 1.3: Representacdo esquematica de composito FGM

Os materiais compésitos laminados sao o resultados da disposi¢cdo em camadas de materiais iguais
ou differentes, incluindo laminas de materiais compdsitos do tipo descrito anteriormente (Reddy
(1994)). Combinando os vérios tipos de estruturas de materiais compdsitos apresentados anterior-
mente resulta assim uma infinidade de configuragdes possiveis levando assim a inimeras possibili-
dades por vezes de alcangarmos as propriedades pretendidas. Exemplos da aplicagdo de materiais
sandwich (figura 1.4) podem ser encontrados em inimeras situacdes da industria aerondutica ou in-
ddstria naval.

Figura 1.4: Representacdo esquematica de compdsito sandwich

Vantagens e Curiosidades

A década de 1960 ficou marcada pela introdugdo dos materiais compoésitos de alto desempenho de
forma significativa na industria aeroespacial. O desenvolvimento de diversos materiais poliméricos
com insercdo de fibras de carbono, vidro e outros materiais ofereceram aos projetistas a oportuni-
dade de flexibilizar os projetos estruturais, atendendo as necessidades de desempenho dos projectos.
Mirabel C. Rezende (2000)

Durante a década de 70, a forca aérea americana comeca a projectar o primeiro avido capaz de
passar despercebido pelos radares inimigos, o F-117 (figura 1.5) que voou pela primeira vez no dia 18
de junho de 1981 Force (2012). Toda essa tecnologia foi possivel de ser alcangada devido ao avanco
tecnoldgico dos materiais que apresentavam caracteristicas de absorcao da radiacdo eletromagnética
na faixa das micro-ondas. Aerondutica (2015)
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Figura 1.5: F-117 retiradoa 15 de Agosto de (https://archive.is/20120629101020/http://www.af.mil/information/heritage/aircraft.asp)

a velocidade com que a ado¢@o dos compdsitos se deu pela inddstria ndo foi como se estimava
nos anos 70. Pode-se dizer que esta ocorreu de forma bem mais rdpida no campo da aviag@o militar
que no mercado da aviagdo comercial. os exemplos mais recentes sdo o Boeing 787 e o Airbus A380,
cujos projetos estruturais incluem muitos componentes estruturais feitos a partir de tais materiais.
Aerondautica (2015)

159
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-Materiais
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Figura 1.6: Aerondutica comercial (adaptado de Up (2012))

A aeronave A380 apresentada pela Airbus no inicio de janeiro de 2005 veio revolucionar o mer-
cado. Esta apresentou inimeras melhorias em termos estruturais e em termos de tempo de vida esti-
mada ao substituir os materiais convencionais por materiais compdsitos Airbus (2015). E de constatar
que s6 cerca de 25 anos apds a indudstria militar dar os primeiras grandes passos na utilizagdo desta
tecnologia, é que esta comecou a surgir também no mercado comercial.

A aerondutica nfo € o unico exemplo de aplicacdo deste tipo de materiais. Na verdade, a utilizacdo
destes materiais estd presente na maioria dos mercados. Desde a bicicleta ao aeromodelismo, passando



6 Capitulo 1 - Introducio e Objectivos

pelos barcos e raquetes de ténis, estes materiais vieram substituir os metais e ligas metédlicas durante
os ultimos anos.

MATERIAIS
POLIMERICOS

Borracha natural

METAIS E LIGAS

Metais amorfos

Ligas de ago

COMPOSITOS Ligas leves

Super ligas

IMPORTANCIA RELATIVA

ROCHAS, CERAMICOS, VIDRO E CIMENTO

30000 AC 0 1940 1960 1980 1990 2000 2010
DATA

Figura 1.7: Evolucio dos materiais compésitos (adaptado de Caetano (2014))

A figura 1.7 ilustra a evolucdo da utilizacdo dos diversos materiais ao longo dos anos. E de notar
uma forte evolucio dos materiais compdsitos a partir dos anos 70.

As vantagens da utilizacdo destes materiais tem vindo a ser apresentada ao longo deste capitulo.
Vérios sdo os exemplos de vantagens apresentadas por estes materiais, poder-se-a dizer que a principal
vantagem destes € possibilitar uma infinidade de novas possibilidades de otimizacdo ao projecto de es-
truturas, a combinagdo de materiais que possibilite o alcance de propriedades nunca antes conseguidas
no ramo da electronica, quimica, mecénica e technolégico.

Metodologias de Modelacao

Com a evolugdo dos recursos computacionais, a mecanica computacional tem vindo nos dltimos anos
a tomar um lugar preponderante enquanto ferramenta industrial e no projeto de estruturas e solugdes
otimizadas. No entanto, a modelacdo de materiais complexos tais como os materiais compodsitos eleva
a necessidade de recursos computacionais quando a tentativa de discretizacdo do modelo alcanca o
nivel da micro escala, tornando a andlise micromecéanica de dificil alcance. Para tal, existem diversas
técnicas de homogeneizagdo que visam quantificar propriedades médias de um volume representativo
e de modo a encontrar um comportamento constitutivo equivalente numa escala maior, considerada
homogeneizada. Dentro de diversos métodos de modelagdo computacional, podemos destacar o mé-
todo de FEM. Esta € uma metodologia que tem vindo a ganhar bastante terreno em industrias compe-
titivas e justifica-se para tal a existéncia de diversas programas comerciais, tais como Ansys, Abaqus,
Nastran entre outros, que visam satisfazer a necessidade existente.

O método dos elementos finitos € uma ferramenta matemética que permite analisa estruturas e em
geral dominios de elevada complexidade, discretizando-os e aproximando dessa forma a resposta que
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poderemos esperar da estrutura real. O problema pode ser abordado segundo diferentes pressupostos,
que permitirdo seleccionar um ou vérios tipos de elementos mais favordveis para o caso em estudo.

1D o

- A‘ D
Figura 1.8: Ilustrag@o de alguns elementos finitos

Existem vdrios tipos de elementos, a figura 1.8 apresenta alguns dos mais conhecidos. O pro-
blema pode assim ser descrito por elementos de uma, duas ou trés dimensdes dependendo do tipo de
problema a analisar e das simplificagdes que € possivel considerar.

Com as necessidades de resposta a novos desafios em crescimento constante, € por vezes neces-
sario investigar além do que os programas comerciais nos oferecem. Teorias mais complexas, como
¢ o caso das teorias de deformacdo de corte de ordem superior (HSDT) ou mesmo de primeira ordem
(FSDT) ou regras de homogeneizagao especificas que ndo existam na biblioteca desses programas
ou simplesmente na tentativa de alcancar melhorias nas metodologias existentes necessitam de uma
abordagem diferente. Nesse caso, identificam-se intimeras teorias e metodologias diferentes para a

modelacdo de casos distintos. Desde o tipo de homogeneizacio de propriedades as fungdes interpola-
doras, diversas sdo as possibilidades de modelagcdo do mesmo caso de estudo.

1.4 Enquadramento Tedrico

A modelacdo de estruturas constituidas por materiais compdésitos bem como destes materiais por si
s6, tem envolvido um vasto trabalho de investigacdo designadamente no que refere a sua modela-
cdo. Apesar deste investimento ja se vir a fazer hd alguns anos, continua apesar de tudo a ser um
tema muito actual, e cuja complexidade de abordagem tem proporcionado a implementa¢@o de novas
metodologias de caracterizacdo das suas propriedades bem como do seu comportamento mecanico.
No presente capitulo é efectuada uma breve referéncia as principais contribui¢des encontradas na li-
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teratura mais directamente relacionadas com os objectivos deste trabalho, bem como as que foram
utilizadas no ambito do seu desenvolvimento.

Modelacao de Materiais Compositos

O tema da modelacdo de materiais compdsitos possui uma abrangéncia muito vasta, podendo ser
considerada na perspectiva da caracterizacdo das suas propriedades até a caracterizagdo do compor-
tamento mecanico que um dado compdsito ird proporcionar no contexto de uma dada estrutura sub-
metida as condi¢des de fronteira que lhe sdo impostas. Inimeros trabalhos tém sido desenvolvidos
nestes dominios, existindo alguns livros de referéncia que sistematizam esta temdtica, bem como a
evolucdo de diferentes técnicas e métodos de andlise deste tipo de estruturas. Neste contexto € de
salientar o livro devido a J.N.Reddy (1997) que se constitui como uma referéncia incontorndvel para
aqueles que se iniciam no estudo dos materiais compdsitos e das estruturas construidas com estes ma-
teriais. Outra referéncia neste contexto é devida a Campbell (2010) onde um maior foco € colocado na
caracterizagdo de propriedades dos diferentes tipos destes materiais e processos de fabrico. Embora
no presente trabalho tenham sido objecto de estudo mais aprofundado os compdsitos de particulas
com gradiente funcional (FGM), foram também implementadas os procedimentos de calculo associ-
ados ao estudo de materiais laminados com refor¢o de fibras longas. O acréonimo FGM apareceu em
meados dos anos 80, como descrito em M. Yamanouchi, T. Hirai (1990) e refere-se a possibilidade
de definir uma variacdo continuo das propriedades do material no espago tridimensional da estrutura
compdsita. Desde entdo, miltiplos investigadores se t€ém debrucado sobre o estudo destes materiais.
Em J.N.Reddy (2000) ¢ apresentado um estudo sobre o comportamento estatico e dindmico de placas
construidas de materiais desta natureza. E utilizada a sua teoria de terceira ordem bem como o método
de Navier para analisar placas rectangulares, onde sdo considerados o acoplamento termo-mecanico
bem como a ndo-linearidade geométrica de Von- Kdrman. Bouchafa et al. (2010) implementam um
modelo analitico para o estudo de tensdes residuais de origem térmica, segundo uma distribuicao ex-
ponencial de particulas de refor¢o ao longo da espessura. De acordo com estes autores estas inclusdes
numa regido totalmente composta por um dos materiais que compdem o FGM provocam um aumento
das tensdes residuais. Num trabalho mais recente, Lee et al. (2015) apresenta um estudo em que é
considerada a distribui¢do de particulas segundo uma funcio exponencial e procede a comparagado de
modelos por esta definida, com distribui¢des segundo a funcio de poténcia da espessura ou a distribui-
¢do sinusoidal. O estudo desenvolvido assenta numa teoria de deformacao de corte de ordem superior,
visando quantificar a variacdo da espessura do compésito. Apesar da distribuicdo das particulas de
reforco no dominio espacial da estrutura desempenhar um papel muito importante, sabe-se que outro
tipo de parametros influencia também o desempenho de uma estrutura. Bhandari and Purohit (2014)
apresenta um estudo sobre a influéncia da distribuicao de particulas de uma combinacao FGM, metal-
ceramico e apresenta resultados que visam também comparar a influéncia do tipo de condicdes de
fronteira. Em Nguyen et al. (2007) é apresentada uma abordagem comparativa da influéncia do factor
de correccdo ao corte, para diferentes casos de compdsitos FGMs, em que sdo considerados diferentes
valores para o expoente da lei de distribuicdo da fraccdo de volume expressa em funcdo da poté€ncia da
espessura. Ferreira et al. (2005) apresentam um trabalho em que se compara a influéncia de diferentes
metodologias de predicdo de propriedades, no comportamento mecanico de placas FGM em que é
utilizada uma teoria de deformacdo de corte de terceira ordem implementada através de um método
sem malha em que sio usadas funcdes de base radial. Mais recentemente, Loc V. Tran, A.J.M Ferreira
(2013) apresentam uma comparagdo entre os resultados obtidos para frequéncias naturais, através de
um método sem malha e a aplicacdo do método dos elementos finitos. Matsunaga (2008) faz um es-
tudo do comportamento dindmico em vibragdes livres e da estabilidade de uma placa FGM através de
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uma teoria de corte de ordem superior utilizando o método de Navier. Também Thai and Choi (2013)
apresentam uma modela¢do utilizando a solucdo de Navier, mas recorrendo a teoria de deformacao de
corte de primeira ordem (FSDT). Num contexto de comparagdo entre resultados obtidos utilizando di-
ferentes teorias de deformacao de corte, é de referir os trabalhos desenvolvidos por Bhar et al. (2010),
bem como mais recentemente Loja et al. (2015). Neste tltimo caso, para além de serem consideradas
diferentes teorias de deformacdo de corte, sdo adicionalmente utilizados elementos finitos, de 3 a 6
noés, cujas fungdes interpoladoras sdo obtidas a partir de interpolagdo de Kriging. Nesse trabalho é
apresentada a comparagdo da utilizacido de diversas funcdes de forma entre os nds do elemento de
viga utilizado para caracterizar uma viga composta por uma estrutura sandwich. O tipo de abordagem
aos elementos finitos pode ser baseado em diferentes metodologias. A andlise numérica proporciona
grandes vantagens a nivel de recursos computacionais mas exige uma maior complexidade do modelo
visto que se torna necessario, por vezes, a utilizagdo de um ndmero elevado de elementos para a sua
caracterizagdo. Nos dias de hoje, os recursos computacionais deixaram de ser uma limitagao tao sig-
nificativa em algumas abordagens. Davies (1998) apresenta uma abordagens na modelacdo de painéis
sandwich aplicados a construccdo civil que visa modelar a estrutura em elementos de viga. Estes
elementos permitem contabilizar o efeito de deformacgéo devido ao esfor¢o transverso. Na mesma
referéncia, é apresentado uma metodologia de alteracdo ao elemento de viga de Bernoulli que permite
adaptar este elemento de modo a quantificar essa mesma deformacao.

Variabilidade na Modelacao de Materiais Compositos

Sabe-se que € extremamente importante conseguir caracterizar as propriedades elasticas da melhor
forma, de modo a conseguir obter uma previsio mais credivel do seu comportamento mecénico. E
neste contexto que Maletta and Pagnotta (2004) apresentam um estudo com vista a quantificar as
propriedades mecénicas efectivas de um laminado compdsito. Para o efeito comparam os resultados
obtidos através de um modelo de elementos finitos disponivel num programa comercial com dados
reais obtidos por ensaios dindmicos experimentais. De forma a aproximar as constantes eldsticas do
modelo, os autores utilizaram uma técnica com base em algoritmos genéticos cuja funcao objectivo se
baseia na minimizacao da respectiva diferenca. Garshasbinia and Jam (2005) apresentou uma aborda-
gem semelhante a dos anteriores co-autores, mas com aplicagdo em materiais isotropicos, ortotropicos
e anisotrépicos. Partindo de conclusdes anteriores sobre a baixa influéncia dos coeficientes de Poisson
sobre as respostas dinamicas de laminados, Ragauskas and Belevicius (2009) desenvolvem um estudo
incidente sobre o problema inverso, de identificacio de propriedades eldsticas do material compdsito,
utilizando algoritmos genéticos. Sabe-se que algumas caracteristicas/parametros poderao possuir uma
menor influéncia no comportamento mecanico de um compdsito. Assim, dependendo do caso, podera
ser possivel reduzir o custo computacional de uma andlise, se forem utilizados modelos em que ape-
nas a actualizacdo dos pardmetros mais relevantes seja permitida, por representarem a maioria da
significancia da variabilidade. Nesse sentido, e perspectivando a reducdo dos custos computacionais
associados as anélises de elementos finitos, em particular quando se tratam de estruturas de maior
complexidade, tem-se pretendido desenvolver estudos que visam compreender quais os parametros
do modelo mais representativos da sensibilidade dos resultados de saida. Em Francois M. Hemez
(2004) € apresentado a validacdo de um modelo descrito por elementos finitos de um compdsito lami-
nado composto por 8 laminas ortotrépicas, baseado em diferentes ensaios experimentais. Sobre esse
modelo, é desenvolvido um estudo que visa identificar quais os pardmetros de entrada do modelo com
maior significincia sobre cada frequéncia obtida pelo mesmo. Para tal, é considerada a introducao
de variabilidade sobre os parametros de orientacdo de cada camada, de propriedades do material or-
totrépico obtidos por dados do fabricante, do modelo de elementos finitos com vista a estimar uma
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relacdo estatistica entre a variabilidade de entrada e a de saida. Com este estudo, obtiveram-se as
sensibilidades dos pardmetros de saida do modelo face aos pardmetros de entrada e quantificou-se a
significincia de cada pardmetro. Em fun¢do destes resultados, foi definido um meta-modelo associ-
ado a cada frequéncia natural, com o menor nimero de varidveis de entrada possivel, para um grau de
certeza pré-definido. Potter (2009) apresenta um levantamento das principais causas de variabilidade
associadas ao processamento de materiais compdsitos. Desde a incerteza das propriedades do mate-
rial, passando pela orientacao de fibras ao processo de fabrico, o autor apresenta mais de 60 principais
causas de defeitos e variabilidade associada ao produto, deixando claro a existéncia de variabilidade
ndo quantificada pelas causas identificadas.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Neste capitulo sdo apresentados todos os conceitos e fundamentos teéricos necessarios a realizacio
do trabalho apresentado. Em seguida sdo apresentados conceitos, teorias e metodologias no ambito da
determinacdo de propriedades efectivas de diversas estruturas compésitas e das metodologias de ele-
mentos finitos em que os compdsitos sdo discretizados. Sdo também apresentados alguns algoritmos
como forma de melhor explicagdo das implementacdes que foram realizadas. Sao ainda apresentados
os conceitos de estatistica utilizados ao longo do trabalho.

2.1 Materiais Compdsitos

Materiais Compositos de Particulas, com Gradiente Funcional (FGM)

Os Functionally graded materials, chamados de FGMs sdo materiais compdsitos constituidos por uma
gradacdo espacial em termos de constituicdo dos materiais, podendo ser descritos por uma determi-
nada func¢do de aproximacgdo da distribui¢do de cada constituinte (Wessel (2004)). Ambos os consti-
tuintes de um FGM irdo ter um papel fundamental nas propriedades do material resultante podendo
cada um deles interferir no desempenho do material (Ford et al. (1999)).

As propriedades mecanicas de um FGM nao podem ser caracterizadas por apenas alguns valores
médios dos materiais que o constituam, visto que as propriedades mecanicas do mesmo vao variar
em concordancia com a variagdo especifica de cada material no espago. No entanto, existem algumas
técnicas que permitem estipular caracteristicas para previsao do comportamento do FGM (Wessel
(2004)).

Material 2

a) Material 1 b)

Figura 2.1: Modela¢do do FGM (adaptado de Wessel (2004)) a) abordagem continua; b) abordagem
discreta
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As formas de homogeneizac¢do apresentadas ao longo deste capitulo podem ser aplicadas de uma
forma continua, segundo a ilustacdo a) da figura 3.4 ou de um modo discreto tal como apresenta a
ilustracdo b) da mesma figura. O caso de estudo apresentado no capitulo 4.2 apresenta resultados
comparativos das 2 abordagens.

Para determinar as propriedades médias, efectivas de um compdsito, ou seja, para homogeneizar
as suas propriedades, € necessdrio definir uma funcido que expresse a distribuicdo das particulas de
cada material nas diferentes direc¢des do referencial utilizado. Geralmente, os FGMs sdo projectados
para que as suas propriedades mecanicas variem de forma continua ao longo da espessura, desde a
superficie inferior até a superficie do superior (Matsunaga (2008)). O facto de se conseguir uma
distribuicdo continua ao longo da espessura torna-se numa grande vantagem face aos laminados pois
deste modo reduz-se significativamente a possibilidade de existéncia de delaminagem (Ferreira et al.
(2005)).

Nos casos mais usuais de aplicacdo de FGMs, estes sdo compostos por uma componente ceramica,
de forma a promover a resisténcia a temperatura e as corrosdes de uma das superficies, e a resisténcia
mecanica que serd obtida através de uma superficie composta por uma forte componente metélica
(Zhu and Liew (2011)). Para além deste exemplo de aplicacdo, este tipo de materiais possibilita
a adaptacdo do mesmo a diversas circunstincias, ao reunir os componentes mais indicados para a
situacdo em questao.

Calculo de Propriedades Média

Distribuicio de Particulas de Reforco em Espessura

A defini¢do de uma expressao que caracterize a distribuicdo de particulas ao longo da espessura pode
ter diferentes abordagens. A forma mais usual é definida pela regra da poténcia, apresentada na
equacdo 2.1.

Ve(z) = (- +35) 2.1

Em que neste caso se admite que esta fraccdo de volume € referente as particulas cerdmicas. Esta
equacdo visa caracterizar a distribuicao de particulas ao longo da espessura. O parametro p define o
perfil da variagc@o de volume de particulas ao longo da espessura, resultando em diversas possibilidade
de distribuicdo apresentadas na figura 2.2 dependendo do valor de poténcia.

17

h/2

Figura 2.2: Distribuicdo da fraccio de volume de particulas cerdmicas ao longo da espessura descrito
pela regra da poténcia
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A regra da poténcia pode ser utilizada juntamente com diversas regras de homogeneizagao, to-
mando por exemplo o trabalho de Nguyen et al. (2007) que utiliza a regra das poténcias aplicada a
regra das misturas e Ferreira et al. (2006) e Ferreira et al. (2005) que apresenta a mesma aproximacao
aplicando a regra de Mori-Tanaka.

Outra forma de caracterizar a distribuicao do volume de particulas é a chamada regra exponencial,
apresentada na equacdo 2.2.

h
P(z) = P, —igzg—%
1ogn(PaVe(sa b
P(Z):Pﬁ*eh ln(pB)(Z+2) —E<Z<% 2.2)
h
P(z) = P3 % Z§§

Sendo ec corresponde a espessura de niicleo FGM e h a espessura do laminado. A regra exponen-
cial é em si mesma simultaneamente uma regra que define a distribui¢do de particulas, mas também
os valores das propriedades, pois dela resultam as distribui¢des das propriedades homogeneizadas ao
longo da espessura. A Figura 2.3 ilustra a distribuicdo da propriedade obtida, neste caso do médulo
de Young, ao longo da espessura obtido pela utiliza¢do da regra exponencial.

E [GPa]

-2 -ec/2 2 ec/2 w2

Figura 2.3: Distribuicdo do médulo de Young ao longo da espessura descrito pela regra exponencial

A aplicagdo desta técnica de homogeneizagdo é bastante usual e podemos tomar como exemplo
o trabalho de Bouchafa et al. (2010) que apresenta a implementacdo desta técnica aplicada ao nicleo
FGM de um laminado sandwich.

Existem ainda outras formas de obter uma aproximacao da distribuicdo do volume de particulas,
as quais ndo serdo abordadas neste trabalho, tais como a regra sinusoidal apresentada em Bouchafa
et al. (2010), onde também estao apresentadas as regras anteriores.

Regra das Misturas

As regras das misturas apresentadas em Voigt (1889) e Reuss (1929), sdo referidas como sendo uma
aproximacdo muito usual para estimativa das propriedades térmicas ou mecénicas de um material
compésito. A aproximacgdo de Voigt (eq. 2.3) baseia-se na média aritmética das propriedades in-
dividuais de cada material que compde o laminado. Outra regra das misturas muito utilizada é a
aproximacgdo de Reuss (eq. 2.4) que se baseia numa média harmdnica das propriedades em estudo.
(adaptado de Miyamoto (1999)).
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Iso-Tensao
Iso-Deformagdo

Figura 2.4: Iso-Tensdo e Iso-Deformacao

Cada uma das regras anteriormente mencionadas devera ser aplicada dependendo de cada caso. A
figura 2.4 ilustra o principio de cada uma, sendo que a regra de Voigt (eq. 2.3) deverd ser utilizada
para o caso de iso-deformacao e a regra de Reuss (eq. 2.4) para o caso de iso-tensio.

P=Vc,*x P, + VCg * P,B (2.3)

. Pa*Pg
~ Vax P+ Vg Py

2.4)

As equagdes da regra das misturas ndo t€m em considerag@o a interacdo entre os constituintes
do laminado (Bernardo and Loja (2015)), sendo por isso considerado uma das aproximagdes mais
simples mas também mais limitada em termos de validacdo (Miyamoto (1999)).

Ao longo deste trabalho, serdo utilizados diversas formas de homogeneizagao, sendo uma delas a
regra de Voigt (eq. 2.3), onde P representa a propriedade a homogeneizar e V¢ a frac¢do de volume,
neste caso respectiva ao ceramico. Poder-se-a estimar qualquer propriedades mecéanica do compdsito
em estudo substituindo a varidvel P por E, v ou p representando respectivamente o médulo de Young,
o coeficiente de Poisson e a massa especifico de cada constituinte. Deste modo, poder-se-a estimar a
distribuicdo ao longo da espessura do laminado de cada propriedade.

E(z) =Ve(z) * Ec+Vm(z) = Ep,
v(z) =Ve(z) s ve + Vm(z) x vy, (2.5)
p(z) =Ve(z) * pe + Vm(z) * pm

Regra de Mori-Tanaka

Outra forma de estimar as propriedades efectivas do compdsito, que contrariamente a regra das mis-
turas considera a interacdo dos materiais constituintes, é a devida a Mori-Tanaka (Bernardo and Loja
(2015)). Esta técnica de homogeneizacgao € apresentada em Mori and Tanaka (1973) e descrita de uma
forma clara em Miyamoto (1999).

K,, = Em KC:L
3k (1 —2x1yy,) 3x (1 —2x%1,) "6
E,, E, (2.6)
Gn=—-—"— G.=

2% (14 vp) 2% (14w



2.1 - Materiais Compositos 15

Esta técnica de homogeneizagdo relaciona os médulos de compressdo volumétrica (/) e de distor-
¢do (G), definidos pela equagdo 2.6 dos materiais constituintes do compdsito através das igualdades
expressas na equagdo 2.7.

Keq. — K Ve(z)
Ke=Km 1+ Vm(z) « Zesfin
2.7
Geq. — Gm Ve(z)
G.—Gn, 14+ Vm(z) * g‘;;Gﬁ
onde:
flsz*(9*Km+8*Gm) 2.8)

6 x (K +2xGy)

Obtendo as distribuicdes ao longo da espessura dos médulos de compressdo volumétrica e de corte
expressas pela equacio 2.9.

K (z):4*Gm*Km+3*Km*KC—4*Gm*Km*Vc(z)+4*Gm*Kc*Vc(z)
6q' 45 G +3x Ko+ 3% Ky xVe(z) —3x Ke.xVe(z)
G * fl+Gpn*xGe— G xVe(z)x f14+GexVe(z) * f1
Ge+ f14+ G xVe(z) — Gex Ve(z)

(2.9)

Geq.(2) =
Permitindo deste modo uma aproximagdo do médulo de Young e do coeficiente de Poisson ao
longo da espessura z expressa pela equacao 2.10.

9% Keg (2) * Geg.(2)
3% Keq.(2) + Geg.(2)

o) = 3% Keg.(2) — 2% Geg.(2)

E(z) T 2% (3% Kog.(2) + Geg.(2))

(2.10)

No caso da utilizac@o da regra de Mori-Tanaka, a aproximacdo da distribui¢do da massa especifico
deverd ser calculada segunda a regra de Voigt , ou seja pela equacdo 2.11.

p(z) =Ve(z) x pe+ (1 =Ve(2)) * pm (2.11)

Teorias de Laminados

Existem vdrias teorias que permitem estudar um material compdésito, muitas delas baseiam-se numa
abordagem de camada tdnica equivalente. Este principio permite fazer a equivaléncia entre um com-
posito/laminado heterégeneo e uma camada equivalente descrita por um comportamento constitutivo
complexo, reduzindo assim a dimensao do problema J.N.Reddy (1997).

Y,V XU
A) O mrmimimemms I 1 B)

Figura 2.5: A) Representacdo esquemdtica de um laminado ndo sujeito a cargamento B) Representa-
cdo esquemadtica de um laminado sujeito a carregamento segundo consideragdes FSDT (adaptado de
J.N.Reddy (1997))



16 Capitulo 2 - Fundamentos Teoricos

Teoria de Deformacao de Corte de Primeira Ordem (FSDT)

A teoria de deformacgdo de corte de primeira ordem (FSDT) tem a particularidade de admitir que
as linhas de extensdes inicialmente perpendiculares ao plano médio possam deixar de o ser apds
deformacdo do compdsito, tal como ilustrado em B) da figura 2.5. Esta condicdo permite incluir as
extensoes de corte €, € €,y a teoria e assim definir o campo de deslocamentos presente na equagdo
2.12. (J.N.Reddy (1997))

u(x,y, z,t) = up(x,y,t) + z * ¢ (z,y,1t)
v(z,y,2,t) =vo(x,y,t) + 2 * py(x,y,t) (2.12)
lU(ZL‘, Y, %, t) = ZUO(Z‘, Y, t)

Sendo que ug, vy € wg correspondem aos deslocamentos do plano médio da placa em estudo e
¢x € ¢, correspondem as rotagdes em torno do respectivo €ixo. ¢, e ¢, sdo descritas por fungdes
independentes. Desta teoria resultam extensoes €, € €., constantes, ou seja ndo sdo fungdo de z e
por consequéncia, as tensdes de corte respectivas sdo também constantes. Por esse motivo, é definido
um factor de correc¢do de corte que € obtido por um balanco energético entre a energia devida as
tensdes de corte obtidas pela metodologia aplicada e a teoria da elasticidade tridimensional. Este
factor de correcg¢do ao corte (K) resulta em 5/6 (aplicado na equagdo 2.22) quando se trata de uma

seccdo rectangular de material isotrGpico. E no entanto um valor que em indimeras situacdes é também
utilizado (J.N.Reddy (1997)).

Lei Constitutiva da Lamina

A Lei constitutiva da 1amina explicita a formulagdo do comportamento mecanico de cada lamina de
uma estrutura compdsita laminada. Esta lei é vdlida quando forem assumidos pressupostos tais como
(Mota Soares et al. (2000)):

- A lamina € continua sem apresentar impurezas ou espagos residuais;
- A lamina apresenta um comportamento linear eldstico.

Pelos pressupostos anteriormente apresentados poder-se-a assim aplicar a lei de Hooke Generali-
zada para o caso de uma ladmina em estado de tensdo plana, no referé€ncial do material.

o1 Qu Q12 0 0 0 €1
02 Q12 Q2 0 0 0 €2
o4 = 0 0 Q44 0 0 * | €4 (2.13)
05 0 0 0 Q55 0 €5
o6 0 0 0 0 Qs €6

Nao sdo considerados o3 e €3 na lei constitutiva da ldmina, pois esta é sustentada por uma condi¢do
de tensdo plana e a utilizacdo da teoria FSDT. Ao considerar a teoria de primeira ordem (ver sec¢io
2.1) justifica-se a apresentacdo das componentes 04, 05, €4 € €5 € 0s respectivos coeficientes de rigidez
Q14 € Q55 pois baseia-se na consideragao das deformacdes de corte transversais ao plano da 1amina.

Podemos assim traduzir a equacgdo 2.13, para o caso de uma lamina isotrépica:

Quu Q2 0 0 0
le QQQ 0 = Q(Z) e [ 644 Q :| = G(Z) (2.14)
0 0 Qe %
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Sendo que Q(z) e G(z) sdo determinados para uma lamina isotrépica ndo homogénea por:

v(z) 0
E(z
Q(z) = 11/()2)2 x| v(2) (1) 1_8(2) (2.15)
2
E(z) 10
G(z) = CP ) * [0 1] (2.16)

Para o caso de uma lamina ortotrépica, os coeficientes de rigidez devem ser transformados para o
referéncial do laminado e se necessdrio depois para o referéncial da estrutura. Para tal, os coefici-
entes de rigidez eldstica reduzidos sdo determinados de forma diferente, pois trata-se de um material
ortotrépico, por (J.N.Reddy (1997)):

El E2
Qu=-—""—"— Q2 =

1 — 119 %191 _1—1/12*1/21

V9 * B2 Vo1 x Bl 2.17)
Q12 = =
1—vig*x191 1 —v12xv9

Qua = Ga3 Q55 = G13 Q6 = G12

Os coeficientes de rigidez eldstica reduzidos transformados sao obtidos por (Mota Soares et al. (2000)):

Q11 = Qr1cos*0 + 2(Q12 + 2 * Qeg) sin>0cos0 + Qaasin’h

Q12 = (Q11 + Qa2 — 4Q¢6)5in*0c05%0 + Q12(sin'd + cos?d),

Qso = Q115100 + 2(Q12 + 2 * Qes)sin?Ocos®0 + Qaacosd

Q16 = (Q11 — Q12 — 2Qp6)5in0c05°0 + (Q12 — Q22 + 2Qe6)sin>0cosh

Qu = Quacos®0 + Qzsin’0 218
Qus = (Qs5 — Qua)cosbsind

Qs5 = Q55c05°0 + Quusin>0

Qa6 = (Q11 — Q12 — 2Qe6)5in>0c0s0 + (Q12 — Q22 + 2Qes)sinbcos®0

Qo6 = (Qu1 + Q22 — 2Q12 — 2Qg6)5in0c05°0 + Qos(sin"0 + cos'0)

Em que 6 representa o dngulo entre o referéncial global de um laminado e o referéncial local da
propria lamina.

Os coeficientes de elasticidade reduzidos transformados permitem transpor as propriedades do
referencial da lamina para o referencial do laminado ou até mesmo para o referencial global caracte-
rizado pelas direccdes x,y, ilustrado na figura 2.6.
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Figura 2.6: A) Referencial da 1amina vs referencial global

Considerando os mesmos coeficientes, obtém-se a igualdade segundo as direcgdes x,y segundo:

Ozx 0 Q16 (S
Qu Qus 0 | * |26 (2.19)
Q51 Qs5 O 2z

Qs O 0 Qg 2eqy

Taz

911

Oyy Q12
0
0

Q16

Ty

Equacoes Constitutivas do Laminado

De modo a quantificar a rigidez do laminado, sdo definidas as Matrizes A, B, D e As. Estas matrizes
relacionam for¢as € momentos resultantes no laminado devido as extensdes do mesmo. Estas exten-
soes podem ser divididas em 2 partes, sendo elas 6(0), extensOes devidas ao efeito de membrana, e
¢, correspondentes ao efeito de flexdo, tal como apresenta a equacio 2.20 (J.N.Reddy (1997)).

B 0 BT
0 D

L) )

€Ezy | = Yy + 2 % €xy

€z el ety

€yz _63(;(,]2)_ _61512)_
OT o I (2.20)
el ¥n by %
RON I PP B ) B P
269(0(2 awo + ¢y 265(012 0
_263(/(?_ L Bdu;o + ¢ | _267512)_ L 0
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A equacido 2.21 apresenta a relagdo entre forcas e momentos resultantes das extensdes do laminado
(J.N.Reddy (1997)).

(0) (1)

Nyx €xx €zx

Nyy | = [A] * 63(;(;)/) + [B] 63(/%;)

o EJ(C%) J(Uly) (2.21)
M, et et '
Myy | = [B] * 6;(/%) + [D] * 67(;1/)

M, 20 2l

A equacido 2.21 apenas descreve a relacdo dos esforcos normais segundo as direcgdes x e y € 0
esfor¢o transverso segundo Xy, ou seja, o necessario para aplicacdo da teoria classica dos laminados
(CLT). Para o caso dos esforcos transversos xz e yz a relagdo é dada na equacdo 2.22 e ¢ representada
pela matriz [As] multiplicada pelas distor¢oes e o factor de correcgdo ao corte descrito anteriormente.

(0)
(0)

2 % €y

[Qm] = K x [As] * (2.22)

Qyz

2 % €y

Sendo que as matrizes A, B, D e As sdo assim definidas para o caso de um material isotrépico ndao
homogéneo pela equagdo 2.23.

A= EQ(z)dz B= EQ(Z>*ZdZ D= §Q(z)>|<22dz

NIy
NIy
Ny

" (2.23)
As= |’ G(z) dz

h
2

Enquanto que para o caso de laminados ortotrépicos temos a equagdo 2.24 (Mota Soares et al.
(2000)).

N
Mz

(k41— 2x) Bij = 5 * ZQU Zk;+1 Dij = 3 * ZQW Zk+1 )

As = ZQU (2ht1 = 2k)

(2.24)
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Os algoritmos 1 a 4 apresentam o modo de obtencdo das matrizes A, B, D e As de diferentes com-
positos, sendo eles respectivamente laminados compostos por FGM com distribuicao continua, FGM
em forma de laminado com distribui¢do discreta, FGM descrito por uma distribui¢do exponencial e
ainda para um laminado composto por ldminas ortotrépicas. A conjugacdo destas diferentes opgdes
permitird a modelagdo de diversos compdsitos.

Algoritmo 1 Matrizes A, B, D, As e p de FGM: Abordagem continua
1: funcao PROPRIEDADES FGM(a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, j)

+hy
2 Ve = =
3: se j < 1 entdo > regra das misturas

By« Vexc+(1-Ve)*d
Ve« Vex f+(1—=Ve)xe

4 senaoj < 2 > regra de Mori-Tanaka
d : < aresta
Gy« 2x(1+e) Ga 2x(1+f) >a < espessura
d . c
K1 g 3 K2 ¢ 55003 > b < aresta

> ¢ <— Young do ceramico
G1#(9%K1+8%G1)
h e~ “mmaeay > d < Young metal

4xG1x K1 +3x K1x Ko —4xG1 K1 %V e+4xG1x KoxVe

Kis 4G 1+3xKo+3+x K%V c—3xKaxVc > e < poisson metal

G1*xf1+G1xGa—G1xVex f1+GaxVex fi . As
G1s Gt FirC e Ve—GanVe > f ¢ poisson ceramico

9xK1:xG1g :
Eqy — ns5as i +G1€; > g < expoente p da regra das misturas

3*K15—2* 1s z.
V(z) ¢ 2 (3rkretCr) _D h < peso especifico me.tal

5: fim se > 4 <— peso especifico ceramico
1 V(z) 0
Q Bz) v 1 0 > 7 < op¢do para regra de homogeneizacao
(Z) 1_V(z) (Z) 1—y ] pg p g g 9
“Y(2)
0 2
E 10
(2)

Gz < It L O] > h < espessura

h h

z) dz ; z)* z dz
A+ |2, d ; B+ |2 d
-3 -3

I h
D+ [2,Q(2)x2%dz ; As+ [2,G(z)dz
2 2

12 h
p [3 Vexi+(1=Ve)xhdz ; p?>+ [, (Vexi+ (1—Ve)*h)x2?dz
2 2

6: fim funcao
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Algoritmo 2 Matrizes A, B, D, As e p de FGM: Abordagem discreta

1: funcdo PROPRIEDADES FGM DISCRETO(a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, j)
> Regra de Mori-Tanaka ou regra das misturas (ver algoritmo 2.1)
Declarar variaveis necessarias

2: paray < 1 até j faca
2k (1,1) —% + w + camadaseguinte
camadseguinte < camadaseguinte + €k (1, %)
Ecomada (i, 1) A E(z(—zk(l,z))
Veamada (Z7 1) S V(zezp(1,0))
Pcamada(i’ 1)  Pla—2(1,))

] 1 Veamada (Z> 1) 0
Q(l 03,1 3,2) — % * Vcamada(i7 1) 1 0
camadal\l, 0 O 1_Vca,m2ada(i71)

. o Eamada(is1) 10
G(1:2,1:2,i) « 2*(1+Vca'riad’iz(i71)) * [1 0}

zk(l,i)+ek(1,i)

A+ A+ szM)EEk(M) Q(1:3,1:3,i) dz

2
2 (1,3)tep (1,3)

B+ B+ ka(l’i)_Qek(Li) Q(1:3,1:3,i)*zdz

2
2 (L) +eg (1,9)

D <+ D+ ka(lwaek(l,i) Q(1:3,1:3,4) 22 dz

s (L) ey (1,0)
As  As+ [ o020 G:2,1:2,0) dz
zk(l,i)+ek(21,i)
pp+ fzk(l,i)—Qek(l,i) Peamada(i; 1) dz
o (L) e (1)

)02 — :02 + fzk(l,i)fek(l,i) pcamada(iv 1) 2% dz
3: fim ’
4: fim funcao

Algoritmo 3 Matrizes A, B, D, As e p de FGM: distribui¢do exponential
1: funcao PROPRIEDADES FGM DISTRIBUICAO EXPONENTIAL(a, b, ¢, d, e, f, g, h, i, j)
> Semelhante ao algoritmo 1 com excepc¢ao do apresentado
Declarar Yariéveis necessarias
By ff% cx et (D3 g

t t
Y(iz) S ff% e x et (D(=+4) 4,

Py & 2, hox et D) g
2

2: fim funcao
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Algoritmo 4 Matrizes A, B, D, As e p de compdsito ortotrépico

1: fun¢do PROPRIEDADES COMPOSITO ORTOTROPICO(a, b, ¢, d, e, f, g, h, t1, ..., ty)

10:
11:
12:

13:
14:
15:

A A

Declarar variaveis necessarias

z1(1) « —% + %; 21(2) « —% + 2 %; . 21(g) —% + g x* %

22(1) + —8;22(2) + 21(1); ...; 22(g) + 21(g — 1)

212 212 > h < Espessura do laminado
222 222 > g < N° de camadas do laminado
213 « 213 > %1, ..., ty Orienta¢do de cada camada do laminado
223 + 223

thick < z1 — 22

thick2 < 212 — 222

thick3 < 213 — 223
paray < 1 até g faca

() <« funcio Coeficientes eldsticos transformados (t,,g;Q(1,1);Q(1,2);Q(2,2);

Q(3,3); Q(4,4); Q(5,5))

fim
para x < 1 até g faca
paray < 1 até 3 faca
para z < 1 até 3 faca
Ay, 2) < A(y,2) + Q(y, 2) * thick(z);
B(y,z) < B(y, z) + Q(y, 2) * thick2(x)
D(y,z) + D(y,z) + Q(y, 2) * thick3(x)
fim
fim
fim
para x < 1 até g faca
paray < 4 até 5 faca
para z < 4 até 5 faca
As(y, z) + As(y,z) + Q(y, 2) * thick(z);
fim
fim
fim

’
2

16: fim funcao
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2.2 Elementos Finitos

O FEM ¢ actualmente uma ferramenta cada vez mais utilizada pela inddstria enquanto ferramenta
computacional no ambito da andlise do comportamento mecanico de estruturas, da mecanica dos
fluidos e da transferéncia de calor. Muitas sdo as metodologias apresentadas para diferentes situagdes
e muitos sdo os programas comerciais implementados no mercado que visam fornecer uma solucio
para facilitar a utilizacdo dessas ferramentas.

Nesta seccdo do trabalho, sdo apresentados modelos de elementos finitos com vista a caracterizar
as diversas abordagens aos materiais compdsitos apresentadas na secgdo 2.1.

Utilizando uma abordagem FSDT, os diversos laminados podem ser caracterizados por elementos
de placa que incluem 5 graus de liberdade por n6, correspondendo esses aos respectivos deslocamentos
(up, vo, Wo, ¢z, ¢y) da superficie média da placa. Os elementos aqui apresentados baseiam-se em
diferentes formulacdes para a obtencdo das fungdes de interpolacdo entre os nés de cada elemento,
nomeadamente em fungdes de Lagrange ou fungdes de Kriging. A refinacdo da malha aplicada ao
laminado pode ser efectuada por quantidade de elementos inseridos na estrutura, mas também ao
nimero de nés presentes em cada elemento, sendo por isso apresentados elementos denomiados por
Q4, Q9 e Q16 que correspondem respectivamente a elementos de 4 nds, 9 nés e 16 nds, ilustrados na
figura 2.14.

Geracao de Malhas

Para a implementagdo da formulag@o descrita ao longo deste capitulo acerca de cada elemento, é
necessdrio proceder a numeracao dos nds pela ordem correcta e respeitar a sequéncia das funcdes de
forma para poder interpolar os nds adequados segundo a numeragao local do préprio elemento.

A Figure 2.14 apresenta 3 tipos de elementos com diferentes numeracdes de nés. Todos eles sdo
designados ao longo do trabalho como Q4 para o elemento apresentado em a), Q9 para o elemento
em b) e Q16 para o elemento ilustrado em c).

(a) 4 nds (b) 9 nds (c) 16 nos

Figura 2.7: Representacdo esquemaética dos diversos elementos

Cada elemento anteriormente ilustrado requer um algoritmo de automatizagio para a numeragao
de todos os nés envolventes na malha discretizada, ficando o ndmero total de nés da malha dependendo
do nimero de elementos que a constitui.
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Geracao de Malha para Elementos Q4

A numerag¢ado dos nés utilizada para os elementos Q4 estd de acordo com a numeracio apresentada
no livro Ferreira (2010), o qual apresenta também um algoritmo que serd utilizado e descrito neste
capitulo. A geracdo da malha para os elementos Q4 serd a mesma para o caso dos elementos corres-
pondentes com fung¢des de interpolacdo lagrangeanas e com fungdes de interpolacdo de Kriging, pois

foi assumida a mesma numeracdo em ambos os elementos.

4

(-1;1)

"

1

(-1;-1)

Figura 2.8: Numeracdo local do elemento Q4

A Figura 2.8 apresenta a numeracao dos nds tendo por referéncia o elemento que os contém. Esta
numeracdo € apenas vélida para identificacdo do né localizado em determinado elemento, sendo que é
necessdrio adoptar uma numeracdo mais abrangente que permita a numeragdo dos nés no referéncial

da prépria malha.

3

(1;1)

2

(1;-1)

T B 160 ot B2 B3
S 5t 52 53 S 55 56
£ 4 3 - J 6 T B
o sz b3 Sie) T 23 3T 0
25—26 ‘g 28 2 U =2 2
mr o LE-J Fai 1 L L b 4
g o n 2 +3 Lk 7 +5 16
t Z 3 L3 1] T 8

Figura 2.9: Numeracgao global considerando elementos Q4

A Figura 2.9 exemplifica a numera¢do dos nds no referencial global do laminado. A exposi¢do
desta numeracgdo estd dependente do nimero de elementos que constituem a malha da placa em estudo.
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A numeracio local é essencial para agilizar o processo de implementacio da formulagdo do ele-
mento, visto que a ordem dos nds devera estar de acordo com a numeracao do vector das funcdes de
forma N. Exemplificando com o vector das fun¢des de forma do elemento Q4 lagrangeano, a equagio
2.25, apresenta os resultados do vector para os caso em que o par (,7) € {(—1,—1),(1,-1),(-1,1),
(1,1)}, sendo esta ordem numerada segunda a numeragdo global do elemento, ou seja correspondente
aosnos 1;2; 3 e4.

—1)*(&—1
(? i?‘(<s+i> ! ’ 0 0
—n=L)*§rl) 0 1 0 0
N= @ “lolYlolY]ol|lY]1 (2.25)
*(nHBL*(&*l) 0 0 1 0

Como poder-se-4 concluir dos resultados da Equacdo 2.25, correspondentes a ordem descrita, a
localizacdo do né com valor 1 no vector de fungdes de forma segue a ordem da numeracdo local do
elemento, segunda a Figura 2.8 pois apresenta o valor nos nés 1; 2; 4 e 3.

A implementacdo do algoritmo que permite ordenar a referéncia do né segundo a numeragdo
global para uma numeragdo traduzida para local é descrita pelo algoritmo 5 (adaptado de Ferreira
(2010)).

Algoritmo 5 Geracido de Malha Q4 (adaptado de Ferreira (2010))
1: funcao MALHA Q4 (a, b, c, d)

2: paraj < 1 até N° elementos em Y+1 faca
3: parai < 1 até N° elementos em X+1 faca
w(i) < (i—1)*% > a<—Comprimento de aresta em X

> c<—N° elementos na aresta X

> b<—Comprimento de aresta em Y
> d<—N° elementos na aresta Y

> Nova linha da matriz

y(d) « (1 —1) =

Qo

node + [z(i),y(j)

4: fim
5: fim
6: para j < 1 até N° elementos em Y faca
7: parai < 1 até N° elementos em X faca
il < i+ (j — 1)*N° elementos em X+1
12+1i1+1
13 < 12 4+ n.elementosemX + 1
14 <+ i1+N° elementos em X+1
element < [il,42,13, 4] > Nova linha da matriz
8: fim
9: fim

10: fim funcio
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Geracao de Malha para Elementos Q9

O conceito aplicado a geragdo da malha de 9 nés segue os mesmos principios que a gera¢do da malha
de 4. Sendo que a numeracio global do elemento € obtida da mesma forma que para o caso anterior.
Em relacdo a numerag@o dos nés no referéncial do elemento, esta segue uma ordem diferente, visto
que este elemento € composto por um maior nimero de nds, ilustrado na figura 2.10.

4 7 3
®
n
8 9 6
‘Hﬁ
1 5
@

Figura 2.10: Numeracao local do elemento Q9

O seguinte algoritmo apresenta a implementacdo em pseudo-cédigo da geracdo desta malha.

Algoritmo 6 Geragdo de Malha Q9
1: funcao MALHA Q9 (a, b, c, d)

2: para j < 1 até 2*N° elementos em Y+1 faca
3: parai <« 1 até 2*N° elementos em X+1 faca
w(i) < (i — 1) * 5% > a<—Comprimento de aresta em X
> c<—N° elementos na aresta X
y(j) (= 1) * Qde > b«—Comprimento de aresta em Y
> d<—NP° elementos na aresta Y
node < [z(i),y(j)] > Nova linha da matriz
4: fim
5: fim
6: paraj < 1 até N° elementos em Y faca
7: parai < 1 até N° elementos em X faca
il (2%i—1)+ (§ — 1) % 2x(2«N° elementos em X+1)
121142
i3 < 11 + 2%(2xN° elementos em X+1) + 2
i4 < il + 2%(2xN° elementos em X+1)
D —111+1
i6 < (2xN° elementos em X+1) + (7 % 2) + 1 4 2 % (j — 1) * (2«N° elementos em X+1)
713 —1
18 16 — 2
19 —1i8+1
element < [i1,i2, ...,8, 9] > Nova linha da matriz
8: fim
9: fim

10: fim funcao
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Geracao de Malha para Elementos Q16

Analogamente, na Figura 2.11 ilustra-se a numeragdo local do elemento Q16.

4 11 7 3

o o o
n

8 16 15 10
® O ) :

12 13 14 6
® O o

1 5 2

Figura 2.11: Numeracio local do elemento Q16

O algoritmo 7, cujo pseudo-cédigo se reproduz, foi implementado com vista a geracdo da malha

constituida por elementos Q16.

Algoritmo 7 Geracdo de Malha Q16

1: funcdo MALHA Q16 (a, b, c, d)
2: para j < 1 até 3*N° elementos em Y+1 faca

3: parai < 1 até 3*N° elementos em X+1 faca

(i) = (i — 1) % 5%

3xc
y(j) « (5 — 1) * 5%

node < [x(i), y(j)]
fim
fim
paraj < 1 até N° elementos em Y faca
parai<— 1 até N° elementos em X faca

A A

> a<—Comprimento de aresta em X
> c<—N° elementos na aresta X

> b<—Comprimento de aresta em Y
> d<—N° elementos na aresta Y

> Nova linha da matriz

il (3%i—2)+ (j—1) % 3x(3xN° elementos em X+1)

1241143
i3 < il 4 3%(3*N° elementos em X+1) + 3
i4 < il + 3%(3«N° elementos em X+1) ;
6 <— 12+(3xN° elementos em X+1) :
i8 < il + 2%(3«N° elementos em X+1) ;
110 < 92 + 2(3«N° elementos em X+1) ;
112 < i1+4(3xN° elementos em X+1) ;
114 +— 313+ 1 ;
116 <1415 -1
element < [i1,42, ...,i15,116]

8: fim

9: fim

10: fim funcao

1D +—11+1

17— 13 —1

19 1142

i11 < i5 + 3%(3xN° elementos em X+1)
113 <312 +1

i15 < i14+(3+N° elementos em X+1)

> Nova linha da matriz
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Formulacao de Lagrange

Os elementos da familia de Lagrange, tal como a designag¢do indica, utilizam fung¢des interpoladoras
construidas por polindmios de Lagrange.

Ao considerar um elemento quadrildtero composto por 2 dimensdes em coordenadas locais [£, 7],
pretende-se relacionar as coordenadas locais com as coordenadas globais [z, y] através duma repre-
sentacdo isoparamétrica tal como:

n n
r=Y Nai; y=) Ny (2.26)
=1 =1

Sendo N; as fungdes de forma interpoladoras bivariaveis resultantes da multiplicagdo das funcdes
de Lagrange de linha, ou seja a uma dimensdo. No caso das funcdes bivaridveis, estas sdo obtidas
segundo a equagao 2.27.

Ni(&n) = 1&n) (2:27)
Sendo que:
1(€) = i:g_g;lWZ i:ﬂi@ (2.28)
PR AL j=tgzs 1

A equacdo 2.28 ilustra a forma de obtencdo da funcdo linear de interpolagdo de Lagrange em cada
direccdo [£,n] do elemento. Deste modo, as fungdes de forma em coordenadas locais [¢, 7] para o
elemento Q4 Lagrangiano resultam nas func¢des polinomiais apresentadas em 2.29. (Ferreira (2010))

1

Ni(&m) = b(©hm) = (1= (1 1)

No(&m) = () () = 71+ (1 — )
1 (2.29)

N3(&m) = 12(8)l2(n) = 1(1 +&1+n)

Ni(€,n) = 1(©)a(n) = 7 (1 - €)1+ 1)

Para o caso do elemento composto por 9 nés, ou seja o elemento denominado por Q9 Lagrangiano,

as fungdes de forma s@o obtidas pela mesma metodologia, sendo que nesse caso, a interpolagdo é
aplicada a 3 pontos [—1, 0, 1] em cada direc¢do [, 7], resultando na equagdo 2.30.

(€)= Z ((f—fj)(f—fjﬂ)); I(n) = Z ((ﬁ—ﬁj)(ﬁ—ﬁjﬂ) (230)

& — &) = §n i (= 1) (i = mj41)
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Resutando desta interpolagdo as fungdes de forma apresentadas na equagdo 2.31.

Ni&m) = (@)l (n) = 3n(1 (1 — 1)
No(&,n) = (&)l (n) =~ En(1 + €)1~ )
Na(,n) = a(€)ls(n) = 7601 +E)(1 +1)

Na(Em) = b(©)ls(n) = — 101 — (1 + 1)

N5(&m) = 1(§h(n) = —%(1 + (1 - (1 —n) (2.31)

No(Em) = 5(€)la(n) = 260+ E)(1+m)(1 —7)

Ne(on) = B(€)ls(n) = (1 + €)1 = (1 +1)

Ns(,m) = 1(€)a(n) = —5&(1 = )1+ m)(1 — )
No(€,m) = (€)la(n) = (1 - €)(1 — )

E de notar que as funcdes presentes na equacio 2.31 sio fungdes polinomiais bivaridveis de grau 2.
E possivel concluir que para elementos compostos por 16 e 25 nds, as fun¢des de Lagrange resultariam

em fun¢des polinomiais de grau 3 e 4 respectivamente.
Tendo em consideracao uma formulagdo isoparamétrica, da mesma forma que € obtida a interpo-

lagdo das coordenadas, obtém-se também a interpolacdo dos deslocamentos.

n n n
u:ZNiui ; v:ZNivi ; w:ZNiwi
=1 i=1 =1
n n (2.32)
br =Y Nidwi ; dy=> Nigy

=1 =1

Sendo N; correspondentes as fungdes de forma referidas anteriormente € u, v, w, ¢ € ¢y, COrres-
pondentes aos deslocamentos e rotacdes existentes segundo a teoria FSDT.
De modo a obter o equivalente das fun¢des de forma expressas em coordenadas locais [£, 1] para

funcdes escritas em fungdo das coordenadas globais, torna-se necessdrio definir as derivadas T e
x
dN
dy
Aplicando a regra da dedugdo em cadeia, obtém-se:

AN _dNdg N dy
de  d¢ dx  dn dx
AN _ AN d dN dy &
dy  dédy  dndy
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Visualizando de forma matricial, temos:

dNT  [dr dy] [N
dn | _ |de d dr.
| =@ o) | & @3
dg§ dn dnl Ldy

dN dN dN dN
Deste modo define-se uma relagdo entre [— ——] e [—— ——] através de uma matriz de trans-
dr dy d¢ dn

formagdo que € definida pela matriz Jacobiana. Desta forma, define-se:

aN _ J*ldN
de dif
N JfldiN (2.35)
dy dn

A equagdo 2.35 permite transformar as coordenadas locais em coordenadas globais através do
operador Jacobiano que relaciona as coordenadas. E de referenciar que J~ ! apenas existe caso exista
uma relacdo injectiva entre as coordenadas locais e globais do elemento. Em elementos muito distor-
cidos, podem ocorrer singularidades nesta transformacao do Jacobiano. Ferreira (2010)

Formulacao de Kriging

Os elementos que utilizam funcdes de interpolacdo de Kriging sdo obtidos de forma semelhante aos
elementos anteriormente descritos. O ponto de diferenciacdo estd apenas presente nas funcdes de
forma que interpolam os nés do elemento e na forma como se procede a integracio da matriz de ri-
gidez e de massa do elemento. Esta metodologia de interpolacdo foi primeiramente utilizada, como
o nome o indica, por Krige (1952) como forma de interpolar localiza¢des no espago tridimensional
no ramo da geologia e minas. Tem-se vindo a disseminar e constitui também uma importante ferra-
menta no ambito da modelacdo de superficies e interpolacdo entre pontos no mundo da engenharia
inversa. A figura 2.12 ilustra as funcdes de forma do elemento de Kriging Q9 biquadratico obtidas
pela metodologia descrita.

A interpolacdo de Kriging baseia-se no pressuposto de que para uma funcido genérica definida
por g(x,y) pode ser aproximada por uma combinagdo linear de fung¢des de interpolacdo ¢(z,y). A
localizacao dos nés € obtida segundo a equagao 2.36.

q(z,y) = ¢(x,y)q(z,y) (2.36)

Neste caso, as fungdes de interpolacdo sdo obtidas por:

o(z,y) = PT(z,y) A+ 1 (2,y)B (2.37)

Sendo que X, y representam os pontos nodais associados ao subdominio considerado e as matrizes
A e B sdo obtidas segundo (Loja et al. (2015)):

A= (PTR™'P)~'PTR™!

2.38
B =R (I - PA) (239
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(a) N1 (b) N2 (c) N3

(d) N4 (e) N5 (f) N6

() N7 (h) N8 N9

Figura 2.12: Funcdes de interpolacio de Kriging do elemento de 9 nds

A matriz P corresponde a matiz rectangular dos polindmios, sendo que M corresponde ao grau
polinomial da funcido e N o nimero de pontos a interpolar estabelecidos para a obten¢do da funcio
P(z,y)- A matriz R corresponde a matriz de correlagdo composta por fun¢des Gaussianas do tipo

9.2 A . .
e~%7i onde rfj representa as distdncia Euclidianas entre 2 pontos (Loja et al. (2015)).

pi(zi,y1) - pm(T1,YN) R((z1,91), (x1,91)) - R((z1,91), (N, yN))
P = : : ; R= : - :
pi(rn,y1)) - pum(aN,YN) R((zn,yn), (r1,91)) -+ R((zn,zn), (TN, 2N))
(2.39)

As fungdes de forma dos elementos de Kriging nio estdo tio restringidas no seu grau relativamente
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ao nimero de nés do elemento como as fungdes de forma dos elementos lagrangianos, isto porque
ndo existe apenas uma solucao tnica como no caso anterior. No caso do elementos de Kriging Q9,
a interpolac@o pode ser baseada em fungdes de base linear ou funcdes quadriticas. Para o caso do
elemento de Kriging Q16, este ¢ composto por 4 nds em cada direc¢c@o, o que permite a utilizagdo de
fungdes com base polinomial de grau, 1 (lineares), 2 (quadraticas) e 3 (ctibicas).

As fungdes de forma obtidas através de fungdes de interpolagcdo de Kriging sao funcdes extensas
e complexas. Estas fun¢des ndo sdo fungdes polinomiais, pelo que ndo permite a interpolagdo através
do método de quadratura de Gauss. A integracdo deste tipo de elementos deve ser obtida de forma
analitica, pelo que se torna computacionalmente mais pesada.

Todo o restante processo referente a formulagcdo dos elementos finitos permanece idéntico ao
descrito para os elementos lagrangianos.

Equacoes de Equilibrio

As equacdes de equilibrio, do ponto de vista dindmico, partem da equagdo generalizada que traduz o
comportamento de uma vibragcdo ndo amortecida por:

Mij+Kq=F (2.40)

Para o dominio discretizado em N elementos, e considerando uma situacio de anélise dindmica
em vibragao livre, teremos:

(K] — wi[M]){g:} =0 (2.41)

Sendo [K] correspondente a matriz de rigidez e [M] a matriz de massa resultantes da estrutura em
estudo. {g;} representa o i-ésimo modo de vibrag¢do associado a i€sima frequéncia natural {w;}. Na
sequéncia da nota anterior, a equacgdo 2.43 simplifica-se segundo:

[[K]-w?[M]] =0 (2.42)

As frequéncias naturais sao obtidas pela solu¢do de valores proprios do problema préprio definido na
equacdo 2.42. w expresso em [rad/s].
No caso de uma andlise estética linear teremos a seguinte equacio de equilibrio:

Kq=F (2.43)
Em que o vector g é o vector dos graus de liberdade generalizados e F’ corresponde ao vector de forcas
generalizadas.

Definicao da Matriz de Rigidez

A matriz de rigidez de cada elemento € obtida tendo em conta as contribui¢cdes de menbrana, flexdo e
corte. Assim, define-se a matriz de rigidez elementar segundo a equagdo 2.44

KO = 1)+ K + 1) K+ K 244

m
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em que, no caso dos elementos da familia da Lagrange obtém-se:

n
Ky =" BLDBywidet)
=1

n
K, =Y Bl ABymwidet
=1

n
Ky =" Bl BBmwidet) (2.45)
=1

m

n
K\ =" BL, BBywidet]
=1

n—1
K¢ =" BI'A,Bwdet
i=1
Sendo que as matrizes A, B, D, e A, correspondem as matrizes caracteristicas de rigidez do com-
posito, detJ corresponde ao determinante do Jacobiano, By, By € Bs correspondem as matrizes
que relacionam a deformagdo com o deslocamento respectivamente a deformacgao obtida por flexao,
por efeito de membrana e por efeito de corte. w; corresponde aos pesos de integragdo de Gauss. Estes
pesos podem ser consultados para apenas alguns pontos, na Tabela 2.1. Os pontos de avaliacdo das
matrizes B, sdo também apresentados na referida tabela. O efeito de bloqueio (“locking”) € tido em
consideracdo, procedendo a integracio reduzida no caso da matriz B, quando nos referenciamos aos
elementos de Lagrange.

Tabela 2.1 Pontos e pesos de pontos de Gauss (adaptado de Azevedo Alvaro F. M. (2003) )

Nuamero de pontos de Gauss (n) Grau do polinomio (p) Pesos e pontos [W,P]

1 1 [(W1,P1]=[2,0]

2 3 (Wi, Pi]=[1, —1/+/3]
[Wa,P2]=[1,1/+/3]

3 5 [W1,P11=[5/9, —v/3/V/5]

[Wa.P,] =[8/9,0]
[W3,P31=[5/9, v/3//5]
2n-1 [W1,P].. (W, Py]

Definicao da Matriz de Massa

A matriz de massa elementar € obtida considerando as mesmas contribuicdes que a matriz de rigidez.
Esta depende da distribuicdo de massa especifica ao longo da espessura e é obtida para o caso dos
elementos da familia de Lagrange pela equagdo 2.46 ao proceder a integracdo reduzida pelo método
de quadratura de Gauss utilizando os pontos e pesos da tabela 2.1. Para o caso dos elementos de
Kriging, a integracio deve ser obtida de forma analitica.

n h
M=) NTx (/i p(2)dz)N % w; * det.J (2.46)
=1

2
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Sendo que p(z) corresponde a distribui¢do de massa especifica ao longo da espessura do comp6-
sito. [£, n] assumem os valores dos diferentes n pontos de Gauss e a matriz N, vector que contém as
func¢des de forma da interpolagdo, inclui as poténcias de z.

2.3 Simulacao e Comparacao de Amostras

Simulacao

A simulagdo de dados experimentais ndo deve ser obtido como uma simples obtencao de dados se-
gundo uma distribuicdo pretendida. E necessario garantir a independéncia a e homogeneidade da
distribuicdo entre varidveis. Para tal, pode ser aplicada a técnica da amostra latina hipercuibica (Latin
Hypercube sampling) (Iman and Conover (1982)). Esta técnica baseia-se na divisao do espaco de
amostra numa grelha composta por células de igual probabilidade, na qual cada localizagdo da gre-
lha permite alocar um ponto da amostra. Esta técnica permite constrangir a distribui¢cdo da amostra
impedindo que 2 pontos possam estar situados na mesma linha ou na mesma coluna.

(a) amostra aleatéria (b) amostra latina hipercibica

Figura 2.13: Aleatoridade condicionada

Esta técnica permite um niimero limitado de possibilidade da amostra, devido aos constrangimen-
tos impostos por natureza (Iman and Conover (1982)). Para além desses, a amostra pode ser gerada
considerando outros constrangimentos impostos manualmente como por exemplo a tentativa de apro-
ximag¢do a uma matriz de covaridncia pretendida de modo a controlar a dependéncia entre variaveis.
No caso em que se pretende a independéncia entre varidveis, a aproximacio deverd ser feita a matriz
identidade (I), pois esta € o resultado da matriz de covariancia de varidveis totalmente independentes.

Comparacao de Amostras

O teste a igualdade das amostras visa concluir a existéncia de diferencas na distribui¢do das diver-
sas amostras. A técnica aqui descrita, baseia-se no teste de Kolmogorov-Smirnov de 2 amostras
(Montgomery (2003)). Este é um teste de hipdtese ndo paramétrico que avalia as diferencas das
amostras ao comparar as distribuicdes de probabilidade das mesmas. Este teste quantifica a distancia
entre as funcdes de distribuicdo empiricas das 2 amostras. Considerando uma primeira amostra com
m observagdes e descrita por uma fungio de distribui¢do cumulativa observada F'(x) e sendo que
a segunda amostra tem n observagdes e ¢ descrita por uma fungdo idéntica G(x), poder-se-a assim



2.4 - Modelo de Regressao Linear 35

quantificar o D, , que quantifica a distdncia mdxima entre distribui¢des (equacdo 2.47).
Dy = mazg|F(x) — G(x)] (2.47)

O teste de hipdteses de Kolmogorov-Smirnov visa testar a hipétese nula (Hp) que nos indica que
ambas as amostras provém da mesma populacdo. Para tal, o teste de hipdtese é baseado na comparagio
do valor da distdncia médxima entre distribui¢des (D, ,) com um valor critico (D p.q)-

m-—+n

Dinn > Dmpa = c(a) (2.48)

mn

Sendo que c¢(«) representa o inverso da distribui¢do de Kolmogorov-Smirnov em « e é obtido na
tabela 2.2. Para o caso em que se verifique a condi¢do da equacdo 2.48 a hipétese Hy serd rejeitada,

Tabela 2.2 Inverso da distribuicdo em fun¢do de o
o 0,10 0,05 0,03 0,01

ca) 1,22 1,36 1,48 1,63

no caso inverso poder-se-a concluir que as amostras provém da mesma populagao.

2.4 Modelo de Regressao Linear

A forma deterministica de relacionar linearmente duas varidveis x e y é definida por y = By + Six.
Numa abordagem probabilistica assume-se que o valor esperado da varidvel dependente Y € funcdo
linear da variavel independente X, isto €, a varidvel Y difere do seu valor esperado por uma quantidade
aleatéria. No modelo de regressao linear simples existem parimetros (3, 31 e o2 tais que

Y =80+ 5X +e (2.49)

onde [y representa a ordenada na origem, 31 o declive da recta e ¢, geralmente designado por erro ou
residuo, € uma varidvel aleatdria que se assume normalmente distribuida com média nula e variancia
constante, isto é, e N(0,0).

Os pardmetros (3, 31 e o sdo desconhecidos mas podem ser estimados a partir de um conjunto de
observagdes independentes (z1,41), - - ., (€n, yn). Em inimeros contextos a relagdo que se pretende
construir tem mais de uma varidvel preditora. Nestes casos, a construcdo ¢ idéntica; continuamos a
ter uma varidvel dependente mas o nimero de varidveis independentes aumenta. Esta metodologia,
desiganada por modelo de regressdo linear mdltipla, pode ser utilizada como forma de relacionar a
resposta estatica/dindmica do modelo com as propriedades do material.

Regressao Linear Multipla

Considere-se agora que existem k varidveis dependentes (k > 2), X1, ..., X;. O modelo de regressdo
linear miltipla é descrito pela equacdo 2.55.

Y =05+ 6/X1+ ...+ 0kXk +e, (2.50)

onde [y representa a ordenada na origem, 3; representa o coeficiente ou declive parcial associado a
varidvel X; e € o erro ou residuo do modelo. Passando para o caso concrecto de uma amostra, seja
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(a) Distribui¢ao de €

Bo+Pixs

Bo+P1x2

Bo+Pixi|
/

‘ X
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v

(b) Distribuicdo de Y para diferentes valores de X

Figura 2.14: Distribuicao dos residuos para diferentes valores de x (adaptado de Devore (2011))

através do modo experimental ou por simulagdo, a equacio 2.55 pode ser apresentada matricialmente,
obtendo por isso a equagdo 2.51.

Y1 1 zn Tl ot Tp—11 Tkl Bo €1
Yo 1z T2 ot T(e—1)2  Tk2 B €2
— : : S O N I O )
Yn—1 1 Zin-1 ZToan—1 - Tp—in-1 Th-1in Br—1 €n—1
L Yn | _1 Tin Tan Tk—1n Tgn | | B | L €n |

onde k representa o nimero de varidveis independentes envolvidas e n o niimero de observagdes da
amostra. Desprezando a componente aleatoria, isto é, o vector [e], a equag@o 2.51 pode ser reescrita
da seguinte forma:

Y] = [X][B] (2.52)

Os coeficientes ou declives parciais 3; sdo estimados através da minimizagdo da soma dos quadrados
dos residuos. A minimizacdo dos residuos é obtida pela projecc¢do ortogonal do vector de varidveis
dependentes (Y') sobre o subespago gerado pelas colunas das varidveis independentes (X) que é
obtido multiplicando o vector (Y') pela matriz de projec¢do ortogonal, sendo esta descrita por H na
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equacdo 2.53.
H=XxXTx)"1xT (2.53)

~

Desse modo obtém-se a relagdo entre o vector das varidveis dependentes (Y') e o vector (V') localizado
no subespago mais préxima por:

Y =HY = X(X"X)"'xTy (2.54)

Ao substituir na equagdo 2.54 a razao existente entre a matriz X e o vector Y por um vector composto
pelos coeficientes de declive parciais desejados, obtém-se:

g
b1
|l =vx = (xXTX)"'xTy (2.55)
Br—1
L Bk

Deste modo, obtém-se o vector dos coeficientes de declive parciais que permite escrever a equacao
que define o modelo de regressao da equacdo 2.55. Para mais detalhes ver Smith and Draper (1998).

Analise de Variancia

A andlise de variancia (ANOVA) é um método de andlise da qualidade do modelo de regressao que se
baseia em dividir a variabilidade total de Y (varidvel dependente) Anténio Carvalho Pedrosa (2004).
Os valores dos coeficientes (3; estimados com base na equagido 2.55 ndo dao indicagdo acerca da
qualidade do ajustamento através do modelo linear multiplo. Interessa para tal, desenvolver uma
medida que descreve o grau de relacdo linear entre as varidveis independentes X; e a dependente Y
Anténio Carvalho Pedrosa (2004). De modo a avaliar a qualidade do modelo ajustado, é necessario
para tal quantificar a variabilidade total das observacdes de Y. Habitualmente designada por SST, essa
variabilidade é obtida em funcdo da soma dos quadrados dos desvios totais da varidvel dependente,
ou seja, a soma das diferencas (Y-Y)2. A variabilidade total pode ser decomposta em duas pares:a
variabilidade associada aos residuos (SSE) e da variabilidade explicada pela regressao (SSR), tal como
apresenta a equacio 2.64.

n

SST = " (yi —9)* = SSE + SSR, (2.56)
i=1
onde y; representa cada observagao da varidvel dependente e ¢ resulta da média das observacdes da

varidvel dependente. A variabilidade associado aos residuos, variabilidade ndo explicada, é obtida
pela soma dos quadrados dos residuos (equagdo 2.57).

n

SSE =Y (yi — %)’ (2.57)

i=1
Sendo que ¥; € o valor estimado através do modelo. Resta por fim, definir a variabilidade do modelo
de regressdao (SSR). Esta quantifica a variabilidade explicada através da regressdo linear entre os xi e
0 Y, quanto maior for o SSR, maior serd a qualidade do ajustamento do modelo.

n

SSR=Y (5 —9)° (2.58)

i=1
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Outro conceito importante € a média dos quadrados dos desvios (MQR) que resulta do quociente entre
a soma dos quadrados da regressdo e o nimero de graus de liberdade (associado ao ndimero de termos
independentes).
SSR
MQR=—— (2.59)
k—1
Sendo que k representa o nimero de varidveis independentes e kK — 1 o nimero de graus de liber-
dado associado ao célculo da média dos quadrados dos desvios explicados pela regressao (MQR).
Esta subtraccdo deve-se ao cdlculo anterior da média amostral, a qual veio impOr uma restrin¢do as
observagdes.
SSE
MQE = ———- (2.60)
n—=k
Sendo que n representa a dimensao da amostra e n — k o niimero de graus de liberdade associado ao
célculo da média dos quadrados dos residuos (erros de ajuste do modelo (MQE). Esta subtraccao deve-
se ao numero de restricdes impostas pela estimativa dos coeficientes do modelo. Deste modo, obtem-
se a tabela ANOVA (2.3). O valor da estatistica de teste F', permite-nos inferir sobre a significincia

Tabela 2.3 Tabela ANOVA
Fonte de variacao  SQ gl MQ  Estatistica de teste [
Regressao SSR k—1 MQ@R %
Erro SSE n—k MQE —_—
Total SST n—-1 —— —_—

do modelo de regressdo linear multipla. Através de um teste de hipdteses, conhecido na literatura
por teste de Snedecor (F' — test), testa-se a hipdtese nula Hy :0 modelo nao € significativo contra a
hipétese alternativa H; : o modelo € significativo. A conclusdo deste teste refere-se ao modelo no seu
global e ndo especificamente a nenhum coeficiente em concreto Kutner et al. (2010).

Ho:p1=p2="=P-1=5=0
VS (2.61)
H1 . 36] 7& 0
A estatistica de teste F'—Snedecor traduz-se pela equacdo 2.62.
MQR
= MQE ™ Fe—1n-1) (2.62)

O p—value do teste F'—Snedecor obtido corresponde ao valor de significancia (o) a partir do qual se
rejeita a hipdtese nula, neste caso concreto, rejeitar Hy significa que o modelo € significativo. Esta
conclusdo implica que existe pelo menos um coeficientes € significativo, e consequentemente, pelo
menos uma das varidveis independentes é significativa na explicacdo da variabilidade de Y Kutner
et al. (2010).

Coeficiente de Determinaciao

A forma mais usual para avaliar a qualidade do ajustamento do modelo é através do coeficiente de
determinagdio amostral R2. Este coeficiente indica-nos a percentagem de variabilidade de Y que é
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explicada pelo modelo Anténio Carvalho Pedrosa (2004). O valor deste coeficiente varia entre O e 1,
sendo 1 para uma explicacio perfeita e 0 para o caso em que a correlagdo linear entre varidveis nio se
verifica.

_SSR _SST—SSE _ SST _SSE _, SSE

2 _ 1 — —_—
R SST SST 88T  SST SST

(2.63)

No entanto, o valor de R? que se considera produzir um ajustamento adequado varia na literatura.
No caso das ciéncias exactas, neste caso engenharia mecanica, R? > 0,9 é geralmente aceite como
indicador de um bom ajustamento Montgomery (2003). O valor do coeficiente de determinacio R?
pode ser influenciado pelo niimero de varidveis independentes presentes no modelo de regressao.
De um modo geral, quanto maior o nimero de varidveis, mais explicacdo da varidvel dependente,
consequentemente, maior serd o coeficiente de determinacdo. Por isso, no caso da regressdo linear
multipla, é usual analisar o coeficiente de determinagéo corrigido:

MQE 5 k(1-R?

R =1-—*  —pr_ ") 2.64
corr SST*% n_k_l ( )

O coeficiente de determinagio corrigido (R?,,.,) apenas sofre alteragdes com a adigdo de varidveis
caso estas levem a um melhor ajustamento do modelo aos dados da amostra Anténio Carvalho Pedrosa
(2004).

Teste a Significancia individual dos Coeficientes do Modelo

A ANOVA apresenta conclusdes acerca da significAncia do modelo como um todo. De modo a quan-
tificar a significancia individual de cada coeficiente de declive parcial, e assim concluir qual ou quais
as varidveis independentes mais significativas na variabilidade da varidvel dependente, € necessario
proceder ao teste de hipdteses da equacgado 2.65, de forma independente para cada coeficiente. Este
teste é conhecido na literatura como o teste de Student (£ — test) Kutner et al. (2010).

H() . ﬁj =0
vs (2.65)
H1:3; #0

O teste t—Student é apresentado na equagio 2.66.

Bj
\/MQE * C“ ~

onde Cjjcorresponde ao elemento ¢ da diagonal da matriz (X*X )~L. O p—value do teste ¢ indica o
valor de significancia a partir do qual se rejeita a hipétese nula Hy (geralmente se este é menor de
0,05). Esta rejeicdo leva a aceitagdo da hipdtese alternativa, ou seja, o coeficiente 3; em estudo €
significativo na explica¢do da variabilidade de Y e, por consequéncia a varidvel X; deve fazer parte
do modelo Montgomery (2003).

tni) (2.66)

Validacao dos Pressupostos do Modelo de Regressao Linear

A deducdo de um modelo de regressdo visa quantificar uma relacio entre as varidveis independentes
e a varidvel dependente em estudo. Para além de avaliar a qualidade do ajustamento e testar a signifi-
cancia do modelo, é também necessério validar que ndo exista violacdo dos pressupostos envolvidos
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na metodologia adoptada. A implementagdo da regressao linear envolve alguns pressupostos conhe-
cidos por pressupostos de Gauss-Markov para os residuos Montgomery (2003). Os pressupostos em
questdo ditam a validade da inferéncia do modelo e sdo baseados na distribui¢do e independéncia dos
mesmos. Em suma, o modelo s6 é valido quando (Montgomery (2003)):

-€j ~ N(0,0), ou seja os residuos possuem distribui¢ao normal de média nula e variancia cons-
tante;
-Cov(eg, ) =0(k # l;k,l =1.--- ,n), ou seja os erros sdo independentes entre si.

A figura 2.15 ilustra, a titulo de exemplo, como deverdo apresentar-se os residuos ¢; em funcéo de ¥;
Inicialmente, a andlise dos pressupostos pode ser feita de forma gréfica. Essa abordagem permite de-

v
-

Figura 2.15: Distribui¢do dos residuos (adaptado de Montgomery (2003))

tectar indicios de que a variancia dos erros ndo é constante (heteroscedasticidade) ou caso exista uma
relacdo entre Y e x; ndo linear. De modo a quantificar os pressupostos dos residuos, podemos realizar
alguns testes de validacdo de residuos. Para além da visualizacdo, foram realizados testes de hipote-
ses para a média nula nos residuos e testes de ajustamento a normalidade dos residuos (Montgomery
(2003)). Neste trabalho foi utilizado o package norttest do software R.



Capitulo 3

Casos de Estudo

Os casos de estudo apresentados neste capitulo t€m como objectivo, numa primeira parte, validar as
ferramentas e teorias implementadas ao longo deste trabalho. Numa segunda parte sdo apresentados
estudos que visam comparar e quantificar a influéncia da utilizacdo de diferentes metodologias, ao ni-
vel da natureza dos elementos finitos utilizados, uma comparacao que visa comparar a implementacao
de uma abordagem continua e discreta de distribuicdo de particulas e um estudo comparativo entre
distribuicdes de particulas definidas de forma continua por diferentes abordagens. Na terceira parte
deste capitulo, é apresentado um estudo com foco na variabilidade deste tipo de materiais, demons-
trando que alguns parametros de entrada dos modelos t€ém maior influéncia sobre a caracterizagdo do
material. Com uso de ferramentas estatisticas, € apresentado um modelo probabilistico que relaciona
os parametro de entrada do modelo com os pardmetros de saida do mesmo.

3.1 Comparacao de Modelos

Esta seccdo visa comparar e validar cada tipo de elemento utilizado ao longo do trabalho de forma a
validar os resultados subsequentes. Nesta perspectiva, este capitulo apresenta, numa primeira parte,
uma abordagem comparativa entre cada tipo de elemento utilizado seguido de um estudo de validacao
dos resultados em andlise estitica e dindmica por comparagdo com valores de referéncia. No final
de cada estudo sdo apresentadas algumas conclusdes que serdo tidas em conta para a continuagdo do
trabalho apresentado.

Caso 1: Estudo de Convergéncia

Em termos de comparacio e na perspectiva de escolher quais os elementos mais apropriados para
implementagdo do estudo em causa, apresenta-se uma andlise comparativa dos modelos para o mesmo
caso de estudo. Este caso de estudo € realizado tendo como objectivo eleger os melhores elementos ao
comparar a convergéncia do valor da deformada méxima em termos de refina¢do de malha. Este estudo
¢ realizado tendo em considera¢do uma placa compdsita com apenas uma tnica lamina ortotrdpica
orientada a 0° e com propriedades mecanicas e geométricas apresentadas na tabela 3.1.

Serd expectdvel que a refinacdo da malha leve a uma melhor aproximagdo do comportamento da
estrutura, porém a refinagdo excessiva levard também a um elevado nimero de requisitos necessarios
para processamento, devido a criacdo de matrizes de rigidez e de massa de elevada dimensao, para um
caso do estudo de vibracdes livres. Cada uma das matrizes anteriormente mencionadas t€m dimensdes
iguais ao nimero de graus de liberdade que compdem o modelo de estudo. Assim, antes da imposicao
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Tabela 3.1 Propriedades para estudo de convergéncia

E1[GPa] E2[GPa] v12 v21 G12 [GPa] G23[GPa] G23[GPa]

140 10 0,3 0,021429 7 7 7
a[mm] h[mm]
1000 10

de condig¢des de fronteira bi-encastradas, cada matriz terd dimensdo 5 vezes o nimero de nds existentes
no modelo, considerando os pressupostos mencionados no capitulo 3-Fundamentos tedricos.

Uma malha de 20x20 elementos no laminado cujas propriedades estdo definidas pela tabela 3.1
serd assim considerada como sendo uma malha para a qual um elemento considerado aceitdvel terd
de ter convergido ou apresentar um desvio suficientemente pequeno para ser considerado admissivel.
Este tamanho de malha foi considerado com base nos resultados de convergéncia do elemento Q4-
lagrangiano, elemento esse muito conhecido e incluido na biblioteca da maioria dos programas de
elementos finitos, intitulado sob véarias nomenclaturas dependendo do programa.

Tabela 3.2 Deformada utilizando elementos de base de Lagrange

N° elementos por aresta Lagrange Q4 Lagrange Q9

5 1,94E-04 2,30E-04
7 2,11E-04 2,30E-04
9 2,18E-04 2,30E-04
11 2,22E-04 2,30E-04
13 2,24E-04 2,30E-04
15 2,26E-04 2,30E-04
17 2,27E-04 -
19 2,27E-04 -
20 2,29E-04 -

A tabela 3.2 apresenta os resultados obtidos para o caso dos elementos finitos mais conhecidos,
elementos com fun¢des de interpolacdo de base lagrangiana, sejam eles denominados por Q4 e Q9
Lagrangianos ou seja com 4 nés e 9 nds respectivamente. Os elementos finitos com fungdes de
interpolacdo com base de Kriging serdo comparados com os anteriormente descritos.

Por comparacdo dos resultados obtidos na utilizacdo dos elementos com fungdes de interpola-
cdo de base de Kriging apresentados na Table 3.3 com os resultados dos elementos da tabela 3.2
poder-se-4 concluir que o elemento Q9 com funcgdes biquadraticas de base de Kriging apresenta uma
convergéncia notdvel quando comparado com os restantes elementos da mesma tabela.

Em ambeas as tabelas, o processamento de resultados para nimero de elementos superior € cessado
quando os resultados obtidos sdo suficientes para garantir a convergéncia ou pelo contrario, que apre-
sentam indicios de um nimero excessivo de elementos necessarios. No caso do elemento Kriging Q4,
foram obtidos maior nimero de resultados pelo facto de apresentar resultados iniciais muito diferentes
do resultado alvo.

A tabela 3.3 apresenta também resultados obtidos utilizando os elementos Kriging Q16. Sdo
apresentados 3 elementos, cada um com 16 nds mas cuja as funcdes de interpolacdo diferem no grau,
podendo ser funcdes bilineares, biquadréticas ou bicubicas.

Ap6s andlise das tabelas apresentadas poder-se-a concluir que existem grandes diferencas na pre-
cisdo de cada tipo de elemento. A Figura 3.1 apresenta os resultados das tabelas de forma grafica na
qual poder-se-4 visualizar de uma forma clara quais os modelos que convergem mais rapidamente. Da
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Tabela 3.3 Deformada utilizando elementos de base de Kriging

N’elementos por lado  Kriging Q4-bilinear Kriging Q9-bilinear Kriging Q9-biquadratica
5 6,76E-06 4,00E-05 1,90E-04
7 1,36E-05 6,36E-05 2,19E-04
9 2,21E-05 8,74E-05 2,26E-04

11 3,20E-05 1,09E-04 2,29E-04
13 4,27E-05 1,28E-04 2,30E-04
15 5,39E-05 1,45E-04 -
17 6,53E-05 1,58E-04 -
19 7,66E-05 1,69E-04 -
20 8,29E-05 1,73E-04 -
30 1,31E-04 - -
40 1,63E-04 - -
50 1,83E-04 - -
60 1,97E-04 - -
70 2,05E-04 - -
80 2,11E-04 - -

N° elementos por lado Kriging Q16-bilinear Kriging Q16-biquadratica Kriging Q16-bicibico
5 1,17E-04 2,15E-04 2,28E-04
7 1,37E-04 2,26E-04 2,29E-04
9 1,56E-04 2,28E-04 2,30E-04

11 1,71E-04 2,29E-04 -
13 1,82E-04 2,29E-04 -
15 1,91E-04 - -
17 1,98E-04 - -
19 2,04E-04 - -
20 2,06E-04 - -

Figura 3.1 poder-se-a concluir que alguns dos elementos com funcdes de base de Kriging apresentam
taxas de convergéncia bastante satisfatérias. Podemos ainda concluir que os elementos com fungdes
bilineares de base de Kriging sdo os elementos que apresentam taxas de convergéncia menores.

2,50e-04 | WImm]
o
0 5 g uv
2,00E-04 @
/Q
1 J
1,50E-04 ~
’ / 8
1,00€-04 ©-Q4-Lagrangiana ©-Q9-Lagrangiana
o-Kriging Q4-bilinear -e-Kriging Q9-Bilinear
5,00E-05 - Kriging Q9-Biquadratica o-Kriging Q16-Bilinear
-e-Kriging Q16-biquadratica  -e-Kriging Q16-bicubica
s
0,00E+00 ¢ Elementos/aresta
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 3.1: Estudo de convergéncia dos elementos
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Caso 2: Validacao dos Elementos Finitos

Apesar da convergéncia de resultados entre os modelos, € importante proceder a validagdo de cada
tipo de elemento de forma individual e sustentado pela devida bibliografia.

Realiza-se também neste capitulo a validacdo dos elementos tendo como base de comparacdo
valores conhecidos e tomados como referéncia. Esta abordagem foi essencialmente sustentado em
termos de comparacao por resultados obtidos em Nguyen et al. (2007) para validacdo das deformagdes
transversais maximas com factor de correccdo de corte corrigido e em Loc V. Tran, A.J.M Ferreira
(2013) para o caso da validag@o do estudo dindmico.

De acordo com os trabalhos de referéncia, neste caso utilizando uma abordagem F'SDT, poder-
se-4 modelar cada compdsito F'G M proposto em ambos os artigos aplicando a regra das misturas para
o caso da deformada transversal maxima e a de Mori-Tanaka para o estudo da frequéncia fundamental.

Estas simulacdes foram realizados tendo em conta os elementos implementados.

Validacao dos Resultados da Deformada Transversal Maxima

Figura 3.2: Validacdo da deformada transversal mdxima

Esta andlise tem como objectivo a validacdo dos resultados obtidos em termos de deformada
maxima para o caso de um compoésito simplesmente apoiado sujeito a uma pressdo constante, tal
como ilustra a Figura 3.2. Tendo em consideracdo diversos casos de relacdo entre o a aresta da placa
e a sua espessura e considerando diferentes factores de corte. A validacdo dos resultados € obtida pela
comparagdo de valores resultantes da deformagdo médxima normalizada pela espessura calculada pela
equacdo 3.1.

Wnorm = ™% /h 3.1

O caso de estudo apresentado em Nguyen et al. (2007), o qual ¢ utilizado para comparacio, apre-
senta o estudo de um compdsito F'GM composto por aluminio e Monotungsténio carbide-WC com as
respectivas propriedades E,=70 GPa e Ep; =696 GPa, obtendo assim um racio de médulos de Young
Ea/Eni=9,9426 e considerando v4=0,2 e vp=0,4. O estudo refere-se a uma placa FFGM sujeita a
uma pressio uniforme de qo=10* Pa. A geometria do laminado é descrita por uma forma quadrada de
arestas iguais e dimensdes a=b=1 m.

A distribui¢do de ceramico (Monotungsténio carbide-WC) ao longo da espessura do laminado é
descrita pela lei de poténcia considerando diferentes relagdes a/h e um expoente de Voigt p = 7
descrito na tabela 3.4. A distribui¢do de particulas ceramicas € ilustrada pela figura 3.3.
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Figura 3.3: Distribuicdo de cerdmico ao longo da espessura descrito pela lei de poténcia para p=7

A tabela 3.4 apresenta resultados de referéncia da deformacdo médxima para diversos casos de
relacdo entre a aresta do laminado e a sua espessura comparando ainda com a influéncia do valor do
factor de correccdo ao corte. Estes resultados foram retirados da tabela 2 do artigo Nguyen et al.
(2007) e sao utilizados enquanto termos de comparacgao para a validacio dos resultados em causa.

Tabela 3.4 Deformada transversal maxima [wyorn] (Nguyen et al. (2007))
a’/h k=1 k=5/6 k=0,576 E /Emt

S 22177E-06 2,28E-06 2,46E-06 9,9426
10 3,16E-05 3,19E-05 3,26E-05 9,9426
20 4,90E-04 491E-04 494E-04  9,9426
50 1,8980E-02 1,90E-02 1,90E-02  9,9426

EUEEN RN RN =

A tabela 3.5 apresenta os resultados obtidos utilizando os elementos Q4, Q9 e Q16 com fung¢des de
interpolacdo de Lagrange e de Kriging segundo as diversas possibilidades de funcdes de interpolacao.
Para ambos os casos sdo apresentados os resultados tendo em conta os valores de factor de correccao
ao corte 1, 5/6 e 0,576.

Por analogia a anélise dos elementos Q4 e Q9, os elementos Q16 apresentam melhores resulta-
dos para os casos de ordens superiores, sendo que os elementos com fungdes bilineares de Kriging
apresentam resultados menos promissores que os elementos com fungdes biquadréticas e fungdes
bictbicas.

A tabela apresentada referente ao estudo da valida¢do dos elementos na determinagao da deforma-
¢cdo méxima apresenta valores médios de tempo de processamento. Estes valores indicam em média
o tempo de processamento de cada caso, referente a cada tipo de elemento. Poder-se-a concluir que
os elementos com funcdes de interpolagdo de Kriging sdo significativamente mais pesados em termos
computacionais quando comparados com os elementos com fungdes de interpolacdo da familia de
Lagrange. Poder-se-a ainda concluir que os elementos Q16 sdo os elementos com maior necessidade
de recursos computacionais, sem que por isso apresentem melhores resultados.
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Tabela 3.5 Validacdo da deformacao transversal maxima wpyorm

K=1
ah Q4- Desvio QY- Desvio  Q4-Kriging Desvio  Q9-Kriging Desvio
Lagrange % Lagrange % % Bilinear %

5 2,21E-06 0,48%  2,21E-06 0,38%  2,17E-06 2,12%  2,19E-06 1,15%

10 3,15E-05 0,30%  3,16E-05 0,14%  2,97E-05 6,09%  3,09E-05 2,34%

20 4,89E-04 0,25%  4,90E-04 0,08%  3,94E-04 19,73% 4,53E-04 7,.57%
50 1,82E-02 0,24%  1,90E-02 0,06%  7,54E-03 60,25% 1,27E-02 32,92%

time (s) 8,29E-01 6,56E+00 1,39E+03 3,59E+02

Q9-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio

Biquadratico % Bilinear % Biquadratico % Bicibico %
5 2.21E-06 0,30%  2,21E-06 0,51%  2,21E-06 0,35%  2,21E-06 0,30%
10 3,16E-05 0,05%  3,14E-05 0,58%  3,16E-05 0,12%  3,16E-05 0,03%
20 4,90E-04 -0,02%  4,82E-04 1,71%  4,89E-04 0,15%  5,21E-04 -6,30%
50 1,90E-02 -0,03% 1,73E-02 8,77%  1,88E-02 0,76%  1,92E-02 -1,04%
time (s) 3,54E+02 3,18E+03 2,96E+03 2,74E+03
K=5/6
a/h Q4- Desvio Q9- Desvio  Q4-Kriging Desvio  Q9-Kriging Desvio
Lagrange % Lagrange % % Bilinear %
5 2.27E-06 0,53%  2,27E-06 0,44%  2,24E-06 1,93%  2,26E-06 1,12%
10 3,18E-05 0,31%  3,18E-05 0,15%  3,02E-05 521%  3,12E-05 2,04%
20 4,90E-04 0,23%  4,91E-04 0,05%  4,08E-04 17,02%  4,60E-04 6,42%
50 1,89E-02 0,24%  1,90E-02 0,06%  8,39E-03 55,82% 1,35E-02 29,06%
time (s) 9,20E-01 6,51E+00 1,55E+03 3,82E+02

Q9-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio

Biquadratico % Bilinear % Biquadratico % Bicibico %
5 227E-06 0,37%  2,27E-06 0,55%  2,27E-06 0,41%  2,27E-06 0,36%
10 3,18E-05 0,07%  3,17E-05 0,52%  3,18E-05 0,14%  3,19E-05 0,05%
20 491E-04 -0,04%  4,84E-04 1,43%  4,91E-04 0,11%  5,22E-04 -6,29%
50 1,90E-02 -0,04%  1,76E-02 752%  1,89E-02 0,64%  1,92E-02 -0,87%
time (s) 3,52E+02 1,66E+03 4,20E+03 3,49E+03
K=0,576
ah Q4- Desvio QY- Desvio  Q4-Kriging Desvio  Q9-Kriging Desvio
Lagrange % Lagrange % % Bilinear %
5 2,44E-06 0,64%  2,44E-06 0,59%  2,41E-06 1,67%  2,43E-06 1,13%
10 3,24E-05 0,34%  3,25E-05 0,20%  3,13E-05 3,82%  3,20E-05 1,60%
20 4,93E-04 0,26%  4,94E-04 0,09%  4,32E-04 12,54% 4,71E-04 4,67%
50 1,90E-02 0,22%  1,90E-02 0,05%  1,01E-02 46,65% 1,48E-02 22,13%
time (s) 3,29E+01 6,60E+00 1,39E+03 3,38E+02

Q9-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio Q16-Kriging Desvio

Biquadratico % Bilinear % Biquadratico % Bicibico %
5 2,44E-06 0,52%  2,44E-06 0,66%  2,44E-06 0,56%  2,44E-06 0,51%
10 3,25E-05 0,12%  3,24E-05 0,46%  3,25E-05 0,18%  3,25E-05 0,11%
20 4,94E-04 0,00%  4,89E-04 1,06%  4,93E-04 0,12%  5,25E-04 -6,17%
50 1,90E-02 -0,05%  1,80E-02 5,44%  1,89E-02 0,43%  191E-02 -0,62%
time (s) 3,45E+02 1,37E+03 4,19E+03 3,50E+03

Validacao da Frequéncia Fundamental

De modo a validar os elementos finitos implementados, em termos de estudo dindmico de vibragdes
livres, € apresentado nesta sec¢do um estudo comparativo entre os resultados obtidos para os diversos
elementos com valores de referéncia apresentados em Loc V. Tran, A.J.M Ferreira (2013), sendo esses
considerados como resultados de referéncia na tabela 3.6. Este estudo baseia-se na comparagdo de
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resultados obtidos para diferentes relagdes geométricas entre a aresta da placa F'GM e a espessura
(a/h) e também para diferentes pardmetros de distribui¢do da lei de poténcia. Os resultados sdo base-
ados no estudo de um compdsito composto pela combinacdo de materiais Al/Al2O3. As propriedades
consideradas sio E = 70 GPa, v = 0,3, p = 2707 kg/m? para o caso do aluminio (Al) e E = 380
GPa, v = 0,3, p = 3800 kg/m? para o caso do 6xido de aluminio (Al;03). A discretizagdo do
modelo é obtida por uma malha de 20x20 elementos. Os resultados apresentam-se normalizados se-
gundo wyorm = why/pm/Em sendo p, e E,, a massa especifica e 0 médulo de Young respectivos
ao aluminio.

Tabela 3.6 Validacdo da frequéncia fundamental

a/h  Teoria Método p=0 p=0.5 p=1 p=4 p=10
5 FSDT Tran and Ferreira (2013) 2,112 (Desvio%) 1,805 (Desvio%) 1,631 (Desvio%) 1,397 (Desvio%) 1,324 (Desvio%)
Lagrange-Q4 2,117 (0,2%) 1,803 (0,1%) 1,624 (0,4%) 1,383 (1,0%) 1,315 (0,7%)
Lagrange-Q9 2,107 (0,2%) 1,795 (0,6%) 1,616 (0,9%) 1,374 (1,6%) 1,308 (1,2%)
Kriging-Q4 2,131 (0,9%) 1,817 (0,6%) 1,637 (0,4%) 1,392 (0,4%) 1,323 (0,1%)
Kriging-Q9 Bilinear 2,119 (0,3%) 1,806 (0,0%) 1,627 (0,3%) 1,384 (0,9%) 1,316 (0,6%)
Kriging-Q9 Biquadritico 2,111 (0,1%) 1,798 (0,4%) 1,620 (0,7%) 1,379 (1,3%) 1,312 (0,9%)
Kriging-Q16 Bilinear 2,118 (0,3%) 1,805 (0,0%) 1,626 (0,3%) 1,384 (1,0%) 1,316 (0,6%)
[10x10]
Kriging-Q16 Biquadriético 2,111 (0,1%) 1,798 (0,4%) 1,619 (0,7%) 1,379 (1,3%) 1,312 (1,3%)
[10x10]
Kriging-Q16 Bictibico 2,111 (0,0%) 1,799 (0,3%) 1,620 (0,7%) 1,379 (1,3%) 1,312 (0,9%)
[10x10]
10 FSDT Tran and Ferreira (2013) 0,577 (Desvio%) 0,490 (Desvio%) 0,442 (Desvio%) 0,382 (Desvio%) 0,366 (Desvio%)
Lagrange-Q4 0,578 (0,2%) 0,492 (0,3%) 0,444 (0,5%) 0,385 (0,7%) 0,367 (0,3%)
Lagrange-Q9 0,577 (0,1%) 0,490 (0,0%) 0,443 (0,1%) 0,383 (0,3%) 0,366 (0,1%)
Kriging-Q4 0,592 (2,7%) 0,505 (3,1%) 0,457 (3,4%) 0,394 (3,2%) 0,375 (2,4%)
Kriging-Q9 Bilinear 0,582 (0,9%) 0,495 (1,1%) 0,448 (1,3%) 0,387 (1,4%) 0,369 (0,8%)
Kriging-Q9 Biquadratico 0,577 (0,1%) 0,490 (0,0%) 0,443 (0,2%) 0,383 (0,4%) 0,366 (0,0%)
Kriging-Q16 Bilinear 0,582 (0,8%) 0,495 (1,0%) 0,447 (1,2%) 0,387 (1,3%) 0,369 (0,7%)
[10x10]
Kriging-Q16 Biquadratico 0,577 (0,1%) 0,490 (0,0%) 0,443 (0,2%) 0,383 (0,4%) 0,366 (0,0%)
[10x10]
Kriging-Q16 Bictibico 0,577 (0,0%) 0,490 (0,0%) 0,443 (0,2%) 0,384 (0,4%) 0,366 (0,0%)
[10x10]
20 FSDT Tran and Ferreira (2013) 0,148 (Desvio%) 0,125 (Desvio%) 0,113 (Desvio%) 0,098 (Desvio%) 0,094 (Desvio%)
Lagrange-Q4 0,148 (0,3%) 0,126 (0,8%) 0,114 (0,8%) 0,099 (1,2%) 0,095 (0,8%)
Lagrange-Q9 0,148 (0,0%) 0,126 (0,5%) 0,114 (0,5%) 0,099 (0,9%) 0,094 (0,5%)
Kriging-Q4 0,162 (9,6%) 0,139 (11,3%) 0,126 (11,8%) 0,108 (10,7%) 0,102 (8,9%)
Kriging-Q9 Bilinear 0,153 (3,2%) 0,130 (4,1%) 0,118 (4,3%) 0,102 (4,2%) 0,097 (3,3%)
Kriging-Q9 Biquadratico 0,148 (0,1%) 0,126 (0,5%) 0,114 (0,5%) 0,099 (0,8%) 0,094 (0,5%)
Kriging-Q16 Bilinear 0,152 (2,7%) 0,129 (3,6%) 0,117 (3,7%) 0,102 (3,7%) 0,097 (2,9%)
[10x10]
Kriging-Q16 Biquadriético 0,148 (0,1%) 0,126 (0,5%) 0,114 (0,5%) 0,099 (0,9%) 0,094 (0,5%)
[10x10]
Kriging-Q16 Bictibico 0,148 (0,0%) 0,126 (0,5%) 0,114 (0,5%) 0,099 (0,9%) 0,094 (0,5%)
[10x10]

Da tabela 3.6 podemos concluir acerca do bom desempenho global dos diferentes elementos.
Poder-se-a observar a existéncia de ligeira oscilagdes nos resultados obtidos dependendo do elemento
em causa.
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3.2 Abordagem Continua e Discreta

Diversos estudo foram ja realizados acerca das vantagens de conseguir uma distribui¢do continua
de particulas ao longo da espessura. Essa distribui¢do torna-se vantajosa visto que vai na tentativa
de minimizar as diferencas de materiais repentinas que provocariam transicdes abruptas no estado
de tensdo, bem como tensdes residuais superiores e levariam a um pior desempenho do compésito.
Porém, existem por vezes limitagdes do ponto de vista do processo de fabrico, sendo por questdes eco-
némicas devido a elevada tecnologia necessaria para conseguir distribuicdes de particulas continuas
ou simplesmente pela impossibilidade de o fazer que levam a necessidade de caracterizar o laminado
de forma discreta, como apresenta a figura b) de 3.4.

Material 2

a) Material 1 b)

Figura 3.4: Modelacdo do FGM (adaptado de Wessel (2004)) a) abordagem continua; b) abordagem
discreta

Este estudo visa comparar a influéncia das metodologias sobre a deformada transversal miximae a
frequéncia fundamental do compdsito. Pretende-se concluir acerca das consequéncias da discretizacao
do F'GM por um conjunto de camadas homogéneas e qual o impacto sobre os resultados ao escolher
um ndmero especifico de laminas e relacionar essa discretizacdo com o parametro p da distribuicao
de particulas quando considerada uma distribuicao segundo a regra da poténcia.

O caso de estudo incide sobre um compésito F'G M composto por aluminio (Al) e monotungsténio-
Carbide (W (') para o caso da andlise da deformada transversal. No caso da andlise sobre a frequéncia
fundamental o laminado é constituido por aluminio (Al) e 6xido de aluminio (Al2O3) . As proprie-
dades de cada material apresentam-se na tabela 3.7.

Tabela 3.7 Propriedades mecanicas dos materiais utilizados

Material Moédulo de Young Coeficiente de Densidade
E (Gpa) poisson 1 p (Kg/m?)

Aluminio (Al) 70 0,3 2707

Monotungsténio Carbide (W C) 696 0,3 15600

Oxido de Aluminio (Al;Os) 380 0,3 3800
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Os casos considerados variam na distribui¢do de densidade de particulas, sendo consideradas mo-
delagdes de distribui¢oes de particulas segundo os expoentes (p), da lei de poténcia, igual a 0, 0.5, 1
e 2 e pretende-se avaliar a influéncia da caracterizagao do laminado segundo 1, 2, 5, 10 e 20 camadas.
Pretende-se ainda compreender a influéncia desta variacdo sobre laminados com ordens de espessura
diferentes, sendo que o estudo foi considerado também segundo relacdes entre aresta e espessura da
placa (a/h) iguais a 5, 10 e 20.

Primeiramente avaliam-se as propriedades mecanicas efectivas do compdsito tendo em conta uma
distribuicdo continua de particulas e considerando uma homogeneizacdo baseada na regra de Mori-
Tanaka. Dependendo do niimero de camadas a ter em conta, as propriedades de cada lamina serdo
propriedades médias a cota de espessura (z) média a que esta se encontra.

19
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Figura 3.5: Representagdo da distribui¢do continua e discreta de particulas considerando 10 camadas
discretas

A Figura 3.5 ilustra as distribuicdes de ceramico discretizadas por 10 camadas e a distribuigcdo
continua associada ao expoente da lei de poténcia considerado.

A modelacdo do laminado € realizada segundo os varios métodos de elementos finitos implemen-
tados anteriormente. O modelo é discretizado segundo uma malha de 20x20 elementos. E considerado
um factor de correc¢do ao corte de 5/6 para todos os casos apresentados nas tabelas 3.8 e 3.9. Tendo
em consideracdo as conclusdes dos estudos anteriores, os resultados apresentados seguidamente nio
incorporam resultados obtidos através de elementos descritos por funcdes lineares.

A traducdo dos resultados para uma perspectiva grifica correspondem aos valores obtidos pelo
elemento Q9-Lagrange.
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Tabela 3.8 Abordagem discreta vs continua: Deformada maxima

Método a/h Continuo N=1 N=2 N=5 N=10 N=20
p=0
Lagrange Q9 5 -481E-07 -4,81E-07 -4,81E-07 -4,81E-07 -4,81E-07 -4,81E-07

10 -6,70E-06  -6,70E-06 -6,70E-06  -6,70E-06  -6,70E-06  -6,70E-06
20 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04
Kriging-Q9 Biquadratico 5 -4,81E-07 -4,81E-07 -4,81E-07 -481E-07 -4,81E-07 -4,81E-07
10 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06
20 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04
Kriging Q16-Biquadritico 5 -4,82E-07  -4,82E-07 -4,82E-07 -4,82E-07 -4,82E-07 -4,82E-07
10 -6,71E-06  -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06  -6,71E-06
20 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04
Kriging Q16-Biciibico 5 -4,81E-07 -4,81E-07 -4,81E-07 -481E-07 -4,81E-07 -4,81E-07
10 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06 -6,71E-06
20 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04 -1,03E-04

p=0,5

Lagrange Q9 5 -1,28E-06  -1,28E-06  -1,30E-06  -1,28E-06 -1,28E-06 -1,28E-06
10 -1,82E-05 -1,79E-05 -1,85E-05 -1,82E-05 -1,82E-05 -1,82E-05
20 -2,82E-04 -2,77E-04 -2,87E-04 -2,82E-04 -2,82E-04 -2,82E-04
Kriging-Q9 Biquadratico 5 -1,28E-06  -1,28E-06  -1,31E-06 -1,28E-06 -1,28E-06 -1,28E-06
10 -1,82E-05 -1,80E-05 -1,85E-05 -1,82E-05 -1,82E-05 -1,82E-05
20 -2,82E-04 -2,77E-04 -2,87E-04 -2,83E-04 -2,82E-04 -2,82E-04
Kriging Q16-Biquadratico 5 -1,28E-06  -1,29E-06 -1,31E-06 -1,28E-06 -1,28E-06 -1,28E-06
10 -1,82E-05 -1,80E-05 -1,85E-05 -1,82E-05 -1,26E-06  -1,82E-05
20 -2,82E-04 -2,77E-04 -2,87E-04 -2,83E-04 -1,59E-05 -2,82E-04
Kriging Q16-Bicabico 5 -1,28E-06  -1,28E-06  -1,31E-06 -1,28E-06 -1,28E-06  -1,28E-06
10 -1,82E-05 -1,80E-05 -1,85E-05 -1,82E-05 -1,82E-05 -1,82E-05
20 -2,82E-04 -2,77E-04 -2,87E-04 -2,83E-04 -2,82E-04 -2,82E-04
p=1
Lagrange Q9 5 -1,70E-06  -2,01E-06  -1,94E-06 -1,76E-06 -1,72E-06 -1,71E-06
10 -241E-05 -2,82E-05 -2,77E-05 -2,51E-05 -2,44E-05 -2,42E-05
20 -3,74E-04 -434E-04 -429E-04 -3,88E-04 -3,78E-04 -3,75E-04
Kriging-Q9 Biquadratico 5 -1,70E-06  -2,01E-06 -1,94E-06 -1,76E-06 -1,72E-06 -1,71E-06
10 -241E-05 -2,82E-05 -2,77E-05 -2,51E-05 -244E-05 -2,42E-05
20 -3,74E-04 -4,35E-04 -429E-04 -3,89E-04 -3,78E-04 -3,75E-04
Kriging Q16-Biquadratico 5 -1,70E-06  -2,02E-06  -1,94E-06 -1,77E-06  -1,72E-08  -1,71E-06
10 -242E-05 -2,82E-05 -2,77E-05 -2,51E-05 -2,44E-05 -2,42E-05
20 -3,74E-04 -435E-04 -429E-04 -3,89E-04 -3,78E-04 -3,75E-04
Kriging Q16-Biciibico 5 -1,70E-06  -2,01E-06 -1,94E-06 -1,76E-06 -1,72E-06 -1,71E-06
10 -241E-05 -2,82E-05 -2,77E-05 -2,51E-05 -2,44E-05 -2,42E-05
20 -3,74E-04 -4,35E-04 -429E-04 -3,89E-04 -3,78E-04 -3,75E-04
p=2
Lagrange Q9 5 -2,14E-06  -3,16E-06 -2,81E-06 -2,32E-06 -2,20E-06 -2,22E-06
10 -3,00E-05 -442E-05 -3,98E-05 -3,27E-05 -3,08E-05 -3,02E-05
20 -4,63E-04 -6,81E-04 -6,16E-04 -5,06E-04 -4,76E-04 -4,67E-04
Kriging-Q9 Biquadratico 5 -2,14E-06 -3,17E-06  -2,81E-06 -2,32E-06 -2,20E-06 -2,16E-06
10 -3,00E-05 -442E-05 -3,98E-05 -3,27E-05 -3,09E-05 -3,03E-05
20 -4,64E-04 -6,82E-04 -6,17E-04 -5,06E-04 -4,76E-04 -4,67E-04
Kriging Q16-Biquadratico 5 -2,14E-06  -3,17E-06  -2,81E-06 -2,32E-06 -2,20E-06 -2,16E-06
10 -3,00E-05 -9,97E-08 -3,98E-05 -3,27E-05 -3,09E-05 -3,03E-05
20 -4,63E-04 -6,82E-04 -6,17E-04 -5,06E-04 -4,76E-04 -4,67E-04
Kriging Q16-Bicabico 5 -2,14E-06  -3,17E-06  -2,81E-06 -2,32E-06 -2,20E-06 -2,16E-06
10 -3,00E-05 -442E-05 -3,98E-05 -3,27E-05 -3,08E-05 -3,02E-05
20 -4,64E-04 -6,82E-04 -6,17E-04 -5,06E-04 -4,76E-04 -4,67E-04




3.2 - Abordagem Continua e Discreta 51

Conclusdes para a Deformada Transversal Maxima

Tendo em conta a tabela de resultados 3.8 e observando graficamente através do grafico 3.6 a ilus-
tracdo dos mesmos, poder-se-a afirmar que quanto maior o nimero de camadas discretas, maior serd
a aproximacgdo da resposta do laminado ao resultado obtido pela abordagem continua. O resultados
apresentados na tabela 3.8 apresentam-se normalizados pela espessura segundo w = Wyyqz/h.

8,000E-04
7,000E-04
6,000E-04
5,000E-04

4,000E-04
P=0,5

Deformada

3,000E-04

2,000E-04 p=2

1,000E-04 —e * * ®

0,000E+00
0 5 10 15 20 25

N2 camadas

Figura 3.6: Efeito da distribui¢do de particulas sobre a deformada transversal maxima para uma rela-
cdo a/h=20

O gréfico 3.6, que ilustra os resultados obtidos para os diferentes expoentes e considerando uma
relacdo de aresta e espessura da placa (a/h) igual a 20, indica que quanto maior o valor do expoente
de distribuicdo p maior serd a necessidade de discretizar segundo um maior nimero de camadas. Esta
conclusdo é coerente com o caso especifico de p = 0 cujo valor de deformada transversal méxima
se mantém constante independentemente do nimero de camadas utilizadas. Trata-se de um caso
especifico, pois para p = 0 a distribui¢@o deixa de existir e obtém-se um material isotrépico ao longo
da espessura.

Ao observar os resultados como um todo, ndo é evidente, segundo o grafico 3.7, a influéncia da
relagdo entre a aresta e a espessura da placa (a/h) sobre o comportamento da deformada transversal
maxima.
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Figura 3.7: Representacdo linear da deformada transversal maxima

O gréfico da Figura 3.8, o qual ilustra em escala logaritmica os resultados obtidos, mostra um
comportamento semelhante para os diversos casos de relacdo de aresta e espessura da placa (a/h).
Poder-se-a concluir que o desvio associado a abordagem discreta é proporcional a escala de deforma-

¢do.
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Figura 3.8: Representacdo logaritmica da deformada transversal maxima
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Tabela 3.9 Abordagem discreta vs continua: Frequéncia fundamental [i0]

Método a/h Continuo N=1 N=2 N=5 N=10 N=20

p=0
Lagrange Q9 5 2,112 2,112 2,112 2,112 2,112 2,112
10 0,577 0,577 0,577 0,577 0,577 0,577
20 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148
Kriging-Q9 Biquadratico 5 2,111 2,111 2,111 2,111 2,111 2,111
10 0,577 0,577 0,577 0,577 0,577 0,577
20 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148
Kriging Q16-Biquadratico 5 2,111 2,111 2,111 2,111 2,111 2,111
10 0,577 0,577 0,577 0,577 0,571 0,577
20 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148
Kriging Q16-Biciibico 5 2,111 2,111 2,111 2,111 2,111 2,111
10 0,577 0,577 0,577 0,577 0,577 0,577
20 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148 0,148

p=0,5

Lagrange Q9 5 1,567 1,611 1,587 1,573 1,570 1,568
10 0,429 0,440 0,433 0,431 0,430 0,429
20 0,110 0,113 0,111 0,110 0,110 0,110
Kriging-Q9 Biquadratico 5 1,567 1,610 1,586 1,573 1,569 1,567
10 0,429 0,439 0,433 0,430 0,429 0,429
20 0,110 0,113 0,111 0,110 0,110 0,110
Kriging Q16-Biquadratico 5 1,566 1,610 1,585 1,572 1,569 1,567
10 0,429 0,439 0,433 0,430 0,429 0,429
20 0,110 0,113 0,111 0,110 0,110 0,110
Kriging Q16-Bicabico 5 1,567 1,611 1,586 1,573 1,569 1,568
10 0,429 0,440 0,433 0,430 0,430 0,200
20 0,110 0,113 0,111 0,111 0,110 0,110

p=1
Lagrange Q9 5 1,435 1,402 1,401 1,426 1,432 1,434
10 0,395 0,382 0,383 0,392 0,394 0,395
20 0,102 0,098 0,098 0,101 0,101 0,101
Kriging-Q9 Biquadratico 5 1,434 1,401 1,400 1,426 1,432 1,434
10 0,395 0,382 0,382 0,392 0,394 0,395
20 0,101 0,098 0,098 0,101 0,101 0,101
Kriging Q16-Biquadratico 5 1,434 1,401 1,400 1,425 1,432 1,433
10 0,395 0,382 0,382 0,392 0,394 0,395
20 0,101 0,098 0,098 0,101 0,101 0,101
Kriging Q16-Biciibico 5 1,434 1,401 1,400 1,454 1,432 1,434
10 0,395 0,382 0,382 0,392 0,394 0,395
20 0,101 0,098 0,093 0,093 0,101 0,101

p=2
Lagrange Q9 5 1,349 1,217 1,253 1,324 1,342 1,347
10 0,374 0,332 0,342 0,365 0,371 0,373
20 0,096 0,085 0,088 0,094 0,096 0,096
Kriging-Q9 Biquadratico 5 1,348 1,217 1,252 1,323 1,341 1,346
10 0,374 0,332 0,342 0,365 0,371 0,373
20 0,096 0,085 0,088 0,094 0,096 0,096
Kriging Q16-Biquadratico 5 1,348 1,217 1,252 1,323 1,341 1,346
10 0,374 0,332 0,342 0,365 0,371 0,373
20 0,096 0,085 0,287 0,094 0,096 0,096
Kriging Q16-Bicabico 5 1,349 1,197 1,252 1,323 1,341 1,347
10 0,374 0,332 0,342 0,365 0,371 0,373

20 0,096 0,085 0,088 0,088 0,096 0,096
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Conclusdes para a Frequéncia Fundamental

A segunda andlise referente ao estudo em causa foca-se na variagdo da frequéncia fundamental.
Trata-se de um estudo similar ao realizado para comparacdo da deformada mixima aplicado a um
FGM de aluminio (Al) e oxido de aluminio (Al203). Os resultados sdo apresentados na tabela 3.9
segundo a normalizagdo @ = 10wh+/p.E.. Ao contrério do caso anterior, os resultados obtidos em
termos de estudo dindmico ndo dependem apenas da matriz de rigidez. Neste caso, estd implicita a
utilizacdo da matriz de massa. Por isso, as conclusdes nao sdo tdo evidentes.
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Figura 3.9: Representacido linear da frequéncia fundamental

No entanto, para o caso em estudo, podemos concluir, analogamente ao caso da deformada trans-
versal, que para expoentes da lei de poténcia maiores é necessario uma discretizacdo composta por

maior nimero de camadas.
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Figura 3.10: Representagdo logaritmica da frequéncia fundamental
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3.3 Distribuicdo de Poténcia e Exponencial

Quando a modelagdo do laminado FGM € abordada de forma continua, é possivel modelar a distri-
bui¢do de particulas de diversas formas distintas. Nesta sec¢do, pretende-se estabelecer as diferencas
entre uma abordagem definida pela distribui¢do de particulas obtida pela lei de poténcia e pela distri-
buicdo definida pela lei exponencial.

A distribui¢do descrita pela funcdo exponencial é ndo s6 uma funcdo de distribui¢do como tam-
bém serve de regra de homogeneizagdo, pois o resultado obtido € logo a partida uma distribui¢cdo de
propriedades mecanicas. A funcio exponencial ndo depende de nenhum pardmetro de distribuigao.

E [GPa]

-h/2 -ec/2 z ec/2 h/2

|— Distribui¢do de ceramico segundo a lei exponencial

Distribui¢do de ceramico segundo a lei de poténcial

Figura 3.11: Distribuicdo do médulo de Young ao longo da espessura segundo a lei exponencial e a
lei de poténcia

O estudo baseia-se em adaptar tanto quanto possivel a distribui¢do descrita pela regra de poténcia
a da distribuicdo exponencial. Esta metodologia baseia-se na variacdo do parAmetro de distribuicdo p
da regra de poténcia. No caso do estudo estético, esta variagdo é baseada na igualdade de rigidez de
flexdo, descrita pela equagéo 3.3.

h/2 h/2
E(z)ezponencial * ZQdZ = E(z>potencia * szz 3.2)
—h/2 —h/2

Sendo que E(2)czponencial € descrito pela equacdo 2.2 € E(2)potencia Pela equacdo 2.1. Esta
ultima depende do pardmetro p, o qual resultando da igualdade descrita permitird relacionar as distri-
buicdes.
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Para o caso da comparagdo da frequéncia fundamental resultante, o pardmetro p é definido de 2
formas distintas, uma primeira pela equagdo 3.3 e uma segunda pela igualdade do segundo momento
de massa, equagdo 3.3.

h/2 h/2
/ p(z)e:vponencial * Z2dZ = / p(z)potncia * ZQdZ (33)
—h/2 —h/2

A homogeneizacdo no modelo descrito através da distribui¢do de poténcia é obtido segundo a regra
das misturas. Deste modo poder-se-a definir os expoentes de distribui¢do equivalentes de comparacao.

Este estudo visa comparar as diferencas descritas segundo diversas configuragdes de compdsitos.
Trata-se de um laminado sandwich composto por 3 camadas, sendo que a camada interna resulta
numa distribuicdo de particulas tal como descrito anteriormente e as camadas exteriores compostas
pelos materiais constituintes.

i

Figura 3.12: Representacdo do compdsito descrito pela lei exponencial

Virio casos sdo abordados, variando os materiais que constituem o laminado, a relagdo de espes-
sura (a/h) e a percentagem de nicleo do laminado sandwich (e/h). Os diversos casos de conjunto de
materiais sdo Al — ZrQOsy, Al — AloO3 e Al — W' descritas as suas propriedades na tabela 3.10.

Tabela 3.10 Propriedades mecanicas dos materiais utilizados

Material Modulo de Young Coeficiente de Densidade
E (Gpa) poisson 1 p (Kg/m?)
Aluminio (Al) 70 0,3 2707
Zirconia (Zr0O2) 200 0,3 5700
Monotungsténio Carbide (W C') 696 0,3 15600
Oxido de Aluminio (Al,Os) 380 0,3 3800

O estudo em causa pretende compreender as diferencas entre a utilizacdo das duas metodologias
e quais os efeitos da varia¢do dos pardmetros em causa.
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Tabela 3.11 Deformada Al — Z1Og [wnorm =" /4]

a’h eh P_eq Peqm ExpLaw PowerLaw (rig) Dev.(%) Power Law (massa) Dev.(%)
Lagrange-Q9
5 173 0989 0,992 -2,87E-06 -2,85E-06 0,79% -2,85E-06 0,79%
2/3 0914 0,937 -2,83E-06 -2, 77TE-06 1,98% -2, 77E-06 2,17%
7/9 0,867 0,903 -2,82E-06 -2, 76E-06 2,28% -2,75E-06 2,68%
10 1/3 0,989 0,992 -4,06E-05 -4,04E-05 0,38% -4,04E-05 0,39%
2/3 0914 0,937 -3,98E-05 -3,92E-05 1,47% -3,91E-05 1,63%
7/9 0,867 0,903 -3,96E-05 -3,89E-05 1,87% -3,87E-05 2,23%
20 173 0,989 0,992 -6,28E-04 -6,27E-04 0,26% -6,27E-04 0,27%
2/3 0914 0937 -6,15E-04 -6,07E-04 1,32% -6,06E-04 1,47%
7/9 0,867 0,903 -6,12E-04 -6,01E-04 1,75% -5,99E-04 2,09%
50 1/3 0,989 0,992 -2,43E-02 -2,43E-02 0,23% -2,42E-02 0,23%
2/3 0914 0,937 -2,38E-02 -2,35E-02 1,28% -2,34E-02 1,43%
7/9 0,867 0,903 -2,37E-02 -2,32E-02 1,72% -2,32E-02 2,06%
Kriging-Q9 Biquadratico
5 1/3 0989 0,992 -2,87E-06 -2,85E-06 0,79% -2,85E-06 0,79%
2/3 0914 0937 -2,83E-06 -2,78E-06 1,98% -2, 77E-06 2,17%
7/9 0,867 0,903 -2,82E-06 -2,76E-06 2,28% -2,75E-06 2,68%
10 1/3 0,989 0,992 -4,06E-05 -4,05E-05 0,38% -4,05E-05 0,39%
2/3 0914 0,937 -3,98E-05 -3,92E-05 1,47% -3,92E-05 1,63%
7/9 0,867 0,903 -3,97E-05 -3,89E-05 1,87% -3,88E-05 2,23%
20 1/3 0,989 0,992 -6,29E-04 -6,27E-04 0,26% -6,27E-04 0,27%
2/3 0914 0,937 -6,15E-04 -6,07E-04 1,32% -6,06E-04 1,48%
7/9 0,867 0,903 -6,12E-04 -6,02E-04 1,76% -6,00E-04 2,09%
50 1/3 0,989 0,992 -2,43E-02 -2,43E-02 0,23% -2,43E-02 0,23%
2/3 0914 0937 -2,38E-02 -2,35E-02 1,28% -2,35E-02 1,43%
7/9 0,867 0903 -2,37E-02 -2,33E-02 1,72% -2,32E-02 2,06%
Kriging-Q16 Biquadratico
5 173 0989 0,992 -287E-06 -2,85E-06 0,79% -2,85E-06 0,79%
2/3 0914 0,937 -2,83E-06 -2, 78E-06 1,98% -2,77E-06 2,17%
7/9 0,867 0,903 -2,83E-06 -2, 76E-06 2,28% -2,75E-06 2,68%
10 173 0,989 0,992 -4,06E-05 -4,05E-05 0,38% -4,05E-05 0,39%
2/3 0914 0,937 -3,98E-05 -3,93E-05 1,47% -3,92E-05 1,63%
7/9 0,867 0,903 -3,97E-05 -3,89E-05 1,88% -3,88E-05 2,23%
20 1/3 0,989 0,992 -6,29E-04 -6,27E-04 0,27% -6,27E-04 0,27%
2/3 0914 0937 -6,15E-04 -6,07E-04 1,33% -6,06E-04 1,48%
7/9 0,867 0,903 -6,12E-04 -6,02E-04 1,76% -5,99E-04 2,10%
50 1/3 0,989 0,992 -2,42E-02 -2,42E-02 0,24% -2,42E-02 0,25%
2/3 0914 0,937 -2,37E-02 -2,34E-02 1,30% -2,34E-02 1,45%
7/9 0,867 0,903 -2,36E-02 -2,32E-02 1,74% -2,31E-02 2,07%
Kriging-Q16 Bicubico
5 13 0989 0,992 -2,87E-06 -2,85E-06 0,79% -2,85E-06 0,79%
2/3 0914 0937 -2,83E-06 -2,78E-06 1,98% -2, 77E-06 2,17%
7/9 0,867 0,903 -2,82E-06 -2,76E-06 2,28% -2, 75E-06 2,68%
10 1/3 0,989 0,992 -4,06E-05 -4,05E-05 0,38% -4,05E-05 0,39%
2/3 0914 0,937 -3,98E-05 -3,92E-05 1,47% -3,92E-05 1,63%
7/9 0,867 0,903 -3,97E-05 -3,89E-05 1,87% -3,88E-05 2,23%
20 1/3 0,989 0,992 -6,29E-04 -6,27E-04 0,26% -6,27E-04 0,27%
2/3 0914 0937 -6,15E-04 -6,07E-04 1,32% -6,06E-04 1,47%
7/9 0,867 0,903 -6,12E-04 -6,02E-04 1,75% -6,00E-04 2,09%
50 1/3 0,989 0,992 -2,44E-02 -2,43E-02 0,22% -2,43E-02 0,22%
2/3 0914 0937 -2,38E-02 -2,35E-02 1,27% -2,35E-02 1,42%
7/9 0,867 0,903 -2,37E-02 -2,33E-02 1,71% -2,32E-02 2,05%
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Tabela 3.12 Deformada Al — AlsO3 [Whorm =" /4]

a’h eh P_eq Peqm ExpLaw PowerLaw (rig) Dev.(%) Power Law (massa) Dev.(%)

Lagrange-Q9

5 173 0982 0,99 -2,11E-06 -2,05E-06  3,13% -2,05E-06  3,21%
2/3 0,868 0,971 -2,05E-06 -1,92E-06  6,27% -1,89E-06  7,71%

7/9 0,801 0,954 -2,04E-06 -1,90E-06  6,91% -1,84E-06  9,74%

10 1/3 0982 0,996 -3,04E-05 -2,97E-05 2,51% -2,96E-05  2,59%
2/3 0,868 0,971 -2,92E-05 -2,76E-05 5,44% -2,72E-05 6,78%

7/9 0,801 0,954 -2,89E-05 -2,71E-05 6,24% -2,63E-05 8,92%

20 1/3 0982 0,996 -4,73E-04 -4,62E-04  2,34% -4,62E-04  2,41%
2/3 0,868 0,971 -4,52E-04 -4,28E-04  5,20% -4,22E-04  6,51%

7/9 0,801 0,954 -447E-04 -4,20E-04  6,05% -4,08E-04  8,67%

50 13 0982 099 -1,83E-02 -1,79E-02  2,29% -1,79E-02  2,36%
2/3 0,868 0,971 -1,75E-02 -1,66E-02  5,13% -1,64E-02  6,43%

7/9 0,801 0,954 -1,73E-02 -1,63E-02  5,99% -1,58E-02  8,60%

Kriging-Q9 Biquadratico

5 173 0982 0,99 -2,11E-06 -2,05E-06  3,13% -2,05E-06  3,21%
2/3 0,868 0,971 -2,05E-06 -1,92E-06  6,27% -1,89E-06  7,71%

7/9 0,801 0,954 -2,04E-06 -1,90E-06  6,91% -1,84E-06  9,74%

10 1/3 0,982 0,996 -3,05E-05 -2,97E-05 2,51% -2,97E-05  2,59%
2/3 0,868 0,971 -2,92E-05 -2,76E-05 5,44% -2,72E-05  6,78%

7/9 0,801 0,954 -2,89E-05 -2,71E-05 6,24% -2,63E-05 8,91%

20 1/3 0982 0,996 -4,74E-04 -4,63E-04  2,34% -4,62E-04  2,41%
2/3 0,868 0,971 -4,52E-04 -429E-04  520% -4,23E-04  6,51%

7/9 0,801 0,954 -448E-04 -4,20E-04  6,05% -4,09E-04  8,67%

50 1/3 0982 0,996 -1,84E-02 -1,79E-02  2,28% -1,79E-02  2,36%
2/3 0,868 0,971 -1,75E-02 -1,66E-02  5,12% -1,64E-02  6,43%

7/9 0,801 0,954 -1,73E-02 -1,63E-02  5,99% -1,58E-02  8,60%

Kriging-Q16 Biquadratico

5 173 0982 0,99 -2,12E-06 -2,05E-06  3,13% -2,05E-06  3,21%
2/3 0,868 0,971 -2,05E-06 -1,92E-06  6,27% -1,89E-06  7,71%

7/9 0,801 0,954 -2,04E-06 -1,90E-06  6,91% -1,84E-06  9,74%

10 1/3 0982 0996 -3,05E-05 -2,97E-05 2,51% -2,97E-05 2,59%
2/3 0,868 0,971 -2,92E-05 -2,76E-05 5,44% -2,72E-05 6,78%

7/9 0,801 0,954 -2,89E-05 -2,71E-05 6,25% -2,63E-05 8,92%

20 1/3 0982 0,996 -4,74E-04 -4,62E-04  2,34% -4,62E-04  2,42%
2/3 0,868 0,971 -4,52E-04 -4,29E-04  5,20% -4,23E-04  6,52%

7/9 0,801 0954 -4,47E-04 -4,20E-04  6,06% -4,09E-04  8,68%

50 13 0982 0,99 -1,83E-02 -1,78E-02  2,32% -1,78E-02  2,40%
2/3 0,868 0,971 -1,74E-02 -1,65E-02  5,17% -1,63E-02  6,48%

7/9 0,801 0,954 -1,72E-02 -1,62E-02  6,02% -1,58E-02  8,64%

Kriging-Q16 Bicubico

5 173 0982 0,99 -2,11E-06 -2,05E-06  3,13% -2,05E-06  3,21%
2/3 0,868 0,971 -2,05E-06 -1,92E-06  6,27% -1,89E-06  7,71%

7/9 0,801 0,954 -2,04E-06 -1,90E-06  6,91% -1,84E-06  9,74%

10 13 0,982 0996 -3,05E-05 -2,97E-05 2,51% -2,97E-05  2,59%
2/3 0,868 0,971 -2,92E-05 -2,76E-05 5,44% -2,72E-05  6,78%

7/9 0,801 0,954 -2,89E-05 -2,71E-05 6,24% -2,63E-05 8,91%

20 1/3 0982 0,996 -4,74E-04 -4,63E-04  2,33% -4,62E-04  2,41%
2/3 0,868 0,971 -4,52E-04 -4,29E-04  5,19% -4,23E-04  6,51%

7/9 0,801 0,954 -447E-04 -4,20E-04  6,05% -4,09E-04  8,67%

50 1/3 0982 0,996 -1,84E-02 -1,80E-02  2,27% -1,80E-02  2,34%
2/3 0,868 0,971 -1,75E-02 -1,66E-02  5,11% -1,64E-02  6,41%

7/9 0,801 0,953 -1,73E-02 -1,63E-02 5,98% -1,59E-02 8,58%
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Tabela 3.13 Deformada Al — WC' [wpopm ="m* /1]

a’h eh P_eq Peqm ExpLaw PowerLaw (rig) Dev.(%) Power Law (massa) Dev.(%)
Lagrange-Q9
5 13 0976 0981 -1,57E-06 -1,45E-06 7,88% -1,44E-06 7,93%
2/3 0,831 0,864 -1,50E-06 -1,30E-06  13,37% -1,29E-06  14,09%
7/9 0,749 0,796 -1,49E-06 -1,28E-06  14,17% -1,26E-06  15,50%
10 1/3 0976 0981 -2,30E-05 -2,13E-05 7,36% -2,13E-05 7,41%
2/3 0,831 0,864 -2,17E-05 -1,89E-05  12,58% -1,88E-05  13,29%
7/9 0,749 0,796 -2,13E-05 -1,84E-05  13,55% -1,82E-05  14,85%
20 1/3 0976 0981 -3,59E-04 -3,33E-04 7,21% -3,33E-04 7,26%
2/3 0,831 0,864 -3,37E-04 -2,95E-04  12,35% -293E-04 13,05%
7/9 0,749 0,796 -3,32E-04 -2,87E-04  13,37% -2,83E-04 14,66%
50 1/3 0976 0,981 -1,39E-02 -1,29E-02 7,16% -1,29E-02 7.21%
2/3 0,831 0,864 -1,31E-02 -1,14E-02  12,28% -1,14E-02  12,98%
7/9 0,749 0,796 -1,28E-02 -1,11E-02  13,32% -1,10E-02  14,60%
Kriging-Q9 Biquadratico
5 13 0976 0,981 -1,57E-06 -1,45E-06 7,87% -1,45E-06 7,92%
2/3 0,831 0,864 -1,50E-06 -1,30E-06  13,36% -1,29E-06  14,09%
7/9 0,749 0,796 -1,49E-06 -1,28E-06  14,16% -1,26E-06  15,50%
10 1/3 0976 0981 -2,30E-05 -2,13E-05 7,35% -2,13E-05 7,40%
2/3 0,831 0,864 -2,17E-05 -1,89E-05  12,58% -1,88E-05  13,28%
7/9 0,749 0,796 -2,14E-05 -1,85E-05  13,55% -1,82E-05  14,84%
20 1/3 0976 0,981 -3,60E-04 -3,34E-04 7,20% -3,33E-04 7,25%
2/3 0,831 0,864 -3,37E-04 -2,96E-04 12,35% -2,93E-04 13,05%
7/9 0,749 0,796 -3,32E-04 -2,87E-04  13,37% -2,83E-04 14,65%
50 173 0976 0981 -1,39E-02 -1,30E-02 7,15% -1,29E-02 7,20%
2/3 0,831 0,864 -1,31E-02 -1,15E-02  12,28% -1,14E-02  12,97%
7/9 0,749 0,796 -1,29E-02 -1,11E-02  13,31% -1,10E-02  14,59%
Kriging-Q16 Biquadratico
5 13 0976 0,981 -1,57E-06 -1,45E-06 7,87% -1,45E-06 7,92%
2/3 0,831 0,864 -1,50E-06 -1,30E-06  13,36% -1,29E-06  14,08%
7/9 0,749 0,796 -1,49E-06 -1,28E-06  14,16% -1,26E-06  15,50%
10 173 0976 0981 -2,30E-05 -2,13E-05 7,35% -2,13E-05 7,40%
2/3 0,831 0,864 -2,17E-05 -1,90E-05  12,58% -1,88E-05  13,28%
7/9 0,749 0,796 -2,14E-05 -1,85E-05  13,55% -1,82E-05  14,84%
20 1/3 0976 0981 -3,59E-04 -3,33E-04 7,20% -3,33E-04 7,25%
2/3 0,831 0,864 -3,37E-04 -2,95E-04  12,35% -293E-04 13,05%
7/9 0,749 0,796 -3,32E-04 -2,87E-04  13,37% -2,83E-04  14,66%
50 1/3 0976 0,981 -1,39E-02 -1,29E-02 7,19% -1,29E-02 7,24%
2/3 0,831 0,864 -1,30E-02 -1,14E-02  12,32% -1,13E-02  13,02%
7/9 0,749 0,796 -1,28E-02 -1,11E-02  13,34% -1,09E-02  14,63%
Kriging-Q16 Bicubico
5 13 0976 0981 -1,57E-06 -1,45E-06 7,87% -1,45E-06 7,92%
2/3 0,831 0,864 -1,50E-06 -1,30E-06  13,36% -1,29E-06  14,09%
7/9 0,749 0,796 -1,49E-06 -1,28E-06  14,16% -1,26E-06  15,50%
10 1/3 0976 0981 -2,30E-05 -2,13E-05 7,35% -2,13E-05 7,40%
2/3 0,831 0,864 -2,17E-05 -1,89E-05  12,58% -1,88E-05  13,28%
7/9 0,749 0,796 -2,14E-05 -1,85E-05  13,55% -1,82E-05  14,84%
20 1/3 0976 0,981 -3,60E-04 -3,34E-04 7,19% -3,34E-04 7,24%
2/3 0,831 0,864 -3,37E-04 -2,96E-04  12,34% -293E-04 13,04%
7/9 0,749 0,796 -3,32E-04 -2,87E-04  13,37% -2,83E-04 14,65%
50 1/3 0976 0981 -1,40E-02 -1,30E-02 7,13% -1,30E-02 7,18%
2/3 0,831 0,864 -1,31E-02 -1,15E-02  12,25% -1,14E-02  12,95%
7/9 0,749 0,796 -1,29E-02 -1,12E-02  13,30% -1,10E-02  14,58%
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O estudo foi realizado a conjuntos de materiais cuja relagdo entre os médulo de Young varia na
sua grandeza. Podemos observar pelo gréfico 3.13 que o Desvio associado a comparagdo entre as
metodologias varia em conformidade com a gradeza da relacdo entre os médulo de Young. Ou seja,
quanto maior a diferenga entre os materiais, maior serd o Desvio de compara¢do. Deste modo, um
laminado composto por Al — W' cuja relagdo de rigidez € igual a 9,94 terd um Desvio superior aos
restantes compdsitos, Al — AlyO3 com E./E,, = 4,81 ¢ Al — ZrOy com E./E,, = 2, 86.

16,00%
14,00% ~Al_Zr02, a/h=5
. ) -~Al_Zr02, a/h=10
12,00% e - Al_7r02, a/h=20
o 10,00% «Al_7r02, a/h=50
= ~Al_AI203, a/h=5
g 800% - Al_Al_AI203, a/h=10
X 6,00% Al_Al_AI203, a/h=20
2.00% - Al_AI_AI203, a/h=50
-Al_WC, a/h=5
2,00% ~Al_WC, a/h=10
0,00% -Al_WC, a/h=20

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 +Al_WC, a/h=50
% de nucleo FGM

Figura 3.13: Desvio em fun¢do da percentagem de nicleo FGM-caso estético

A percentagem de niicleo FGM tem também grande influéncia sobre o erro na comparagdo das
metodologias. Do grafico 3.13 poder-se-a concluir que o desvio € proporcional a espessura da camada
FGM existente. Assim quanto maior a percentagem do laminado composta pela distribui¢do de
particulas, maior serd o Desvio de comparacdo entre as abordagens. Isto porque as diferencas aplicam-
se a essa fraccdo de laminado, sendo que a percentagem restante permanece igual.

A relag@o de espessura a/h é também um factor que influencia a diferencia¢@o entre as metodo-
logias. Quanto menor a relacio, ou seja mais espesso serd o laminado e maior serd o desvio entre
respostas.
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Tabela 3.14 Frequéncia fundamental Al — ZrOs [0 = 10wh+/p.Eq]

a/h eh P_eq Peqm ExpLaw Power Law (rig) Dev.(%) Power Law (massa) Dev.(%)
Lagrange-Q9
5 173 098 0992 1,87E+00 1,86E+00  0,22% 1,86E+00 0,22%
2/3 0914 0,937 1,90E+00 1,90E+00  -0,17% 1,90E+00  -0,12%
7/9 0,867 0,903 1,91E+00 1,92E+00 -0,51% 1,92E+00  -0,45%
10 1/3 0989 0992 5,11E-01 5,09E-01 0,48% 5,09E-01 0,48%
2/3 0914 0937 5,21E-01 5,20E-01 0,16% 5,19E-01 0,23%
7/9 0,867 0,903 5,23E-01 5,24E-01  -0,24% 5,24E-01 -0,15%
20 1/3 0989 0,992 1,31E-01 1,31E-01 0,56% 1,31E-01 0,56%
2/3 0914 0937 1,34E-01 1,33E-01 0,26% 1,33E-01 0,34%
7/9 0,867 0,903 1,34E-01 1,35E-01  -0,16% 1,34E-01  -0,05%
50 13 0989 0,992 2,12E-02 2,10E-02 0,58% 2,10E-02 0,59%
2/3 0914 0,937 2,16E-02 2,15E-02 0,29% 2,15E-02 0,37%
7/9 0,867 0903 2,17E-02 2,17E-02  -0,13% 2,17E-02  -0,02%
Kriging-Q9 Biquadratico
5 1/3 0989 0,992 1,86E+00 1,86E+00  0,22% 1,86E+00 0,22%
2/3 0914 0,937 1,90E+00 1,90E+00  -0,17% 1,90E+00  -0,12%
7/9 0,867 0,903 1,91E+00 1,92E+00 -0,51% 1,91E+00 -0,45%
10 13 0989 0992 5,11E-01 5,09E-01 0,48% 5,09E-01 0,48%
2/3 0914 0,937 5,20E-01 5,19E-01 0,16% 5,19E-01 0,23%
7/9 0,867 0,903 5,23E-01 5,24E-01  -0,24% 5,24E-01  -0,15%
20 1/3 0989 0992 1,31E-01 1,30E-01 0,56% 1,30E-01 0,56%
2/3 0914 0937 1,34E-01 1,33E-01 0,26% 1,33E-01 0,34%
7/9 0,867 0,903 1,34E-01 1,34E-01  -0,16% 1,34E-01  -0,05%
50 1/3 0989 0992 2,11E-02 2,10E-02 0,58% 2,10E-02 0,59%
2/3 0914 0937 2,15E-02 2,15E-02 0,29% 2,15E-02 0,37%
7/9 0,867 0,903 2,17E-02 2,17E-02  -0,13% 2,17E-02  -0,02%
Kriging-Q16 Biquadratico
5 13 0989 0,992 1,86E+00 1,86E+00  0,22% 1,86E+00 0,22%
2/3 0914 0,937 1,90E+00 1,90E+00  -0,17% 1,90E+00  -0,12%
7/9 0,867 0,903 1,91E+00 1,92E+00  -0,51% 1,.91E+00 -0,45%
10 1/3 0989 0992 5,11E-01 5,09E-01 0,48% 5,09E-01 0,48%
2/3 0914 0937 5,20E-01 5,19E-01 0,16% 5,19E-01 0,23%
7/9 0,867 0,903 5,23E-01 5,24E-01  -0,24% 5,24E-01 -0,15%
20 1/3 0989 0,992 1,31E-01 1,30E-01 0,55% 1,30E-01 0,56%
2/3 0914 0,937 1,34E-01 1,33E-01 0,26% 1,33E-01 0,33%
7/9 0,867 0,903 1,34E-01 1,34E-01  -0,16% 1,34E-01  -0,05%
50 1/3 0989 0992 2,12E-02 2,11E-02 0,57% 2,11E-02 0,58%
2/3 0914 0937 2,16E-02 2,15E-02 0,28% 2,15E-02 0,36%
7/9 0,867 0,903 2,17E-02 2,17E-02  -0,14% 2,17E-02  -0,03%
Kriging-Q16 Bicibico
5 1/3 0989 0,992 1,87E+00 1,86E+00  0,22% 1,86E+00 0,22%
2/3 0914 0,937 1,90E+00 1,90E+00  -0,17% 1,90E+00 -0,12%
7/9 0,867 0,903 1,91E+00 1,92E+00 -0,51% 1,91E+00  -0,45%
10 1/3 0989 0,992 5,11E-01 5,09E-01 0,48% 5,09E-01 0,48%
2/3 0914 0937 5,20E-01 5,20E-01 0,16% 5,19E-01 0,23%
7/9 0,867 0,903 5,23E-01 5,24E-01  -0,24% 5,24E-01  -0,14%
20 1/3 0989 0992 1,31E-01 1,30E-01 0,56% 1,30E-01 0,56%
2/3 0914 0937 1,34E-01 1,33E-01 0,26% 1,33E-01 0,34%
7/9 0,867 0,903 1,34E-01 1,34E-01 -0,16% 1,34E-01  -0,05%
50 1/3 0989 0992 2,11E-02 2,10E-02 0,59% 2,10E-02 0,59%
2/3 0914 0,937 2,15E-02 2,15E-02 0,30% 2,14E-02 0,37%
7/9 0,867 0,903 2,16E-02 2,17E-02  -0,13% 2,16E-02  -0,02%
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Tabela 3.15 Frequéncia fundamental Al — AloO3 [w = 10why/pcE.]

a/h eh P_eq Peqm ExpLaw Power Law (rig) Dev.(%) Power Law (massa) Dev.(%)

Lagrange-Q9

5 173 0982 0996 1,43E+00 1L46E+00  -1,77% 1,46E+00  -1,80%
2/3 0,868 0,971 1,46E+00 1,52E+00  -3,78% 1,53E+00  -4,35%
7/9 0,801 0,954 1,47E+00 1,54E+00  -4,39% 1,55E+00  -5,54%

10 173 0,982 0,996 3,94E-01 3,99E-01 -1,24% 3,99E-01 -1,26%
2/3 0,868 0,971 4,03E-01 4,16E-01  -3,04% 4,17E-01  -3,48%
7/9 0,801 0,954 4,06E-01 421E-01  -3,76% 425E-01 -4,70%

20 1/3 0982 0,99 1,01E-01 1,02E-01 -1,08% 1,02E-01 -1,10%
2/3 0,868 0,971 1,04E-01 1,07E-01  -2,82% 1,07E-01  -3,23%
7/9 0,801 0,954 1,04E-01 1,08E-01  -3,57% 1,09E-01  -4,46%

50 13 0982 0,99 1,63E-02 1,65E-02  -1,04% 1,65E-02  -1,06%
2/3 0,868 0971 1,67E-02 1,72E-02  -2,76% 1,73E-02  -3,15%
7/9 0,801 0,954 1,68E-02 1,74E-02  -3,51% 1,76E-02  -4,38%

Kriging-Q9 Biquadratico

5 173 0982 0,99 1,43E+00 1,46E+00  -1,77% 1,46E+00  -1,80%
2/3 0,868 0,971 1,46E+00 1,52E+00  -3,78% 1,53E+00  -4,35%
7/9 0,801 0,954 1,47E+00 1,54E+00  -4,39% 1,55E+00  -5,54%

10 173 0982 0,996 3,94E-01 399E-01 -1,24% 3,99E-01 -1,26%
2/3 0,868 0,971 4,03E-01 4,15E-01  -3,04% 4,17E-01  -3,48%
7/9 0,801 0,954 4,06E-01 421E-01 -3,76% 425E-01 -4,70%

20 1/3 0982 0,99 1,01E-01 1,02E-01  -1,08% 1,02E-01  -1,10%
2/3 0,868 0,971 1,04E-01 1,O7E-01  -2,82% 1,O7E-01  -3,23%
7/9 0,801 0,954 1,04E-01 1,0S8E-01  -3,57% 1,O9E-01  -4,46%

50 13 0982 0,99 1,63E-02 1,65E-02  -1,04% 1,65E-02  -1,05%
2/3 0,868 0,971 1,67E-02 1,72E-02  -2,76% 1,72E-02  -3,15%
7/9 0,801 0,954 1,68E-02 1,74E-02  -3,51% 1,76E-02  -4,38%

Kriging-Q16 Biquadratico

5 173 0989 0,992 1,43E+00 1LLAGE+00  -1,77% 1,46E+00  -1,80%
2/3 0914 0,937 1,46E+00 1,52E+00  -3,78% 1,53E+00  -4,34%
7/9 0,867 0,903 1,47E+00 1,54E+00  -4,39% 1,55E+00  -5,54%

10 1/3 0,989 0992 3,94E-01 3,99E-01 -1,24% 3,99E-01 -1,26%
2/3 0914 0,937 4,03E-01 4,15E-01  -3,04% 4,17E-01  -3,48%
7/9 0,867 0,903 4,06E-01 421E-01  -3,76% 425E-01  -4,70%

20 13 0989 0,992 1,01E-01 1,02E-01  -1,09% 1,02E-01 -1,11%
2/3 0914 0,937 1,04E-01 1,O7E-01  -2,83% 1,07E-01  -3,23%
7/9 0,867 0,903 1,04E-01 1,08E-01  -3,57% 1,09E-01  -4,46%

50 13 0989 0,992 1,63E-02 1,65E-02  -1,06% 1,65E-02 -1,07%
2/3 0914 0,937 1,68E-02 1,72E-02  -2,78% 1,73E-02  -3,18%
7/9 0,867 0,903 1,69E-02 1,74E-02  -3,53% 1,76E-02  -4,40%

Kriging-Q16 Bicibico

5 173 0982 0,996 1,43E+00 1,46E+00  -1,77% 1,46E+00  -1,80%
2/3 0,868 0,971 1,46E+00 1,52E+00  -3,78% 1,53E+00  -4,35%
7/9 0,801 0,954 1,47E+00 1,54E+00  -4,39% 1,55E+00  -5,54%

10 1/3 0,982 0,99 3,94E-01 3,99E-01 -1,24% 3,99E-01 -1,26%
2/3 0,868 0,971 4,03E-01 4,16E-01  -3,04% 4,17E-01  -3,48%
7/9 0,801 0,954 4,06E-01 421E-01  -3,76% 425E-01 -4,70%

20 13 0982 0,99 1,01E-01 1,02E-01  -1,08% 1,02E-01  -1,10%
2/3 0,868 0,971 1,04E-01 1,07E-01  -2,82% 1,07E-01  -3,22%
7/9 0,801 0,954 1,04E-01 1,08E-01  -3,57% 1,09E-01 -4,45%

50 1/3 0982 0,99 1,63E-02 1,65E-02  -1,03% 1,65E-02  -1,04%
2/3 0,868 0971 1,67E-02 1,72E-02  -2,75% 1,72E-02  -3,14%

7/9 0,801 0954 1,68E-02 1,74E-02  -3,50% 1,75E-02  -4,37%
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Tabela 3.16 Frequéncia fundamental Al — WC' [0 = 10wh+/p.E.

a/h eh P_eq Peqm ExpLaw Power Law (rig) Dev.(%) Power Law (massa) Dev.(%)
Lagrange-Q9
5 173 0976 0981 1,51E+00 1,54E+00  -1,67% 1,54E+00  -1,68%
2/3 0,831 0,864 1,60E+00 1,66E+00  -3,57% 1,66E+00  -3,57%
7/9 0,749 0,796 1,64E+00 1,71IE+00  -4,62% 1,71E+00  -4,60%
10 13 0976 0981 4,16E-01 420E-01 -0,82% 420E-01 -0,82%
2/3 0,831 0,864 4,45E-01 4,55E-01 -2,31% 4,55E-01 -2,25%
7/9 0,749 0,796 4,54E-01 4,70E-01 -3,48% 4,69E-01 -3,37%
20 1/3 0976 0,981 1,07E-01 1,08E-01  -0,57% 1,08E-01  -0,57%
2/3 0,831 0,864 1,14E-01 1,L17E-01  -1,93% I,L17E-01  -1,85%
7/9 0,749 0,796 1,17E-01 1,21E-01  -3,14% 1,20E-01  -3,01%
50 13 0976 0981 1,72E-02 1,73E-02  -0,49% 1,73E-02  -0,49%
2/3 0,831 0,864 1,85E-02 1,88E-02 -1,82% 1,88E-02 -1,73%
7/9 0,749 0,796 1,89E-02 1,94E-02  -3,04% 1,94E-02  -2,90%
Kriging-Q9 Biquadratico
5 13 0976 0,981 1,51E+00 1,54E+00  -1,66% 1,54E+00 -1,67%
2/3 0,831 0,864 1,60E+00 1,66E+00  -3,56% 1,66E+00  -3,56%
7/9 0,749 0,796 1,63E+00 1,71E+00  -4,61% 1,71E+00  -4,60%
10 13 0976 0981 4,16E-01 4,20E-01  -0,82% 420E-01 -0,82%
2/3 0,831 0,864 4,45E-01 4,55E-01  -2,30% 4,54E-01 -2,24%
7/9 0,749 0,796 4,54E-01 4,70E-01  -3,48% 4,69E-01 -3,37%
20 13 0976 0,981 1,07E-01 1,08E-01  -0,56% 1,08E-01  -0,56%
2/3 0,831 0,864 1,14E-01 1,L17E-01  -1,93% 1,LI7E-01  -1,85%
7/9 0,749 0,796 1,17E-01 1,21E-01  -3,14% 1,20E-01  -3,00%
50 1/3 0976 0981 1,72E-02 1,73E-02  -0,49% 1,73E-02  -0,48%
2/3 0,831 0,864 1,85E-02 1,88E-02  -1,81% 1,88E-02  -1,73%
7/9 0,749 0,796 1,89E-02 1,94E-02  -3,04% 1,94E-02  -2,89%
Kriging-Q16 Biquadratico
5 173 0976 0981 1,51E+00 1,54E+00  -1,66% 1,54E+00  -1,66%
2/3 0,831 0,864 1,60E+00 1,66E+00  -3,56% 1,66E+00  -3,56%
7/9 0,749 0,796 1,63E+00 1,71E+00  -4,61% 1,71E+00  -4,59%
10 1/3 0976 0981 4,16E-01 4,20E-01 -0,82% 4,20E-01 -0,81%
2/3 0,831 0,864 4,44E-01 4,55E-01 -2,30% 4,54E-01 -2,24%
7/9 0,749 0,796 4,54E-01 4,70E-01 -3,48% 4,69E-01 -3,37%
20 1/3 0976 0,981 1,07E-01 1,08E-01  -0,57% 1,08E-01  -0,56%
2/3 0,831 0,864 1,14E-01 IL17E-01  -1,93% IL17E-01  -1,85%
7/9 0,749 0,796 1,17E-01 1,21E-01  -3,14% 1,20E-01 -3,01%
50 13 0976 0981 1,73E-02 1,74E-02  -0,51% 1,74E-02  -0,50%
2/3 0,831 0,864 1,85E-02 1,89E-02  -1,84% 1,88E-02  -1,75%
7/9 0,749 0,796 1,89E-02 1,95E-02  -3,06% 1,95E-02 -291%
Kriging-Q16 Bicibico
5 13 0976 0,981 1,51E+00 1,54E+00  -1,66% 1,54E+00 -1,67%
2/3 0,831 0,864 1,60E+00 1,66E+00  -3,56% 1,66E+00  -3,56%
7/9 0,749 0,796 1,64E+00 1,71E+00  -4,61% 1,71E+00  -4,60%
10 1/3 0976 0981 4,16E-01 420E-01 -0,82% 420E-01 -0,82%
2/3 0,831 0,864 4,45E-01 4,55E-01  -2,30% 4,55E-01 -2,24%
7/9 0,749 0,796 4,54E-01 4,70E-01  -3,48% 4,69E-01 -3,37%
20 1/3 0976 0981 1,07E-01 1,08E-01  -0,56% 1,08E-01  -0,56%
2/3 0,831 0,864 1,14E-01 LLI7E-01  -1,92% 1,LI7E-01  -1,84%
7/9 0,749 0,796 1,17E-01 1,21E-01  -3,14% 1,20E-01  -3,00%
50 1/3 0976 0981 1,72E-02 1,73E-02  -0,48% 1,73E-02  -0,47%
2/3 0,831 0,864 1,84E-02 1,88E-02  -1,80% 1,88E-02 -1,71%
7/9 0,749 0,796 1,88E-02 1,.94E-02  -3,03% 1,.94E-02 -2,88%
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Os resultados comparativos da frequéncia fundamental baseiam-se em duas abordagens de equi-
valéncia. A primeira cuja a equivaléncia é obtida pelos mesmos valores de p equivalente, ou seja
pela igualdade de rigidez a flexdo e uma segunda pela equivaléncia do segundo momento de massas.
Neste caso, ndo s6 existem diferencas ao nivel da matriz de rigidez resultante como também existem
na matriz de massas. Para tal, sugerem-se as respectivas abordagens. No caso da frequéncia funda-

1,00%
, ~Al_Zr02, a/h=5
0,00% \ ~Al_zr02, a/h=10
0 02 , 04 06 0,8 1 *Al_Zr02, a/h=20
1,00% . - Al_Zr02, a/h=50
° ~Al_AlO3, a/h=5
f -2,00% ~Al_AI_AIO3, a/h=10
S Al_Al_AIO3, a/h=20
= 3,00% Al_Al_AIO3, a/h=50
~Al_WC, a/h=5
4,.00% ~Al_WC, a/h=10
~Al_WC, a/h=20
5,00% - Al_WC, a/h=50
% de nicleo FGM
(a) Considerando equivaléncia de rigidez
1,00%
-Al_Zr02, a/h=5
0,00% ~Al_7r02, a/h=10
0 0,2 L. AlZr02, a/h=20
-1,00% - Al_Zr02, a/h=50
2,00% ~Al_Al03, a/h=5
e ~Al_Al_AIO3, a/h=10
© -3,00% Al_Al_AI03, a/h=20
= - Al_Al_AIO3, a/h=50
-4,00% ~Al_WC, a/h=5
~Al_WC, a/h=10
-5,/00% -Al_WC, a/h=20
6,00% - Al_WC, a/h=50

% de nucleo FGM

(b) Considerando equivaléncia de massa

Figura 3.14: Desvio em fun¢do da percentagem de nicleo FGM-caso dinamico

mental, as conclusdes ndo sdo tdo claras. Isto devido ao facto de existir maior nimero de varidveis
em jogo. A diferenca dos materiais constituintes no laminado néo existe apenas na sua rigidez, neste
caso estd também presente na massa especifica de cada conjunto de materiais. No entanto, em modo
geral, podemos concluir que o desvio entre as metodologias € inferior quando comparado ao caso
da deformacdo médxima. Podemos ainda concluir que o efeito da variacdo de espessura do laminado
tem um efeito semelhante ao caso anterior. Em relacdo a percentagem de nicleo FGM, este tem um
efeito idéntico em ambos 0s casos, quer para a equivaléncia de rigidez quer para a equivaléncia do
segundo momento de massas. De modo geral, a utilizagdo de diferentes distribuicdes de particulas
na modelacdo de laminados tem como consequéncia diferencas significativas no comportamento do
mesmo.
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3.4 Interface de Utilizacao dos Modelos

De modo a permitir a utilizag@o das diversas metodologias implementadas neste trabalho, foi desen-
volvido um pequeno programa que permite a utlizagdo das diversas implementacdes. Este programa
€ o resultados da utilizac@o da ferramenta GU I presente no programa matlab e que permite a com-
pilacdo de todas as fungdes implementadas ao longo deste trabalho numa tinica interface, permitindo
desse modo disponibilizar de uma forma simples as fun¢des desenvolvidas. A interface de utilizacdo
do programa é apresentada na figura 3.18.

4 graphic_interface = =
Mechanical Properties Geometrical Properties Mesh

2707 0.3 7029 1 1 50 10 10

metal density metal poisson metal Young Lx Ly ah (a=1 (m) n° elements x n® elements y

FGM continous (isotropic materials too)
3800 03 380e8 1
[p] Voight Q4 Lagrange v

B mEEy ceramic poisson ceramic Young exponent

Wixture rule v

10000 Clamped XY v

Pression b Compute

Deformation Freq 1 Freq 2 Freq 3

Results

Deformation -0.000114406

Hatural
frequenci
es (Hz)

9525.25

202162

202182

29759.1

39098.4

Figura 3.15: Interface de utilizacdo

O programa apresenta a possibilidade de definir o compdsito a estudar, as propriedades do ele-
mento finito a utilizar, a possibilidade de utilzagdo de regras de homogeneizac¢ao diferentes e ainda a
condicio fronteira que se pretende. A apresentacio dos resultados é feita atraves dos valores de defor-
mada maxima e frequéncias fundamentais e a representagao grafica de cada um. O programa permite
definir as propriedades mecénicas dos materiais constituintes do laminado, seja para o caso FGM
ou laminado ortotrépico. Essas propriedades sdo definidas pelos médulos de Young, coeficientes de
poisson e pesos especificos dos constituintes. Para o caso do laminado ortotrépico, as propriedades a
introduzir sdo as propriedades mecanicas ortotrépicas efectivas, ou seja nas 2 direcgdes X e Y e a sua
caracterizagdo em z, ou seja o nimero de laminas que o constituem e a orientacdo de cada uma. As
caracteristicas geométricas sdo caracterizadas pela definicdo dos comprimentos em X e y do laminado
e definido por 1/h ou seja o inverso da espessura. A caracteriza¢do da malha é definida pelo nimero
de elementos em cada direc¢cdo do laminado.
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Definicao do Laminado

Antes de definir as propriedades mecanica, € necessario caracterizar o tipo de laminado que se pre-
tende estudar. Nesse caso, o programa permite definir 5 tipos de laminados diferentes. Associado
ao tipo de laminado, surgem também algumas opg¢des adicionais tais como a regra de homogeneiza-
¢do a incluir ou o nimero de camadas para o caso de um laminado modelado de forma discreta. As
possibilidades do programa na escolha do laminado a caracterizar sdo apresentadas na figura 3.16.

FGM continous (isotropic materials too) W
Insert type of laminate...
FGM continous (isotropic materials too)
FGM discret

a) b] FGM sandwich
FGM sandwich (exponential)
Ortotropic

Mixture rule v

Insert type of homogenization...

Mori-Tanaka

Figura 3.16: Interface de caso de estudo

O primeiro caso ilustrado em a) da figura 3.16, definido por FGM continuous permite descrever
um laminado FGM continuo. Este tipo de material é caracterizado pelas propriedades mecanicas dos
constituintes FGM e pelo expoente de distribuicio de particula (p). E também necessario definir a
opgdo de homogeneizacao, tendo por op¢ao a regra das misturas (M ixture rule) ou a regra de Mori-
Tanaka. A opgéo b) visa caracterizar o mesmo laminado FGM obtando por uma abordagem discreta.
Visa discretizar o laminado ao longo da espessura por [Nk camadas isotropicas. Ao escolher esta
op¢ao, deverd ser indecado o nimero de camadas pretendidas e o expoente de distribui¢cdo. A op¢ao
¢) ilustra a modelagdo de um laminado do tipo sandwich, composto por uma camada inferior intei-
ramente composta por um dos constituintes FGM e por uma camada superior composta inteiramente
pelo segundo constituinte. Na camada central, existe um nicleo FGM que traduz a dispersao ao longo
da espessura entre os 2 materiais extremos. Este modelo pode ser caracterizado por uma homogenei-
zacdo exponencial ao escolher a op¢do FGM sandwich (exponential) necessitando para esse efeito
indicar a percentagem de espessura de nicleo do laminado ou ainda caracterizado da mesma forma da
opgdo a) devendo para tal definir a percentagem de nicleo e o expoente de distribui¢do. Por dltima
opcao, é possivel descrever um laminado descrito por Nk laminas ortotropicas com as respectivas
orientacoes de fibra.

Definicao do Elemento Finito

O programa permite também utilizar elementos distintos, tanto no seu nimero de nés como pela
origem das suas func¢des de interpolac@o entre os mesmos. Neste caso, o programa permite a utilizacao
de 8 tipos de elementos diferentes, definidos por 4 ilustragdes diferentes na figura 3.17.
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‘ Q4 Lagrange v

Insert type of elemento...
QS Lagrange
Q4 Kriging
QS Kriging bilinear
Q8 kriging biguadratic
Q16 kriging bilinear
Q16 kriging biguadratic
Q16 kriging bicubic

Figura 3.17: Interface de elemento a seleccionar

O primeiro caso ilustrado em a) da figura 3.17 ilustra a constitui¢do do elemento Q4 (elemento
composto por 4 nés). Este elemento pode ser definido por fungdes de interpolacdo N segundo fungdes
polinomiais de lagrange ou de origem em funcdes de Kriging. O elemento Q4 apenas possibilita a
interpolag@o por fungdes lineares, ou seja de 1° grau. O caso ilustrado em b), apresenta-se o elemento
Q9 (elemento definido por 9 nés). Este elemento pode ser descrito por 3 tipos de fungdes de inter-
polagdo, uma funcdo polinomial de lagrange quadratica (de grau 2) ou por 2 func¢des de interpolacio
de Kriging, uma linear e outra quadratica. Em c) é apresentado o elemento Q16 (elementos com-
posto por 16 nds). Este tltimo elemento € apenas descrito por elementos de origem de Kriging com
possibilidade de optar por fungdes de interpolacio lineares, quadraticas ou cuibicas.

Resultados

Como resultados, o programa apresenta o valor da deformada maxima do laminado definido e o valor
das 5 primeiras frequéncias.

Deformation | -0.000114406 |
Natural

frequenci | 9525.25 |
es (Hz)

| 20216.2 ‘

| 20216.2 |

| 297591 .[

| 39098.4 |

Figura 3.18: Interface de resultados obtidos
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Estes resultados sdo também ilustrados graficamente, apresentando a deformacido do laminado
ilustrada pela figura 3.19 e os modos de vibracao correspondentes as frequéncias naturais ilustrados
pela figura 3.20.

0 o

Figura 3.19: Deformacgdo do laminado

Freq 1 Freq 2 Freq 3

'f;'f"”" Ty

2

Figura 3.20: Modos de vibrag@o do laminado

A representacdo grafica dos modos de vibragdo permite ndo s6 a visualizagdo dos mesmos como
também permite concluir acerca da existéncia de modos de vibra¢do simétricos. Estes modos de vi-
bragdo apresentam frequéncias de vibracdo idénticas e devem-se a simetria do laminado nas direcc¢des
x e y. Este fenémeno pode ser observado entre o 2° e o 3° modo de vibragéo.
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3.5 Simulacao de Variabilidade nos Parametros de Entrada do Modelo

Francois M. Hemez (2004) apresenta uma abordagem que quantifica a incerteza de um laminado orto-
trépico, justificando a variabilidade pela incerteza associada a orientacdo de cada lamina e a incerteza
intrinseca das propriedades mecanicas dos materiais que o constituem. Por analogia, este capitulo visa
aplicar uma metodologia semelhante aplicada a um compésito F'G M. Do ponto de vista da simulagéo
utilizada, para a obtencdo de propriedades mecanicas e geométricas efectivas, é assumida variabili-
dade dos parametros de entrada do modelo. Foi considerado para este estudo 2 principais fontes de
variabilidade. uma primeira representada pela variabilidade da distribui¢do de particulas e geometria
do compésito e a segunda pela incerteza das propriedades mecanicas dos materiais que constituem
o FGM. Do ponto de vista da engenharia, podemos associar a variabilidade da distribuigdo a vari-
abilidade obtida pelo processo de fabrico do F'GM, enquanto que a variabilidade das propriedades
mecanicas dos materiais constituintes pode ser considerada em concorddncia com a incerteza apre-
sentada pelo fabricante.

Ao considerar uma distribui¢do de particulas segundo o modelo de distribui¢do descrito pela regra
da poténcia (ver capitulo 3.1-Distribui¢do de particulas), esta poderd ser descrita segundo diversas
possibilidades, sendo que o seu comportamento serd consequéncia do expoente p da lei de poténcia e
¢ descrito segundo a figura 3.21.

h/2

| p=0,2 p=0,5 p=1 p=2 p=5

Figura 3.21: Distribui¢do de frac¢do de volume para diferentes valores de expoente

A variabilidade do compésito pode ser decomposta, no modelo que descreve o F'G M, pela varia-
bilidade associada aos médulos de Young, coeficientes de Poisson e massas especificas do cerdmico e
do metal que constituem a placa compésita (F., E,,, Ve, Vm, Pc € pm) € pela variabilidade associada as
caracteristicas geométricas, o expoente da regra das misturas (p) e a espessura (h). De modo a simular
a variabilidade dos parametros de entrada do modelo, cada um destes pardmetro foi definido segundo
um valor médio (1) e um respectivo desvio padrao (o) definido por 7,5% do valor médio da respectiva
varidvel. A distribuic@o da variabilidade de cada pardmetro segue um modelo de distribuicdo normal
designado por X ~ N (u, o). A simulacdo é obtida garantindo a independéncia das varidveis. A inde-
pendéncia € obtida através da técnica denominada por amostra latina hiperctibica (Latin Hypercube
Sampling) (Iman and Conover (1982)). Com a utilizagdo desta técnica, é possivel criar restri¢des a
geracdo de dados, sendo que neste caso foi possivel restringir a matriz de covariancia de modo a que
esta se aproxime tanto quanto possivel a matriz identidade. A amostra foi efectuada considerando os
valores de p e o presentes na tabela 3.17.
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Tabela 3.17 Valores de simulag@o dos parametros

Pardmetros E. E,, Ve Vm, Pe Pm h[m] D
[Gpal [Gpal [Kg/m3] [Kg/m?]
o 696 70 0,3 0,3 15600 2707 0,05 1
o 52 5 00225 0,0225 1170 203 0,00375 0,075

Ao simular a variabilidade dos parametros segundo os valores da tabela 3.17, respeitando os pres-
supostos da independéncia, obtém-se as distribui¢des de propriedades ilustradas segundo os histogra-
mas da figura 3.22.

A figura 3.22 apresenta a distribuicdo de cada varidvel, distribuicdo normal, e os pardmetros de
correlacdo entre varidveis, sendo que para r < 0, 5, estas podem ser consideradas independentes.
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3.5 - Simulacao de Variabilidade nos Parametros de Entrada do Modelo



72 Capitulo 3 - Casos de Estudo

Ao considerar um modelo descrito por p=1, obtém-se uma distribui¢do linear de particulas ao
longo da espessura (h) do laminado. Considerando a existéncia de variabilidade em redor do valor
médio (1) do parametro p obtém-se uma drea representante das possiveis distribui¢cdes de particulas
ao longo da espessura da placa compdsita representada pela figura 3.23.

100% 1

80

-h/2 z[m] h/2

Figura 3.23: Variabilidade do parAmetro de distribuicio

Ao propagar a variabilidade de cada um destes parimetros, obtém-se propriedades mecanicas
efectivas, descritas ao longo da espessura do laminado, de acordo com a figura 3.24.

/2 7 [m] h/2 -h/2 z [m] h/2

(a) Variabilidade de médulo de Young effectivo (b) Variabilidade do coeficiente de poisson effectivo
Kg
3
m

5000 -
2707
-h/2 z [m] h2

(c) Variabilidade da massa especifica effectiva

Figura 3.24: Distribui¢do das propriedades mecanicas efectivas ao longo da espessura do laminado
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Podemos concluir que, apesar de existir apenas uma variabilidade descrita por 7,5% do valor
médio de cada parametro, a variabilidade total das propriedades efectivas resulta na acumulacio das
variabilidades individuais de cada parametro.

3.6 Influéncia da Variabilidade no Comportamento Estatico da Placa
Composita

Com base nos parametros de entrada descritos anteriormente, ¢ possivel obter uma distribui¢do da
deformada transveral maxima resultante das combinacdes independentes de paradmetros de entrada
do modelo. Os resultados foram obtidos para 2 modelos. Um primeiro modelo implementado por
elementos baseados em fungdes de interpolacdo de lagrange (Q9-Lagrange) e um segundo modelo
implementado com elementos de base de Kriging (Q9-Kriging Biquadritico). Ambos os modelos
foram implementados nas mesmas condicdes. Com uma malha descrito por 20x20 elementos e sob
condicdes fronteiras simplesmente apoiado em todos os lados, simulou-se as 2 metodologias para uma
amostra de n=30, um tamanho de amostra suficientemente grande que permita a significancia dos re-
sultados mas que também permita simular uma amostra obtida de forma experimental. A deformada
transversal mdxima nio depende da massa especifica do compdsito, quando sdao desprezados os efei-
tos sobre a deformada devidos ao peso especifico do mesmo, pelo que os pardmetros de entrada do
modelo, para efeitos do estudo estético, baseiam-se exclusivamente sobre os pardmetros geométricos,
modulos de Young e coeficientes de Poisson.

Obaavations &
o
Ohsevations &
&

ET] -1 -5 -1
Deformation [m] " Deformation [m]

(a) Lagrange (b) Kriging

Figura 3.25: Variabilidade do paramtero de distribuicéo

Na figura 3.25 ¢ apresentado um histograma correspondente aos resultados obtidos por cada uma
das metodologias implementadas. Cada histograma apresenta a frequéncia de resultados obtidos por
intervalos de valores. Sendo que ambas as metodologias foram aplicadas para um caso de estudo
idéntico, o teste de hipdtese a igualdade dos modelos deve ser tido em conta. Ambos os histogramas
da figura 3.25 apresentam um comportamento semelhante a uma distribuicao normal.

Da tabela 3.18 podemos concluir que a distancia de Kolmogorov-Smirnov entre as 2 metodologias
utilizadas s@o bastante inferiores a distincia critica de referéncia. Por isso, ndo podemos rejeitar a
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Tabela 3.18 Teste Kolmogorov-Smirnov 2 amostras

Comparacdo D, Dmnoos p— value

Deformacao 0,0333 0,35115 1

hipétese Hy que indica que as amostras provém de uma mesma populacdo. Deste modo, podemos
afirmar que ndo existem evidéncias estatisticas como os modelos ndo sdo estatisticamente idénticos.

Estudo Descritivo da Deformada Transversal Maxima

O estudo descritivo dos resultados acerca da deformag¢do méxima estdo presentes na tabela 3.19.
Os valores apresentados sdo referentes a média, desvio padrdo e mediana amostral respectivos aos
resultados obtidos pela metodologia dos elementos de lagrange.

Tabela 3.19 Estudo descritivo da deformag¢do maxima

Média Desvio padrio Mediana

-1,239E-05 3,277E-06 -1,18E-05

Da tabela anterior, é possivel constatar que o valor da média apresenta-se inferior ao valor da
mediana, pelo que podemos concluir que a distribui¢do apresenta uma ligeira assimetria negativa, ou
seja trata-se de uma distribui¢do assimétrica a esquerda.

Regressao Linear Miultipla
1°-Modelo de Regressao

Ao aplicar o método de regressao linear miiltipla pretende-se relacionar os pardmetros simulados de
entrada do modelo com os valores obtidos respectivos a deformada transversal maxima do compdsito.

A primeira tentativa de regressdo aplicada entre os parAmetros de entrada e as respectivas defor-
madas passa por considerar a influéncia de todas as varidveis independentes de entrada sem entrar em
consideracdo com a influéncia da interac¢do dos pardmetros. Desta forma, a regressao ¢ definida pela
equacdo 3.4.

Y = Bo+ f1Ec + BaEm + B3ve + Bavm + Bsh + Bep + € (3.4)

Sendo que Y representa a deformada transversal mdxima da placa compdsita, 5y o declive parcial
constante que representa o valor da varidvel dependente quando as varidveis independentes sdo zero, €
o Desvio associado ao modelo de regressdo e as restantes varidveis correspondentes aos parametros de
entrada do modelo de elementos finitos e os correspondentes declive parciais. O modelo descrito pela
equacdo 3.4 permite identificar quais os parametros de entrada do modelo mais significativos para a
definicdo da deformada transversal mdxima.
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Tabela 3.20 Coeficientes do modelo que inclui todos os pardmetros (modelo de Lagrange)

Coeficientes beta betal betal beta2 beta3 betad beta5 beta6
Valor estimado -5,902¢-5 1,440e-17 3,702e-17 6,893e-6  6,594e-6 7,394e-4  -5,929¢-6
Desvio 3.441e-6 1,734e-18 1,946e-17 4,179¢-6 4,141e-6 2,606e-5 1,250e-6
t-test -17,155 8,309 1,949 1,649 1,592 28,377 -4,743
p-value 7,87e-14 4,47e-8 0,06480 0,11393 0,12624 2e-16 0,00011

Anilise do modelos R? R2,, estatstica — F p—value

0,9769 0,9681 111,1  1,977e-15

Tabela 3.21 Coeficientes do modelo que inclui todos os pardmetros (modelo de Kriging)

Coeficientes beta betal betal beta2 beta3 betad beta5 beta6
Valor estimado -6.724e-5 1.451e-17 5.976e-17 1.269¢-5 1.187e-5 7.859e-4 -6.029e-6
Desvio 4.504e-6 2.603e-18 2.726e-17 6.019¢-6 5.984e-6 3.48le-5 1.749¢-6
t-test -14.929 5.574 2.192 2.108 1.984 22.575 -3.447
p-value 2.53e-13 1.14e-5 0.03874 0.04609  0.05932 2e-16  0.00219
Anélise do modelos R? R2,.. estatstica — F p— value
0.9612 0.951 94.84 4.705e-15

Com a utilizagcdo da andlise ANOVA (andlise de varidncia) conclui-se a significancia do modelo
baseado no valor de p — value do modelo apresentados na tabela 3.20 para o caso do modelo de
Lagrange. O modelo probabilistico definido por todos os pardmetros de entrada apresenta uma signi-
ficancia apresentada pelo coeficiente de determinagao corrigido de 96,8%. A existéncia de significan-
cia diz-nos que existe pelo menos uma varidvel independente que influéncia de forma significativa a
varidvel dependente. Neste caso, resta aplicar o teste de t-Student (¢ —test) para definir a significancia
individual de cada varidvel independente. O resultado do teste individual a cada coeficiente de declive
parcial € representado pelos valores de p — value individuais para cada coeficiente. Poder-se-a con-
cluir que os pardmetros com maior impacto sobre a variabilidade da deformada transversal maxima
sd0 os de cardcter geométrico, ou seja a espessura (h) do laminado e o pardmetro (p) de distribuicdo
que o define e os médulos de Young E. e E,,. Desse modo podemos também afirmar que os coeficien-
tes de poisson v, e vm sdo pouco representativos da variabilidade da deformagao méaxima. Apesar de
existir uma forte significAncia do modelo, este ndo pode ser considerado vélido pois ndo se verificam
os pressupostos de validacdo baseados sobre os residuos do modelo apresentados seguidamente.

Pressupostos de Validacao

Para garantir a validade do modelo, é necessdrio que o estudo cumpra com alguns pressupostos. Para
além da independéncia de todas as varidveis independentes, critério cumprido na simulacio dos para-
metros de entrada do modelo, existem algumas outras condi¢des com base na distribuicio dos residuos
do modelo. A distribui¢do dos residuos deve apresentar-se segundo uma distribuicdo normal de média
(1) igual a zero e desvio padrio constante (%), deve existir independéncia e estes devem apresentar
uma distribuicdo normal. Deste modo, quando validados os pressupostos, é possivel estimar a va-
ridvel dependente (y) em fungdo das varidveis independentes (x;) associada aos residuos aleatérios
descritos por € ~ N (0, o).

Apesar do modelo anteriormente descrito apresentar uma precisdo considerdavel, este ndo apre-
senta os pressupostos necessarios de validacdo.
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Figura 3.26: Pressupostos de validagdo do 1° modelo

A figura 3.26 a) apresenta a distribui¢do do vector dos residuos em fungdo do vector de valores de
deformac¢@o médxima estimados obtidos através da realizagdo do modelo de regressao que contempla
todas as varidveis independentes. Na figura 3.26 b) € apresentada a distribuicdo dos valores residuais
normalizados em comparagdo com a distribuicdo tedrica desejada. Para este caso, é de considerar
que os pressupostos de validagdo respectivos 2 média nula e i varidncia constante sdo violados. E de
notar a existéncia de uma relacdo quadratica entre os valores residuais e os valores estimados levando
a violacdo do pressuposto de média nula e desvio padrdo constante, pelo que este resultado indica a
existéncia de dependéncias nao contabilizadas na escolha do modelo de regressao.

2°-Modelo de Regressio

De modo a isolar a influéncia sobre a variabilidade da varidvel dependente e na tentativa de validacao
dos pressupostos em causa, a segunda tentativa de modelacio apresenta uma regressao contando ape-
nas com os parametros geométricos do laminado, ou seja os parametros h e p, apresentado na equacao
3.5.

Y = Bo+ Bih + fap + € (3.5)

Neste caso, € apresentado um modelo definido apenas pelas varidveis que descrevem geometrica-
mente o laminado, do ponto de vista da engenharia, podemos afirmar que se trata de varidveis cuja
variabilidade provém do processo de fabrico ou de tolerncias geométricas aplicadas. Com este mo-
delo, obtém-se uma significincia do modelo apresentado pelo coeficiente de determinagdo corrigido
de 87,9% segundo o modelo descrito pelo método de Lagrange e 88,21% para o método de Kriging.

Tabela 3.22 Coeficientes do modelo que inclui pardmetros geométricos (modelo de Lagrange)

Coeficientes beta betal betal beta2
Valor estimado -4,368e-5 7,312e-4 -5,112e-6
Desvio  3,359e-6 5,031e-5 2,427e-6
t-test -13,006 14,535 -2,107
p-value 3,85e-13  2,75e-14 0,0446

Anélise do modelos R? R%. estatstica — F p—wvalue

0,887 0,8787 106 1,639e-13
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Tabela 3.23 Coeficientes do modelo que inclui pardmetros geométricos (modelo de Kriging)

Coeficientes beta beta0 betal beta2
Valor estimado -4.591e-5 7.923e-04 -6.036e-06
Desvio 3.751e-6  5.388e-5 2.712e-6
t-test -12.240 14.704 -2.226
p-value 1.58e-12  2.08e-14 0.0346
Analise do modelos R? R%,. estatstica — F  p— value
0.8902 0.8821 109.5 1.113e-13
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Figura 3.27: Pressupostos de validagdo do 2° modelo

Nesta segunda tentativa de validac@o de pressupostos, podemos constatar que a violagdo de pressu-
postos ndo ¢é tdo severa. A relacdo de dependéncia nao € tdo notdria e a distribui¢do de probabilidade
apresenta-se mais préxima da distribuicdo tedrica, no entanto estas violacdes continuam presentes.

3°-Modelo de Regressao

Sendo que no modelo anterior se apresentam apenas 2 varidveis independentes e a existéncia de uma
dependéncia quadratica ndo contabilizada, € assim analisado o modelo da equagdo 3.6 que conta com
a interacc¢do das 2 varidveis independentes presentes.

Y = Bo+ Bih + Bap + Bia(h * p) + € (3.6)

A andlise do modelo ¢ apresentada na tabela 3.24 e 3.25 respectivas a utilizacdo dos métodos de
Lagrange e Kriging respectivamente.

Tabela 3.24 Coeficientes do modelo que inclui interac¢do entre varidveis (modelo de Lagrange)

Coeficientes beta betal betal beta2 betal2
Valor estimado -1,15¢-4 2,176e-3 6,291e-5  -1,379e-3
Desvio 3,36e-5 6,713e-4 3,34e-5 6,671e-4

t-test -3,424 3,241 1,884 -2,068

p-value 0,00206 0,00326 0,07083 0,04873

Anilise do modelos R? R2.. estatstica — F p—value

0,905 0,894 82,84  1,970e-13
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Tabela 3.25 Coeficientes do modelo que inclui interac¢do entre varidveis (modelo de Kriging)

Coeficientes beta betal betal beta2 betal2
Valor estimado -1.139e-04 2.155e-03 6.174e-05 -1.358e-03
Desvio  3.363e-05 6.721e-04 3.344e-05  6.678e-04

t-test -3.387 3.206 1.847 -2.033

p-value 0.00226 0.00355 0.07623 0.05237

Andlise do modelos R? R%,. estatstica — F p— value
0.905 0.895 82.84 1.973e-13
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Figura 3.28: Pressupostos de validagdo do 3° modelo

Podemos observar da figura 3.31 que este modelo tem o melhor comportamento a nivel de pressu-
postos de validag@o dos 3 modelos anteriormente considerados. O grafico a) apresenta indicios de
variancia constante e média nula e o grafico apresentado em b) apresenta um melhor ajuste a dis-
tribuicdo tedrica. Segundo a metodologia apresentada em Montgomery (2003), os pressupostos de

Tabela 3.26 Testes a normalidade dos residuos

Teste a Normalidade P-value
Anderson-Darling 0,7761
Cramer-von Mises 0,7614
Lilliefors (Kolmogorv-Smirnov)  0,6471
Pearson chi-square 0,392
Shapiro-Francia 0,8385

validacdo devem obedecer a 4 critérios apresentados anteriormente. Para o primeiro critério, o caso
da média nula, o valor obtido é —2 % e =23, Poder-se-a observar graficamente que nio existem indicios
de variancia ndo constante ou de uma qualquer dependéncia dos valores. Para o caso da normali-
dade dos residuos, sdo apresentados alguns teste na tabela 3.26 que evidenciam a normalidade da
distribuicao dos residuos.

3.7 Variabilidade nao Contabilizada

O modelo validado anteriormente apresenta uma qualidade de ajustamento de cerca de 90%, ou seja,
permite quantificar 90% da variabilidade existente entre as varidveis de entrada e a varidvel de saida
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do modelo, neste caso a deformada transversal maxima. De modo a identificar os restantes 10% de
variabilidade existente, propdem-se ainda uma metodologia semelhante com base em uma amostra
cuja variabilidade de entrada do modelo estd presente apenas nas propriedades mecinicos dos mate-
riais. Desta forma, as conclusdes sdo baseadas no mesmo modelo com a diferenca de ser considerado
a espessura do laminado e o pardmetro de distribui¢do constantes.

Y = BO + BlEC + BQEm + /831/6 + 64Vm + € 3.7

A equacdo 3.7 apresenta o modelo que pretende caracterizar a variabilidade ndo contabilizada pelo
modelo anterior. Visto que o objectivo deste estudo passa apenas por caracterizar quais 0s parametros
que contribuem para os 10% de variabilidade, este modelo ndo serd validado. O estudo apresenta os
testes a significancia de modo a quantificar a percentagem de variabilidade ndo contabilizada por este
modelo.

Tabela 3.27 Coeficientes do modelo que inclui apenas a variabilidade as propriedades mecanicas

(modelo de Lagrange)
Coeficientes beta betal betal beta2 beta3 betad
Valor estimado -2,62¢-5 1,40e-17 3,15e-17 4,10e-6 3,73e-6
Desvio  3,83e-7 2,67e-19 3,02e-18 6,58¢-7 6,18¢-7
t-test -68,31 52,26 10,45 6,24 6,03
p-value 2e-16 2e-16 1,32e-10 1,60e-6 2,65¢-6
Andlise do modelos R? R?... estatstica — F p—value

0,992 0,990 7383 2,2e-16

A variabilidade ndo contabilizada pelo modelo validado da equagdo 3.6 corresponde a cerca de
10% da variabilidade total da resposta do modelo de elementos finitos em termos de deformada trans-
versal maxima. Esses 10% de variabilidade correspondem aos 100% do dltimo modelo apresentado,
resultando que apenas 0,1% da variabilidade total ndo € justificada pelas varidveis de entrada do mo-
delo validado.



80 Capitulo 3 - Casos de Estudo

3.8 Influéncia da Variabilidade no Comportamento Dinidmico do
Laminado

Do ponto de vista da comparagdo entre modelos, a tabela 3.28 apresenta os resultados do teste de
Kolmogorov-Smirnov para comparagio de 2 amostras. E possivel constatar para todas as frequén-
cias um coeficiente de correlagdo bastante elevado, significando que ambos os modelos apresentam
resultados estatisticamente idénticos ou que as amostras provém da mesma populacio.

Tabela 3.28 Teste Kolmogorov-Smirnov 2 amostras

Comparacdo D,  Dyyini,05 correlacio

Frequéncial 0,0667 0,35115 1
Frequéncia 2 0,1 0,35115 0,9988
Frequéncia3 0,0667 0,35115 1

Frequéncia4 0,0667 0,35115
Frequéncia5 0,0667 0,35115
Frequéncia 6 0,0667 0,35115

—

A tabela anterior indica que ndo rejeitamos a hipétese Hy acerca da igualdade entre as amostras,
para tal, o estudo serd baseado sobre os resultados do modelo descrito por fun¢gdes de Lagrange.
Estudo descritivo das frequéncias naturais

A tabela 3.29 apresenta a média, o desvio padrdo e a mediana amostral das distribui¢cdes de frequéncias
naturais obtidas.

Tabela 3.29 Estudo descritivo de frequéncias naturais

Média Desvio padrao Mediana

Frequéncia1 2,854E+03 2,569E+02 2,85E+03
Frequéncia2 7,006E+03 6,188E+02  6,99E+03
Frequéncia3 7,025E+03 6,209E+02 7,01E+03
Frequéncia4 1,116E+04 9,721E+02 1,11E+04
Frequéncia 5 1,348E+04 1,008E+03  1,34E+04
Frequéncia 6 1,364E+04 1,149E+03  1,36E+04

E de constatar que para todas as frequéncias naturais, os valores da média coincidem bastante com
os valores da mediana. Este resultado reflecte uma simetria das distribui¢des das frequéncias naturais.
Podemos ainda observar a proximidade de valores médios entre as frequéncias 2 e 3 e as frequéncias
5 e 6. Tal proximidade suscita curiosidade da existéncia de modos simétricos, visto que o compdsito
em estudo é uma placa compdsita simétrica em termos de geometria.

Correlacao entre Frequéncias Naturais

A figura 3.29 apresenta as distribui¢des dos resultados de frequéncias naturais obtidos através da me-
todologia do elemento de lagrange. E de constatar uma elevada correlacio entre as diferentes frequén-
cias. Este fenémeno traduz-se, a nivel estatistico, na possibilidade de dependéncia entre frequéncias.
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De modo a compreender a existéncia de correlacdo entre as diferentes frequéncias naturais, é
necessario identificar os respectivos modos de vibracdo associados a cada uma delas. A figura 3.30
apresenta os modos de vibragdo associados as respectivas frequéncias naturais. Estes foram obtidos
através das propriedades médias do estudo em causa.
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Figura 3.30: Modos de vibracio

E de constatar a relagdo entre os modos de vibragio 2 e 3, pois trata-se de modos de vibracio
simétricos. Estes apresentam frequéncias naturais correspondentes muito semelhantes, isto porque
se trata de uma placa compdsita simétrica e que os modos de vibracdo s@o idénticos mas dispostos
segundo os eixos de forma diferente. O mesmo n3o podemos dizer acerca das frequéncias 5 e 6,

pois apesar dos valores de frequéncias serem bastante préximos (tabela 3.29), os modos de vibracao
correspondentes sdo diferentes.
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Regressao Linear Multipla

A regressao linear multipla pode ser aplicada individualmente a cada frequéncia natural. Ao contrério
do caso anterior, respectivo a deformada transversal mdxima, as frequéncias naturais sdo dependen-
tes das massas especificas, pois estas dependem também da matriz de massa. Para tal, o modelo de
regressdo linear multipla que visa quantificar a frequéncia fundamental conta com 8 varidveis inde-
pendentes. Todas as varidveis consideradas anteriormente e ainda as massas especificas p. € py,.

Y = Bo+ f1Ec + BaEy + Bave + Bavm + Bspe + Bepm + Brh + Bsp + € (3.8)

A tabela 3.30 apresenta o resultado do modelo de regressao linear da frequéncia fundamental.

Tabela 3.30 Coeficientes do modelo de regressdo da frequéncia fundamental (modelo de Lagrange)

Coeficientes beta betal betal beta2 beta3  betad beta5 beta6 beta7 beta8
Valor estimado -5,851el  1,018e-19 2,776e-9 3,285e2  2,26e2 -4,649¢-2 -3,863e-2 3,332e4 -1,409e2
Desvio 5,12e1  2,6le-11 2,83e-10 6,25¢l  6,02¢el 1,16e-3  6,906e-3  3,45¢e2 1,73el
t-test -1,14 38,979 9,81 5,25 3,75 -40,12 -5,59 96,53 -8,13
p-value 0,266 2e-16 2,71e-9 3,3e-5 0,0012 2e-16 1,5e-5 2e-16  6,42e-8

Andlise do modelos R? R%,, estatstica— F p— value

0,9984 0,9979 1688 2,2e-16

2

Este modelo apresenta um 7., de 99,74%. Ao contrdrio do caso da deformada, este modelo
apresenta todas varidveis enquanto varidveis significativas.

Pressupostos de Validacao
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Figura 3.31: Pressupostos de validacdo do modelo dindmico

Os pressupostos de validacdo do modelo apresentado ndo sdo validados, pelo que o modelo ndo devera
ser tido em conta para estimativa de eventuais outros resultados nio contabilizados pela amostra.

Regressao Linear entre Frequéncias

Ja foi apresentado em estudos anteriores a forte correlacdo existente entre as diversas frequéncias
naturais obtidas pelo modelo de elementos finitos. De modo a quantificar a relagdo existente entre as
diversas frequéncias, propde-se neste estudo uma aproximacao dos valores das frequéncias superiores
tendo em conta os valores resultantes da frequéncia fundamental.
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A figura 3.29 mostra uma forte correlacdo entre as diversas frequéncias. Deste modo, € possivel
obter uma relacdo linear entre as mesmas escrevendo cada uma delas dependendo exculsivamente da

frequéncia fundamental.
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Figura 3.32: Representagéo da 2° frequéncia natural em fun¢io da fundamental

A figura 3.32 apresenta uma regressao linear simples entre as duas primeiras frequéncias naturais.
Esta regressdo apresenta um forte ajustamento, com R? = 0, 9998, aos valores resultantes da resposta
do modelo de elementos finitos. A mesma aproximagdo pode ser obtida para as restantes frequéncias
e apresenta-se as equacdes de regressao resultantes na tabela 3.31.

Tabela 3.31 Regressdo linear entre as frequéncias superiores e a fundamental

Regressao linear R2 Correlacao p-value (F-test)
Frequéncia 2 80,95+2,41*F1 00,9998 1 <2,2e-16
Frequéncia 3 77,27+2,42*F1  0,9999 1 <2,2e-16
Frequéncia 4 208,95+3,79*F1  0,9997 1 <2,2e-16
Frequéncia5  1356,14+3,937*F1 0,9726 1 <2,2e-16
Frequéncia 6 515,12+4,4827+F1 00,9984 1 <2,2e-16

A tabela 3.31 apresenta também o valor do coeficiente de determinagdo correspondente a0 modelo
de regressao obtido e o coeficiente de correlacdo resultante entre as duas varidveis. Os valores de p-
value apresentados sdo obtido através da aplicacdo do teste de Snedecor (F-test) e permite validar a
hipétese nula correspondente a significancia do modelo de regressdo. As regressdes sdo ilustradas na

figura 3.33.
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Figura 3.33: Representacdo das regressdes das frequéncias superior em funcio da fundamental

E de constatar, pela andlisa da figura 3.33, a sobreposi¢do das equagdes de regressio correspon-
dentes a frequéncia 2 e 3 escritas em funcdo da frequéncia fundamental. Ja foi dito anteriormente que
estas sdo frequéncias correspondentes a modos de vibracao simétricos, pelo que faz todo o sentido a
existéncia desta sobreposi¢ao.






Capitulo 4

Conclusoes e Trabalho Futuro

A utilizacdo da mecanica computacional com vista a modelacdo de estruturas laminadas revela ser
uma abordagem complexa e tem em conta diversas considerac¢des e pressupostos. Este trabalho foca-
se na apresentacdo de diversas metodologias de modelacdo de materiais compdsitos, laminados com
reforco de fibras longas ou compdsitos de particulas com uma variacdo espacial gradual (FGM), e na
caracterizagdo da resposta dos modelos face a existéncia de variabilidade intrinseca das propriedades
mecanicas e geométricas dos materiais considerados.

Em primeira andlise, poder-se-a concluir acerca da convergéncia das diversas metodologias de
elementos finitos implementados, através de func¢des de interpolagdo de Kriging e os convencionais
elementos de Lagrange. Ambos os elementos convergem para valores idénticos, tomados como re-
feréncia de algumas bibliografias existentes. Esta conclusio é baseada em estudos estéticos e dina-
micos com vista a comparar as deformadas transversais maximas e frequéncias naturais dos diversos
modelos implementados. Estes modelos foram comparados com vista a determinar a eficiéncia da
sua implementacgdo, tendo em consideracdo o tempo de processamento e o nimero de elementos ne-
cessarios para caracterizar a resposta do modelo. Para além do nimero de nés considerados, este
estudo visa também comparar os elementos utilizados em termos de grau polinomial das fungdes que
interpolam os nds dos elementos. Dos estudos efectuados, pode concluir-se que os elementos que
consideram fungdes de interpolacdo de ordem superior apresentam uma convergéncia de resultados
para um menor nimero de elementos que para o caso de elementos de ordem inferior. Em termos
de comparacdo dos elementos de Kriging, poder-se-a concluir que considerando um mesmo nimero
de nds por elemento, a utilizacdo de bases polinomiais de ordem superior tem todo o interesse pois
permitem boas caracteristicas de convergéncia para um menor nimero de elementos considerados.
Em termos de processamento, os elementos descritos por funcdes de Kriging necessitam de recursos
computacionais mais exigentes para a sua implementacao.

Relativamente aos FGM, podem encontrar-se abordagens que consideram a variacdo das suas
propriedades no espaco de forma continua, enquanto outras utilizam uma abordagem discretizada,
isto €, em camadas com propriedades que se assumem constantes. Este trabalho apresenta um estudo
comparativo das abordagens discreta e continua e conclui que a primeira abordagem leva a um erro
de aproximacdo tanto maior quanto maior for o expoente da funcio de distribui¢do, associado a lei
de poténcia considerada, ou seja, a distribuicdes mais abruptas correspondem erros de aproximagao
maiores, considerando a utilizacdo do mesmo nimero de camadas.

A gradacdo espacial de particulas do tipo de laminados FGM pode ser caracterizada por diversas
funcgdes de aproximacio a distribui¢do presente no mesmo. Este trabalho apresenta um estudo que
visa aproximar o comportamento de um compdsito FGM, caracterizado por uma distribui¢do descrita
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pela lei de poténcia a um laminado de niicleo FGM cuja a sua distribui¢cdo € definida pela lei expo-
nencial. Numa primeira andlise consideram-se que os dois compdsitos possuem uma igual rigidez de
flexdo. Conclui-se acerca deste estudo que o desvio entre ambas as metodologias é crescente quando
a espessura do niicleo FGM ¢é superior. O desvio serd também proporcional a diferenga de rigidez
entre os dois materiais que constituem o laminado, sendo o desvio tanto maior quanto maior a razio
entre a rigidez dos constituintes. Na mesma perspectiva de estudo, as diferentes distribui¢des ori-
ginam diferentes resultados em termos dindmicos. Neste caso, a aproximacgado é obtida ndo sé pela
igualdade de rigidez de flexao como também pela igualdade do segundo momento de massa, obtendo
desse modo dois estudos distintos. As conclusdes retiradas acerca do estudo dindmico ndo sio tdo
claras, pois existe um maior nimero de varidveis visto ser necessdrio considerar as massas especificas
de cada material. A escolha dos constituintes do laminado tem um papel mais importante para o caso
do estudo dindmico, porém, poder-se-a concluir que, de um modo geral, a espessura do nicleo FGM
origina um aumento do erro de aproximacao entre as duas distribuicdes.

Na perspectiva de caracterizar o efeito da variabilidade intrinseca das propriedades mecanicas e
geométricas dos constituintes de um compdésito FGM, conclui-se que existe um efeito de acumulacdo
de variabilidade nas propriedades efectivas que caracterizam o modelo da placa compédsita. A ob-
tencdo da resposta do modelo de elementos finitos foi realizada tendo em consideracdo a utilizacio
de elementos com fungdes de interpolacdo de Kriging e os respectivos elementos de Lagrange, origi-
nando uma amostra correspondente a cada uma das metodologias aplicadas. Sustentado por evidéncia
estatistica e em concordancia com os restantes estudos realizados ao longo deste trabalho, ndo existem
evidéncias para rejeitar a hipétese de que ambas as metodologias de modelacdo originam resultados
idénticos. De modo a quantificar a significAncia de cada varidvel de entrada sobre a variabilidade
de saida do modelo, é apresentado um estudo baseado na metodologia estatistica da regressao linear
multipla. Como resultado deste estudo, obteve-se um modelo probabilistico, baseado em pressupos-
tos validados, que visa estimar valores de saida do modelo tendo por base os valores das propriedades
mecanicas e geométricas do compdsito em causa. Ao caracterizar a variabilidade de saida existente,
conclui-se, neste caso, que a variabilidade presente nas propriedades geométricas, associadas geral-
mente a tolerdncias geométricas ou ao processo de fabrico do compdsito, permite explicar cerca de
90% da variabilidade presente na resposta estatica do modelo. A variabilidade correspondente aos
10% ndo contabilizados pelo modelo, sdo justificados em 99% pelas restantes varidveis de entrada,
resultando de um modo geral em apenas 0,1% de variabilidade total ndo justificada. O conhecimento
das interacgdes entre as varidveis de entrada e de saida de um modelo permite reduzir a necessidade
de recursos computacionais nos diversos campos da optimizacdo de modelos, tal como € o caso das
técnicas de actualizacdo ou aperfeicoamento de modelos (model updating). O conhecimento de
quais as varidveis de entrada mais significativas permitiu, neste caso, reduzir o ndmero de varidveis
consideradas inicialmente, de 6 para apenas 2, mantendo uma significancia do modelo de cerca de
90%.

Em termos de andlise dindmica, poder-se-a aplicar a mesma metodologia de modo a permitir
estimar valores de frequéncias naturais dependendo dos valores das diferentes varidveis de entrada.
O estudo dinadmico apresentado foca-se principalmente na caracterizagdo da relagdo existente entre
as diversas frequéncias naturais. Conclui-se que existe uma forte correlagdo entre as primeiras seis
frequéncias naturais. A estimativa das frequéncias superiores pode ser obtida por uma regressao linear
simples dependendo exclusivamente do resultado da frequéncia fundamental.

Na perspectiva de trabalho futuro, pretende-se explorar melhor a existéncia de relacdo entre as
diferentes frequéncias naturais. O conhecimento da interac¢do da variabilidade entre as diversas va-
ridveis que afectam o modelo permitird a constru¢do de relacdes probabilisticas entre diferentes varia-
veis de saidas e diferentes varidveis de entrada. Ao identificar a origem da variabilidade da resposta
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do modelo e aplicando esse conhecimento juntamente com técnicas de aperfeicoamento, serd possivel
optimizar recursos computacionais de modo a obter uma melhor aproximagao do modelo. A obtencdo
de um modelo probabilistico, descrito por um elevado coeficiente de ajustamento, permite identificar
as varidveis mais significativas na resposta do modelo. Permite ainda estimar o efeito de alteragdes
das variaveis de entrada sobre as varidveis de saida a um custo computacional reduzido.
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