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Introducao

Ao longo das ultimas décadas, sobretudo desde a massificagao do
ensino, que o curriculo de matematica e a forma como € ensinado tém
vindo a ser alvo de constantes reflexdes e consequentes reformula-
¢des no que respeita a praticas de ensino, conteudos e competéncias
a desenvolver nos alunos. A area da matematica constitui uma impor-
tante porta de acesso a muitas profissoes, sobretudo na area das STEM
(Sciences, Technology, Engineering, Mathematics), sendo este grupo
constituido por muitas profissdbes com maior prestigio economico e so-
cial.

Como € do conhecimento comum, a matematica tem sido uma area
em que os alunos apresentam uma taxa de insucesso elevada, em-
bora, nos ultimos anos, de acordo com o NCTM (2017), tenham sido
feitos muitos progressos. Contudo, ha ainda um caminho a percorrer
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para tornar a aprendizagem da matematica uma realidade para todos
os alunos (NCTM, 2017), nomeadamente, e nao obstante a importancia
da geometria, nos primeiros anos, este parece ser um dominio den-
tro da matematica onde ainda ha bastante trabalho a fazer. Para aléem
da importancia da geometria em si, alguns autores referem o papel
que a prépria geometria tem no acesso ao conhecimento matematico
noutros dominios, através do contributo das capacidades de visuali-
zagao espacial e do raciocinio espacial (Mamolo, Rutenberg-Rozen &
Whiteley, 2015). Isto é, muitas representacdes matematicas, pela sua
natureza espacial, requerem um dominio de competéncias associadas
a visualizagao e ao raciocinio espacial, como € o caso da organizagao
numeérica, de graficos ou de diagramas. Associada ao raciocinio espa-
cial esta também a estruturagao espacial enquanto forma de abstracao
mental que permite representar de maneira organizada a estrutura de
um objeto. Bruce e Hawes (2015) referem que, para além de constituir
uma forma de acesso ao conhecimento matematico, o desenvolvimen-
to do raciocinio espacial constitui um preditor de sucesso em matema-
tica, em anos mais avangados, e esta associado a carreiras na area das
STEM.

A visualizagao e o raciocinio espacial constituem formas de entrada
no conhecimento matematico, em especial, no que respeita a geome-
tria,ja que os alunos,quando chegam a escola, trazem ja algumas com-
peténcias desenvolvidas, nesse ambito, e que merecem continuar a ser
estimuladas (Mamolo,Rutenberg-Rozen & Whiteley, 2015). Goldenberg,
Cuoco e Mark (1998) acentuam também a importancia das abordagens
baseadas na visualizagao, com recurso a mediadores visuais (Sfard,
2008), por constituirem formas alternativas de acesso a Matematica
quando a linguagem simbdlica ainda é um obstaculo (Goldenberg et
al., 1998). No caso da geometria, o0 reconhecimento e a valorizagao da
linguagem informal dos alunos, seja através de gestos, desenhos, ou
com recurso a materiais concretos, permite aos professores irem ao en-
contro das ideias dos alunos, sem, no entanto, deixarem de reconhecer
a sua complexidade (Radford & Barwell,2016). Esta valorizacao permi-
te aos professores ter acesso as ideias dos alunos e serve como ponto
de partida para a constru¢ao de um maior entendimento conceptual
(Radford & Barwell, 2016),a0 mesmo tempo que permite que todos os
alunos participem na aula de matematica.

Tendo como principio assegurar o acesso e a equidade dos alunos na
aprendizagem da matematica,o NCTM (2017) reconhece a importancia
de promover o envolvimento dos alunos na sua propria aprendizagem,
assim como de os intervenientes no processo educativo reconhecerem
as contribui¢oes dos alunos, na sua diversidade. Para que isto seja pos-
sivel, € fundamental que o professor promova um ambiente de sala de
aula que estimule o sentido de comunidade, permitindo que os alunos
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expressem as suas ideias matematicas ainda que de uma forma muito
pessoal.

Para além da importancia do desenvolvimento do raciocinio espa-
cial, nos primeiros anos, importa ter em conta determinados aspetos
pedagogicos que possam contribuir para esta aprendizagem e que ga-
rantam a inclusao de alunos com diferentes niveis de conhecimen-
tos. Desta forma, procuramos compreender que principios devem guiar
uma experiéncia de ensino incidente na estruturagao espacial que pro-
mova a participagao de todos os alunos, independentemente do seu
nivel, de forma a garantir o seu acesso ao conhecimento matematico.
Como € que a presenca de diferentes resolugdes, na sala de aula, pode
contribuir para a aprendizagem dos alunos? Que principios pedagdgi-
cos permitem a integracao de alunos que apresentam diferentes niveis
de estruturacao espacial?

Enquadramento Tedrico

Raciocinio espacial e estruturacao espacial

O raciocinio espacial tem vindo a ganhar relevo na investigagao in-
ternacional que, por sua vez, vem mostrar a importancia deste tipo de
raciocinio na aprendizagem da matematica. Battista (2007) define ra-
ciocinio espacial como a ‘capacidade de 'ver, examinar e refletir sobre
objetos espaciais, imagens, relacoes e transformacoes, envolvendo ge-
rar e analisar imagens, transformar e operar com imagens, e coloca-las
ao servico de outras representagoes mentais” (p. 843). Nesta definicao,
estao presentes aspetos importantes como capacidades que devem ser
desenvolvidas nos alunos: a analise de objetos espaciais,comportando
uma dimensao reflexiva que permite aprofundar a compreensao acer-
ca de um objeto e dai gerar nova informacao; e a manipulagao que
envolve a transformagao das imagens mentais com vista a uma maior
compreensao das propriedades que se alteram e das que se mantém
invariaveis. Também Mulligan (2015) entende o raciocinio espacial co-
mo a capacidade para ‘reconhecer e manipular (mentalmente) as pro-
priedades espaciais dos objetos e as relacoes espaciais entre objetos”
(p. 513). Na mesma linha, Gutiérrez (1996), assumindo a visualizacao
como uma forma de raciocinio por si, parece apresentar uma definicao
de visualizagao proxima das de raciocinio espacial ja apresentadas. Es-
ta definicao de Gutiérrez inclui quatro elementos: imagens mentais,
representagoes externas, processos de visualizagao e capacidades de
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visualizacao. As definicdes enunciadas focam-se sobretudo em pro-
cessos de analise e manipulagao de figuras, mas um terceiro proces-
S0, a construgao (van den Heuvel-Panhuizen & Buys, 2005), pode ser
igualmente importante para compreender a estrutura dos objetos e
as propriedades que lhes sao inerentes. Importa ainda referir, que nos
primeiros anos, a natureza mental do raciocinio espacial precisa ainda
de uma base concreta, como € o caso da utilizagao de materiais mani-
pulaveis. E através do processo de estruturaciao espacial que as rela-
coes presentes nos objetos vao sendo progressivamente abstraidas,em
modelos mentais.

Desta forma, o ato de estruturar espacialmente um objeto constitui
uma forma de abstragao que permite representar mentalmente uma
forma de organizagao para um objeto ou para um conjunto de ob-
jetos com base em relagdes entre componentes, compostos e o todo
(Battista & Clements, 1996). A estruturacao espacial consiste, assim,
em identificar componentes, estabelecer relagées entre componentes
em compostos e estabelecer relagées entre componentes, compostos
e 0 todo. Quando os alunos reconhecem os componentes e os relacio-
nam ou nao entre si sem ainda os relacionarem com o todo, estamos
perante uma estruturacao local. Quando os alunos ja sao capazes de
estabelecer relagoes entre os componentes, formando compostos, e re-
lacionar esses componentes e compostos com o todo, trata-se entao
de uma estruturacao global. A estruturagao global esta dependente
das operacoes de coordenacgao e de integracao. A coordenagao permite
combinar componentes e compostos entre si, relacionando-os com o
todo. A integracao corresponde ao ato de fazer corresponder um mode-
lo mental previamente existente a estrutura de um objeto.A integracao
esta dependente da coordenacao.

Tarefas

Para além dos aspetos de conteudo relativos a estruturagao espacial
e ao raciocinio espacial, para o seu desenvolvimento € preciso ter em
conta aspetos de carater pedagdgico,nomeadamente o tipo de tarefas
e o tipo de comunicacao a valorizar na sala de aula.

Stein e Smith (1998) propoem que as tarefas partam dos conheci-
mentos dos alunos ao mesmo tempo que lhes é dado o suporte ne-
cessario para que consigam evoluir, incluindo serem eles préprios a
monitorizar o seu proprio desempenho. Relativamente as tarefas em
geometria, Loureiro (2012) salienta a importancia destas tarefas ofe-
recerem oportunidades para os alunos manipularem os objetos geo-
métricos de modo a construirem representagdoes mentais com base em
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relagoes espaciais com sentido. Para isso, devem ser tarefas que levem
os alunos a percecionar e estabelecer relagoes e a usa-las como base
para raciocinar sobre os objetos. Para além da manipulacao referida
por Loureiro (2012), van den Heuvel- Panhuizen e Buys (2005) pro-
poem, para 0s primeiros anos, tarefas incidentes em construcoes. Ao
construirem, os alunos estarao também a estabelecer relagoes impor-
tantes para a compreensao da estrutura dos objetos.

Para além disto, tarefas que permitam diferentes formas de reso-
lugao nao sé contribuem para o desenvolvimento da criatividade dos
alunos como também para que cada aluno possa participar. Leikin
(2009) propde o conceito de espacos de solugdo' que se constituem
como os diferentes tipos de resolucao que uma determinada tarefa
pode oferecer. Por exemplo, dentro dos espagos de solugao convencio-
nais, estao muitas vezes as resolugoes que sao valorizadas e ensinadas
na escola. Ja os espagos de solugao nao convencionais remetem para
tipos de resolucao fora desse ambito. Leikin (2009) distingue ainda os
espacos de solugao individuais de espacos de solugao coletivos. O pri-
meiro caso refere-se ao conjunto de resolu¢ées que um mesmo aluno
€ capaz de fazer, 0o que pode ser feito de forma autonoma (resolucoes
disponiveis) ou com a ajuda de outros (resolucdes potenciais). Relati-
vamente aos espagos de solucao coletivos, estes constituem o grupo
de resolucdes produzidas por um determinado grupo e normalmente é
mais abrangente do que o conjunto de solucdes individuais. E nos es-
pacos de solucao coletivos que os alunos tém uma maior possibilidade
de desenvolver os seus espacos de solugao individuais.

Comunicagao

A natureza das tarefas € um aspeto importante na aprendizagem
da matematica, mas a comunicacao matematica enquanto capacidade
transversal, constitui-se como um elemento potenciador dessa apren-
dizagem.

Radford e Barwell (2016) referem a importancia de valorizar a lin-
guagem natural dos alunos como forma de acesso as concecoes dos
alunos e como meio para a entrada dos alunos na linguagem matema-
tica. Esta valorizacao surge, assim, como forma de participacao, cons-
tituindo contributos importantes para a construcao do conhecimento
partilhado. Para isso, € preciso contemplar diferentes formas de comu-
nicacao que nao apenas o matematico formal. Isto quer dizer que o
recurso a mediadores da atividade discursiva (Sfard, 2008), ou seja, o
recurso a diferentes formas de representagao que permitam exprimir,

1 Solution spaces, no original.
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ainda que de uma forma inicialmente mais visual, a estrutura de ob-
jetos geometricos pode servir como oportunidade para que os alunos
possam participar. Entre essas diferentes representacdes podem estar
0s materiais manipulaveis, os desenhos, 0s gestos, apoiando os alunos
que nao dominam conceitos formais para que possam expressar as
suas ideias com base nestas representacoes, (Goldenberg et al.,1998).
Isto € fundamental, sobretudo, nos primeiros anos, quando os alunos
ainda nao estao familiarizados com os conceitos formais. A sala de aula
pode entao constituir-se como uma comunidade de aprendizagem (La-
ve, 1991), enquanto meio de construgao social do conhecimento. Aqui
cada individuo, professor e alunos, desempenha o papel de membro
com participacao efetiva, contribuindo com o seu conhecimento indi-
vidual, para que a aprendizagem matematica ocorra. Neste processo
social,onde vao sendo discutidos e negociados significados matemati-
cos individuais, vai sendo também exigida uma comunicagao cada vez
mais precisa e uma progressiva utilizacao dos simbolos matematicos
(NCTM, 2007), que contribui para a construgao de um conhecimento
que e coletivo e que contribui para o aprofundamento do conhecimen-
to matematico.

Para aléem da comunicagao constituir um meio de participacao e de
construgao do conhecimento matematico socialmente partilhado, van
den Heuvel-Panhuizen e Buys (2005) atribuem ainda a comunicacao
uma funcao reflexiva:

‘estar familiarizado com a linguagem geométrica implica
mais do que o uso de certos termos. Também tem uma fun-
¢ao importante no desenvolvimento de capacidades de vi-
sualizacao espacial. Ao expressar alguma ideia em palavras,
€ possivel ver mais. A comunicagao sustenta a observagao e
leva a que os alunos desenvolvam uma melhor imagem dos
objetos” (p. 168).

Parece,assim,que a interacao entre o que se vé e o0 que se diz acerca
do que se vé promove a reflexao donde emerge a aprendizagem. Desta
forma, ao comunicarem aos colegas as relagoes que estabelecem para
um determinado objeto, 0s alunos tém um novo olhar que lhes permite
aprofundar o seu conhecimento.

Metodologia

O estudo que aqui apresentamos segue a modalidade de investiga-
¢ao baseada em design (Gravemeijer & Cobb, 2013), inserindo-se num
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estudo mais amplo, no ambito de uma tese de doutoramento. Neste
estudo, procuramos relacionar os processos de aprendizagem de es-
truturagao espacial associados ao raciocinio espacial com os meios
pedagodgicos que suportam essa aprendizagem (Prediger, Gravemeijer
& Confrey, 2015). Na mesma linha do referido por Collins,Joseph e Bie-
laczyc (2004), entendemos por meios pedagogicos os aspetos criticos
que influenciam de forma clara a aprendizagem e neles incluimos os
materiais, as tarefas e os principios pedagogicos que guiam a pratica
letiva. A presente experiéncia de ensino encontra-se estruturada em
trés sequéncias de tarefas, num total de vinte tarefas, sendo a tarefa
aqui discutida a quinta a ser implementada. Para o desenho desta ex-
periéncia de ensino, optamos por uma estrutura de aula associada ao
ensino exploratério, organizada em trés momentos: apresentacao da
tarefa, trabalho auténomo e discussao coletiva final. Esta estrutura de
aula permite que os alunos tenham oportunidade de resolver a tarefa
por si ou a pares,usando os seus conhecimentos, e depois discutir a sua
forma de resolu¢ao com os colegas.

A experiéncia de ensino foi implementada numa turma do 1.° ano
do ensino basico, de uma escola da area metropolitana de Lisboa,com
24 alunos, com idades entre os 6 e os 7 anos. Desta turma, foi selecio-
nado o trabalho de trés alunos, para uma analise mais aprofundada,
, Gil, Dalila e Maria (nomes ficticios), com o critério de serem alunos
que habitualmente verbalizam os seus raciocinios. O trabalho destes
alunos foi registado em audio e video, durante o trabalho autonomo.
Foram também videogravados outros alunos que intervieram duran-
te a discussao coletiva final, cujo trabalho aqui também analisamos,
Matilde, Bruno e Luisa. Ainda como instrumento de recolha de dados,
foram recolhidos, copiados e analisados os registos escritos destes alu-
nos, que sao também objeto de analise, neste texto.

Na analise de dados, focamo-nos nos momentos de trabalho auté-
nomo e de discussao coletiva e nos registos dos alunos por evidencia-
rem tipos de relacoes diferentes estabelecidas pelos alunos e tipos de
representagoes diferentes. O quadro de analise (Quadro 1) foca-se na
estruturacao espacial, entendida como processo fundamental no racio-
cinio espacial. Para a construcao deste quadro, recorremos a proposta
de Battista e Clements (1996), entendendo a identificacao de unida-
des, estabelecimento de relagdes em compostos e estabelecimento de
relacdes entre unidades, compostos e 0 todo como subniveis de pro-
gressao associados a estruturagao local ou a estruturagao global. Para
um melhor entendimento dos processos associados a estes subniveis,
incluimos aspetos emergentes da prépria analise dos dados.
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Niveis Subniveis Indicadores/estratégias
EO- Reconhecer pelo aspeto Considerar congruentes construcdes ou representacdes diferentes que
Apreensdo global P P 8 3 P ¢ q
global apresentam um aspeto global semelhante.
Reconhecer componentes, mas sem estabelecimento de relagdes entre
E1- Reconhecer componentes esses componentes.
Construir utilizando componentes.
Descrever semelhangas entre partes da mesma figura ou entre figuras.
E2- Estabelecer relagdes entre Manter um composto e manipular apenas algumas partes da construgdo,
Estruturacdo i
il s componentes por tentativa e erro.
loca
Manter um composto e manipular apenas algumas partes da construgdo,
por antecipagdo.
Utilizar os movimentos de deslizar, rodar, e inverter com recurso a
E3- Estabelecer relagdes entre materiais manipuldveis para estabelecer relagdes entre compostos.
compostos
Construir, coordenando diversos compostos, em supercompostos
(compostos de compostos).
E4- Estabelecer relagdes entre o A
Coordenar a posi¢do e orientagdo de compostos e supercompostos para
componentes, COMpostos e o
formar o todo.
todo por coordenagio
Estruturagdo Fiod el o T ro—
global ES5- Estabelecer relagGes entre 7 arelre i merT . njen SRR Quadro 1. - Quadro de analise
COMDOnANtes composiosae Construir por antecipagdo. iveis d frut ~
P e § P Transformar uma construgdo noutra, por processos de decomposigdo e para 0s niveis de estruturacao
todo por integragdo i H
recomposi¢do. espaual.

Os dados analisados foram recolhidos durante a implementacao da
quinta tarefa (@anexo 1) da primeira sequéncia de tarefas. Nesta tarefa, foi
proposto aos alunos que construissem um paralelepipedo a partir de um
modelo 3D (Anexo 2), utilizando quatro tricubos congruentes (Figura 1),
formando um angulo reto, feito com cubos de encaixe.

Figura 1.- Tricubo utilizado como
unidade composta de constru-
cao

Para além deste modelo ser passivel de ser construido de diferentes
formas, foram ainda considerados outros paralelepipedos diferentes do
modelo
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Resultados

Nesta seccao, apresentamos os resultados tendo em conta os pro-
cessos de estruturacao espacial, a diversidade de resolucoes e a di-
versidade de resolugoes apresentadas pelo mesmo aluno. Recorremos
aos registos escritos dos alunos e, em alguns casos, aos dialogos que
ocorreram, durante os momentos de discussao coletiva.

Comecamos por apresentar o registo da construcao de Matilde (Fi-
gura 2). Neste registo, podemos ver o desenho de seis quadrados: um
verde, um roxo por baixo do verde, dois pretos e dois vermelhos por
baixo dos pretos, tal como mostra a imagem da construcao (Figura 2)

Figura 2. - Construcao e registo
de Matilde (Conceigao & Rodri-
gues, 2020)

Matilde explica, no seuinte excerto (Conceicao & Rodrigues, 2020),
durante a discussao coletiva, como desenhou a sua construgao:

Matilde- Este (‘quadrado” vermelho em baixo a direita, no
registo) é como se fosse também o detras (aponta para o
cubo vermelho atras, na imagem da construcao projetada no
quadro).

(--)

Professora- Por que é que sé desenhaste seis quadradinhos?
Matilde- Por causa que [sic] nao se vé estes debaixo.
Professora- Quais é que nao se veem?

Matilde- Os debaixo.. E atras.

()

Professora — Ela s6 conseguiu ver esta parte da frente. Nao
conseguiu ver os de tras. Entao o que é que ela desenhou?
Ela s6 desenhou esta camada aqui da frente.

A professora chama a atencao para a vista que a aluna desenhou,
procurando levar os alunos a estabelecer uma relagao entre a cons-
trucao e o registo. No entanto, a professora nao deixa de refletir com
os alunos sobre o facto de este desenho nao permitir fazer o processo
inverso: construir a mesma figura a partir da informagao nele expressa.
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Neste processo, Matilde, a0 mesmo tempo que descreve o seu registo,
parece ir estabelecendo relagoes entre o registo e a construcao, apro-
fundando essas relacoes.

Durante a sua explicagao, Matilde parece focar-se mais na forma
como desenhou e nao tanto como construiu, embora tenha sido capaz
de montar o paralelepipedo. Apesar de nao termos acesso a forma co-
mo Matilde construiu o seu paralelepipedo, a descricao que faz do seu
registo mostra que nele consegue perceber que ha mais cubos escon-
didos. Ou seja, a aluna parece conseguir coordenar diferentes vistas, ja
que mostra saber que ha cubos que nao sao visiveis da sua perspetiva.

De sequida, na Figura 3 e 4, apresentamos a construcao e o registo
de Maria.

N

/
R

N

Ao longo do trabalho auténomo, Maria constréi o paralelepipedo
de duas maneiras diferentes, com um nivel apenas e com dois niveis,
mas regista apenas o segundo. Para esta construcao, Maria comeca por
construir dois supercompostos retangulares, cada um composto por
dois tricubos, parecendo fazé-lo por tentativa e erro, ja que vai experi-
mentando varias posi¢oes para os tricubos. Depois, segurando os dois
supercompostos lado a lado, roda-os para baixo, juntando-os como se
estivesse a fazer o movimento de fechar um livro ao contrario (Figura
3). Com este movimento. Maria parece estruturar o sélido por camadas
verticais. Faz entao o registo da vista da frente (Figura 3), atendendo a
discriminacao por cores,embora as cores do registo nao correspondam
exatamente as mesmas que as da construgao, no que respeita a loca-
lizacao.

Também Dalila constroi o seu paralelepipedo de forma analoga ao
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Figura 4. - Registo de Maria



Figura 5 - Construgao e registo
de Dalila (Conceicao & Rodri-
gues, 2020)

Figura 6. - Registo de Bruno

processo utilizado por Maria. No entanto, o registo de Dalila é um pou-
co diferente (Figura 5).

Dalila regista a camada superior atendendo a forma como estao
organizados os tricubos, de acordo com a vista de cima, sem evidenciar
a tridimensionalidade dos cubos, tal como Maria, e sem discriminar
as cores. De seqguida, regista a camada inferior com os elementos que
consegue ver desta camada, da sua perspetiva, embora ignorando que
uma face dos cubos da camada de cima também sao visiveis dessa
perspetiva Embora esta nao seja uma forma de representar que permi-
ta facilmente compreender a estrutura presente e reproduzi-la, aten-
dendo ao nivel etario da aluna, ela parece conseguir representar rela-
¢oes espaciais importantes. Neste caso, a aluna parece ter presente a
construgao por niveis,ao mesmo tempo que parece evidenciar,de uma
forma ainda muito simples,a coordenacao de dois compostos e as suas
vistas. Dalila parece assim estruturar a sua construcao em camadas
horizontais, enquanto Maria estrutura em camadas verticais, durante a
construcao, e passa depois para uma estruturagao por camadas hori-
zontais, durante o registo.

Apresentamos de sequida a resolucao de Bruno que foi discutida em
coletivo, onde o aluno foi convidado a explicar como pensou, a partir
da projecao do seu registo (Figura 6), no quadro interativo.

"
L

/\ff\ﬁ i

\
|
|

Bruno comeca por descrever a ordem pela qual encaixou as pecas,
tendo também um conjunto de tricubos na mao:
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Bruno- Eu pus primeiro esta (Identificada com 1 na Figura
5.) (Sobrepde o tricubo ao desenho projetado.) e depois pus
esta...(2) (Encaixa na anterior.) (Hesita.) E depois esta (3) (En-
caixa nas outras).

Professora - Certo. E por fim...?

Bruno - E depois eu pus... (Encaixa o tricubo identificado
com 4))

Professora- Muito bem. E isso € um paralelepipedo, Bruno?
Bruno - Nao, mas...

Professora- Nao?

Bruno - Aaah... Sim..

Professora - Entao é ou nao?

Bruno - E.

A forma como Bruno descreve o processo que utilizou, e assumindo
cada tricubo como um composto, parece remeter para o estabeleci-
mento de relagdes com coordenacao de compostos. No entanto, dada
a hesitacao de Bruno, nao é claro se relaciona esses compostos com o
todo de forma consciente ou se sente dificuldade com o nome do soli-
do. No entanto, ao construir a figura, Bruno procura formar retangulos,
parecendo assim reconhecer essa caracteristica dos paralelepipedos. E
de salientar também que esta construcao de Bruno foi realizada sem a
presenca de um modelo, ja que o unico modelo disponivel seria para o
paralelepipedo de dois niveis.

De facto, Bruno parece nao estar muito sequro acerca da validade
da sua construcao. Depois da hesitacao de Bruno, a professora resolve
remeter a discussao para a turma, na tentativa de perceber quais as
concecoes dos alunos acerca daquela construcao.

Professora - E um paralelepipedo ou ndo, turma?(Alguns alu-
nos respondem que sim e outros que nao.)

Professora - Entao, nao &, porqué?

Gil - Nao, porque é muito maior. Porgue era muito maior.
Luisa - Nao é muito maior. Posso? (Pede a Bruno para sequ-
rar a construgao.) Esta podia tar[sic] aqui atras. (Aponta para
metade da construcao: parte 3 e 4.)

Professora - Como?

Luisa - Esta podia tar [sic] aqui atras. Este assim também é
(Construcao apresentada por Bruno.), mas (Decompde o pa-
ralelepipedo de Bruno em duas metades, 2x3, e sobrepde es-
ses supercompostos.) mas assim... Mais grosso. (Referindo-se
as duas camadas.)

Luisa, ao nao concordar com a afirmacgao de Gil, procura mostrar
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Figura 7. - Registo de Luisa (Con-
ceicao & Rodrigues, 2020)

Figura 8. - Processo de constru-
¢ao utilizado por Gil (da esquer-
da para a direita)

que aquela construcao € valida, mas parece nao conseguir mobilizar
0s argumentos para conseguir fazer essa validacao e acaba por mos-
trar uma outra possibilidade, recorrendo a manipulagao dos materiais.
Embora a intervencao de Luisa nao justifique o facto da construcao de
Bruno ser um paralelepipedo, a aluna valida essa construgao e vem
oferecer ainda um outro contributo importante para a discussao. Para
além de mostrar uma possibilidade diferente que ainda nao tinha sido
discutida, Luisa mostra como transformar a primeira na segunda, atra-
vés de um processo de decomposi¢ao e recomposicao. Isto parece evi-
denciar nao s6 uma capacidade de coordenar diferentes compostos e
relaciona-los com o todo, como também de passar de uma construgao
com um nivel para uma constru¢ao de dois niveis, mais exigente. Luisa
parece fazer esta transformagao com antecipacao.

Apesar desta intervencao, Luisa, no seu registo, apenas apresenta
uma resolugao (Figura 7).
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Neste registo, € de destacar a forma como a aluna procura mostrar
a terceira dimensao da sua construcao, colocando o numero 2 em cada
quadrado para fazer referéncia ao facto de ali estarem presentes dois
cubos, embora o detras nao se veja. Assim, desenha uma das vistas e
representa simbolicamente o numero total de cubos em cada espaco.
Luisa parece assim conseguir coordenar duas camadas de cubos.

Relativamente ao caso de Gil, este aluno comeca por tentar desmon-
tar o modelo, possivelmente para se apropriar da sua estrutura, mas
nao chega a fazé-lo. Constréi um paralelepipedo de um nivel, diferente
do de Bruno e, talvez por esse motivo, nao tivesse validado a constru-
¢ao do colega. Neste caso, Gil vai colocando os tricubos da seguinte
forma (Figura 8):

Na discussao coletiva, Gil explica como pensou, enquanto que usa
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esta explicagao para mostrar como construiu o modelo proposto:

Gil-Primeiro eu pensei assim, que estes dois encaixavam.
(Encaixa os dois tricubos: segundo registo da figura 8.) De-
pois vi estes assim (Foca-se no supercomposto com dois tri-
cubos que forma um retangulo), encaixei assim (Encaixa o
terceiro tricubo) e depois encaixei (Encaixa o quarto tricubo).

Neste processo, verificamos que Gil vai relacionando os compostos
de maneiras diferentes. E o caso das relacdes estabelecidas entre os
dois primeiros compostos e, depois, 0 segundo e terceiro. Regista sem
discriminar os tricubos.

Para a segunda construcao, de dois niveis, Gil mobiliza uma relacao
ja estabelecida na primeira constru¢ao ao encaixar dois tricubos, for-
mando um supercomposto retangular. De sequida, coloca outro super-
composto igual por cima. Desenha o segundo registo da Figura 9. Neste
registo, Gil, opta por desenhar um nivel da sua construcao, desta vez
discriminando a posicao dos tricubos (assinalada pela distincao das
cores) e, dentro de cada quadrado, escreve o numero 1. Continuando a
sua explicagao, Gil descreve agora como usou a relagao dos dois tricu-
bos nesta nova construcao, como € apresentado no seguinte excerto
(Conceicao & Rodrigues, 2020):

Gil - Depois eu escolhi estes assim (Encaixa dois tricubos
formando um supercomposto retangular.) e depois quando vi
estes assim, quando descobri e vi que estes dois também en-
caixavam... (Referindo-se aos outros dois tricubos.) Quando
Vi que encaixavam, este para cima e este para baixo (Refe-
rindo-se a posi¢cao das pegas.) imitei, este para este e vi que
encaixavam.

Apesar de Gil ter ja estabelecido uma relagao entre dois compos-
tos a partir da manipulacao dos materiais, a relacao com o todo nao
parece ter sido antecipada. No entanto, ao longo da construcao, rapi-
damente, consegue abstrair a relacao entre os dois tricubos, forman-
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do um supercomposto, e transp6-la para a construgao de um segundo
supercomposto com dois tricubos. Quando Gil diz “imitei”, parece estar
a referir-se a iteracao de supercompostos. Desta forma, Gil parece con-
seqguir relacionar compostos entre si e com o todo, embora pareca ser
um processo que vai sendo construido a medida que a tarefa decorre.
E de salientar que Gil apresenta duas formas de resolucdo diferentes,
correspondentes ao paralelepipedo,uma com base num modelo forne-
cido e outra sem qualquer modelo, tal como Bruno.

Durante a sua explicagao, Gil recorre a comunicagao verbal que, co-
mo se nota, apresenta ainda algumas lacunas em termos de vocabula-
rio. Talvez por isso Gil tenha necessidade de utilizar os materiais mani-
pulaveis como mediadores da atividade discursiva e gestos para tornar
0 seu discurso mais claro. Também os colegas, Luisa e Bruno recorrem
a gestos, mas recorrem sobretudo aos materiais que sao manipulados
de uma forma dinamica para completarem as suas explicacoes. A va-
lorizacao de diferentes meios e recursos para comunicar permite que
os alunos se expressem de diferentes formas, numa fase em que a na-
tureza das ideias esta associada a uma dimensao mais visual e menos
baseada em propriedades e conhecimentos formais.

A presenca de diferentes resolucoes parece, assim, trazer contribu-
tos importantes para a aprendizagem dos alunos,como a possibilidade
de conhecer diferentes resolucoes e processos de constru¢ao, como no
caso de Luisa e Gil. Isto permite também que cada aluno possa parti-
cipar com as suas ideias, independentemente do seu nivel de desem-
penho. Possibilita também a discussao de ideias, como foi o caso da
comunicagao de Bruno, que envolveu a discussao de ideias diferentes
com Gil e Luisa. Esta discussao, por sua vez, permitiu aos alunos, por
um lado, comunicar aos outros as suas ideias, trabalhando essa capa-
cidade, e, por outro, voltar a refletir sobre o que se construiu e como
se construiu, como foi, por exemplo, o caso de Matilde, aprofundando o
seu conhecimento.

Conclusoes

A valorizagao de diferentes tipos de resolucoes e de diferentes pro-
cessos mentais, independentemente do nivel de estruturagao espacial,
num determinado momento, parece contribuir para o aprofundamento
do nivel de estruturacao espacial de cada aluno. Tal como proposto por
Stein e Smith (1998), tarefas que partam dos conhecimentos dos alu-
nos, mas contribuam para a sua progressao, constituem tarefas impor-
tantes. A aceitacao da diversidade de resolucoes permite ao professor
ter acesso ao conhecimento dos alunos (Radford & Barwell,2016), mas
permite também que os alunos participem e construam o seu conhe-
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cimento, partindo do que sabem no momento em que realizam deter-
minada tarefa. Da mesma forma, quando os alunos sao convidados a
apresentar as suas resolucoes, tém a oportunidade de voltar a pensar
sobre o que foi feito e, nesse momento, estao também a construir co-
nhecimento. Ao partilharem essa reflexao com os colegas, também es-
tes sao convidados a refletir, transformando esse momento de comuni-
cagao numa discussao. Desta forma, assumimos como um principio de
design: Propor tarefas de cardter exploratdrio, permitindo a construgdo do
conhecimento pelos proprios alunos, incentivando a diversidade de resolu-
¢oes. Esta diversidade contribui e é potenciada pelas discussoes coletivas.

Tarefas que permitem diferentes resolucoes, que por sua vez se
constituem como objetos de discussao, em sala de aula, parecem cons-
tituir ainda bons meios para levar os alunos, nas suas diferencgas indivi-
duais,a ter um espaco proprio dentro da comunidade de aprendizagem
da sua sala de aula. Estas diferentes resolu¢oes servem como objetos
de reflexao que, no seio da discussao, permitem aos alunos aprender
uns com o0s outros, ainda que se situem em niveis diferentes. Tal como
refere van den Heuvel-Panhuizen e Buys (2005), nestas discussoes, 0s
alunos sao convidados a refletir e isso permite-lhes “ver mais”, ou seja,
conseguem ver e estabelecer relacoes espaciais que, possivelmente,
sozinhos nao conseguiriam. Daqui parecer emergir um outro principio
de design: Valorizar a comunica¢do de ideias matemdticas com recurso
a gestos, materiais, desenhos ou palavras, incentivando a utilizagdo de
uma linguagem progressivamente mais espacial e geométrica. Tal como
Leikin (2009) refere, € nos espacos de solucao coletivos que os alunos
tém maior possibilidade de desenvolver os seus espacgos de solucao
individuais. Para isso, € necessario criar condi¢oes para a emergéncia
de diferentes tipos de resolugoes e 0 espaco para que estas sejam par-
tilhadas, o que nos conduza um terceiro principio de design: Estruturar
as aulas considerando um momento de trabalho, onde os alunos possam
construir conhecimento a partir das suas ideias e um momento de discus-
sdo onde a diversidade de resolugoes seja utilizada nas discussoées, na sala
de aula, com vista ao aprofundamento das relacoes espaciais presentes na
estruturagao das figuras.

Ao longo desta tarefa, a estruturagao espacial parece ter estado en-
volvida nos processos de raciocinio espacial. Ao longo da tarefa, os
alunos analisaram objetos espaciais, estabeleceram relagoes entre
eles,criaram ou aprofundaram imagens mentais com base em relagoes
estabelecidas entre compostos e todo. Também operaram com essas
imagens, decompondo-as e recompondo com uma configuragao mais
complexa. Desta forma, parece-nos possivel poder afirmar que a estru-
turagao espacial é um processo fundamental no raciocinio espacial,
mas que oS proprios processos de raciocinio espacial parecem estar
presentes na estruturacao espacial, levando ao seu aprofundamento.
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Anexo 1

Tarefa proposta aos alunos

Construcdes com cubos

Descobre diferentes figuras que podes formar com quatro fricubos.

REQKTO as descobertas no espogo abaxo, pintando de cor diferente caco ticubo.

Tento cgora descobrir maneiras oe formor um poraielepipedo. usando ticubos

e regista as tuas descobertas, pintando cada ficubo de uma cor diferente.

|
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Anexo 2

Construcao modelo em 3D

Construcao modelo.
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