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OBSERVACAO E MODELACAO DO COMPORTAMENTO DINAMICO DO
VIADUTO DO CORGO. UTILIZACAO INTEGRADA DE MODELOS DE
IDENTIFICACAO MODAL E MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS DE BARRA

Resumo

Na presente dissertacdo, analisam-se os resultados obtidos em ensaios de vibragdo ambiente
realizados no viaduto do Corgo. Os registos de aceleracdes medidos foram analisados através de
técnicas de processamento de sinal e foram utilizados modelos de identificagdo modal baseados
na técnica de decomposicdo no dominio da frequéncia, com vista a identificacdo dos principais
parametros modais da referida estrutura. Mostra-se que, instrumentando apenas a secgdo central
do tabuleiro, é possivel obter resultados com interesse para a calibracdo dos modelos numéricos.
Para tal, foi desenvolvido em MATLAB o programa DynBridges 1.0 (EF barra 3D) para célculo
dindmico do viaduto. Os modos de vibragéo calculados s&o representados com base em animacgoes
3D, assim como as oscilagfes da secc¢do instrumentada. O comportamento dindmico do viaduto
foi também estudado com o programa Ansys. As configuragdes modais identificadas sdo
comparadas com as obtidas com os dois programas referidos.






OBSERVATION AND MODELING OF THE DYNAMIC BEHAVIOR OF CORGO
VIADUCT. INTEGRATED USE OF MODAL IDENTIFICATION MODELS AND
FINITE ELEMENT BAR MODELS

Abstract

In this dissertation, the data from ambient vibration tests, performed on the Corgo viaduct, are
analysed. The records of the measured accelerations were analysed by signal processing
techniques and modal identification methods, based on frequency domain decomposition, are used
in order to get the main modal parameters of the referred structure. It is shown that by
instrumenting only the deck's middle section, it is possible to obtain interesting results for the
calibration of numerical models. The program DynBridges 1.0 (EF 3D bar) was developed in
MATLAB, to perform the dynamic calculation of the viaduct. The modal configurations are
represented by 3D animations as well as the oscillations of the instrumented section. The dynamic
behavior of the viaduct was also studied with the ANSYS program. The identified modal
configurations are compared with those obtained with both programs.

Xi






Indice geral

O | N 270 516107 I 1
IR [0 1S o) Tor=Yor= To I =T o [0 F= o =V 1T o | (o IS 1
A @ oY 11 (1Yol W0 L TXY-T o = o= Lo RSP 4
1.3 EStruturago do trabali0.........ccccociiiiii it a e renne e 5
2 PONTESDE TIRANTES ... ..o 7
2.1 CONSIAEIAGOES INMICIAIS ....c.vivieiitieteii ettt ettt bbb e e b e b s bt bt bt eh e e s e e b e b sbeeb e e bt ebe e s e e e e besbenbenbeeneas 7
2.2 Dasuaorigem @ atUBHAAAE. .........cccviieiiiiie et eete e e et e bestesbesteeneese et e stestesresreaneas 7
2.3 CoNnsStituiGA0 € CONCEGAD ESTIULUIAL.........oitiiiiiiiiieee bbbttt e e 12
2.3.1  NUMEro de Pan0S 08 ITANTES ......civeveitiitiie et eeeiteste e te s e ste e e e e te st e s te s e ste e e e s e teseesbesteebeeseebestestesresreanens 13
23.1.1 U 0T LT =T - | OSSR 13
2.3.1.2 SUSPENSAD TALEIAL ......cvieieciece e e e te e e e e ne e re e te e beeae e 14

2.3.2  Configurag8o 1oNGITUAINGL...........ooviiiiiiiiie e bbbt sbe b eneas 15
2.3.3  ESPACAMENTO GOS CADOS. .. .evetieieeiiesie ittt ettt sttt ettt s b e bbbt e et et sb e sb e s bt e be e b e e e e besbenbenbeaneas 17
2.3.4  TADUIBITO .ttt bbb bbb bbbt bt R et eh b bt ene s 17
2.4 Monitorizacao € CONTIrolo da SEQUIANGA .......ccuiiiieie ettt ettt ettt e bbbttt ne et et ne e 18
I Of0] o S [0 (=] g Toto Lot 1T P T OO SSUU TS U SO UPRT VTSP 20

3 ANALISE DINAMICA DE ESTRUTURAS. ENSAIOS DE VIBRACAO E

MODELACAO COM ELEMENTOS FINITOS DE BARRA........oooiiiiiieeiee e 21
3.1 CONSIAEIAGOES INICIALS ...ve.viveiririeiitirt ettt b bbbt b Rttt r e n e r s 21
3.2 Fundamentos de andlise dindmica de estruturas no dominio do teMpPO .........cccceeviiiiiieccie s, 22
3.2.1  Movimentos oscilatorios € equilibrio de fOrGas .........coceiriieiiriiieise e 22
3.2.2  Osciladores com 1 grau de liberdade. Formulagao classica e formulagdo no espaco de estados.............. 22
3221 FOIMUIAGAD CIASSICAL ... vevvveieriete sttt sttt ettt sttt ettt ebe st e etesbe e etesbe e etesaeeereneas 22
3.2.22 Formulagdo No €SPag0 dE ESTAUOS. ......cc.uieiiiie ettt 27

3.2.3  Osciladores com N graus de liberdade. Formulagéo classica e formulacéo no espago de estados........... 30
3231 Normalizagdo da matriz modal relativamente @ matriz de Massas .........oceverveererieesereeiesereeennns 30
3.2.3.2 FOIMUIAGAD CIASSICAL ... evvviieriete ettt sttt ettt st ebe st e ebesbe e etesbe e etesae e etenes 31
3.2.3.3 Formulagdo NO €SPago de ESTAOS. ......cc.uieiieie ettt 33



3.3 Fundamentos da analise dindmica de estruturas no dominio da frequéncia. Ensaios de vibracéo ......... 37

3.3 1 ANANISE T SINAL.....iiiieiiiite e 37
3311 Dos sinais continu0os a0S SINAIS TISCIELOS ........cvvveririireierirreee e 37
3.3.1.2 Andlise espetral. Conceitos fFUNdamENtaiS........cccviveieiere i 40

3.3.2  Analise espetral utilizando software disponivel N0 Mercado.........c..ceeveveveiieiiiine e 46
3321 Erros de sobreposicao € de eSCOIMEgAaMENTO ... .cucveverrerieriesrisieereeeetestestestesresres e e e e seeseeseesrearesnens 47
3.3.2.2 Correcdo para obter registos de média NUIA ..........ccoveieiiiiiii i 48
3.3.23 Calculo de espetros utilizando uma Gnica janela No teMPO........ccvecveveririe v 49
3.3.24 Calculo de espetros utilizando varias janelas N0 teMPO ......c.cecvvveierierere e 50

3.3.3  Osciladores com N graus de liberdade. Identificacdo modal ............ccccevveieiiiiiiinir e 52
3331 Comportamento dindmico de estruturas sob excitagdo eStOCAStICA ........ccvverviveieerieiere e, 52
3.3.3.2 FUNGBES A8 COMEIAGAD ...ttt e bbb bbbt b 53
3.3.3.3 Matriz de densidade espetral de POtENCIA.........cciviiiiieiiiiie e 56
3.3.34 Determinacdo das matrizes de densidade espetral de poténcia da resposta com base na matriz de
flexibilidade dindmica e na matriz de densidade espetral da aGA0 ...........cccvvereiiiireiinie e 58

3.3.4  Fundamentos de identifiCaGBo MOGAL ...........cocoiiiiiiiiiiie e 60
3.34.1 Identificagdo modal com base em 0Nndas harMONICaAS..........cccevviereiiiieneiese e 60
3.34.2 Identificagcdo modal com base na matriz de densidade espetral de potencia.........ccceverevvrerieennnnn, 62
3.34.3 Caélculo da matriz de densidade espetral de poténcia com base no método de Welch ................... 64
3.34.4 Calculo de valores e vetores singulares com base na matriz DEP ...........cccccoovvivivieieveniesesnsnennn, 65

3.4 Andlise matricial de estruturas usando elementos finitos de barra ..........cccocoeviiceinsiiisereee e, 69

3.4.1  Elasticidade SOb Carga UNIaXIial..........ccccciiiiieiiieiiieiieese e ste e ste e s e re et e steesre e e 69

3.4.2  Teoria das PEGAS HNEAIES ........coeiiieiieieee ettt bbbttt b e bbbt bt et e st et e sb e b e sbesbesbe e 70

3.4.3  ClasSITICACAD UE ESLIULUIAS. .....e vt itiiteetietieeeite sttt sttt b et bbbt bt e e b e b sb e b e bt bt e bt e st e b e sbebesbeebesbe e 70
3431 ESrUtUras retiCULATAS ........cveviriiiiiiieeec s 70
3432 EStruturas NA0 retiCUIATAS ..........ccooiriiiiiiiic s 71

3.4.4  Equilibrio global de UmMa BSITUIUIA..........cc.eiviiiiiie ettt sb et e be e e e sresbesbesreeneens 71
3441 EiX0S 10CaIS € €IX0S GIOD@IS. ......eiivieiieiicie et ene e 71
3442 Relagdes de compatibilidade e eqUIlTBIIO........c..cooviiiiiiiiiic s 72
3443 Relactes fOrca-deSIOCAMENTO ........c. it et sr bbb 72
34.4.4 Matriz de rigidez BIEMENTAT..........ccii ettt be e ae e e st e sreesaeeeas 73
3.4.4.5 Matriz de mMasSa EIEMEINTAN ........c.iiiie e bbb bbb 76
3.4.4.6 Matriz de amorteCimento EIEMENTAN ............oii i e 76
3.4.4.7 Matriz de tranSTOIMAGEAD ........ceiieiiiieie ittt ettt sttt be bbb enes 77
3.4.48 Matriz de rigidez QIODAL ...........ooiii e s 78
3.4.49 (O] Lo [ Toto T o I o Lo (o H OSSOSO R TP 79
34410 FOIGAS NMOUAIS. .. .vetetietieeite sttt sttt sttt b ettt s b e b bt bt e b e e m e e e e b e ke sbeebeebeeb e e st et e nbesbesbenbesneas 80
34411 DeSIOCAMENTOS NOTAIS ......veveitirieiiieiieieie ettt e b et sb et e e e b e be b b e s bt ese et e nbenbesbesbeaneeneas 80

Xiv



BRI ©o] o TS T (=T g Uoto L=l oSS 81

4 DESENVOLVIMENTO EM MATLAB DO PROGRAMA DYNBRIDGES 1.0........... 83
N R O YT (=Y - Toda =TT Y o - USSR 83
N o] = 1o TSN ] o] | OSSR 84
4.3 Organizacao do programa DYNBrIiAQES 1.0 .....ccceeieiiiiiiiiiie s st sresre e enes 84
e TNt R o ¥ 4 1<) E 11 (o3 (o P PP U POV PP OUPTOVPPPUPPPN 84
4.3.2  PaiNel “MalNa’” ...coiiiiiiieeiiiese ettt b e b et et ae e nbre e e e nrre e 93
4.3.3  Painel “Modelo de elementos fINITOS™ ... ..uiiiuiiiieeiiierii ettt sba et e e srneenire e 94
4.3.4  Painel “Modelos de identificacao MOAal” ........cccviiiiiiiiiiiiiieiie e 96
4.3.5 Painel “Comparacio de reSultados” ........ccceiiiiiiiiiiieiieiieie e 99
4.4 CONSIAEIAGOES TINAIS ....ecueiuieiiitiiteeit ettt bttt e bbb bt b e e e b e bt sbeeb e e bt e st e s e e e e besbenbeebe e 100
5 ENSAIO DE VIBRACAO NO VIADUTO DO CORGO .......coooviieieeeereeereeens 101
5.1 CONSIAEIAGOES INICIAIS ....c.vititeitietieeeiie ittt sttt b ettt b e bbbt bt e b e st e b e sb e b e s bt eb e e b e e b et e b e nbenbesbeenes 101
LI 2 VAT To [0 CoJNe [o 1 @0 o o SRS 101
5.3 Modelo de elementos fiNitoS de DAITa 3D ........coooiiiiiiiiiii e 105
531 IMAING ..t bR bt R Rt Re b bR bt re bt n e bt ne it 105
5.3.2  Caracteristicas d0s €lements EStIULUIAIS ........c..eiveiierieiisieriee ettt sae e e 106
5.3.3  CaraCteristiCas d0OS MALEIIAIS ..........civiverieiierieeste ettt sttt re st sttt e et e b eresbe st eresbesbesesbeseenentens 106
5.3.4  LIDEIAGOES INTEIMAS ....ueiuiieitiite ittt bbb bbb bbbt bt bt ekt e st e b et e sb e s besbeebeens 108
535 SBEGOES 3D ...ttt bbb b bR R E R e e b bRt eb bt bt Rt e et ne e b bt et enes 108
5.4 Registo de vibragdo ambiental com acelerOmMELroS.........ccciviiiiiiiiiie e 109
5.5 Analise de resultados. Comparacao entre experimentais € NUMEFICOS ........ccovevvverieerereereserieeseseeesenes 111
5.6 CONSIAEIAGHES TINAIS ...ttt bbb b bbbttt b e bbbt e b e et et e b e b nbesbeenes 123
B CONCLUSOES ...ttt ettt 125
T BIBLIOGRAFIA . ..t e e e e e e e e nabe e e nnbeeenneeas 127
8 ANEXOS e aren 129

XV



XVi



Indice de figuras
Capitulo 1
(S To T W RV T Vo U] (o X0 (o N 0o oo S 1
Figura 1.2 - Registos de VIibragao ambi€ntal. ...........c.coveiiiiiiiiii et 2
Figura 1.3 - Modelos de elementos finitos de barra: a) output do programa DynBridges 1.0 (MATLAB); b) output do
programa ANSYS MECHANICAI APDL. .....ccuoiiiiie ittt sttt st be e te e e e e e stesbesbeereeseentesaentesteseesreaneans 3

Capitulo 2
Figura 2.1 - Cabos ou cordas como elementos estruturais: a) ponte de lianas; b) equilibrio de mastros nos barcos. .. 8
Figura 2.2 - a) Fausto Veranzio, ou Faust Vrancic (1551-1617); b) desenho de uma ponte de tirantes idealizada no

inicio do século XVII (Fausto Veranzio, Machinae Novae); ¢) desenho de uma estrutura suportada por cordas,

idealizada para testar saltos de paraquedas (Fausto Veranzio, Machinae NOVae)..........cccocevevvvvivseeiene s sese s 8
Figura 2.3 - Ponte de Stromsund, SUBCIA (1956)........cuiiuiiueiiiiieiieieeiie et e e re e e e st e sreste e ere e e et e stesresbesreereenes 9
Figura 2.4 - Ponte Jiaxing-ShaoXing, China (2013). .......ccccieiiiiiieeie ettt sre e e e sta e neeaeanae s 9
Figura 2.5 - a) Ponte Russky, Russia (2012); b) Ponte Basarad Overpass, Roménia (2011)........cccccoocevevienennsnanns 10
Figura 2.6 - Ponte Centenario, Panama (2004): a) fase de construgéo; b) em SErvigo. .........cccvvvvvverinernrinenerenennns 10
Figura 2.7 - Ponte Octavio Frias de Oliveira, Brasil (2008): a) fase de construcéo; b) em Servico. ..........cc.cceevrenees 10
Figura 2.8 - Ponte Vasco da Gama, Portugal (1998)..........ccviieiiieiiee ettt s ste e e sne e 11
Figura 2.9 - Ponte Zhivopisny, RUSSIA (2007). .....ccccvcieiiieiesesie st eiee et ste e ste e e seesaesbestestesta e s eaesteseestesresnaanens 11
Figura 2.10 - Insercéo da ponte Centenario na paisagem natural do canal do Panama. ...........cccccvvriiennineneninennn, 12

Figura 2.11 - Fluxo de transmissdo de esforcos desde o tabuleiro, até ao terreno. Representam-se a verde as cargas
exemplo aplicadas sobre o tabuleiro; a laranja a transmisséo de esforcos dos tirantes, provenientes do tabuleiro, para

0s mastros e dos mastros para os pilares; a azul a transmiss@o de esforgos do tabuleiro diretamente para os pilares; e

a castanho a transmissao de esforgos dos pilares até S SAPALAS. ........cerveriierieirerieiee e 13
Figura 2.12 - Ponte atirantada com suspensdo central (viaduto do Corgo, Portugal, 2014)..........ccccceevvevveieciennnnne, 14
Figura 2.13 - Ponte atirantada com suspensdo lateral (ponte Great Seto, Japao, 1988). .......ccccccevvvevivevveieciiecieenenn, 14
Figura 2.14 - Ponte Samuel Beckett, Irlanda (2009). .........ccviiieiiiiiei et sne e 15

Figura 2.15 - Sistemas de suspenséo atirantados: a) Sistema em Harpa, com tirantes paralelos e ancorados ao longo

do mastro; b) Sistema em Leque, com tirantes ancorados apenas no topo do mastro; ¢) Sistema em Semi-leque, com

tirantes ndo paralelos e ancorados a0 10NGO A0 MASLIO. .......ccviiieiicii e sre e e 16
Figura 2.16 - Ponte Friedrich Ebert, Alemanha (1967).........ccoeiiieiieeiiece et sae e ne e 17
Figura 2.17 - Ponte Russky, Russia: a) construgdo do tabuleiro por avangos sucessivos; b) elevacdo de uma aduela
Pré-fabricada do TADUIBITO. .........c.oiiii ettt st sttt e s e et e be st e s besbeebeeseens e besresbesbeereenes 18
Figura 2.18 - Acelerémetros instalados em tirantes para monitorizagao de vibragoes. ..........ccoeevverivieneriseseieeennns 19
Capitulo 3

Figura 3.1 - Forcas envolvidas no movimento oscilatorio de um sistema massa-mola-amortecedor. ...........c....e.... 22
Figura 3.2 - Representagéo de um impulso unitario e da sua resposta para o instante genérico t = T. .........ccoeerverenne. 25

Figura 3.3 - Representacdo esquematica da aproximagdo de uma forga com variagdo continua ao longo do tempo
através de uma sequéncia de infinitos impulsos infinitesimalmente préximos. Por exemplo a variagdo de forga que o

vento exerce NUMa estrutura, a0 10NGO 0 tEMPO. .....vv ittt 25

XVii



Figura 3.4 - Representacdo de uma histéria de carga definida por trocos lineares. ..........cccocvvvvvivieeieerevevese e 26
Figura 3.5 - Modo de vibracéo natural de um modelo de 1 GL. Representagdo no dominio do tempo e no espaco de
L2 o [0 J OO TSRO U RSP U RO PRSPPI 27
Figura 3.6 - Exemplo de um sinal: a) continuo; b) discreto, 0U amMOSEIa. ........ccccvcveieiieieie s 38

Figura 3.7 - Processo de obtencdo de uma amostra de vibracéo, através da conversdo de sinal anal6gico-digital.... 38

Figura 3.8 - Funcéo do tipo onda harménica e as varias formas de a representar (Oliveira, 2013).........cccceevvvennnne. 40
Figura 3.9 - Transformada discreta de Fourier. Decomposi¢cdo em ondas sinusoidais (Oliveira, 2013). .................. 41
Figura 3.10 - Valor médio de Uma FUNGAD. .......cceiviiiicie ettt re s re e et e aesaesresneeneenes 43

Figura 3.11 - Decomposicdo de um acelerograma medido, em espetros de amplitude e de fase: a) acelerograma;
b) vetor coluna, acel(t), com os valores das acelera¢des, em funcdo do tempo; c) vetor coluna que contém a parte real
e a parte imaginaria, a(w)+b(w)i, de cada onda sinusoidal; d) espetro de amplitudes; e) espetro de fases. .............. 46
Figura 3.12 - Representa¢do da diferenca de fase de duas ondas sinusoidais com a mesma frequéncia natural. ...... 47

Figura 3.13 - Determinagdo da média movel de um registo discreto, em aceleraces, utilizando janelas de 7 pontos

I T G- 1] F T B R PSS OSSR 48
Figura 3.14 - Utilizacdo de um filtro de médias mdveis para obter um sinal com média nula. ...........ccocecvverieennene 49
Figura 3.15 - Janela de acelerograma filtrado, selecionado entre 0s 1050 e 0s 1250 segundos...........cccevvervveiiennnns 49

Figura 3.16 - Aplicacéo do filtro de média mével (filtro_MM) de forma a obter espetros de amplitude suavizados.50
Figura 3.17 - Fungdo que calcula o espetro de amplitudes de um registo, atraves da média dos espetros de janelas com
100 segundos € SODIEPOSICAD T8 BOUD. ......c.verviitiiieitieteeii ettt bbbttt sb e b e b e bt e e e b e b b e b b eneens 50
Figura 3.18 - Aplicacdo de uma janela de Tukey=1 W(t,) a um registo de aceleraces a(t,) num ponto de uma
seccdo de um tabuleiro de onde se 0btEM WL, ).X(L, ) . oo 51
Figura 3.19 - Processo estocastico vetorial com 5 componentes (3 verticais, 1 transversal e 1 longitudinal). Através
de uma realizagdo, obtém-se 5 registos temporais de aceleragdes, com duragdo T=300s: a) posic¢ao de instalacdo dos
5 acelerémetros uniaxiais; b) acelerogramas obtidos a partir de cada acelerometro. ...........ccccoeeeveveeiieveceiese e, 53
Figura 3.20 - Representacdo grafica das fungdes da auto-correlagdo para dois processos estocasticos. Num processo
com maior grau de aleatoriedade a fungéo tende mais rapidamente para zero (Newland, D., 1975). .......cccccovnrnene 54
Figura 3.21 - Ensaio de vibragdo ambiente com medicao de aceleragdes em cinco pontos. Séries temporais observadas
(acelerogramas), espetros de amplitude, matriz de correlacdo e matriz de densidade espetral de poténcia................ 57

Figura 3.22 - Ensaio de vibracdo: a) local de instalagdo dos aparelhos; b) registos de aceleragdes (direcéo vertical).

.................................................................................................................................................................................... 60
Figura 3.23 - As trés ondas em fase € com a mesma amplitUCe. .........cccveiiiiiiieiie i 61
Figura 3.24 - Duas ondas em contra-fase e uma onda com amplitude praticamente nula (verde).........cccccccevvevvvennens 61

Figura 3.25 - Representacdo das matrizes de densidade espetral de poténcia para as varias frequéncias. Exemplo de
um ensaio de vibracdo em que se analisam aceleracfes radiais medidas em trés pontos da sec¢do de um tabuleiro. 63
Figura 3.26 - Esquema de calculo da matriz de densidade espetral de poténcia de aceleracdes para um exemplo com
ErBS ACRIBIAMELIOS. ... vttt ettt bbb bbbk £ b bR bk £ b bt bk e et e b b e bk et e b bt bt et e 63
Figura 3.27 - Matriz de densidade espetral de poténcia. A azul estéo representados os espetros de amplitude (escala

logaritmica) e a verde 0s espetros das diferencas de FaSE. .......oivieriiiiiiiiiee s 64

XViii



Figura 3.28 - Determinacdo da configuragdo modal correspondente a um modo de vibragdo exemplo (Modo n) através
do célculo do primeiro vetor singular da matriz DEP calculada para a frequéncia 0,40 Hz. ........c.ccccceveveievesinennnn, 66
Figura 3.29 - Determinacdo da configuracdo modal correspondente a um modo de vibracdo exemplo (Modo m)
através do calculo do primeiro vetor singular da matriz DEP calculada para a frequéncia 0,85 Hz. ............ccccvevenee. 67
Figura 3.30 - Espetro dos valores singulares da matriz §(wn) . Analise de registos de aceleracdes verticais, gerados
numericamente para excitagdo do tipo ruido BraNCO. ......ccccveiiii i ere s 68
Figura 3.31 - Modos de vibracdo identificados no tabuleiro da ponte: a) modo com frequéncia de 0,40 Hz (simétrico);
b) modo com frequéncia de 0,85 Hz (ANtiSSIMELIICO). ....coveiviiieiiiieieci e re e sreens 68
Figura 3.32 - COEfiCIENTE A& POISSON. .....cviiiiiieiiiiecieie sttt st te et e e e e st e besbesbeareenaesaentesresnenrenneeneas 69

Figura 3.33 - Simplificacdo de um elemento tridimensional através da teoria das pecas lineares: a) peca linear;

b) esforcos NUM elemMENtO dE DAITA 3D ......c..ciuiiiie it e s te st et e teereese et e eesrenreereeneenes 70
Figura 3.34 - Estruturas reticuladas: a) pdrtico; b) trelica; ¢) grelha; d) Viga. .....ccocoovveeveiiiniiniiece e 70
Figura 3.35 - Estruturas ndo reticuladas: a) placas; b) cascas; C) membranas............cccccevvveieriesiensieese e 71
Figura 3.36 - Coordenadas globais, G, e locais, L. Tabela de coordenadas dos nds e tabela de incidéncias. ............ 72
Figura 3.37 - EQUIlTDIio 8StATICO 00 NO B.......oveiviieciciecice ettt st s be st e te e e e e besbesresresneeneas 72
Figura 3.38 - Rétula cilindrica entre elementos vertical € horizontal. ...........cccceoveiiiii i 73
Figura 3.39 - Graus de liberdade locais dos elementos vertical e horizontal. LibertagGes internas a vermelho. ....... 73

Figura 3.40 - Assemblagem da matriz de rigidez global do portico simples 3D (sem condigGes de apoio): a) elementos
1 a 4 assemblados; b) elementos 5 a 8 asseMbBIAdOS. .......ccveivii i 78

Figura 3.41 - Introducdo das condicfes de apoio (a castanho) nos nés 1 a 4: a) elementos 1 a 4 assemblados; b)

elementos 5 @ 8 @SSEMBIAUOS. ........c.vivirriiiir e 79
Figura 3.42 - Exemplo de forgas e momentos aplicados Na ESTIULUIA. ..........ccooeririiiiiienese e 80
Capitulo 4

FIgura 4.1 - PAINEI "INICIO". ....ooui ittt sttt ettt st et e s be e beese e st e b e st e besbesbeabeesaesae s ebestesbesnnaneas 84
Figura 4.2 - Definigdo do eixo local 2, cOmM €1 N0 PIAN0 X2X3. ...cuoiiiiiiiiiiiiie e e 87
Figura 4.3 - Definigdo do eixo local 2, com €1 N0 PIAN0 XLX3. ...ccuiiiiiiiiiiiieie et 87
Figura 4.4 - Definicdo do eixo local €2, cOmM €1 N0 PIAN0 XIX2. ...ccuiiiiiiiiiiiiiie e 87
Figura 4.5 - Exemplo de tabela com sequéncia de nds para desenhar faces. ..........ccocceveviiiiisicie e 91
Figura 4.6 - Exemplo da influéncia da rotagdo de um nd, em NAS adJaCeNLES. ......cceveerieieirieieee e 91
Figura 4.7 - PaiNel "IMalN@™. ........c.oo et ettt e st et e et e e be e st e s e e sRe e s teenaeenreenreaneeenee e 93
Figura 4.8 - Painel "Modelo de elementos fINITOS™. .......ccviiiiii e 94
Figura 4.9 - Painel "Modelos de identificacdo modal". Escolha de registos para analise. ...........ccocovveererineneriaennns 96
Figura 4.10 - Painel "Modelos de identificacdo modal”. Analise dos dados 0btidoS. ..........cceerveiveririnnieeie e 97
Figura 4.11 - Painel que apresenta @ MAtriz DEP. .........coooiiiiiiiiieie et e 97
Figura 4.12 - Painel que apresenta 0 espetro de valores SINQUIAIES. .........cocoiiiiiiniiiiie e 98
Figura 4.13 - Painel "Comparagao de reSUITAT0OS" . ........co.oiiieiiieei ettt ettt se e bbb 100
Capitulo 5

Figura 5.1 - Localizacdo do viaduto do Corgo (Vila Real). ........ccooiiiiiiiiiiiiieieee e 102
Figura 5.2 - Viaduto do Corgo: a) planta; b) perfil longitudinal. ..o 102

XiX



Figura 5.3 - Sub-viaduto central (viaduto do Corgo): a) planta; ) COMe........cevvvrvireiiiirirere e 103

Figura 5.4 - Vista lateral do vViaduto d0 COIQO0. .....c.ccviieiieiiiieieiese ettt st e e e e aesresresneeneas 104
Figura 5.5 - Cortes transversais do tabuleiro no SVC: a) no topo dos pilares 15 e 22; b) na zona suspensa. .......... 104
Figura 5.6 - Vista lateral de um mastro do viaduto d0 COIgO.........cevveiuerieriiieseseeieiee e e e e s eneas 105
Figura 5.7 - Malha de elementos finitos de barra 3D do viaduto do COrgo. .........ceeveruerierereseseeieieesese e e 105
Figura 5.8 - Caracteristicas geométricas das seccGes (ANSYS): a) pilares 15 e 22; b) tabuleiro. ...........cccoevveenene 106

Figura 5.9 - Tipos materiais associados a cada tipo de elemento estrutural e algumas representacdes das suas
FESPELIVAS SEBCCDES. ...vrvrereerresteitestesiesteeteesesteseestesteaseaseasseseessessesseaseaseesseseeseesseseeaeeaReeseesee s eseeseeabeaReaneeseenseneeseeneenneaneas 107
Figura 5.10 - Representacdo dos n6s onde se simula o aparelho de apoio, através das libertacdes internas. .......... 108
Figura5.11 - Representacao tridimensional das secc@es: a) tabuleiro; b) pilares 15 e 22; ¢) pilares 16 e 21; d) pilares 17
LS PP P PR PR PRTPROTN 108
Figura 5.12 - Medicdo de vibra¢@es durante os ensaios de carga, no viaduto do Corgo (Wenzel & Pichler, 2005).109
Figura 5.13 - Ensaio de vibracdo. Medicdo de aceleracGes na seccdo de meio vao do Sub-viaduto central do viaduto
do Corgo. Conversao de sinal do dominio do tempo (acelerogramas) para o dominio da frequéncia (espetros de
amplitude) através da Transformada DiSCreta de FOUTIET. .......c.cviieiiiiciiii et ees 110
Figura 5.14 - Configuragdes modais de projeto dos primeiros trés modos de vibragdo (Barata, 2012). ................. 111
Figura 5.15 - Espetros de valores singulares de 0,1 a 1,5 Hz. As linhas verticais representam as frequéncias obtidas
através do programa DynBridges 1.0: a) acelerometro triaxial; b) acelerémetros uniaxiais (Cinco). .........c.cceevevenne. 113
Figura 5.16 - Identificagdo das configuragdes modais (representacdo das oscilagdes através de ondas harmonicas),
correspondentes as frequéncias dos trés picos de maior amplitude, no espetro do primeiro valor singular da matriz
DEP 5x5 (considerando 0s CinCo acelerdmetros UNIAXIAIS). .....iveiveceiieieireiiesesteseeeeieeseesteseestesiesseeeesseseesressessesnens 114
Figura 5.17 - Modo de vibragdo 1. Flexdo longitudinal dos pilares e tabuleiro. Comparacdo entre resultados
EXPEMMENTAIS € NUIMEIICOS. ... veivietieteetieiteetesteste e e et esae st e testesbesteeseesaessetesbesbesbeebeeseessesse s e besbeabeaseeseeseensesteseeseenbeeseanes 115
Figura 5.18 - Modo de vibragdo 2. Flexdo transversal dos pilares com flexdo simétrica do tabuleiro. Comparagao
entre resultados eXPerimentaiS € NUMEIICOS. .....c.civciieiiiiiieireie et e et e st e s e ae e e st e besbesbesteeaeese et e sbesresteabeeneens 116
Figura 5.19 - Acelerometro triaxial: a) acelerograma e espetro na direcdo transversal (dia 27 as 10h05m);
b) ondas identificadas NOS trES CANAIS. .......cveiviiieiieie ettt e st et e te e e e aesreesreesteesteanbeeneeeneenneenns 117
Figura 5.20 - Modo de vibragdo 3. Flexdo transversal dos pilares e flexdo antissimétrica do tabuleiro. Comparagao
entre resultados eXPEerimentais € NUMEIICOS. .....c.cviiieiiiie e et ettt et ettt e be st e te e e e e st e besbesbesteeaeeseetebesresteabeereens 118
Figura 5.21 - Modo de vibracdo 4. Flex&o longitudinal do tabuleiro. Comparacéo entre resultados experimentais e
TYUIMBIICOS. ...tttk b ettt h et bbbt b bbb e b h £ h b€ e b h £ E e E £ bR £ A E b8 E R e R £ A e e b h b e bRt e b e b st eb et et e bt e b 119
Figura 5.22 - Acelerometro triaxial: a) acelerograma e espetro na direcdo vertical (dia 27 as 10h05m);
b) ondas identificadas NOS trES CANAIS. .......cc.oiuiiiitiie ettt bbbt ee bbb b ens 120
Figura 5.23 - Modo de vibracdo 5. Flexdo transversal dos mastros. Comparagéo entre resultados experimentais e
a0 0 =T ot SO SPSS 121
Figura 5.24 - Acelerometro triaxial: a) acelerograma e espetro na direcdo transversal (dia 27 as 10h05m);

b) ondas identificadas NOS trES CANAIS. .......cc.eiuiiiiiii ittt bbbttt sa e b b sneens 122

XX



XXi



XXii



IA
O(D

|
- @

G L ol T

oﬂ)

< 1L

'_('D

Simbologia

Latinas maiusculas

Amplitude de uma onda
Matriz de estado que contém as matrizes de massa, amortecimento e rigidez

Matriz de amortecimento modal normalizada

Matriz de amortecimento global elementar

Matriz de amortecimento local elementar

Modulo de elasticidade ou mddulo de Young

Transformada de Fourier de uma funcéo discreta

Transformada de Fourier de f(t)

Vetor das histérias de carga modais

Matriz de forgas global elementar

Matriz de forgas local elementar

Versor do sistema de eixos globais

Matriz de flexibilidade dindmica ou matriz das fungdes de resposta em frequéncia
Inércia

Matriz de rigidez modal normalizada

Matriz de rigidez global elementar

Matriz de rigidez local elementar

Matriz dos fatores de participacdo modal

Versor do sistema de eixos locais

Matriz dos fatores de participacdo modal na representacdo de estado
Matriz de massa modal

Matriz de massa global elementar

Matriz de massa local elementar

NUmero de pontos da discretizacdo de uma janela temporal

NuUmero de pontos nodais de uma estrutura discretizada

Numero de graus de liberdade de um modelo numérico de elementos finitos
Transformada de Fourier de g(t)

Matriz de funcGes de correlagdo da resposta medida num ensaio de vibracéo
Matriz de densidade espetral das for¢as de excitacdo

Matriz de densidade espetral de poténcia

Duragéo de um registo

Intervalo de tempo de um registo

Comprimento associado a casa segmento n,

Matriz de transformacéo elementar

Matriz de transformacéo de 3 linhas por 3 colunas

xXXiii



W, Janela de dados

X(w) Transformada de Fourier de x(t)

Latinas minusculas

a Parcela do cosseno de uma solucéo geral u(t)
a, Coeficiente do cosseno de uma onda n
d Vetor de aceleragdes (processo estocastico vetorial)
b Parcela do seno de uma solugéo geral u(t)
b, Coeficiente do seno de uma onda n
c Amortecimento
c® Constante
Cc Matriz de amortecimento global
€ Vetor unitario global
€ Vetor unitario local
f Forga exterior
f, Forca de amortecimento
foms Frequéncia de amostragem
f, Forga eléstica
f Forga de inércia
f, Frequéncia natural de um modo n (em Hz)
fy Frequéncia natural (em Hz)
f Vetor de historias de forgas nodais nos N graus de liberdade de uma estrutura
f Vetor de n, (n° de “inputs”) historias de for¢as nodais aplicadas (independentes)
fNyq Frequéncia de Nyquist (em Hz)
h Funcéo de resposta a um impulso
h=k™  Matriz de flexibilidade
k Rigidez
k Matriz de rigidez
m Massa
m Matriz de massa
Ng Numero total de segmentos utilizados
9 Vetor das coordenadas modais (formulacdo em deslocamentos)
(J Vetor das derivadas das coordenadas modais em ordem ao tempo
fj Vetor das segundas derivadas das coordenadas modais em ordem ao tempo
S Matriz da distribuicgo espacial das n, historias de for¢as nodais pelos varios GL
t Tempo
t, Instante de tempo k

XXIV



Cc o <
o =~ o

< . .
B Y e Y i

N % 1< 1< 5

>

AN IN

Deslocamento inicial

Valor medido no instante k da amostragem
Solucdo particular

Vetor de deslocamentos

Vetor de velocidades

Vetor de aceleragdes

Velocidade inicial

Valor médio de uma funcao

Vetor de velocidades na formulacdo de estado
Vetor de acelera¢des na formulacdo de estado
Vetor de estado (deslocamentos e velocidades)
Coordenada modal de estado do modo n

Vetor das coordenadas modais de estado
Derivada do vetor das coordenadas modais de estado

Gregas maiusculas

o
D¢

Matriz modal
Matriz modal no espago de estados

Gregas minusculas

[0
o

B

=3

Constante de amortecimento de Rayleigh

Coeficiente de normalizagdo da matriz modal de um modo n
Constante de amortecimento de Rayleigh

Deformagdes

Vetor modal

Vetor modal no espaco de estados

Coeficiente de Poisson

Angulo de fase da vibracdo de um modo n, no grau de liberdade m
Valores proprios de um sistema estrutural

Matriz de valores préprios de um sistema estrutural (diagonal)
Conjugado da matriz de valores préprios de um sistema

Valores préprios da matriz de estado

Matriz diagonal com os valores proprios de um sistema no espago de estados
Amplitude da vibragdo do modo n, no grau de liberdade m

Tenséo

Instante de tempo (t) genérico

Frequéncia angular de amortecimento (em rad/s)

XXV



@, Frequéncia natural de um modo n (em rad/s)
a Coeficiente de amortecimento relativo (E_, = c/ C, = c/ 24/ km)
Sn Amortecimento modal referente a um modo n

Abreviaturas (siglas)

DEP Densidade Espetral de Poténcia
EF Elementos finitos
FFT Fast Fourier Transform
GL Grau de Liberdade
RAAD  Recolha e analise automética de dados
SvC Sub-viaduto Central
TDF Transformada Discreta de Fourier

XXVi



Introducao

“Discoveries are often made by not following instructions, by going off the main road, by
trying the untried.”
- Frank Tyger

1.1 Justificacdo e enquadramento

Ao longo dos ultimos séculos, o desenvolvimento dos sistemas estruturais utilizados em pontes e
viadutos, tem sido orientado na perspetiva de interligar trés fatores fundamentais para a simbiose
homem-estrutura: forma, funcédo e estética. Desde cedo se comecgou a perceber que o projeto de
estruturas ndo podia estar limitado apenas a um desses fatores e por isso a inovagao nesta area
sempre foi uma constante. As pontes de tirantes surgem precisamente nesta linha de inovacéo. Em
Portugal existem varias pontes deste tipo, sendo o viaduto do Corgo (Figura 1.1) das mais recentes.
Este viaduto localiza-se perto da cidade de Vila Real e surgiu como solucdo para a travessia do
vale do rio Corgo pela Autoestrada Transmontana. Neste viaduto, de quatro semi-leques de 22
tirantes, faz-se a travessia a uma altura méaxima de 230 metros acima do leito do rio Corgo e
apresenta-se com 4 vias de transito de 3,5 metros e uma largura total de plataforma de 25,3 metros.
O seu comprimento total é de 2796 metros.

Figura 1.1 - Viaduto do Corgo.


http://www.brainyquote.com/quotes/authors/t/theo_jansen.html

Tanto no estudo do comportamento estatico como no estudo do comportamento dinamico, varias
técnicas de célculo e anélise tém vindo a ser desenvolvidas, tais como o método dos elementos
finitos e a andlise espetral, muito pela ajuda da utilizacdo de métodos computacionais (Andersen
P., Brincker, Ventura, & Cantieni, 2008). A programacao veio permitir uma enorme rentabilizacao
de tempo, resolvendo milhares de equacBes e executando milhares de funcbes, em poucos
segundos e com uma enorme eficiéncia (Andersen P. , Brincker, Goursat, & Mevel, 2007). Por
isso, hoje em dia, vdo sendo criados programas cada vez mais sofisticados que permitem ao
utilizador introduzir, por exemplo, informagdes relativas a materiais e geometria de uma estrutura,
carregamentos, registos de vibracdo ambiental e/ou sismica (Figura 1.2), etc., e efetuar calculos
estaticos e dinamicos (Caetano, 2000).

; \.\\\\\\\\X,\\‘\"———- e,

———

Figura 1.2 - Registos de vibracdo ambiental.

Desta forma, é possivel fazer-se a monitorizacdo constante de estruturas através de registos de
vibragdo ambiental. A sua analise é automatica e traduz-se em resultados muito fiaveis.

A liberdade para criar programas com diferentes funcionalidades e diferentes formas gréficas de
apresentar a informacdo output € uma mais-valia. O dominio da programacdo aplicada a
engenharia civil permite que sejam desenvolvidos programas com func¢Bes muito especificas
(Figura 1.3a), facilitando também ao utilizador a adaptagdo de programas ou funcdes ja existentes.
E ja bastante usual a utilizacdo de programas como o Fortran ou 0 MATLAB, na engenharia civil.



O ANSYS € um programa comercial muito utilizado em varias areas da engenharia e que é
conhecido pela sua rapidez e poder de calculo. No ambito da engenharia de estruturas, € possivel
modelar qualquer tipo de estrutura (Figura 1.3b), permitindo ao utilizador escolher varios tipos de
barra, como os beam188 (elementos de viga) e os link180 (elementos de tirante), e a eles associar
uma geometria e material.

Modelos de elementos finitos de barra

a) MODELO NUMERICO DYNBRIDGES 1.0 (DESENVOLVIDO EM MATLAB)

Modo 1. Flexdo longitudinal do tabuleiro

f=0,214 Hz (DynBridges 1.0)
f=0,210 Hz (experimental)

Ty NS
! 2 )| N
////////////////;p >

o

Visualizagdo do movimento
o oscilatdrio de seccgbes
8 (animacdes 3D)

Figura 1.3 - Modelos de elementos finitos de barra: a) output do programa DynBridges 1.0 (MATLAB);
b) output do programa ANSYS Mechanical APDL.



1.2 Objetivos da dissertacao

O objetivo principal da dissertacdo € mostrar que, a partir de resultados de ensaios de vibracdo
ambiente em viadutos atirantados, é possivel obter resultados com interesse para a calibracdo de
modelos numéricos, mesmo quando se utiliza um reduzido numero de sensores.

Em particular, um dos objetivos é mostrar que, no caso do viaduto do Corgo, ¢é possivel obter 0s
principais parametros modais (nomeadamente, frequéncias naturais e configurac6es dos primeiros
modos de vibracdo), instrumentando apenas a secc¢do central (meio vdo do Sub-viaduto central).
Desta forma, tem-se como objetivo mostrar que, com base num ensaio de vibragdo ambiente de
baixo custo, envolvendo apenas 6 acelerémetros na referida secgdo central (préximos do sistema
de digitalizacdo e aquisicdo, o0 que ndo exige cabos de grande comprimento), é possivel obter
resultados com grande interesse para a calibracdo de modelos numeéricos. Salienta-se que,
sobretudo nestes casos em que se utiliza pouca instrumentacdo, é fundamental acompanhar a
interpretacdo dos resultados dos ensaios, recorrendo a simulagdes computacionais. E de referir,
desde ja, que a medicdo de vibracbes foi efetuada no dmbito de um projeto de investigacdo
financiado pela FCT, denominado “Integracdo de dados GNSS e de acelerébmetros na
monitorizacdo de grandes estruturas” (FEUP-LNEC): neste caso de aplicagdo ao viaduto do
Corgo, visava-se medir deslocamentos na sec¢do central com GNSS durante o ensaio de carga
(realizado antes da obra entrar em servigo) e simultaneamente medir acelera¢des, com vista a
efetuar a fusdo de deslocamentos e aceleraces na perspetiva de melhorar a qualidade das séries
de deslocamentos medidos.

Foi também objetivo desta dissertacdo desenvolver um programa em MATLAB, para analise
dindmica de estruturas reticuladas (EF barra 3D), denominado DynBridges 1.0, que permitisse:

)} a analise e processamento dos registos dos ensaios com vista na identificacdo modal do

viaduto;

i) célculo numérico de um modelo de EF de barra 3D; e

iii) a comparacdo integrada dos resultados experimentais com 0s numéricos.
A identificacdo modal € feita através de espetros de amplitude, angulos de fase, matrizes de
densidade espetral de poténcia e valores e vetores singulares, traduzindo as caracteristicas
dindmicas do viaduto em termos de frequéncias naturais e modos de vibragdo. E possivel
analisarem-se o0s resultados experimentais de uma forma interativa, ja que no programa se oferece
a possibilidade de visualizar animacgdes dos modos de vibragédo, ndo so de toda a estrutura, mas
também de representacGes tridimensionais de algumas secc¢bes, nomeadamente da seccdo
instrumentada (sec¢do de meio véo).

Foi ainda objetivo analisar o mesmo modelo numérico recorrendo ao programa comercial ANSYS
Mechanical APDL, com vista a obter resultados para comparar com 0s do programa
DynBridges 1.0.
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1.3 Estruturacao do trabalho

Capitulo 2 - Pontes de tirantes

Neste capitulo, faz-se referéncia as principais pontes e viadutos de tirantes da Era Moderna, dando
énfase a importancia da monitorizacdo da seguranca das estruturas.

Comega-se por fazer uma breve introdugéo acerca dos primeiros sistemas atirantados concebidos
pelo Homem e como evoluiram até & atualidade. Destacam-se algumas das mais vistosas pontes
de tirantes, atualmente em servigo em todo o Mundo. S&o depois explicados quais os tipos de
sistemas estruturais com elementos de tirantes mais correntemente utilizados, fazendo referéncia
ao sistema estrutural utilizado no viaduto do Corgo.

E também abordada a importancia da monitorizacio da seguranca de estruturas, com base em
andlises dinamicas, bem como na automatizacdo dos muitos processos que envolvem a
interpretagéo dos registos de vibragdo medidos.

Capitulo 3 - Andlise dindmica. Ensaios de vibracdo e modelacdo com elementos finitos de barra

Neste capitulo, sdo abordados os fundamentos da dindmica de estruturas, bem como a analise
matricial de estruturas reticuladas.

Comega-se por introduzir os conceitos fundamentais da dindmica de estruturas, exemplificando o
movimento oscilatorio e equilibrio de forcas de osciladores com 1 grau de liberdade, no dominio
do tempo, onde sdo desenvolvidas as formulacGes classica e no espaco de estados. De seguida, sao
analisados osciladores com varios graus de liberdade, também eles no dominio do tempo e para as
anteriores formulagdes.

Depois sdo explicados os fundamentos da dindmica de estruturas no dominio da frequéncia, onde
se desenvolve o conceito de analise de sinal de funcgdes discretas, desde a onda harmonica a
Transformada Discreta de Fourier. Com isto, aborda-se a utilizacéo de programas informéticos na
automatizacdo do processamento e analise de sinais, com vista a criacdo de modelos de
identificacdo modal, utilizando o exemplo de um modelo de identificacdo modal de um tabuleiro,
onde se mediram trés séries de registos de aceleragdes.

Por fim, introduzem-se as teorias e conceitos da andlise matricial de estruturas reticuladas,
explicando detalhadamente como abordar uma estrutura discretizada em nos e elementos.



Capitulo 4 - Desenvolvimento em MATLAB do programa DynBridges 1.0

Neste capitulo, é explicado em detalhe como foi desenvolvido o programa DynBridges 1.0, que
permite calcular os modos de vibracdo de estruturas com elementos de barra 3D.

Explica-se a forma de organizar o ficheiro input do programa, onde estdo contidas todas as
informacdes relativas a geometria, materiais e secgdes da estrutura, lido pelo programa. E depois
explicada detalhadamente toda a programacéo das funcdes desenvolvidas no programa, quais as
suas formas de output e que cuidados foram tidos em conta para a sua formulacgéo, aproximando-
a 0 mais possivel da realidade.

Capitulo 5 - Ensaio de vibragédo no viaduto do Corgo

Neste capitulo, analisam-se o0s resultados obtidos num ensaio de vibracdo ambiental e,
posteriormente, comparam-se com o0s resultados obtidos nos programas DynBridges 1.0 e
ANSYS.

Comeca-se por fazer uma breve apresentacdo do viaduto do Corgo, de alguns métodos utilizados
na sua construcao e de algumas das suas caracteristicas estruturais, de forma a melhor compreender
as varias opcdes tomadas para a modelacdo do viaduto nos programas DynBridges 1.0 e ANSYS.
Séo explicadas as consideracfes tomadas para efetuar os registos, no que toca as caracteristicas
dos acelerometros e ao seus locais de instalacdo estratégicos, sendo esta uma parte fulcral na
identificacdo modal a desenvolver.

De seguida, é feita a identificacdo modal através dos resultados experimentais do ensaio de
vibracdo, de onde se obtém as frequéncias naturais da estrutura e algumas configuracdes modais
possiveis, em funcdo do local de instalacdo dos aparelhos. Depois de modulado o viaduto nos
programas DynBridges 1.0 e ANSYS, e ao verificar-se a semelhanca de resultados obtidos entre
ambos, foi possivel comparar as configuracbes modais obtidas a partir dos resultados
experimentais, com as configuracdes modais a partir dos dois modelos matematicos. Sdo por fim
apresentados os resultados dos primeiros 5 modos de vibracdo da estrutura.



Pontes de tirantes

“The walls between art and engineering exist only in our minds. ”
- Theo Jansen
2.1 Considerac0es iniciais

As razes para a escolha de uma ponte de tirantes como solucdo estrutural, passam muito pela sua
eficacia estrutural, bem como pela elegancia e insercdo no meio natural. Apesar da sua
complexidade estrutural, integram-se bem na paisagem, sendo altamente eficazes tanto do ponto
de vista estético, como funcional (Chatterjee, 2003).

Por questdes de segurancga, a monitorizacdo de estruturas de grande envergadura tem vindo a
assumir uma importancia crescente. Sejam edificios, pontes ou barragens, a monitorizacdo em
continuo da sua integridade estrutural, recorrendo a sensores térmicos, acelerémetros,
anemoOmetros, extensometros, etc., € atualmente uma préatica corrente. Desde as inspe¢des visuais,
a monitorizacdo com base em sistemas RAAD (recolha e analise automaética de dados), 0s
progressos tém sido enormes, ja que hoje em dia é possivel utilizar meios computacionais para
gerar e interpretar registos de dados observados, dos quais se pode tirar conclusdes acerca da
seguranca estrutural e/ou informacdo Util para calibracdo de modelos numéricos (Costa &
Rodrigues, 2001).

2.2 Dasua origem a atualidade

A ideia de utilizar cabos para suportar o peso de elementos estruturais como tabuleiros de pontes
vem ja de ha muitos séculos atras. A necessidade de atravessar rios ou falésias, ou de navegar os
mares, levou a necessidade de se inovar neste dominio da engenharia de estruturas. Desde a
utilizacdo de materiais naturais, como as lianas, para segurar tabuleiros em bamboo, a utilizacdo
de cordas para segurar 0os mastros dos barcos, é possivel perceber que estes sistemas estruturais ja
eram dimensionados com base em alguns dos principios tedricos dos sistemas estruturais
compostos por tirantes (Figura 2.1). A grande evolugdo destes sistemas estruturais passou
principalmente pelo desenvolvimento da tecnologia dos materiais, dos métodos computacionais
de analise e de novos instrumentos de monitorizacdo, permitindo aumentar a eficicia destes
sistemas, em funcdo das crescentes exigéncias de comprimento das pontes e da capacidade de
suporte das cargas a que iriam estar sujeitas (Fujino, Kimura, & Tanaka, 2012).


http://www.brainyquote.com/quotes/quotes/t/theojansen630172.html?src=t_engineering
http://www.brainyquote.com/quotes/authors/t/theo_jansen.html

Figura 2.1 - Cabos ou cordas como elementos estruturais: a) ponte de lianas; b) equilibrio de mastros nos barcos.

Pensa-se que o polimato croata Fausto Veranzio (Figura 2.2a) foi o primeiro a idealizar uma ponte
com um sistema de tirantes (Figura 2.2b), publicado no seu livro Machinae Novae, no inicio do
século XVII. No entanto, até hoje, apenas se conseguiu provar que a primeira ponte de tirantes
com amarraces inclinadas foi construida j& no seculo XIX.
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Figura 2.2 - a) Fausto Veranzio, ou Faust Vrancic (1551-1617); b) desenho de uma ponte de tirantes idealizada no

inicio do século XVII (Fausto Veranzio, Machinae Novae); ¢) desenho de uma estrutura suportada por cordas,

idealizada para testar saltos de paraquedas (Fausto Veranzio, Machinae Novae).

Mesmao depois de inUmeras tentativas, por parte de arquitetos e engenheiros ingleses e escoceses,
para conceber pontes de tirantes que garantissem a sua total viabilidade em servigo, muitas foram
as que ruiram, como a ponte de Dryburgh Abbey, em 1818, e a ponte de Nienburg, em 1824,
levando a interrupcdo da utilizacdo deste tipo de sistema em pontes durante um século. Apenas em
meados do século XX, se voltou a iniciar o grande desenvolvimento da concegdo das pontes e
viadutos de tirantes. Historicamente é dificil dizer qual a primeira ponte de tirantes a ser construida.
No entanto, a mais citada ponte como a primeira ponte atirantada da Era Moderna, é a ponte de
Stromsund (Figura 2.3), na Suécia, desenhada por Franz Dischinger em 1955, entrando em servigo
um ano mais tarde e apresentando-se com 332 m de comprimento e vao central de 182 m. Hoje
em dia, a construgdo de pontes de tirantes é frequente, ja que se tornaram economicamente mais
viaveis que as pontes suspensas até um certo comprimento de véo.
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Figura 2.3 - Ponte de Stromsund, Suécia (1956).

Atualmente, a mais longa ponte de tirantes do mundo ¢é a ponte de Jiaxing-Shaoxing, na China,
com um comprimento total de 10.138 m, acomodando seis vias de transito e constituida por 6
mastros de 227 m (Figura 2.4). Destacam-se também as pontes Basarab Overpass, na Roménia,
pela maior largura de tabuleiro com 44,5 m (Figura 2.5); a Russky, na Rassia, com 0 maior Vo,
de 1104 m (Figura 2.5); a Centenario, no Panama4, fazendo a travessia de seis vias de transito sobre
o canal do Panama (Figura 2.6); a Octavio Frias de Oliveira, no Brasil, que cruza duas faixas de
rodagem sobrepostas, no mastro (Figura 2.7); a Vasco da Gama, em Portugal, sendo a ponte mais
longa da Europa (Figura 2.8); e a Zhivopisny, na RUssia, sendo a ponte de tirantes mais alta da
Europa (Figura 2.9).

Figura 2.4 - Ponte Jiaxing-Shaoxing, China (2013).



Figura 2.7 - Ponte Octavio Frias de Oliveira, Brasil (2008): a) fase de construcéo; b) em servico.

No entanto, algumas restri¢cdes surgem ao aumentar-se 0 vao SUSpenso, uma vez que os tirantes
induzem forcas de compressao muito elevadas no tabuleiro, e 0 comprimento e seccdo dos cabos
torna a obra economicamente pouco vidvel. Assumiu-se assim que a melhor opcao, para vaos
superiores a 1500 metros, seriam as pontes suspensas (Xanthakos, 1994).
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Muitas restricdes e obstaculos, no dimensionamento de pontes de tirantes, vao sendo ultrapassados
pela conjugacéo do progressivo desenvolvimento tecnoldgico dos sistemas estruturais e materiais
utilizados (aco e betdo), com os métodos numericos utilizados para analise estrutural .

Figura 2.8 - Ponte VVasco da Gama, Portugal (1998).

gy

Figura 2.9 - Ponte Zhivopisny, Russia (2007).
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2.3 Constituicdo e concec¢ao estrutural

Na era atual, as exigéncias estéticas para concecao de estruturas de elevado porte sdo globalmente
tomadas em consideracdo, como se referiu anteriormente. Pode-se considerar que, a parte das
exigéncias sociais e estruturais, a simbiose Homem-Estrutura-Natureza é o fator fundamental
quando se desenha e projeta uma ponte. Essas exigéncias passam por um sistema estrutural com
boas proporcdes, boa integragdo no ambiente, boa escolha dos materiais e da cor, com um fluxo
de forcas simples e com iluminacéo e simplicidade. Pode-se assim garantir que, além de cumpridas
as exigéncias sociais que levam a necessidade de construir uma ponte, é também assegurada a
integridade da paisagem onde a mesma se insere, quer no meio natural (Figura 2.10), quer no meio
citadino.

Figura 2.10 - Insercdo da ponte Centenario na paisagem natural do canal do Panama.

Uma ponte de tirantes é geralmente constituida por tabuleiro, mastros, tirantes, pilares e sapatas.
O tabuleiro, funcionando a compressao e a flexdo, é responsavel por suportar as cargas e transferir
os esforcos para os tirantes e pilares (Figura 2.11). Por sua vez, os esforcos recebidos pelos tirantes,
funcionando & tracdo, sdo transferidos para os respetivos mastros. Tanto os pilares, como 0s
mastros funcionam a compressao, sendo 0s primeiros responsaveis por transmitir os esforcos para
as sapatas, que por sua vez os transmitem para o terreno (Walther, Houriet, Isler, Moia, & Klein,
1999).
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Figura 2.11 - Fluxo de transmissdo de esforcos desde o tabuleiro, até ao terreno. Representam-se a verde as cargas
exemplo aplicadas sobre o tabuleiro; a laranja a transmissdo de esforcos dos tirantes, provenientes do tabuleiro, para
0s mastros e dos mastros para os pilares; a azul a transmissdo de esforcos do tabuleiro diretamente para os pilares; e

a castanho a transmissao de esforgos dos pilares até as sapatas.

Em geral, o tabuleiro é constituido por betdo armado pré-esforcado, sendo os tirantes de aco e 0s
mastros, pilares e sapatas em betdo armado. No entanto, a sua conce¢do em termos de sistemas
estruturais varia muito, existindo, hoje em dia, um vasto numero de estilos diferentes de sistemas
de suspensdo atirantados. A maioria das pontes de tirantes existentes consistem em dois panos de
cabos. No entanto, vérias sdo as que foram recentemente construidas com sucesso, apenas por um
pano central de cabos. O elemento final na determinacédo da disposi¢éo dos cabos é o espacamento
longitudinal dos véos.

2.3.1 Numero de panos de tirantes

2.3.1.1 Suspensdo central

Sob a acdo de cargas moveis, a deformada da estrutura depende essencialmente da rigidez dos
pilares e do sistema de suspensdo. O tabuleiro esta sujeito a deslocamentos impostos e a sua flexéo
longitudinal aumenta com a rigidez. A mais notavel vantagem destes sistemas é sem duvida de
natureza estética: a presenca de apenas um pano central evita qualquer percecdo visual de
cruzamento de cabos, conferindo-lhe uma elegancia inegavel, tal como se pbde verificar na ponte
Centenario ou no viaduto do Corgo (Figura 2.12). Esta impressdo de luz e naturalidade é ainda
maior ao serem usados mastros centrais delgados. No entanto, conceber mastros no centro das
faixas de rodagem implica aumentar a largura do tabuleiro e, ao lidar com pontes de grandes
dimensGes ou com vaos extensos, a utilizacdo de suspenséo central leva a excessivos esforgos de
torgéo.
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Figura 2.12 - Ponte atirantada com suspenséo central (viaduto do Corgo, Portugal, 2014).

2.3.1.2 Suspensio lateral

A maioria das pontes de tirantes construidas até a data sdo constituidas por sistemas de suspensao
lateral (Figura 2.13). A largura do tabuleiro depende da distancia minima da faixa de rodagem aos
mastros, podendo este problema ser contornado, concebendo as pernas dos mastros fora do
tabuleiro. Isto faz com que os mastros estejam colocados num plano exterior ao da ligagdo tirantes-
tabuleiro, levando a que, geralmente, seja necessario criar um equilibrio de flexdo transversa do
mastro, gerado pelo desvio dos cabos, através de ancoragens superiores.

Figura 2.13 - Ponte atirantada com suspensdo lateral (ponte Great Seto, Japao, 1988).
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2.3.2 Configuracédo longitudinal

Na Figura 2.15, estdo representados os sistemas de atirantamento mais comuns. Entre estes trés,
existem relacGes de vantagem e desvantagem, no que toca a sua inclinacdo com o plano horizontal
e ao local e tipo de ancoragem dos tirantes nos mastros. A componente vertical da forca num tirante
é semelhante em todos eles, mas quanto maior for o angulo que os tirantes fazem com o plano
horizontal, menor terdo de ser as suas secc¢des, diminuindo a sua area, e por isso diminuindo o
custo global da estrutura, ja que os tirantes sdo um dos elementos principais no custo destas obras.

Na Figura 2.15b, esta representado o sistema de atirantamento em leque, onde se pode observar
que todos os tirantes estdo ancorados no topo do mastro, fazendo com que os angulos com a
horizontal sejam superiores. No entanto, esta concentracao de esfor¢os no topo do mastro podera
produzir momentos fletores muito elevados sob acdes assimétricas ou acdes dindmicas, acabando
por ser significativo no custo da obra. Por outro lado, na Figura 2.15a, 0 sistema em harpa é
composto por tirantes paralelos, ancorados ao longo dos mastros, obrigando a conceber mastros
mais altos de forma a compensar a inclinacdo média dos tirantes. A Figura 2.15c, representa uma
opcao intermédia as duas anteriores, eliminando o problema da concentracdo de esfor¢os no topo
dos pilares e procura manter uma inclina¢do o mais elevada possivel. Todas estas opcbes passam
por fazer uma analise custo-beneficio, envolvendo o peso dos tirantes, a altura dos mastros e qual
a quantidade de esforcos nestes imposta. Devido a condicdes topogréaficas desfavoraveis ou a
necessidade de se apresentar uma estrutura com um reduzido impacto visual ou com o minimo de
obstaculos fisicos, pode surgir a situacdo em que a ponte tera de fazer a travessia com apenas um
vao. Dessa forma, sdo muitas vezes concebidos sistemas de tirantes com formas assimétricas
variadas, sendo limitadas apenas por razdes estéticas ou pelas condigbes geotécnicas,
como é, por exemplo, o caso da ponte Zhivopisny (Figura 2.9) e da ponte Samuel Beckett,
em Dublin (Figura 2.14).

Figura 2.14 - Ponte Samuel Beckett, Irlanda (2009).
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Sistemas de suspenséo atirantados classicos

a) SISTEMA EM HARPA

b) SISTEMA EM LEQUE

c) SISTEMA EM SEMI-LEQUE

Figura 2.15 - Sistemas de suspenséo atirantados: a) Sistema em Harpa, com tirantes paralelos e ancorados ao longo
do mastro; b) Sistema em Leque, com tirantes ancorados apenas no topo do mastro; c) Sistema em Semi-leque, com

tirantes ndo paralelos e ancorados ao longo do mastro.
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2.3.3 Espacamento dos cabos

As primeiras pontes de tirantes da Era Moderna foram construidas com um numero reduzido de
tirantes, por vezes espacgados de 70 metros (Figura 2.3). Isso fez com que as seccOes transversais
dos tabuleiros chegassem a tomar 5 metros de altura, um facto que nao € mais competitivo nos
dias de hoje, pelo menos para estruturas de grande envergadura. Uma espessura de tabuleiro tdo
grande requer uma grande quantidade de materiais e de equipamentos de elevacdo mais caros,
podendo, em casos extremos, levar a necessidade de se construir cimbramento.

Data de 1967, a primeira ponte que utilizava panos com varios tirantes, de espagcamentos
relativamente pequenos (Figura 2.16). Este sistema apresenta inumeras vantagens desde a
moderada flexao longitudinal do tabuleiro, devido aos varios apoios elasticos, até ao tamanho
reduzido dos tirantes, facilitando a sua instalacdo e substituicao.

Figura 2.16 - Ponte Friedrich Ebert, Alemanha (1967).

O espagamento maximo dos tirantes depende de varios parametros, em particular da largura e da
geometria da seccdo do tabuleiro, mas, acima de tudo, depende dos equipamentos de elevacéo e
de construgdo do tabuleiro. Se o tabuleiro for construido por sec¢fes pré-fabricadas, é necesséario
aplicar pré-esforco durante a sua elevagédo, de forma a encaixar as sec¢fes umas nas outras. Se,
por outro lado, o tabuleiro for betonado in situ, € possivel fazer uso direto dos tirantes para suporte
das aduelas.

2.3.4 Tabuleiro

Na altura em que se comecaram a construir pontes de tirantes, cujos panos continham um reduzido
numero de cabos, a espessura dos tabuleiros, geralmente constituidos por aco, era elevada e com
ela aumentava o peso préprio destes. Conforme foram surgindo pontes de panos com multiplos
cabos, foi possivel reduzir a espessura dos tabuleiros, surgindo os tabuleiros em betdo armado e
betdo armado pré-esforcado (Figura 2.17).
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Para pontes que usam suspensao lateral, é possivel usarem-se tabuleiros mais delgados, ja que os
esforcos de torcao sdo quase desprezaveis. Por isso, as suas dimensdes minimas sdo principalmente
influenciadas pela flex&o transversal e por cargas concentradas introduzidas pelas ancoragens dos
cabos. O aumento dos esforcos de flexdo longitudinal e transversal sdo proporcionais ao aumento
da largura do tabuleiro, fazendo também com que os esforgos nos tirantes sejam maiores. Deve-se
sempre procurar estabelecer um equilibrio entre a eficiéncia estrutural e o custo total da obra, apos
um estudo intensivo de todos estes fatores que influéncia a sua geometria e economia.

Figura 2.17 - Ponte Russky, Russia: a) construcdo do tabuleiro por avangos sucessivos; b) elevacdo de uma aduela

pré-fabricada do tabuleiro.

2.4 Monitorizacdo e controlo da seguranca

No projeto e orcamento de algumas estruturas ja se inclui a instalagdo de alguns instrumentos de
monitorizacdo, durante a fase de construcdo, em locais estratégicos, como sensores térmicos,
acelerébmetros, anemometros, extensémetros, entre outros (Félix, 2004). Estes aparelhos permitem
obter, quer em fase de construcdo, quer em servico, temperaturas, aceleracdes, deslocamentos,
rotacOes, extensdes, velocidade do vento, etc., que posteriormente sdo guardados e analisados em
computador. Estes computadores estdo entdo ligados a uma central de monitorizacdo onde podem
ser consultados os dados medidos com o objetivo de se avaliar a seguranca estrutural (Faria, 2010).

No caso particular dos acelerometros, tém como funcdo registar as aceleracdes de vibragdo de uma
estrutura em determinado local, em uma ou mais direcBes, sendo que acelerometros uniaxiais
medem vibracOes apenas numa direcdo (X, y ou z) e acelerémetros triaxiais medem as aceleracdes
nas trés direcdes (X, y e z). O nimero e os locais de instalacdo dos aparelhos variam conforme o
tipo de estrutura. Em pontes de tirantes, a acdo do vento e a acdo dos veiculos provocam vibracGes
importantes nos cabos, sendo por isso uma pratica corrente a instalacdo de um ou mais
acelerémetros nos mesmos (Caetano, 2007). Além de acelerémetros localizados nos tirantes
(Figura 2.18), é muito importante registar também as vibragdes do tabuleiro, pilares e mastros.
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Figura 2.18 - Acelerémetros instalados em tirantes para monitorizacdo de vibragoes.

Estes acelerometros obtém registos continuos que, através de analise e processamento de sinal,
permitem determinar os parametros modais da estrutura (configuragdes modais e amortecimentos
e frequéncias naturais). Este método passa por processar 0s acelerogramas registados, atravées da
transformada de Fourier, de onde se obtém os valores das frequéncias naturais da estrutura.
Conhecendo a massa da estrutura e sabendo que a frequéncia natural, f, é funcdo da rigidez, k, e
da massa, m, como se pode verificar pela equagdo 2.1, caso haja uma variagdo de frequéncias
naturais, podera significar a ocorréncia de alteracdo de rigidez da estrutura e, logo, possiveis danos

graves na estrutura.
1 f k
f=—.— (Hz) (2.1)
2n \m

Por outro lado, através desses registos € também possivel estudar o comportamento dinadmico da
estrutura e com isso calibrar os modelos numéricos, com vista a efetuar futuros calculos dinamicos.
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2.5 Consideragdes finais

Hoje em dia, as pontes e viadutos de tirantes sdo uma das solu¢des mais frequentes quando se
exigem obras que sejam simultaneamente estrutural e esteticamente muito eficazes. Este sistema
estrutural é cada vez mais escolhido para cumprir as exigéncias construtivas que sdo propostas e,
por isso, sdo cada vez mais estudadas. Dessa forma, tal como em outros tipos de estruturas, torna-
se necessario fazer a monitorizagdo da seguranga, garantindo que se mantém a sua integridade
estrutural e que continua a cumprir as exigéncias estruturais minimas.

Abordaram-se neste capitulo quais sdo essas as principais obras de arte atualmente em servico e
quais 0s metodos mais correntes para fazer a sua monitorizacdo. A utilizagdo de acelerdmetros
para medir as vibragdes de tirantes € uma forma de, através da analise dindmica, determinar
variagOes significativas nas suas tensdes. O mesmo se pode aplicar aos restantes elementos
estruturais, como o tabuleiro ou mastros, ja que permite determinar as caracteristicas dindmicas da
estrutura e, através da monitorizagdo continua, observar eventuais variagdes ndo expectaveis
nesses resultados.
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Analise dinamica de estruturas.
Ensaios de vibracao e modelacao
com elementos finitos de barra

“When you want to know how things really work, study them when they're coming apart.”
- William Gibson

3.1 Considerac0es iniciais

A monitorizacdo de estruturas através da medicdo de vibracdes com acelerémetros é cada vez mais
utilizada no controlo da seguranca. Utilizando técnicas de identificacdo modal analisam-se 0s
resultados das medicOes (registos de aceleracGes) e obtém-se as frequéncias naturais e as
configuracBes dos principais modos de vibracdo. Estas técnicas passam por converter os sinais
medidos em ondas harmdnicas, atraveés da transformada de Fourier. Ao analisar essas ondas ou 0s
correspondentes espetros de amplitudes e de fases, podem-se tirar conclusbes acerca do
comportamento dindmico da estrutura. Esse comportamento dindmico é como que uma identidade

prépria, intrinseca a geometria e materiais dessa estrutura (Chopra, 1995).

Fazendo a monitorizacdo constante e verificando variagBes nas caracteristicas dindmicas da
mesma, é possivel avaliar se ha variaces na sua rigidez, pois em geral ndo héa alteracGes de massa
significativas. Quando se detetam variacBes nas suas caracteristicas dinamicas, devem ser tomadas
medidas para avaliar se ha possiveis danos na estrutura. Outra vantagem da monitorizacdo de
estruturas, através do comportamento dinamico, é a possibilidade de se comparar os resultados dos
registos de vibracdo, com os resultados de modelos numéricos, em geral elaborados na fase de
projeto. Isto permite, logo apos a fase construcao, avaliar e comparar o comportamento global da
estrutura (aparelhos de apoio, ligagdes, rigidez dos materiais) previsto na fase de projeto, com o

comportamento real que se esta a verificar (Costa & Rodrigues, 2001).
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3.2 Fundamentos de analise dindmica de estruturas no dominio do tempo

3.2.1 Movimentos oscilatorios e equilibrio de forcas

No movimento oscilatorio de um sistema estrutural, como é o caso de um sistema simples
massa-mola-amortecedor, é necessario que se verifique o equilibrio de forcas, em cada instante de
tempo t, tal como se mostra na Figura 3.1, ou seja, em cada instante, deve ser nulo o somatorio
de todas as forgas envolvidas: forcas de inércia (f,), forgas de amortecimento (f, ), forgas elasticas

(f,) e forgas exteriores (f).

3.2.2 Osciladores com 1 grau de liberdade. Formulagéo classica e formulagdo no

espaco de estados

3.2.2.1 Formulacéo classica

Como se pode ver na Figura 3.1, as forcas de inércia estdo associadas a aceleracdo (i) e a massa
do corpo (m), as forcas de amortecimento ligadas a velocidade (u ) e coeficiente de amortecimento
(C) e as forcas elasticas ligadas ao deslocamento (U) e a rigidez da mola (k). Como se referiu, o
somatdrio de todas as forcas envolvidas, em cada instante, tem de ser zero.

f+f+f+f=0(-mi)+(cu)+(-ku)+f =0 (3.1)
M 7
. u=u(t)
<«
f=-c.i1 fe-k.u
— m AW
C fi--m.ii k
/ /

Figura 3.1 - Forgas envolvidas no movimento oscilatorio de um sistema massa-mola-amortecedor.

Da equacdo de equilibrio anterior surge a conhecida equagéo diferencial do movimento oscilatorio,
ou equacdo do equilibrio dinamico, para um sistema de 1 grau de liberdade (GL).

miu+cu+ku=f, (3.2)

. du . d*u
emque U=— e U=—-.
dt dt
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Nas tabelas seguintes, apresentam-se 0s varios tipos de regime oscilatorio que podem ocorrer,
nomeadamente: regime livre sem amortecimento; regime livre com amortecimento e regime

forcado com amortecimento.

Tabela 3.1 - Regime livre sem amortecimento.

Regime livre sem amortecimento

Equacéo do movimento:
mi+ku=0
(c=0; f=0)

Condigdes iniciais: u(0) =u, ; u(0) =v,

Solucéo geral:
u(t) = a cos (w,t) + b sen (oyt)

com aebeR e (oNz\/K
m

u(rn)A

Solucéo particular:

a=u,

u=uct)

Ve

Vo
U,

t(s)

Para obter a solucdo geral da equacéo anterior, pode-se admitir m=1 e k=1,
Ficando Ui +u = 0. Procura-se a fung&o u(t) cuja soma com a sua segunda derivada é zero.

Essa solugdo é da forma: acos(t) +bsen(t) .

Tabela 3.2 - Regime livre com amortecimento.

Regime livre com amortecimento

Equacao do movimento:
mi+cu+ku=0
(f=0)

Condicdes iniciais: u(0) =u, ; u(0) =v,

Solucéo geral:
u(t) = [a cos (w,t) + b sen (w,t)] e=*"

Wa= Oy 1-& %ZCLZ

crit 2\“( m

Solucéo particular:

u(m) a=u, b= Vo S0y,
u=uct
>
t(s)

V()
uU

A solucdo da equacéo anterior envolve o produto por uma exponencial negativa (a amplitude
da oscilagéo decresce, ao longo do tempo)
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Tabela 3.3 - Regime forcado com amortecimento.

Regime forcado com amortecimento

Solucéo particular:
Equacgdo do movimento: £ (kN

miu+cu+ku=f

Y

Condigoes iniciais: u(0) =u, ; u(0) =v, ) (s
A

u=u(t)
Solucéo geral:
u(t) = [a cos (w,t) + b sen (w,t)] et + u, (t)

 J

t(s)

e

U, -
|

Nesta situacdo, sdo contabilizadas todas as componentes atuantes no sistema
massa-mola-amortecedor, havendo uma forga exterior a atuar no corpo ao longo do tempo.
A solucdo geral da equacdo € dada pela soma da solugdo geral de vibracao livre com
amortecimento (solucao da equacdo homogenea), com uma parcela correspondente a uma

solucéo particular u, (t), considerando a forca aplicada f = f(t) .

A componente da solucéo particular, u, (t), considerando, por exemplo, uma forga continua, como
é 0 caso da acdo sismica ou do vento, pode ser obtida através da sobreposicao das respostas a uma
sequéncia de impulsos infinitesimamente préximos (Figura 3.2 e Figura 3.3). Esta sobreposicao
pode ser traduzida por um integral de convolugédo, designado por integral de Duhamel, que
corresponde a solucdo particular:

t
U, (t) = f(t) * h(t) = [f(r) h(t - ) dt (3.3)
0
em que:
Funcdo de resposta a um impulso unitario no | Funcao de resposta a um impulso unitario num
instante inicial t=0 instante genéricot =1
R T 1 couen
h(t) = ——e™=""'sen(w,t) h(t-t)= ——e™""" "sen(w, (t - 1))
mm, m o,
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ft) }

€)

ut)
A ht-1)

-

&)

Figura 3.2 - Representacdo de um impulso unitério e da sua resposta para o instante genérico t = t.

faN) A

£

()

Figura 3.3 - Representagdo esquematica da aproximacéo de uma forca com variagdo continua ao longo do tempo
através de uma sequéncia de infinitos impulsos infinitesimalmente proximos. Por exemplo a variacéo de forga que o

vento exerce numa estrutura, ao longo do tempo.

Para condig@es iniciais ndo nulas, ou seja, u, =0 e U, # 0, a solu¢do para um sistema oscilatério
em regime forcado com amortecimento pode ser dada pela equacéo:

t
u(t) = [a cos (m,t) + b sen (ooAt)] e + [f(t) h(t- 1) dt (3.4)

Para calcular numericamente o integral de convolugdo anterior pode-se recorrer a0 método de
integracdo por trapézios, que consiste na aproximacgdo da area sob uma curva, através da soma de
areas de trapézios (Figura 3.4). No entanto, com este método, o calculo computacional torna-se
pouco eficiente devido a que, para cada instante de tempo, é necessario efetuar uma integracdo
completa. Para melhorar a eficiéncia computacional, recorre-se a uma férmula recursiva, em que
a variacdo das forcas ao longo tempo é definida por trogos lineares. Este método recursivo tem a
vantagem de resolver a equacgdo do movimento independentemente para cada um dos intervalos
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da discretizacdo, assumindo que as condigdes iniciais de deslocamento e velocidade de um dado
intervalo sejam as condigdes finais do intervalo anterior.

f(N) A
1G)
£

| ~
NIV \
= \

€

Figura 3.4 - Representagdo de uma historia de carga definida por trogos lineares.

Para isso usa-se a equacdo matricial seguinte, correspondente a referida formula recursiva (Chopra,
1995):
l..li+l:A Blluy +C D|| f, ’ (3.5)
Uiy A B[l C' D||f,
§

A =gt {—Sen((oAAt) + cos((nAAt)]

B =g (i sen(wAAt)J

Wa

em que:

At 1At
C=|h(At-t)dt - — h(At-t) dt=
.([ (At-1)drt At-!; T h(At-1) dt

_1)028 w128 & i 28
= {mNAt +e [{wAAt ﬁ]sen (0AL) (H mNAtjcos(mAAt)”

At 2
= i[ T h(At-1) dr=%{l - %-f- g o {Esen(mAAt) + 225 o (mAAt)}}
0 Oy

0, At oAt
A= ettt PN cen (), At
[Jl—éz o )J

B' = gionAt AAL) - 5 AAL
e [cos(m ) = sen (o )}
1)1 e @y g 1
¢= k{ A S [[x/1-2;2 i }en(mAAt) T COS(@AN)]} oo
D = kimll - pondt [%ﬁzsen (mAAt) + cos((x)AAt)}]
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3.2.2.2 Formulacdo no espaco de estados

Nesta formulacdo de estado (em deslocamento, u, e velocidades, v), parte-se uma vez mais da
equacdao diferencial do movimento (equacéo de 22 ordem), e procede-se a uma mudanca de variavel
U =v, com vista a obter um sistema de duas equages diferencias de 12 ordem:

o _ u=v
mi+cu+ku=f Q{m\'/(t)+cv(t)+ku(t):f(t) (3.7)

que pode ser escrito também sob a forma:

u=v
3.8
u(t) = - u() - v+ 9 ¢9
m m m
m o u V“
I um ot
k Uy | 7 o
| > 'u
c ‘ t

I'T_LI" rmTm

Figura 3.5 - Modo de vibracéo natural de um modelo de 1 GL. Representacdo no dominio do tempo e no espaco de

estados.

Reescrevendo as equacdes anteriores sob a forma matricial obtém-se:

y 0 1 0
\Y} -mk -mc||v m (mek) m)

—~

3 A X B

Para resolver esta equacdo de estado é conveniente proceder a sua diagonalizacdo através da
decomposicdo da matriz de estado em valores e vetores proprios.

Matriz de estado Matriz de estado diagonalizada
A:@EZ"E @El A‘E:(l)_El é@E
(mck) (mck)
em que:
Valores proprios Vetores proprios
A0 11 i | A -l
Ae = _ O.= _ o= L=-Eoytio
o {0 J oF [x J T 20, {-x 1} SO0
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A diagonalizacéo da equacéo de estado x = Ax + Bf obtém-se efetuando a mudanca de variavel
X=®_ z, vindo entdo

®, 2= A O z+Bf (3.10)

Multiplicando ambos 0s membros por (1)'51 fica

2=); 2+ O} Bf (3.11)

0 que equivale a escrever

e[ o] [, i [ o1
v 1o 3| [v¢| 2ma,| 1 (3.12)

Obtiveram-se, assim, duas equacdes diferenciais desacopladas de 12 ordem cujas solugdes sao

. i
U*(t) =Uu, eM' m -([ek(t )f(T) dt

. (3.13)
* 7 | 3
vA(t) = v, et + eV f(1)de
O=voes oo [ ()

ou, em vibracao livre (forcas nulas)

u*(t) = u, e [u*(t) =u, e

2 o © o (3.14)
VA(t) = v, et | vE() = v, et

Efetuando agora a transformacé&o para coordenadas estruturais X = @, z obtém-se

I I =
- - \ A A VE

V=Au*+AvF

0 que, no caso da vibracéo livre em analise corresponde a escrever

— T gt * Akt
{U—er v, e

A (3.16)
v=2Au, e+ Av, e
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Dado que as condigdes iniciais implicam que, parat =0, se tenha

u*_u_0+ Vo Uy Sy i
_ * * 0o~
U,= U, +V, 2 20,
. . & , (3.17)
Vo=Au,+Av, V*:U_O_V0+u0§mNi
0
2 20,

~ . -~ * * 5 . 7
entdo, efetuando a substituicio em u=u,e* + v,e"" e aplicando a formula de Euler para os

complexos obtém-se, tal como no caso da formulacdo classica, a seguinte solucdo em

deslocamentos (vibracdo livre com amortecimento)

A

u(t) = {uo cos(m,t) + [M)sen(%t)} etont (3.18)
®

tal como se pretendia, para ilustrar a aplicacdo da formulacdo de estado. Na Figura 3.5 representa-
se graficamente a resposta do modelo de 1 GL no seu modo natural de vibracdo, com
amortecimento, num grafico tempo-deslocamento e no espago de estados (grafico no plano

deslocamento-velocidade).
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3.2.3 Osciladores com N graus de liberdade. Formulacéo classica e formulacao no

espaco de estados

A equacdo diferencial do movimento na forma matricial surge na analise dindmica de estruturas
discretizadas (elementos finitos de barra, de casca, ou tridimensionais) na conhecida forma:

mi+cu+ku=f, (3.19)
em que:

Matriz de massas | Matriz de amortecimento | Matriz de rigidez

m c K
(NeL X NeL) (NeLX NeL) (NeLX NeL)

Vetor dos deslocamentos Vetor das velocidades | Vetor das acelerages | Vetor das forcas

u u 1] f

A resolucdo do anterior sistema de equacdes diferenciais pode ser efetuada diretamente no dominio
do tempo, escolhendo uma adequada discretizacdo temporal e um adequado método numeérico para
a resolucdo das equac6es diferenciais ordinarias. Ap0s proceder a respetiva diagonalizacao, este
sistema poderéa ser facilmente resolvido, recorrendo a transformacdo de coordenadas estruturais
para coordenadas modais:

u=oq, (3.20)
sendo @, a matriz modal classica.

3.2.3.1 Normalizacdo da matriz modal relativamente a matriz de massas

Geralmente, recorre-se a normalizacdo da matriz modal relativamente a matriz de massas, de forma
a simplificar os componentes da equacao diferencial do movimento. Através da equacdo seguinte,

determina-se o coeficiente a, que ira entdo depois multiplicar na matriz modal:

m 0 0] [¢,
Mz(l):mq)n=1<:>an [(I)ln (I)Zn ¢3n:| 0 m 0 a, ¢2n :11 (321)
0 0 m] |9
de onde se obtém:
a, = 1 (3.22)

Jm (0% + 0% +0%)
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3.2.3.2 Formulacéo cléssica

Nesta formulacdo, a matriz modal ¢ calculada para a hipotese de amortecimento nulo, resolvendo
0 seguinte problema de valores e vetores proprios:

¢, =0 (3.23)

que, como se sabe, tem solucdo ndo nula (indeterminada) se for ‘I_( -mo?’|=0.

A partir desta equagéo e entéo possivel determinar a matriz modal (de dimensédo Ng % N, ), que

permite diagonalizar o problema, recorrendo a mudanca de variavel, para coordenadas modais,
u=®q, vindo

m®§(t) +c@q(t) +k ®q(t) =£(t) (3.24)

Multiplicando ambos os membros por @', obtém-se a equacdo diagonalizada (NeL equacdes
diferenciais independentes):

O m®@(t) +@" c@q(t) + O kPq(t) =0 f(t) (3.25)
ou
M g(t) +C g(t) + K g(t) =, (1) (3.26)
em que
1
M=0' m®= =1 (3.27)
1
0
K=0"k®= (3.28)
oy
2 ‘:Nlle
C=0" cP= (3.29)
2§NGL NeL
Ea (1) =27 £(1) (3.30)
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Quanto a matriz de amortecimento, considera-se em geral, a hipdtese de amortecimento
proporcional de Rayleigh:
c=oam+pk (3.31)

Por fim, de forma a obter um sistema de equacdes diferenciais ordinarias, em t, que podem ser
resolvidas independentemente, substituem-se todas as equacOes da equacdo matricial (3.26) pelos
respetivos componentes, obtendo-se a equacdo matricial:

G(t) +2& oy q(t) +or q(t) =E, (1) (3.32)

A vantagem desta equacgéo tem a ver com a possibilidade de se resolver independentemente cada
uma das equacdes, ja que todas elas sdo equacbes diferenciais desacopladas.

4, +2& oy q, +of g =F..

b, +2& oy q, +o’q, =F (3.33)
n n N, n n n n

m
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3.2.3.3 Formulacdo no espaco de estados

Com a formulacdo de estado é possivel considerar amortecimento generalizado (matriz de
amortecimento ndo proporcional as matrizes de massa e de rigidez globais) e ainda assim
diagonalizar o problema. Tal como para 1 GL, procede-se a mudanga de variavel 0=v,
obtendo-se um sistema de 12 ordem, nas varidveis de estado deslocamentos e velocidades,

a() = v

, (3.34)
m v(t) + ¢ v(t) + k u(t) = f(t)

mu+cu+ku=f @{

Nesta equacdo € usual considerar que o vetor das histdrias de forgas aplicadas f(t) néo envolve,
em geral, NgL historias de forcas independentes, podendo ser escrito na forma:

f)=sf( (3.35)

em que f(t) contém apenas n, histdrias de forcas (em geral n, é << NgL) e a matriz s indica os
GL em que se aplicam as referidas histdrias de forcas (matriz com 0 e 1). Assim pode-se escrever:

act) = v() (3.36)
V() =-m ku() -m7c v() + m’s f (1) '
Convertendo o anterior sistema para a forma matricial
um|_| O 1 {ju® 0
L;/(t)} _[- m'k - m‘lg} {\!(t)} J{WJ L0 (3:37)

X A X B

é possivel obter a seguinte forma mais compacta, denominada equacédo de estado do movimento
para um modelo estrutural discretizado espacialmente:

%= A x+B f (3.38)
(mck) (ms) ~
em que:
Matriz de estado Vetor de estado Matriz B Vetor f
A X B f
(mck) ~ (ms) ~
(2NeL x 2NoL) (2NeLx 1) (2NeLx n,) (n, x1)
. . Envolve valores nulos e a
Envolve as propriedades Contém as inversa da matriz de massa e ) o
do sistema estrutural variaveis de 2 distribuicio espacial das Contém as historias
discretizado, referentes & estado: histérias degfor ag -olicadas de forcas aplicadas
distribuicdo de massa, deslocamentos e 6as ap (em geral n, <<NgL)
. o - pelos GL do modelo
amortecimento e rigidez velocidades . .
discretizado
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Para se proceder a diagonalizacdo da equacgéo diferencial anterior, procede-se de igual modo a
(3.20) mas utilizando uma transformacdo de coordenadas estruturais para coordenadas modais,
recorrendo a matriz modal de estado, @ :

U=, z (3:39)

A matriz modal de estado é uma matriz cujas colunas correspondem aos vetores proprios da matriz
de estado A . A sua determinagédo corresponde a resolver o seguinte problema de valores e vetores
proprios (dimenséo 2Ng x 2N, ):

A (PEZXE (PE <:>|: (é)-}\'El:H)E:

o

(3.40)

que fornece, para além dos 2N, vetores proprios que constituem as colunas da matriz @, os
correspondentes 2N, valores proprios (de estado) A.. Dado que a matriz de estado A é ndo
simétrica verifica-se que os seus valores proprios sdo complexos, assim como as componentes dos
correspondentes vetores proprios, sendo importante ter em conta as seguintes relacdes

A= L Q A= . A }\‘nz 'én(‘)n +i (Dn\fl 'éi
—E 0 )_\, - n . Con;{%%?ente Componente
- - Imaginéaria
_ (¢, - componentes complexas)
o —| Qe P o _[ 0 ]
=E (PUE L (l)uE 7_\‘ = uE rn
(n=12,...Ng )

onde |x,|| < [An.]l, & representa o conjugado de A e @, representa o conjugado de @, .

Os valores complexos calculados correspondem a existéncia de modos ndo estacionarios e, assim,
para um determinado modo n, a vibracdo em cada GL j pode ser descrita como uma onda
harmonica, com decaimento, ficando completamente definida através dos seguintes quatro
parametros (extraidos a partir dos valores complexos):
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Frequéncia natural do modo n:

®,=|A, | (3.41)
Amortecimento do modo n:
-Re(A.)
= . 3.42
5= (3.42)

Amplitude da vibragdo do modo n, no GL m:
p(nm) :‘q)(n m)‘ (343)

Angulo de fase da vibracdo do modo n, no GL m:

Im ((D(n m))} (344)

0, = arct
o g( Re ((D(n m))

em que “Im” indica a parte imaginaria ¢ “Re” a parte real do nimero complexo em causa.
Conhecendo estes parametros pode-se definir a variagcdo das amplitudes ao longo do tempo de uma
configuracdo modal n segundo um GL m, através da seguinte expressao

U my = [Re((l)(nm)) cos(®,t) + Im(D,,) sen((ont)] e = (3.45)

E importante referir que os méaximos atingidos, pelas ondas determinadas através deste método,
ndo sdo simultaneos nos varios pontos da estrutura.

Pela definicdo de valores e vetores proprios de uma matriz pode-se fatorizar a matriz A tendo por
base a matriz dos seus vetores proprios @, e a matriz diagonal dos seus valores proprios A, ou
seja:

A=, }, O} (3.46)

(mck)

Finalmente, a diagonalizacdo da equacao de estado obtém-se através da mudanca para coordenadas
modais (X = ®. z) e introduzindo (3.46) em (3.38), ficando

Qe 2=

1>

®.z+Bf (3.47)

o ms)

)
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de seguida, multiplicando ambos os membros por @;51:

2=2. z+ @} B f (3.48)

ms

—~
<

e, por fim, obtém-se a forma final da equacdo de estado em coordenadas modais:

Z=hegztLf (3.49)
em que
Vetor das coordenadas Vetor das derivadas das Matriz dos fatores de participacéo
modais de estado coordenadas modais de estado modal na representagéo de estado
z=12() 2=12() Le=@: B
(2NeLx 1) (2NeL x 1) (2NeLx n,)

Assim, o sistema (3.38) é convertido num outro sistema de 2N, equacGes diferenciais
desacopladas, de 12 ordem, do tipo

2(t)-A z()=1 () (n=1,2,...,2Ng, ) (3.50)
sendo a sua solucdo dada pela formula recursiva

1-At) (=™ - D+ A .. AR el
Zn(tm)=ekEA‘-Zn(ti)+At.( Je= - Dr A f (ti)+At,(1AL

E E

f*(t.,)(3.51)

onde At corresponde aos incrementos de tempo considerados na descricdo da variacdo temporal
das forcas aplicadas.
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3.3 Fundamentos da analise dindmica de estruturas no dominio da
frequéncia. Ensaios de vibracao

Na medicdo de vibragbes em estruturas de betdo armado, como é o caso das pontes, a fase de
processamento e analise dos sinais medidos é importante para a obtencéo de resultados fidveis
sobre o comportamento dinamico das obras. A fase de processamento tem como principal funcéo
remover as componentes espurias dos dados, enquanto a fase da analise tem o objetivo de
apresentar os dados experimentais numa forma possivel e mais fécil de interpretar, fazendo
ressaltar aspetos importantes que neles se encontram camuflados.

3.3.1 Analise de sinal

3.3.1.1 Dos sinais continuos aos sinais discretos

Para se partir para a analise de um sinal medido, no dominio da frequéncia, é antes preciso analisar
como € utilizada a Transformada de Fourier para fun¢des definidas no tempo. Uma funcéo
continua ao longo do tempo, cujo seu dominio esta definido em [0,+o[ , é transformada para o
dominio da frequéncia através de um integral de Fourier. No entanto, uma mesma funcgéo continua
mas definida num intervalo limitado [O,T] é transformada para o dominio da frequéncia, atraves
da série de Fourier. E ainda possivel ter-se um sinal limitado e discreto, tais como os sinais obtidos
em ensaios de vibracdo, sendo definidos por fungdes descontinuas e limitadas. Deve-se ao facto
de que, num ensaio de vibracéo, os sinais medidos sdo um conjunto de registos de, por exemplo,
aceleragdes, num dado instante. Obtém-se por isso um conjunto de valores da grandeza medida,
ao qual chamamos um sinal discreto. Esse sinal discreto €, posteriormente, transformado para o
dominio da frequéncia, através da Transformada Discreta de Fourier (TDF).

Na medicdo de vibracGes utilizam-se normalmente transdutores (por exemplo, acelerometros ou
microfones) que permitem a medicdo de séries temporais de dados correspondentes, em geral, a
aceleracGes ou velocidades. Estes transdutores fornecem diretamente séries de dados
correspondentes a valores de tensdo elétrica varidvel, sendo estes proporcionais ao parametro
fisico que se pretende observar com o transdutor utilizado o qual corresponde a um registo
continuo. Estes registos continuos (Figura 3.6a) podem ser representados através de uma sucessao
de valores, normalmente espagados entre si de um dado intervalo de tempo fixo (At),
designando-se, por isso, como registos discretos, cujos valores numéricos sdo designados por
dados (Figura 3.6D).
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t, e T=(0, At 2At, T:Nm}|
At
\ A | iR 3 |
MAVAVARE
a) b)

Figura 3.6 - Exemplo de um sinal: a) continuo; b) discreto, ou amostra.

Ao referido conjunto de dados d&-se a designacao de série temporal, ou amostra, com dura¢édo T e
intervalo de tempo At. A designacdo dada ao processo em que se passa de um registo continuo
(sinal anal6gico) para um registo discreto (sinal digital) é amostragem, muito a semelhan¢a do
processo de conversdo do sinal elétrico, proveniente de um microfone (transdutor), para sinal
digital, como a linguagem binaria dos computadores (Figura 3.7). A amostragem baseia-se,
portanto, na aquisicdo de uma “amostra” que pretende representar o sinal continuo. Esta
transformacéo é assegurada pela acdo dos designados conversores analdgico/digital (A/D).

Transdutores

Vibragoes

Sinal Analégico \
Amostragem
/L,\Wm‘\} /‘\\V At >
RAVAVA
Sinal Digital, ou amostra

Conversores A/D

Fisi ~___—» Acelerémetro
isicas

‘ % |,
‘1 ‘H\ \H‘Nt
Figura 3.7 - Processo de obtencdo de uma amostra de vibragdo, através da conversao de sinal analdgico-digital.

A amostragem de um sinal u(t), definido num intervalo de tempo [0, T], consiste na obtencdo de
uma série de N+1 valores u, , espacados de um incremento de tempo constante At

u,=ut,) . t,eT={0, At, 2At, .., T=NAt} (3.52)
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Dada a regularidade temporal do processo de amostragem, admite-se que as séries temporais
resultam de uma amostragem periddica, o que faz com que sejam constituidas por valores
equidistantes no tempo. Ao espacamento temporal At, da-se a designacdo de intervalo de
amostragem, ou periodo de amostragem e a partir deste surge a definicdo de frequéncia de
amostragem, f_ ., que corresponde ao nimero de amostras efetuadas por unidade de tempo

Foms =i (Hz) (3.53)

Um ponto bastante importante, no que diz respeito ao processo de amostragem sera qual o intervalo
de amostragem a eleger. Assim, a primeira vista, pode-se pensar que a desejada reconstrucao do
sinal, a partir da série, é tanto melhor quanto menor for o valor de At, mas esta condi¢ao por si SO
ndo e suficiente pois, no caso de o valor de At ser extremamente pequeno, obter-se-a informacéo
redundante (série com demasiados pontos), o que pode provocar um esforco computacional

desnecessario.

A escolha da frequéncia de amostragem a adotar ao nivel dos conversores analogico/digital
depende, em grande parte, do tipo de vibragdes que se pretende medir ou seja, depende do tipo de
estrutura, do tipo de excitacdo e do tipo de andlise que se pretende efetuar. Por exemplo, a
frequéncia de amostragem a adotar num ensaio de medicdo de vibracGes numa estrutura de grande
rigidez, em que as frequéncias naturais de vibracdo dos primeiros modos de vibracao sdo da ordem
das vérias de dezenas ou centenas de Hz, tera que ser certamente superior a frequéncia de
amostragem que se deve adotar num ensaio de medicdo de vibra¢es numa grande ponte, em que
as frequéncias naturais dos principais modos de vibracdo sdo inferiores a 1 Hz.
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3.3.1.2 Analise espetral. Conceitos fundamentais

Uma onda harmonica

Aparentemente, a partir das séries temporais correspondentes a medicao de vibra¢fes num ponto
ou em varios pontos de uma dada estrutura, parece dificil obter informacé&o util sobre essa estrutura.
No entanto, recorrendo a analise de Fourier ou analise espetral, é possivel efetuar a decomposicéo
em ondas harmdnicas (Figura 3.8) de cada um dos registos medidos e, a partir do conhecimento
dessas ondas, podem-se determinar 0s principais parametros modais da estrutura.

‘ u(t) = acos (o.t) + b sen(w.t) ‘ o =21/T f=1/T
u(t) e - Amplitude da onda
A 1 ( svat T - Periodo da onda
- Frequéncia da onda (rad/s)
Vaa N\ f - Frequéncia da onda em Hz ou ciclo/s
\ Ug T - Posicéo do ponto maximo (valor entre 0 e T)
a=U \“’ / ¢ - Angulo de fase (valor entre 0 e 27)
0 —p
/4 T2 3T/4 _2n L
T
\ // R
T=/o
‘ u(t) = A cos(o. (t -1:))‘ ‘ u(t) =A cos (ot - 0) ‘ u() = Re( ot (I)))
= aZ + 2
b
b arctg (L) a>0, b>0

(1) ={ arctg (%) +2rn a>0,hb<0

arctg (%) +7 a<0

Figura 3.8 - Funcdo do tipo onda harmonica e as véarias formas de a representar (Oliveira, 2013).

A andlise de Fourier de um dado sinal, consiste em transpor esse sinal, definido no dominio do
tempo, para o dominio da frequéncia, através da sua decomposicdo em ondas sinusoidais com
amplitudes e frequéncias variaveis.
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A Transformada Discreta de Fourier

Um sinal é uma fungdo real f(t,), de variavel real discreta t, , definida discretamente no dominio
do tempo, em intervalos de tempo iguais (de comprimento At) num periodo de tempo finito de
comprimento total T. A variavel discreta t, assume Np = N + 1 valores entre 0 e T, sendo
N=T/At,ouseja, t, €T = {O, t, thyens by oen ,T=N><At} ), sendo por isso possivel obter a sua
decomposicdo em ondas harmonicas, também elas definidas de forma discreta, recorrendo a TDF.
Esta decomposicao pode ser visualizada através do esquema apresentado na Figura 3.9, onde se
mostram, em perspetiva, as ondas cuja soma permite reconstituir a funcéo original f(t,) e o espetro
F(w,) correspondente as amplitudes de cada uma das ondas.

Omay

Deminio da frequéncia

Onda 10

- )
Onda 9

Espetro de amplitudes  aw

bﬂvﬂwﬂwﬂvﬁ
: /% vf\v/\\j/)/ Onda 4

F( [’)n)

¢<L' ’7
{ Py
. <, Onda 2
- V/\/
)/ o T d
0 Onda0 =<
A . / Valor médio de fit,) no intervalo T
A S |II |'I'\\ .l'lll'u I|'.\'/'l' s/ -~
OV ¥ I'./\j ! \‘u" I'.!/“r T ¥ Dominio do tempo
H

Fungio de varigvel discresa (N intervalos, N = 20)

| f(t,)=0Onda0+Ondal+ Onda2+0Onda3+__ +Ondan+ . +OndaN/2

Dominio do tempo f{fy): T ><,i\.t - %
Dominio da frequéncia F(ma): @y, = i—t” Aw= ::I_T

Figura 3.9 - Transformada discreta de Fourier. Decomposi¢do em ondas sinusoidais (Oliveira, 2013).

Como referido, a expressao que representa uma onda harmonica, de frequéncia o,, definida
discretamente em funcéo da varidvel t, €T , pode ser escrita na seguinte forma trigonométrica

onda n =a,cos(m,t,) +b,sen(w,t,) (3.54)

A ideia principal da andlise discreta de Fourier é que, com um somatério de n ondas como o
anterior, € possivel aproximar uma qualquer fungéo de varidvel discreta, definida por pontos num
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intervalo finito de comprimento T. De facto, a pretendida aproximacédo é dada pelo seguinte
somatorio envolvendo uma fungdo constante, igual ao valor médio de f(t,), e N/2 ondas
harmdnicas

f(t,) =c®+ondal +onda2 +...+ondan + ... + onda N/2 (3.55)

Considerando Aw=2x/T, as frequéncias (em rad/s) das ondas indicadas devem ser

o,= Ao, 0,=2A0, ..,0,=nAo, ... ,0,= N2Ao (3.56)

Desta forma a funcéo f(t,) pode ser escrita como

N/2
f(t,) = c“+>_(a,cos(w,t,) + bysen(o,t,)) , com ©,=nAo e t=kAt (3.57)

n=1

bastando agora determinar os coeficientes a, e b, das vérias ondas.

Devido ao facto das ondas apresentarem periodos submdltiplos de T, o valor médio de cada onda
em T é sempre nulo. Assim, recorrendo a notacao <f(tk)>T para designar o valor médio de f(t,) em
T, tem-se que

(f(t,)); = (c*) +(ondal) + (onda2) + ..+ (ondan) + ..+ (ondaNi2) ~(3.58)

| — | ——
0 0 0 0

Donde se conclui que a constante corresponde ao valor médio da fungdo f(t,) em T (Figura 3.10)
e é entdo dada por

N
c® =v, = (fit,)), = =D f(t,) At, t,=kAt  (Nota: T,=N,At=T+At)  (3.59)
k=0

1
Tp

@) Para o caso de uma funcéo f(t) de variavel continua, definida num intervalo [0,T], o correspondente valor médio
T

1
ndo é calculado através de um somatdrio, mas sim com base num integral: V,, = ?J’f(t)dt )
0
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f©

T t

Figura 3.10 - Valor médio de uma fung&o.

Para o calculo dos coeficientes das varias ondas é conveniente comecar pelo coeficiente a,
(onda 1). Neste caso é util verificar que o valor médio, em T, de cada onda multiplicada por
cos(w,t,) é sempre nulo, com excegdo do caso da prépria onda 1, logo

((t,) Cos(oaltk)>T=<onda1 cos((oltk)>T=<al cos’ ((oltk)>T+<bl sen(m,t) cos((oltk)>T=a—21 (3.60)

a,/2 0

assim o valor do coeficiente a, corresponde ao dobro do valor médio em T da fungdo f(t,)
multiplicada por cos(w, t,) 0 que pode ser generalizado para todas as ondas, ficando

a,= 2.(f(t,).cos(w,t,)). =2x Tiif(tk ).cos(®, t, ) At (3.61)

p k=0

Do mesmo modo calcula-se o coeficiente b,, s que em vez de se multiplicar por cos(w, t,)
multiplica-se por sen(w, t.), ou seja

b, = 2.(f(t,)-sen(w, t,)), =2><Tiif(tk).sen(contk)At (3.62)

p k=0

Verifica-se assim que a obtencdo dos coeficientes das ondas harménicas em que se decompde uma
fungdo f(t,), definida em T, resume-se basicamente ao calculo de valores médios. Conclui-se que
a fungdo f(t,) é representada, no dominio do tempo, apenas por um grafico f=f(t,), mas no
dominio da frequéncia passa a ser representada por dois graficos: a,=a(o,)e b,=b(w,). O mais
habitual é utilizar os graficos de amplitude A,=\/a’+b’=A(w,) designado por espetro de
amplitudes, e da fase @, =arctg(b,/a, )= ®(w, ) designado por espetro de fases.
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Por fim, importa salientar que a equacao (3.57) pode ser escrita de uma forma mais compacta,
conseguida através da representacdo complexa das fungdes trigonométricas, recorrendo a formula
de Euler dos nimeros complexos e = cos(x) + i.sen(X), que permite escrever

ei ot 4 e—imnt _ieimnt_l_ ie—icont
cos(w,t) = — e sen((nnt)Zf (3.63)

introduzindo estas igualdades em (3.57) e desenvolvendo a expressao tem-se

N/2 oty -ty ialonte 4§ ationty
ft) =v,+> | a, € 're +b, e Trie (3.64)
n=1 2 2
a qual pode ser simplificada e reescrita da seguinte forma
N2 a -ib,
f(t,)= > T g%, o =nAm, -N2<n<N/2 (3.65)
n=-N/2
Tendo em conta que
-|b 1y 13 -iopt
= —z (tk) COS((D t,)-isen(o, tk) = —Z ). "RAt (3.66)
T, & T, &
e-lu)n tk
define-se TDF da funcéo f(t,) em T, como sendo a fungdo complexa F(w,) dada por
N - a -ib
Flo,) =D fit).e™"At= "—"T,,  o,=nAw, -N2<n<N/?2 (3.67)
k=0

Assim, a expressdo que traduz a aproximacdo de uma fungdo f(t,) em somatério de Fourier na
forma complexa pode ser escrita em termos da TDF da seguinte forma

1 N/2 )
f(t,)= — > Fo,) " (3.68)
Tp n=-N/2

A representacdo grafica da TDF pode ser efetuada recorrendo a dois graficos espetrais, um
correspondente a parte real e outro a parte imaginaria. De forma equivalente, pode-se também
representar a TDF em termos de um grafico de amplitudes e de um grafico de angulos de fase,
sendo esta Gltima uma opgdo muito utilizada, tal como ja foi referido.
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Para o caso de sinais x(t) correspondentes a fun¢des de variavel continua, definidas num intervalo

limitado [O,T] a pretendida aproximagé&o de x(t) é dada, ndo por um somatério de ondas, mas sim

por uma série de ondas, denominada série de Fourier (“soma de infinitas ondas de frequéncias

on = N.Aw, n =0,1,2, ...”). Para sinais representados por fungdes de variavel continua definidas

num dominio ndo limitado do tipo [0, +00 [ , a pretendida aproximacéo de Fourier é dada por um

integral, denominado integral de Fourier, o qual corresponde a uma “soma de infinitas ondas de

frequéncias infinitesimalmente proximas” (Oliveira, 2013). Apresentam-se na Tabela 3.4 as

fungdes x(t) e respetivas formulas que representam cada tipo de sinal.

Tabela 3.4 - Aproximacdo de sinais através de sobreposicéo de ondas harménicas.

Sinal discreto [0,T] Somatorio de Fourier
A
/A\ xX(® N
/ v x(t) =) (a,cos(w, t) + b,sen(w, t))
/ [\ N > O 2
e,/ \\‘\ SN t em que ® = n.A® e Ao ===
\ / \\ AU tn T
\| ’,/ \\ //
N/ % _
T .
Sinal continuo [0,T] Série de Fourier
A
X (t) w
X(t) =) (a,cos(w,t) + b,sen(w, t))
y AN > 0 ,
t \/ \/ ¢ em que o, =n.Ao e Ao =&
t, T
< T >
Sinal continuo [0, +o | Integral de Fourier
A
X () o
\ X(t) =j(ancos(mnt) +b,sen(o,t)) Ao
A | o
0 \/ \/ \/M@ t emque T —
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3.3.2 Anadlise espetral utilizando software disponivel no mercado

Atualmente existem programas com modulos computacionais para calculo de TDF, baseados num
algoritmo de grande eficiéncia, designado por Fast Fourier Transform (FFT). Com este algoritmo
podem-se calcular rapidamente os pardmetros a, e b, das ondas harménicas apresentadas na
Figura 3.9. Para aplicar o algoritmo FFT a um dado sinal pode-se recorrer a funcdo fft() do
MATLAB (esta admite que o intervalo de tempo adotado na discretizacéo temporal € unitario pelo
que é necessario efetuar a multiplicagéo por At). A partir dos valores complexos correspondentes
a TDF (obtidos com um comando do tipo: TDF = ﬁt(f).dt) é possivel obter os pardmetros a, e
b, de cada onda n, utilizando as seguintes expressdes

_ 2Re(F(w,)) _ 2Im(F(a,))
= b,=- — (3.69)
T T

Dos Np valores complexos fornecidos para F(®,), metade sdo valores relativos a o, positivos, e
0s restantes sdo correspondentes aos respetivos simétricos. Em geral utiliza-se apenas a primeira
metade dos Np valores complexos fornecidos pelo algoritmo FFT, os quais correspondem as N/2
ondas harmonicas em que se decompde o sinal analisado. Estas ondas harménicas tém frequéncias
que variam discretamente desde O até a frequéncia de Nyquist, f =12 (1/At), sendo o
incremento de frequéncia Af= 1/T . A segunda metade dos valores fornecidos pelo algoritmo FFT
é constituida por valores que sdo os conjugados dos contidos na primeira metade (Figura 3.11).

"0 T T

- —~ /\\\\abs() \\\\phase()
acel (t) -~ ™ a(w)+b(w)i \ .
acel ; Ondag B T—
acel , Onda =
acel 3 Onda,
acel 4 Ondaj -
Frequéncia
de Nyquist
t f f
a) b) c) d) e)

Figura 3.11 - Decomposicdo de um acelerograma medido, em espetros de amplitude e de fase: a) acelerograma;
b) vetor coluna, acel(t), com os valores das aceleragdes, em fungédo do tempo; ¢) vetor coluna que contém a parte

real e a parte imaginaria, a(w)+b(w)i, de cada onda sinusoidal; d) espetro de amplitudes; €) espetro de fases.
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Os espetros de amplitudes dizem-nos o valor da amplitude de cada onda n. Ao verificarem-se picos
destacados ao longo do espetro, significa que se esta a identificar frequéncias naturais da estrutura.
Ao aplicar-se a transformada de Fourier a um sinal de n nimero de instantes de tempo, obtém-se
um espetro simétrico de n ondas, sendo a frequéncia da onda média chamada de frequéncia de
Nyquist. Por isso, apenas metade do espetro € utilizado, desde a onda 0 a onda média. Além do
espetro de amplitudes, obtém-se também os angulos de fase, tal como se pode ver na Figura 3.11e
sendo que estes nos informam acerca da posicao inicial da onda correspondente (Figura 3.12).

sen(o;
()“

a A

\/

o=T

\

!
|
(0+4) ¢ |
sen(o+
P
|
\

\/

__\____________\;__

Figura 3.12 - Representacdo da diferenca de fase de duas ondas sinusoidais com a mesma frequéncia natural.

3.3.2.1 Erros de sobreposicédo e de escorregamento

Ao longo de todo o processo de aquisicdo, processamento e analise de sinal, podem ocorrer
diversos tipos de erros, nomeadamente associados aos processos de amostragem, decimacao e
filtragem. Os dois tipos de erros mais importantes sdo (Carvalhal, Oliveira Costa, & Schiappa de
Azevedo, 1989): erros por sobreposi¢do ou dobragem (aliasing errors) e erros por escorregamento
ou efeito de fuga (leakage effect).

Os erros por sobreposicdo surgem devido ao facto de sinais com conteddo energético em
frequéncias elevadas serem discretizados com frequéncias de amostragem baixas e, neste caso, se
nédo forem tomadas as devidas precaucdes, podem surgir picos espetrais ficticios para frequéncias
baixas. A colocacédo de um filtro analdgico (filtro anti-aliasing) entre a saida dos transdutores e a
entrada dos sistemas de conversdo analdgico-digital, uma técnica muito eficaz para evitar este tipo
de erros, elimina o contributo de todas as frequéncias acima da frequéncia de Nyquist. Este tipo
de erros também podem surgir quando se faz a decimacdo de um sinal para uma frequéncia de
amostragem inferior a original, neste caso, antes de efetuar a decimacdo propriamente dita é
necessario aplicar um filtro digital em frequéncia do tipo passa-baixo para eliminar todas as
frequéncias acima da nova frequéncia de Nyquist (inferior a inicial).
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Os erros por escorregamento, que estdo associados ao caracter finito das series temporais, tém
como consequéncia uma distribuicao ficticia da energia, associada a uma determinada frequéncia,
por uma banda de frequéncias proximas desta (ver espetro ndo suavizado da Figura 3.16). A
utilizacdo de “janelas temporais de dados” ndo retangulares, nomeadamente, do tipo Hanning
(sinusoidal) ou, em geral, do tipo Tukey (Figura 3.18b) minimiza este tipo de erros.

3.3.2.2 Correcdo para obter registos de média nula

Para calcular um espetro (de amplitude ou de fase) correspondente a um dado registo de
aceleracdes, é necessario verificar se este esta em condigdes de ser utilizado. Na pratica quando se
efetua a medicdo de aceleracdes recorrendo a sensores de aceleragdo (do tipo force balance ou
piezoelétricos) e frequente obter registos de média ndo nula e, por vezes, de média variavel (devido
a problemas de calibragcdo dos sensores, ou a problemas induzidos por indesejadas variagdes
térmicas durante o tempo de medi¢do, ou ao cuidado no manuseamento de equipamentos). Nos
casos em que ocorre este tipo de problemas de medigdo € preciso corrigir 0s registos originais,
através da utilizacdo de filtros de médias mdveis (utilizando janelas com um nimero de pontos
adequado). O filtro de média maével (filtro_MM) é uma técnica de processamento de sinal que
procura melhorar a relacdo sinal-ruido (Vaseghi, 2008). Isto acontece porque, ao sinal medido, é
subtraida a sua média movel, que se obtém substituindo o valor da aceleracdo (acel), num dado
instante, pelo valor da média das acelera¢des num alcance de instantes imediatamente anteriores e
a sequir (Figura 3.13). Este alcance é determinado pela variavel xi, que nos diz quantos instantes
de tempo sdo inseridos na janela de célculo da média, em que a janela terd um nimero de pontos
igual ao instante em substituicio mais duas vezes o valor de xi. E um método bastante pratico que
reduz a influéncia do ruido e logo suaviza o sinal. No caso dos instantes iniciais e finais do sinal,
cujo valor de xi seja superior ao numero de instantes anteriores ou seguintes, utilizam-se 0s
instantes possiveis (repare-se, na figura seguinte, que a primeira e Gltima janelas a laranja nédo
fazem a média de 7 instantes de tempo, apesar de se ter definido xi=3). Com este obtém-se entéo
o vetor filtro_MM que contém os valores da média movel do registo.

acel A

Figura 3.13 - Determinagdo da média moével de um registo discreto, em aceleragdes, utilizando janelas de 7 pontos

(xi = 3; xjanela=3+1+3=7).
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O acelerograma corrigido obtém-se subtraindo ao acelerograma original a média maével obtida
pelo referido filtro, como se mostra na Figura 3.14.

02 | T T | 1

; l‘ - * - - s 1
0z | | | | | |

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
02 T T

0 et » * - * e = - -
02 | | | | | |

“o 1000 2000 3000 4000 5000 5000

Figura 3.14 - Utilizac8o de um filtro de médias moveis para obter um sinal com média nula.

3.3.2.3 Célculo de espetros utilizando uma Unica janela no tempo

Apo0s a realizacdo da anterior correcdo, pode-se proceder ao calculo dos espetros, utilizando o
algoritmo da FFT, apenas a uma parte do acelerograma (Figura 3.15), que se ache mais
conveniente ou em melhores condicdes de ser analisada.
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0 ' '
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Figura 3.15 - Janela de acelerograma filtrado, selecionado entre 0s 1050 e os 1250 segundos.

Por outro lado, considerando todos os pontos do registo, para periodos de tempo relativamente
elevados, obtém-se espetros com elevada discretizacdo em frequéncia (valores de Af bastante
reduzidos, dado que Af=1/T), os quais apresentam, em geral, elevada “rugosidade”. Estes
espetros podem ser suavizados recorrendo, tambeém eles, a filtros de médias moveis. Neste caso é
conveniente utilizar médias centradas com um pequeno numero de pontos, por forma a suavizar o
espetro sem que sejam eliminados os picos principais. Na Figura 3.16, é possivel verificar o
resultado da aplicacdo de um filtro de médias moveis para suavizar um espetro de amplitudes. A
cinzento encontra-se 0 espetro original, a preto a primeira filtragem e, por fim, a vermelho uma
segunda filtragem.
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LX10 —— Espetro ndo suavizado

= Espetro suavizado (1x)
0.9

= Espetro suavizado (2x)

0.8

0.7

Figura 3.16 - Aplicacéo do filtro de média movel (filtro_MM) de forma a obter espetros de amplitude suavizados.

3.3.2.4 Célculo de espetros utilizando varias janelas no tempo

Outra alternativa para efetuar a andlise espetral de um dado registo é aplicar o algoritmo FFT a
varias janelas temporais, usualmente considerando sobreposicao de janelas no tempo (é usual optar
por sobreposicdo de 2/3 ou 1/2), uma técnica também conhecida por “overlapping”, tal como
representado na Figura 3.17.

Ji]iiiila_iz_i:: ______ -
[ | B | jan3
4 \ | E— — -
BT Y P | s
T
ik \ ‘ dl 1L vl MM RN
T AL W EETT PR TR
SRR AN P AL M TR L e
! “\M | I QLH | VM“M | AR |
U ]
| ‘H‘ ‘u H \ M N ] \
| | \"'L I A iy S ]
S 1 L 1
NN Y | S - | |
L R | |
[ ] | N ‘ |
\ ] | | ] | ] | h
} '} I fI } f }
| \
:@T____J }5&5____J } L
e L i
% I AN A |
} f} } Mf} ‘ "
L B L B LeispieiiiiJ
esp2 esp4

Figura 3.17 - Funcao que calcula o espetro de amplitudes de um registo, através da média dos espetros de janelas

com 100 segundos e sobreposicao de 50%.
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Esta técnica é frequentemente utilizada para obter espetros de amplitudes suavizados que resultam
da média dos espetros de amplitudes de cada uma das janelas. Quando se utiliza esta técnica
obtém-se espetros com uma discretizagdo, em frequéncia, mais baixa, pois esta depende do
comprimento das janelas temporais utilizadas (Af=1/T__.) € ndo do comprimento total do

janela
registo.

A janela temporal mais simples é denominada janela retangular. Com este tipo de janela, aplicada
a um dado intervalo, é extraido exatamente o registo de aceleraces medido nesse intervalo.
Contudo verifica-se que pode ser util aplicar janelas temporais do tipo seno pois o registo extraido,
dentro do intervalo T, ., € multiplicado por uma fungéo como a que se indica na Figura 3.18b.
As janelas retangulares correspondem a um caso particular das denominadas janelas de Tukey e
estdo associadas ao parametro de Tukey=0. As janelas sinusoidais sdo também um caso particular
das janelas de Tukey e correspondem ao parametro de Tukey=1. Podem ser utilizados para
parametro de Tukey quaisquer valores entre 0 e 1, 0 que corresponde a janelas cujas formas variam
entre a retangular e a sinusoidal.

O programa MATLAB tem uma funcao designada por tukeywin() que gera um vetor com 0s

valores de janelas de Tukey para qualquer parametro pretendido (0 a 1).

a ()

N

]

a)

Figura 3.18 - Aplicagéo de uma janela de Tukey=1 W(t, ) a um registo de aceleragbes a(t, ) num ponto de uma

seccéo de um tabuleiro de onde se obtém W(t, ).x(t, ) .

A aplicacdo deste tipo de janelas temporais diferentes da retangular ndo altera o conteddo em
frequéncia e geralmente permite obter espetros médios mais suaves. Para cada janela calcula-se o
respetivo espetro e o objetivo final é obter um espetro médio suavizado correspondente a média
dos espetros de todas as janelas temporais consideradas, tal como foi possivel perceber na
Figura 3.17.

Tendo agora todos os fundamentos necessarios para a compreensdo da processamento e analise de

sinal, o préximo ponto ira incidir no campo da identificagdo modal no dominio da frequéncia,
utilizando diversos registos obtidos em diferentes pontos da estrutura.
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3.3.3 Osciladores com N graus de liberdade. Identificacdo modal

A identificacdo modal permite a identificacdo das carateristicas dinamicas das estruturas
(frequéncias naturais, configuracdes modais e amortecimentos modais) a partir de dados
experimentais (medicdo de vibragdes). Assim, a introducdo desta sec¢do tem como objetivo
principal descrever os principais aspetos a ter em conta na utilizacdo e implementacao de técnicas
de identificacdo modal, no dominio da frequéncia.

As técnicas de identificacdo modal descritas em seguida baseiam-se apenas na andalise da resposta
medida, sob excitacdo ambiente. Nos ensaios de vibracdo ambiente ndo existe controlo sobre as
forcas de excitacdo, nem existe a possibilidade de as conhecer ou medir, sendo necessario assumir
que a resposta modal corresponde a uma realiza¢do de um processo estocastico gaussiano de tipo
ruido branco com média nula. Por se adotar esta hipdtese é que surge a designacdo identificacdo
modal estocastica, que advém do facto de a fonte de excitacdo resultar da contribuicdo de varias
fontes. Assim, para uma melhor compreensdo desta tematica, introduz-se no ponto seguinte o tema
do comportamento dinamico de estruturas sob de excitacdo estocastica.

3.3.3.1 Comportamento dindmico de estruturas sob excitacdo estocastica

A variacao ao longo do tempo de uma grandeza fisica, como a aceleracdo num ponto de uma
estrutura, devido, por exemplo, ao efeito do vento, corresponde a uma funcéo aleatdria. Assim, a
caraterizacdo do comportamento dindmico de estruturas sujeitas a acdes de natureza aleatoria s6
pode ser conseguida recorrendo a conceitos probabilisticos.

Nesta perspetiva, é conveniente comecar por idealizar a excitacdo e a resposta estrutural
recorrendo ao conceito de processo estocastico. Por exemplo, o lancamento de um dado
considera-se ser um processo aleatorio, ja que dele se obtém os valores dos nimeros das suas faces,
todos eles independentes do instante de tempo. Por outro lado, o comportamento dindmico de uma
estrutura ja requer a obtencdo de uma funcao que represente a sua resposta ao longo do tempo e
por isso considera-se ser um processo estocastico.

Um processo estocastico x(t) ¢ um conjunto de n fungdes aleatorias (n—o0) dependentes de um
parametro t (tempo), em que cada uma corresponde a uma realizagdo, r, do processo (r—o). As
realizaces do processo estdo associadas a caracterizagdo/medicdo de uma determinada grandeza
fisica (processo estocastico escalar), ou de um conjunto de grandezas fisicas (processo estocastico
vetorial). Um parametro estatistico como a aceleragéo, a(t), num ponto de uma estrutura (medida
numa dada direcao), pode ser tratado como um processo estocastico escalar: uma realizagéo r deste
processo € um registo de aceleragfes, com duracdo T (t e [O,T], idealmente T—o0), iniciado num
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dado instante; outro registo com a mesma duracdo T, iniciado noutro instante, constitui outra
realizacdo do mesmo processo. Como exemplo de um processo estocastico vetorial a(t) pode-se
pensar na medicao de aceleracGes em varios pontos de um tabuleiro de uma ponte, como se mostra
na Figura 3.19, para o caso da medig&o em cinco pontos, a(t) = [a,(t) a,(t) a,(t) a,(t) a;(t)]. Neste
caso, cada realizacdo do processo inclui cinco registos de duracdo T, todos iniciados hum mesmo
instante.

Processo estocastico vetorial
a) POSICAO DE INSTALAGAO DE 5 ACELEROMETROS UNIAXIAIS

a ) 850 a,)

|

— Direcé&o longitudinal
— Diregao transversal
— Direcéo vertical

b) ACELEROGRAMAS OBTIDOS A PARTIR DE CADA ACELEROMETRO

s T T T T
a) - Mdiil i iu L .
e | | | I I
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500
t 005 T T T T
% : Sk o U
T | | | | |
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500
( ) 0.01 T
a,t) V
001 | | | | |
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500
x10°
9 T T T T T
4 ik
d 4 (t) 0 W Tt Saenas
| | | | |
1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500
0 T T T T T
dg (t) g MMWWWW\!W'WWMvmwmMWWHMWMMWMIUWWWWW"MW
o | | | I I

1200 1250 1300 1350 1400 1450 1500

t € [0,T], com T=300s em cada acelerograma.

Figura 3.19 - Processo estocastico vetorial com 5 componentes (3 verticais, 1 transversal e 1 longitudinal). Através
de uma realizagdo, obtém-se 5 registos temporais de aceleragdes, com duragdo T=300s: a) posicao de instalacdo dos

5 acelerémetros uniaxiais; b) acelerogramas obtidos a partir de cada acelerémetro.

3.3.3.2 Funcdes de correlacdo

Para simplificar a analise dos processos estocasticos € usual admitir que sdo estacionarios e
ergodicos. Estacionario significa que os seus parametros estatisticos sdo independentes do instante
de tempo e ergodico significa que o valor dos parametros estatisticos avaliados para um
determinado instante, para diferentes realizacdes, é igual ao valor avaliado apenas para uma
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realizacdo. Na anélise do comportamento dindmico de estruturas é também usual admitir, como é
0 caso desta dissertacdo, que 0s processos estocasticos tém media nula e sdo do tipo Gaussiano
(a semelhanca de muitos fendmenos naturais).

Assim, para um processo estocastico estacionario e ergodico, a correspondente funcdo de
auto-correlacéo depende apenas do desfasamento t entre instantes (ndo depende dos instantes) e,
assim, pode ser calculada usando uma unica realizagdo x(t) do processo, com base na seguinte
expressdo (valor médio do produto x(t).x(t + 1), na realizacdo escolhida, de comprimento T—o0)

R(t) =E[x().x(t+1)] = yg% j x(t).x(t + 7) dt (3.70)

Quanto mais irregular ou aleatério é o processo estocastico, mais rapidamente a sua funcdo de
auto-correlacdo decai com o aumento do desfasamento t (Figura 3.20). Para processos estocasticos
estacionarios de média nula, as funcbes de auto-correlacdo sdo simétricas com um maximo na
origem igual a variancia do processo e decaimento para zero quando t—-co.

RIT) R(T)
A\ ~ i
T — “‘VJ

/ T

x(t)

x(t)

VRVATA

ANTNIYVS ﬂm A M,
A VR
Figura 3.20 - Representagdo gréafica das fungdes da auto-correlagdo para dois processos estocasticos. Num processo

com maior grau de aleatoriedade a funcdo tende mais rapidamente para zero (Newland, D., 1975).

A historia no tempo de uma realizagdo x(t) de um processo estocastico escalar, estacionario e
ergadico, correspondente a um dado fendmeno fisico, com dura¢do T—oo €, por isso, em rigor, 0
integral ao longo do tempo de |x(t)| , U seja do modulo de x(t), tende para infinito, o que significa
que ndo é possivel calcular, no sentido cléssico, a transformada de Fourier de x(t), com vista a
obter informacdo sobre o conteido em frequéncia do processo aleatério (note-se que as fungdes
seno e cosseno ndo tém transformada de Fourier no sentido classico). Na pratica esta dificuldade
ndo se coloca dado que nunca se trabalha com registos de dados correspondentes a intervalos de
tempo infinitos. Contudo, a referida dificuldade formal pode ser facilmente ultrapassada optando
por analisar a funcdo de auto-correlagdo (que tende para zero quando t—oo e, por isso, tem
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transformada de Fourier no sentido classico) em vez da propria funcdo aleatoria (Newland, D.,
1975) correspondente a uma realizacdo do processo estocastico em analise, dado que a funcdo de
auto-correlagcdo R(tr) de uma dada realizagdo x(t), contém informacéo em frequéncia idéntica a
do sinal original. Assim, tendo um dado sinal x(t), correspondente a uma realizagdo de um
processo estocastico estacionario e ergodico, € usual trabalhar com a respetiva fungédo de auto-
correlacdo R(t), em vez de trabalhar diretamente com o sinal original x(t). A funcéo de auto-
correlacdo é transposta para o dominio da frequéncia, recorrendo a transformada de Fourier, com
vista a analisar o conteudo em frequéncia de x(t). A transformada de Fourier de uma fungéo de
auto-correlacdo denomina-se auto-espetro e, na pratica, para um intervalo de tempo [O,T]
(idealmente T—o0, mas, na pratica, T é sempre finito), obtém-se, recorrendo a regra para célculo
da transformada de Fourier do produto de convolucgéo, a seguinte expressao

S(w)= F (R()) =

F (x(0).F (x(t)) = =X(»)-X(o) (3.71)

=P
=+~

que é uma funcdo real, de variavel real o (frequéncia), que quantifica a distribuicdo em frequéncia
do contetdo energético de um sinal.

Para o0 caso de um processo estocastico vetorial do tipo Xx(t) = [xl(t) X, (1) X,(t) X,(t) xs(t)] , COmMo
0 que se apresentou atrés, na Figura 3.19, o conceito anterior de funcdo de auto-correlacéo é
generalizado e surge a denominada matriz de correlagdo R(r) em que, na diagonal, surgem
funcBes de auto-correlacdo e nos termos ndo diagonais surgem as denominadas funcdes de
correlacdo-cruzada e, neste caso, seria

11

2

'R
R
R(D=| R,
R
R

s

. Ry(0)=E[x,().x(t + r)jzgxi(t).xj(t + 1) dt (3.72)

4

ey

O X WPU X

X 0 w’PU O 0

O 0 O?U O 0
B

X 0 W'PU O 0
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Mais a frente mostra-se que o problema da identificacdo modal de uma estrutura sob excitacéo
ambiente corresponde a analise de um processo estocastico vetorial, em que se revela a utilidade
das matrizes de correlacdo e, em particular, das respetivas transformadas de Fourier, designadas
matrizes de densidade espetral de poténcia (DEP). Estas matrizes contém informacao de grande
interesse para a identificacdo modal, nomeadamente para a determinacao das frequéncias naturais,
amortecimentos modais e configuracfes modais. Mostra-se também, em detalhe, que os termos
néo diagonais destas matrizes contém informac&o que permite identificar as configuragcdes modais,
dado que envolvem informacdo de pares de registos correspondentes a pontos distintos da
estrutura.
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3.3.3.3 Matriz de densidade espetral de poténcia

A transformada de Fourier da anterior matriz de correlagdo R(t) correspondente a um determinado
processo estocastico vetorial €, como se referiu, a denominada matriz de DEP do processo a qual
é dada pela seguinte expressao

S(@=7F (R@)==F (x(1)).F (x"1)==X().X" (0) (3.73)

=~
=~

em que X(0) = Z (x(1)).

Para o caso do processo estocastico vetorial da Figura 3.19, a matriz S(w) é dada por

X, ] XX, XX, XX, XX, XX
1 X, S 1 X2>__(1 X2>:<2 Xz):(s X2>:<4 Xz):(s
S(w) = T X, I:Xl X, X3 X, Xs:l - T X3>_<1 X3>_<2 X3>_<3 X3>_<4 X3>_<5 (3.74)
X, XX XX, XX, XX, XX
| Xs XX, XX, XXy XeX, XX |

Os resultados anteriores apresentam-se esquematicamente, de forma resumida, na Figura 3.21 para
0 caso de uma ponte de tirantes sob excitagdo ambiente em que se se medem acelera¢Ges em cinco
pontos da secgdo central do tabuleiro (registos com duragdo T), com vista a determinacéo da matriz
DEP de aceleragOes. Na secgdo seguinte, mostra-se que esta matriz espetral (funcao da frequéncia)
contém informacé&o sobre a estrutura e sobre a excitacdo. Nomeadamente contém informacé&o sobre
0s parametros modais da estrutura (frequéncias naturais dos primeiros modos de vibragdo e as
correspondentes configuragdes e amortecimentos).

Ainda na mesma figura, mostra-se também como determinar analiticamente uma matriz de DEP
da resposta de uma estrutura (em deslocamentos, velocidades ou aceleracGes), considerando uma
discretizacdo qualquer (com NgL), partindo da equacéo diferencial que descreve o comportamento
dindmico de estruturas no dominio do tempo, para qualquer tipo de histéria de forcas aplicadas.
Para tal recorre-se a formulacdo modal classica (adotando a hipdtese de amortecimento de
Rayleigh, proporcional as matrizes de massas e de rigidez globais) e a posterior transposicao da
referida equagéo diferencial da dindmica para o dominio da frequéncia, recorrendo a transformada
de Fourier.

56



a, () 8s(0) a,()

as(t)
a, ()
z
— Direg¢&o longitudinal
— Direcéo transversal
y — Direcéo vertical
X
Acelerogramas [ x(t) ] Espetros de amplitude [|X; (®)|]
_ ”"‘ T " T ‘7“ T T T T T
a,(t) =x,(t) it : T,
Ao T T o w T T T T T
_ ] il ;
8,00 X, (1) e R SR
— 4 _%A-; | 6 I ' ' ' ‘ ‘ 1
a3 (t) - X3 (t) Gk 4 T i ! = 2 ﬂ,.,ﬁﬁkwk,ﬁy,}*wﬁw\/ﬁ\ﬂkwiﬁ W"WTZMNMI/W“’A'\VL@,,WAMA‘*,WVJ:
_ ‘ = T T 4 « T T T T T
a,)=x,(t) — l !
a t =X t UF_—._MWM' " L - L j
Transformada Discreta de Fourier
g _
| 7(x0) = X@ | —/
R;(1) = E[ X, (1).x;(t+ 1) | = ifx (t) - (t+ ) dt S(w)= 1z (x()-7 (x"() = 1 X(0) X" (0)
i\t = i\t R = 7% j 2 T V). X T* Bt
0
Rll R12 R13 R14 R15 Xlxl x1x2 X1X3 X1X4 XlXS
Ry Rz Ry Ry Ry 1 XX XX, XX, XX, X, X
— — O _ V4 V4 AV V3 V4
B(T) - R31 R32 R33 R34 RBS % §(0‘)) _‘J/’(B(T)) §((D) = ? X3X1 X3X2 X3X3 X3X4 X3X5
R41 R42 R43 R44 R45 X4X1 XAX XAX X4X4 X4x5
R, R, R, Ry, Ry XX, XX, XX, XX, XX
Matriz de Densidade Espetral de Poténcia [ S()]
180 180 180 180 180
. 107 107 [l 107 107
90 i 90 90 i 90 i 90
10 10" 10 10
0" 1] i 1] ] WY il
05 1 15 2 05 1 15 & 05 1 15 2 05 1 15 2 05 1 15 2
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
180 180 180 180 180
107 7 10’ (M 107 107
” 90 90 210 90 10"" 90 i 90
10 10 10
b / L i ke
05 6] 15 23 & 05 1 15 2Cl 05 1 15 QD 05 1 15 2D 05 1 1.5 25
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
180 180 180 180 180
107 107 o 107 107
o 90 o 90 J 90 - 0 o 90
j] g; 10 i i) A
05 1 15 & 05 T 15 2 05 1 S5 2 05 1 1:5 2 05 1 15 2
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
180 180 180
107 107 ¥ 107 \
10" g & 4 W/WWBD 0 "
05 1 1.6 2<J 05 1 15 20 0s 1 15 20 0s 1 15 20 05 1 15 20
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)
o 180 . 180 g8 180 " 180 180
10 10° 10 10 107
10 10 1o 10
i
05 1 ”15 23 05 1 1.5 29 05 1 15 ECI 05 1 15 20 2 05 1 1:5 ZU
Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz) Frequéncia (Hz)

Figura 3.21 - Ensaio de vibracdo ambiente com medicao de aceleracdes em cinco pontos. Séries temporais

observadas (acelerogramas), espetros de amplitude, matriz de correlacdo e matriz de densidade espetral de poténcia.
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3.3.3.4 Determinacdo das matrizes de densidade espetral de poténcia da resposta com base na
matriz de flexibilidade dindmica e na matriz de densidade espetral da acio

Na perspetiva de facilitar a interpretacdo dos resultados experimentais que se obtém na
monitorizacao de estruturas (sistemas de monitorizacdo em continuo ou em ensaios dindmicos de
vibracdo ambiente e/ou forcada) € conveniente utilizar modelos numéricos que permitam simular
a resposta estrutural para os diversos tipos de acdes dindmicas que podem ocorrer durante a
medicdo da resposta.

Nos modelos numéricos, geralmente baseados no método dos elementos finitos, a estrutura é
discretizada em N graus de liberdade (NcL) e 0 seu comportamento dindmico é descrito pela
conhecida equacdo diferencial da dindmica de estruturas que, para uma dada discretizacao
espacial, assume a forma seguinte

mu+cu+ku=f (3.75)

que envolve as matrizes de massas, de amortecimento e de rigidez da estrutura, para a discretizacao
adotada (matrizes m, ¢ e k , simétricas de dimensdo NeLxNgL), 0 vetor da historia das forcas

nodais f=f(t), e os vetores das historias dos deslocamentos nodais u=u(t) (incognita) e
respetivas derivadas em ordem ao tempo, u=u(t) e U=u(t), correspondentes aos vetores das
historias de velocidades e aceleragcdes nodais, respetivamente.

Considerando a transformacéo para coordenadas modais U = @ qe transpondo a equacéo (3.26)

M(t) +Cq(t) +Kq(t) = (1), com f=s f (1)

para o dominio da frequéncia, aplicando a transformada de Fourier a ambos os membros, obtém-
se a seguinte equacdo algébrica, complexa, definida no dominio da frequéncia, ®,

0’ Q+io CQ+K Q=0'F, (3.76)

em que Q:Q(m)zéi(g(t)) e F=F(w)=Z(f(t)). Colocando Q em evidéncia, a anterior

equacéo escreve-se na forma
(0I+ioC +K) Q= @' F&Q=(-wl+ioC+K) @' F (3.77)

ou
Q=H, ®'F (3.78)
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em que H,=H_(®) é uma matriz diagonal, onde Hszl/(-szr im2E o, +o’),n=1aN.
Dado que, u=® q e que, por aplicacéo da transformada de Fourier, pode-se escrever U=2Q,

que em ordema Q fica Q = ®™*U, entdo, substituindo na anterior equagio, obtém-se

U=0H, ®'F (3.79)
ou, simplificando a notacéo,
U=HF (3.80)
em que
H=H(o)=2 H, ®' (3.81)

é a denominada matriz de flexibilidade dindmica ou matriz das func¢Ges de resposta em frequéncia
(FRF). Nesta fase é interessante notar que, para =0, a matriz de flexibilidade dindmica H(w) é
igual & matriz de flexibilidade estatica, ou seja, H(w=0) =h =k™. Com esta notac&o para a matriz
de flexibilidade estatica, h = k™, e, para a matriz de flexibilidade dindmica, H(w), encontra-se um
perfeito paralelismo entre as equagBes que descrevem 0 comportamento estatico e o
comportamento dindmico de estruturas discretizadas: u=hf (comportamento estatico) e
U =H Fou U(e) = H(w) F(w) (comportamento dindmico).

Na equacdo referente ao comportamento estatico, as forgas aplicadas (constantes no tempo), sdo
transformadas em deslocamentos através da multiplicacdo pela matriz de flexibilidade estética
enquanto na equacéo referente ao comportamento dinamico, as forgas aplicadas, correspondentes
a ondas harmonicas de frequéncia ® (cada onda é representada por um nimero complexo), séo
transformadas em deslocamentos dados tambeém por ondas harmdnicas (nimeros complexos).
Por fim, com base na equacéo (3.80) obtém-se a pretendida expressdo da matriz DEP da resposta
em deslocamentos S,= S, (®), vindo

5= 100 = JMB(EE = JH(EE) u[1EE JE e
ou seja
S,=HS.H", (3.83)
sendo S.= S (0) = %EET a matriz da densidade espetral das forcas de excitacao.
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O resultado anterior mostra que a matriz S, depende das caracteristicas modais da estrutura e do
conteudo em frequéncia das forcas de excitacdo. Para o caso da excitacéo ser do tipo ruido branco
de amplitude normalizada unitéria S.= 1 e, nesse caso, amatriz S, s depende das caracteristicas
modais da estrutura. Assim a anterior expressdo fica

S

—u

=H

ITI

T (3.84)

a qual mostra claramente que, num ensaio de ruido ambiente com excitacdo do tipo ruido branco,
as matrizes DEP contém, essencialmente, informagéo sobre os parametros modais da estrutura.

3.3.4 Fundamentos de identificacdo modal

3.3.4.1 Identificacdo modal com base em ondas harmdnicas

No caso da identificacdo de modos de vibracdo de uma ponte, instrumentando o seu tabuleiro, é
preciso ter em conta o local de instalacdo dos acelerémetros, pois € fundamental relacionarem-se
os angulos de fase e as amplitudes das ondas de igual frequéncia dos diferentes aparelhos. Na
Figura 3.22, apresenta-se o local de instalacdo de 3 acelerometros uniaxiais que medem
aceleracOes verticais do tabuleiro.

Ensaio de vibragdo com 3 acelerémetros uniaxiais
a) LOCAL DE INSTALACAO DE 3 ACELEROMETROS UNIAXIAIS

|

a0 a0 as(t

il

Figura 3.22 - Ensaio de vibracdo: a) local de instalacdo dos aparelhos; b) registos de aceleracdes (direcdo vertical).
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Se, por exemplo, se verificar que num dado modo de vibracdo, as trés ondas estdo em fase
(Figura 3.23), é possivel concluir que o tabuleiro sofre flexdo, uma vez que toda a sec¢édo sofre
oscilaces verticais para 0 mesmo sentido (Caetano, 1992).

Figura 3.23 - As trés ondas em fase e com a mesma amplitude.

Por outro lado, caso o grafico mostre que as ondas dos acelerometros das extremidades (vermelho
e azul) estdo em contra fase e a do meio (verde) é nula (Figura 3.24), conclui-se gue o tabuleiro,
na referida seccdo, sofre torsdo para aquele modo de vibracdo. Isto porque, as oscilacfes verticais
das extremidades do tabuleiro mostram oscila¢do em sentidos opostos, enquanto nao ha oscilacédo
do centro da secc¢éo.

Figura 3.24 - Duas ondas em contra-fase e uma onda com amplitude praticamente nula (verde).

Como se pode verificar, para conseguir identificar frequéncias naturais e configuracbes modais de
uma estrutura, é necessario analisar varios registos de aceleragdes, obtidos sincronizadamente em
varios pontos da estrutura (neste caso foram escolhidos trés pontos na sec¢do central do tabuleiro
de uma ponte). Esta técnica baseia-se na decomposicdo dos varios acelerogramas nas
correspondentes ondas harmonicas, da forma a,cos (o, t) + b sen(w,t), usando a técnica da TDF.
Comparando as ondas de uma dada frequéncia (escolhem-se as frequéncias em que ocorrem 0s
picos espetrais) identificadas nos trés pontos de medicdo, pode-se perceber qual a forma da
correspondente configuracdo modal. Com esta técnica de decomposicdo dos acelerogramas nas
respetivas ondas, verifica-se que as frequéncias naturais correspondem as frequéncias das ondas
de maior amplitude, ou seja, as frequéncias dos maiores picos dos espetros de amplitude. Da
mesma forma, a configuracdo modal associada a cada frequéncia € obtida comparando as ondas
dessa frequéncia identificadas nos varios acelerogramas medidos, em particular, comparando as
amplitudes das referidas ondas e comparando a diferenca entre as respetivas fases (Fernandes &
Santos, 1995).

61



3.3.4.2 Identificacdo modal com base na matriz de densidade espetral de poténcia

Este procedimento de comparacdo de ondas de uma dada frequéncia, identificadas nos varios
acelerogramas medidos, pode ser efetuado de forma mais eficaz tendo em conta que a diferenca
de fase entre duas ondas de frequéncia ®, (por exemplo, onda i, &cos(m,t)+ b.cos(m,t),
identificada no ponto de medicao i, e onda j, a,cos(w,t) + b;cos(w,t) identificada no ponto de
medicdo j), representadas pelos nimeros complexos (a;-b;i).T/2 e (a;-b;i). T/2, pode ser
calculada como o angulo de fase do produto entre estes nUmeros complexos, considerando o
conjugado do segundo, o que ¢ facil de verificar usando a regra da multiplicacdo de complexos na

forma trigonométrica: p,cis(0,).p,cis(-0,) =p, p,cis (0,-60,).

Ainda com o exemplo das 3 medicGes no tabuleiro e aproveitando esta propriedade dos nimeros
complexos (que, neste caso, representam ondas), o calculo das diferencas de fase entre qualquer
par de ondas com uma dada frequéncia, pode ser organizado através da montagem de uma matriz
3x3, como a seguinte

(al'bli)-(a1+b1i) (al'bli)-(az +b2i) (al'bli)-(as +b3i)
S(w,) = | (a,-byi).(a;thyi) (a,-byi).(a,+b,i) (a,-byi).(a5+0,0) |.T/4 (3.85)
(aa'bsi)-(a1+b1i) (aa'bsi)-(az +b2i) (as 'bsi)-(as +b3i)

a qual pode ser escrita na seguinte forma trigonométrica
Py Cis(el)'pl CiS('el) P1 CiS(el).pz CiS(—@z) P1 CiS(el).ps CiS('es)
S(w,) = | p,cis(6,).p,cis(-0,) p,cis(D,).p,cis(-6,) p,Cis(B,).p;cis(-6,) |.T/4 (3.86)

p3cis(8;).p;cis(-0,)  pscis(B;).p,cis(-0,)  pycis(B;).pycis(-0,)

ou, para facilitar a interpretacdo do significado fisico dos termos ndo diagonais (cujos argumentos
correspondem a diferencas de fase) fica

p; p,p,Cis(0,-0,)  p,p,cis(0,-0,)
S(®,) = | p,p.cis(6,-6,) P P, PsCis(0,-0,) | T/4 (3.87)
P3P;Cis(0;-0,) p,yp,cis(0;-0,) p;

Esta matriz S(®,) , denominada matriz DEP, é avaliada para cada frequéncia o, . Os elementos
da diagonal (i,i) sdo nameros reais e 0s elementos ndo diagonais (i,j) sdo nimeros complexos cujo
angulo de fase representa a diferenca de fase entre as ondas i e j.

Num problema de identificacdo modal, como o presente, € usual calcular esta matriz para todas as
frequéncias ®,=n.Ao (Ao=2w/T, em que T é o comprimento do acelerograma ou o
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comprimento da janela que se utiliza quando se opta pela a analise espetral pela sobreposicao de
janelas temporais), tal como é possivel ver na Figura 3.25.

X, (@,)] X, (@,) X (@)

] - ) xX= s,

p? P:p2Cis(0,-0,) | pypsCis(0-0;)

. . T_
[ PP Cis(0,-0,)  pyp,Cis(0,—0;) 9,0l (6,-0,) o £,95CiS(0,- 6,) X7 = S(:)

S(w,) =| p,p;Cis(0,—6)) P; P, P;Cis(0,-0;) |.T/ 4 [ ]
P;p;Cis(0,-0,)  pyp,Cis(0,-6,) p§

PsPoCiS(05-0,) | psp,Cis(6;~6,) P

Figura 3.25 - Representagdo das matrizes de densidade espetral de poténcia para as varias frequéncias. Exemplo de

um ensaio de vibracdo em que se analisam aceleracgdes radiais medidas em trés pontos da sec¢do de um tabuleiro.

Neste caso, em que se consideram trés pontos de medigdo, a matriz S(w, ) (3x3) pode ser calculada
de uma unica vez para todas as frequéncias, colocando em cada entrada i,j 0o produto da
transformada de Fourier do acelerograma medido no ponto i pelo conjugado da transformada de
Fourier do acelerograma medido no ponto j, como se mostra na Figura 3.26.

T a0 T 20 a,() T

.FFT, FFT..FFT, FFT.-FFT,
S(w) =| FFT,-FFT, FFT,-FFT, FFT,-FFT, |-1/T
FFT,-FFT, FFT,-FFT, FFT,-FFT,

3

FFT,

Figura 3.26 - Esquema de calculo da matriz de densidade espetral de poténcia de aceleracfes para um exemplo com

trés acelerémetros.
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3.3.4.3 Célculo da matriz de densidade espetral de poténcia com base no método de Welch

O procedimento, geralmente utilizado para estimar as funcbes de DEP com base em séries
temporais divididas em segmentos de tempo, baseia-se na aplicacdo de uma janela de dados a cada
segmento, no célculo da FFT para cada segmento e posterior realizacdo de médias — método de
Welch (Welch, 1967). Assim, obtém-se os diversos termos da matriz (espetros de amplitude e
diferenca de fase) mais suavizados. Ao aplicar diretamente a expressdo (3.73) verifica-se que a
estimativa espetral resultante tem uma elevada variancia, essencialmente, pelo facto de o seu
calculo se basear numa s6 série temporal discretizada com duracdo finita. Para reduzir essa
variancia é usual dividir a série temporal em segmentos mais curtos e adotar alguma sobreposi¢do
entre eles, tal como se abordou anteriormente no capitulo 3.3.2.1, para se efetuar mais médias.
Contudo a consideracdo de segmentos mais curtos tem como consequéncia um agravamento
dos erros por escorregamento, pelo que é usual aplicar a estes segmentos janelas de dados,
W, =W(t,), do tipo Hanning (sendo agora X; (oon)zgf‘(W(tk).xi(tk))). Assim, a estimativa
espetral pode agora ser escrita na forma (Bendat, J. S.; Piersol, A. G., 1980)

)_(i ((Dn ) XJ’ ((Dn )

S (@,)=

] - ,ij=12,...NP[ e n=0,12,...N-1  (3.89)
Tkl T 3w [FN
k=0

k

em que N, corresponde ao numero total de segmentos utilizados e T, corresponde ao comprimento
associado a cada segmento. Assim, obtém-se estimativas suavizadas das fungdes DEP da resposta.
Na Figura 3.27, apresenta-se o resultado da aplicacdo da técnica de Welch para calcular a matriz
DEP (para todas as frequéncias), para o referido exemplo do tabuleiro da ponte. Nesta figura,
podem-se ver 0s espetros de amplitude na diagonal e os espetros cruzados, de amplitude (cruzada)
e de diferenca de fase, nas posigdes fora da diagonal.

N | it | H Il ¢ “
‘ UKL

Figura 3.27 - Matriz de densidade espetral de poténcia. A azul estéo representados os espetros de amplitude (escala

logaritmica) e a verde os espetros das diferencas de fase.
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Analisando os resultados da figura anterior, é possivel identificar a forma dos modos de vibragédo
do tabuleiro da ponte, utilizando apenas uma coluna da respetiva matriz. Por exemplo, usando
apenas a primeira coluna (Figura 3.28), a qual é montada tomando como referéncia o
acelerometro 1, é possivel notar um primeiro pico na frequéncia dos 0,40 Hz correspondente a um
possivel modo de vibracéo do tabuleiro. Surge também, na frequéncia 0,85 Hz, um pico espetral
interessante de analisar (Figura 3.29).

Também é possivel utilizar a segunda coluna da matriz DEP (coluna correspondente a tomar como
referéncia o acelerometro 2), para identificar a configuracdo dos modos de vibracgéo, ou ainda a
terceira coluna. Utilizando qualquer uma das colunas da matriz DEP, as configuracdes modais que
se obtém deverdo ser semelhantes (ndo é de esperar que a escolha do acelerometro de referéncia
possa influenciar a configuracdo dos modos identificados). Convém notar que, quando se escolhe
uma coluna da matriz DEP para analisar as configuraces modais, se estd a escolher como
referéncia o acelerometro correspondente ao nimero dessa coluna.

Na prética, verifica-se que devido a imprecisdes nas medi¢bes e ao facto da excitacdo ndo ser
geralmente um ruido branco (como se admite em termos teéricos quando se efetua a identificacao
modal de uma estrutura usando estas técnicas de analise espetral) ndo se obtém configuragdes
modais exatamente iguais quando se escolhem colunas diferentes, ou seja, quando se escolhem
diferentes acelerometros como referéncia. O ideal sera obter as configuracdes modais fazendo a
média das que se obtém para cada uma das colunas. Isto pode-se conseguir calculando os valores
e vetores singulares da matriz DEP, como se mostra no ponto seguinte.

3.3.4.4 Calculo de valores e vetores sinqulares com base na matriz DEP

Na sequéncia da analise efetuada no ponto anterior, concluiu-se que é possivel obter a configuracédo
do respetivo modo de vibragdo, para uma dada frequéncia natural, o, (frequéncia de um pico
espetral importante), usando a informacéo contida em todas as colunas da matriz DEP (calculada
para a referida frequéncia natural), recorrendo ao calculo dos seus vetores e valores singulares. O
primeiro vetor singular da matriz DEP corresponde a configura¢do modal pretendida (Figura 3.28
e Figura 3.29): neste caso o primeiro vetor singular contém trés nameros complexos, ou seja,
contém os parametros das trés ondas que descrevem o movimento oscilatorio de cada um dos trés
pontos de medicdo, para a frequéncia em analise.

65



ay (v

a,(t)

as(t)

MWQD

05 1
Frequéncia (Hz)

15

Modo de vibragaon

f=0,40 Hz

Valores e vetores singulares

Ondan
(Ponto 1)

Ondan
(Ponto 2)

Ondan
(Ponto 3)

Valores Singulares

(a1 +i bl)n

(a2+ib2)n

(as +i b3)n

Vetores Singulares

Modo de vibragdo n (Ondas nos pontos 1,2 e 3)

Figura 3.28 - Determinagdo da configuragdo modal correspondente a um modo de vibracdo exemplo (Modo n)

através do célculo do primeiro vetor singular da matriz DEP calculada para a frequéncia 0,40 Hz.
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a2 (t) a3 (t)

" Sl |

Modo de vibragao m

f=0,85Hz

Vetores Singulares

Modo de vibragdo m (Ondas nos pontos 1,2 e 3)

Valores e vetores singulares
1
E ' Valores Singulares
1
: ! e 20 3¢
: Hoo !
1 1
1 1
: | ond
. ndan ib
| 05 i 15 7 | (Ponto 1) (8:+1 1)"
: Frdquéncia (Hz) 1
1
: 180 !
! :
i ! Ondan (a,+ib,)
! ' (Ponto 2) L
X o0 |
1 1
1 1
: ,ﬁf“'\qw N |
1 . WM o ! Ondan (a3+ib3)
1 05 i 15 % (Ponto 3) n
: Frequéncia (Hz) |
1 1
! :
: !
! 1
1
! |
X 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
3 |

Figura 3.29 - Determinagéo da configuragdo modal correspondente a um modo de vibragdo exemplo (Modo m)

através do calculo do primeiro vetor singular da matriz DEP calculada para a frequéncia 0,85 Hz.
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Quando se faz este tipo de analise € Util tracar os espetros dos valores singulares (Figura 3.30) pois
estes apresentam picos espetrais coincidentes com os picos dos espetros de amplitudes.

Na Figura 3.30, apresenta-se o espetro (suavizado) dos valores singulares, correspondentes aos
registos de aceleracGes gerados numericamente, admitindo uma excitacao do tipo ruido branco.
Estes foram obtidos através da matriz DEP.

| | 1 1 1 | |
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Figura 3.30 - Espetro dos valores singulares da matriz §((Dn) . Anélise de registos de aceleragBes verticais,

gerados numericamente para excitacéo do tipo ruido branco.

Na Figura 3.31, mostram-se as ondas correspondentes aos modos de vibracdo identificados,
obtidos através dos primeiros vetores singulares da matriz DEP, correspondentes as frequéncias
anteriormente apresentadas.

Modos de vibracéo do tabuleiro da ponte
a) ONDAS DE FREQUENCIA 0,40 Hz

Figura 3.31 - Modos de vibragdo identificados no tabuleiro da ponte: a) modo com frequéncia de 0,40 Hz

(simétrico); b) modo com frequéncia de 0,85 Hz (antissimétrico).
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3.4 Analise matricial de estruturas usando elementos finitos de barra

3.4.1 Elasticidade sob carga uniaxial

Hooke estudou a relacao entre as forcas, f, e os deslocamentos, u, de um corpo carregado e chegou
a conclusdo que existia uma proporcionalidade entre ambos, através de uma constante k. Essa
constate de proporcionalidade, a rigidez, depende das caracteristicas do material e da geometria
da peca ensaiada (por exemplo, num ensaio de tracdo k = EA/L).

f=ku (3.89)

Hooke tentou entdo encontrar uma equacéo, a partir da primeira, que dependesse apenas das
caracteristicas do material. Ao estudar os provetes com diferentes materiais, descobriu que,
dividindo a forga aplicada, pela area da superficie de carregamento, e dividindo o deslocamento
observado pelo comprimento do provete, volta a haver proporcionalidade numa férmula que
relaciona as tensbes, ¢, e as deformacbes, €, a que lhe estdo associadas. Nesta formula, a
constante de proporcionalidade designa-se por modulo de elasticidade, ou mddulo de Young,
caracteristica de cada tipo de material, que faz a ponte entre a relagdo Tensdo-Deformacéo, durante
0 comportamento elastico do corpo. Obteve-se assim uma formula que apenas depende do material
para o caso uniaxial.

c=Ee (3.90)

E também importante referir que se assume que 0s materiais S30 isotropicos, ou seja, as suas
propriedades naturais sdao iguais em todas as direcGes. Dessa forma foi possivel determinar uma
relacdo constante entre as deformacdes transversais e longitudinais, o coeficiente de Poisson
(Figura 3.32).

H, L—L,
EL =
LO
H
’ H-H,
ET =
L, Hy V= — E_T
H L
H ——— o
L

Figura 3.32 - Coeficiente de Poisson.
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3.4.2 Teoria das pecas lineares

A teoria das pecas lineares aplica-se quando se estudam corpos com um comprimento muito maior
que a sua largura e quando os deslocamentos ou deformagdes sdo muito pequenos,
comparativamente as suas dimensdes. Considera-se que 0s corpos, com um certo comprimento L,
e seccdo transversal constante, ou ndo, sdo representados por uma barra coincidente a linha do seu
centro de gravidade (Figura 3.33a). Ao simplificarem-se as pecas lineares como barras, esta-se
também a transformar as varias tensdes de uma seccao em esforcos (Figura 3.33b).

Elemento de barra 3D

\

Figura 3.33 - Simplificacdo de um elemento tridimensional através da teoria das pecas lineares: a) peca linear;

b) esforcos num elemento de barra 3D.

3.4.3 Classificacdo de estruturas

3.4.3.1 Estruturas reticuladas

Sédo consideradas estruturas reticuladas (Figura 3.34) todas aquelas que sdo constituidas por barras
de eixo reto ou seja, que podemos estuda-las com a aproximacado das pecas lineares.

a) b)
Py AN a e [
c) d)

Figura 3.34 - Estruturas reticuladas: a) pdrtico; b) trelica; c) grelha; d) viga.
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3.4.3.2 Estruturas ndo reticuladas

As estruturas ndo reticuladas (Figura 3.35) sdo constituidas por elementos estruturais que nédo
podem ser representados pela aproximacéo das pecas lineares. Existem, no entanto, estruturas que
podem ser aproximadas com base na teoria das lajes ou das cascas, como € o caso das barragens
abobada ou das lajes de edificios. S&o o exemplo das Cascas, Membranas e Placas.

a) b) c)

Figura 3.35 - Estruturas ndo reticuladas: a) placas; b) cascas; ¢) membranas.

3.4.4 Equilibrio global de uma estrutura

O campo de deslocamentos nodais é fungcdo do nimero de nos da estrutura e do nimero de GL de
cada nd. Os GL sdo os parametros que permitem determinar a posicao de um nd no espago, em
relacdo a um sistema de eixos.

Para andlises 3D, existem 3 GL de translacdo e 3 GL de rotacdo, 6 GL no total. Assim tera de ser
definido o sistema de eixos global da estrutura e o sistema de eixos locais de cada barra. Define-
se entdo a matriz elementar de cada barra para serem depois assembladas na matriz de rigidez
global da estrutura, onde, posteriormente, sdao também introduzidas as condicGes de apoio. Da
mesma forma que a matriz de rigidez global, definem-se os vetores das forcas elementares para
assemblagem no vetor de forcas global. Por fim, é diretamente aplicada a lei de Hooke de forma a
obter-se o vetor global dos deslocamentos nodais.

3.4.4.1 Eixos locais e eixos globais

Admite-se que o sistema de eixos globais da estrutura € dado pelo referencial global G1, Gz e Ga.
S6 depois de definido o referencial global é que atribui as coordenadas dos nos da estrutura e
definir as ligagbes das barras (Figura 3.36). J& os sistemas de eixos locais sdo dados pelos
referenciais locais L1, L2 e Ls, que irdo estar definidos em funcéo da orientacéo de cada barra.
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N6 Coordenadas (m) 7
X Y z

50 | 00 | 00 8
50 | 50 | 00
00 | 50 | 00 8
00| 00 | 00 6
50| 00 | 30 L

50| 50 | 30
00 | 50 | 30 5 5 6
00 | 00 | 30

ol~N|olals|w|[n]|r

Elementd Incidéncias 4

1 1

o|~|o|a
[N
\;’%
N

INEMEN]
slw|n

1 2

™ A

o|~|o|n
o|~|o|n
glo|~|o

Figura 3.36 - Coordenadas globais, G, e locais, L. Tabela de coordenadas dos nds e tabela de incidéncias.

3.4.4.2 Relacdes de compatibilidade e equilibrio

Em estruturas reticuladas, todas as barras tém dependéncia entre si, devido ao efeito de
continuidade. Quer isto dizer que, em barras com nds coincidentes, as sec¢fes extremas
coincidentes irdo ter deslocamentos iguais. Assim sendo, nenhuma barra deforma livremente,
assegurando a exigéncia de continuidade em toda a estrutura.

Para que isto aconteca, tem de existir um equilibrio interno em todos os nds da estrutura
(Figura 3.37). Ao isolar-se um determinado no, seccionando as suas barras coincidentes, obtém-se
0s somatorios dos momentos e das forcas, aplicadas em cada direcdo, igualados a ero. Desta forma,
sdo garantidas as equacdes de equilibrio estatico.

V

N, 6] >R =0<N; =0kN
YFR=0&N,-V,=0=N, =V,

l v YFE=0&N;-V,-F=0& N, =V, +F
N2

Figura 3.37 - Equilibrio estatico do no 6.

3.4.4.3 Relacdes forca-deslocamento

Como ja foi referido no ponto 3.4.1, pela lei de Hooke é possivel relacionar as forcas e 0s
deslocamentos através da equacdo (3.89) e, aplicada a um elemento, traduz o seu equilibrio
estatico. Dessa forma, conhecendo a sua matriz de Flexibilidade ou matriz de Rigidez e
conhecendo as forcas nodais aplicadas, € possivel determinar os deslocamentos nodais desse
elemento.
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3.4.4.4 Matriz de rigidez elementar

Numa analise 3D, a matriz de rigidez elementar terd a dimensédo 12x12, pois cada um dos dois nés
do elemento tem 6 GL. No entanto, existem varios tipos de elementos, no que toca as suas
condicdes de fronteira. Quando se tem um elemento encastrado-encastrado, esta-se a dizer que
todos os GL estdo restringidos de movimento relativo. No entanto, sendo necessario simular uma
rotula cilindrica na ligacao entre dois elementos, em que o deslocamento em Y e a rotacdo em X
sdo livres (Figura 3.38), sera necessario adaptar a matriz de rigidez elementar de ambos.

A

Figura 3.38 - Rétula cilindrica entre elementos vertical e horizontal.

Mais concretamente, para simular uma rétula cilindrica entre um elemento vertical e um
horizontal, pode-se optar por provocar a libertacdo de translacdo no primeiro e a libertacdo de
rotacdo no segundo, tendo em atencdo as direcdes das libertacbes internas e os respetivos GL de
cada um. Na Figura 3.39, é possivel ver que o GL do elemento vertical, que corresponde a
libertacdo interna de translacdo em Y, é o GL local 9. No elemento horizontal, a libertacdo interna
de rotacdo em X corresponde ao GL local 11.

4
@—»: O »y

1 L

Figura 3.39 - Graus de liberdade locais dos elementos vertical e horizontal. Libertac6es internas a vermelho.
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Elemento encastrado-encastrado

A disposicao dos componentes da matriz de rigidez para um elemento encastrado-encastrado tem
a seguinte forma:

% 0 0 0 0 0 % 0 0 0 0 0
0 12?33 0 0 6ELis3 0 _12?33 0 0 0 6EL!33
0 0 12?22 0 _6IIE_I222 0 0 0 _12?22 o . eEL!22 0
Gl Gl
0 0 0 2 0 0 0 0 0 Bl 0 0
L L
0 0 _6EIZ22 0 4El,, 0 0 0 6E!22 0 2El,, 0
L L L L
0 6E133 0 0 0 4EL, 0 _6Ei33 0 0 0 2El,
Ke= L L L L
EA 0 0 0 0 0 EA 0 0 0 0 0
L L
0 12?33 0 0 0 _6EL!33 0 12?33 0 0 0 _6EL!33
12E,, 6El,, 12E1,, 6El,,
0 0 s 0 > 0 0 0 5 0 > 0 (3.91)
0 0 0 % 0 0 0 0 0 % 0 0
0 0 -—GE';Z 0 —ZEL'ZZ 0 0 0 —GIE_!ﬂ 0 —4EL' 2 0
0 6E133 0 0 0 2El, 0 _6E133 0 0 0 4El,,
L L L L L |

Elemento rotulado-rotulado

A disposicdo dos componentes da matriz de rigidez para um elemento rotulado-rotulado tem a
seguinte forma:

(3.92)
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Rotula cilindrica

Matriz de rigidez do elemento vertical para libertacdo de translacido sequndo o eixo longitudinal

EA 0
L
12E1
0 L3 33
0 0
0 0
0 0
6EI
O L233
Ki=l Ea
= 0
L
0 12?33
0 0
0 0
0 0
6EI
0 L233

0

2El,,
L

0

6ELL,
R

0 0
0 0
0 0
o O
L
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
o O
L
0 0
0 0

0

4El,,
L

(3.93)

Esta matriz estd montada de forma a ser libertado o GL 3 do n6 final da barra vertical (GL
elementar 9), uma vez que é essa a libertacdo interna pretendida em termos de eixos globais.

Matriz de rigidez do elemento horizontal para libertacdo de rotacdo sequndo o eixo transversal

EA 0
L
12E
O L3 33
0 0
0 0
0 0
6El,,
2
K=l ea )
== 0
L
12E
0 S5
0 0
0 0
0 0
6EI
O L233

0

2El,
L

0

6EL,
=

0 0
0 0
3El
- L322 0
3El
L222 0
0 0
0 0
0 0
3IIE_!22 .
0 0
0 0

0

4El,,
L

(3.94)

Esta matriz esta preparada de forma a ser libertado o GL 5 do né final da barra horizontal (GL
elementar 11), uma vez que é essa a libertacdo interna pretendida em termos de eixos globais.
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3.4.4.5 Matriz de massa elementar

A disposicao dos componentes da matriz de massas para um elemento de barra com 12 GL tem o
seguinte aspeto:

70 0 0 0 0 0o 35 0 0 0 0 0
o 78 0 0 o 1L 0 27 0 0 0 -13;'-
0 o 78 0 -iL 0 0 o 27 o0 % 0
701,, 351,
0 0 N 0 0 0 o -Zu o 0
2
0 0 1L 0 22 0 0 0 -12'- 0 % 0
2
0 1L o0 0 o a2z o BL 0 o -3t
Mle: 2 2
35 0 0 0 0 o 70 o0 0 0 0 0
o 27 o0 0 0 % o 78 0 0 0 1L
o 0o 27 o0 -1:;'- o o 0o 78 0 1L 0 (3.95)
.35|11 70'11
0 0 0 0 0 0 0 I 0
2
0 0 % 0 -3'2- 0 0 o 1L 0 2% 0
2
0 -12'- 0 0 o - 3'2- 0 1L 0 0 0 22

3.4.4.6 Matriz de amortecimento elementar

Para se obter a matriz de amortecimento elementar, utiliza-se a formula de Rayleigh (3.31), ja
abordada anteriormente. Esta relaciona, através dos coeficientes a e B, as matrizes de rigidez e de
massa para cada elemento.

I~

+B (3.96)

Ie)
Il
=)
[=
_|_
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3.4.4.7 Matriz de transformacéo

A matriz de Transformacdo permite transformar as matrizes de rigidez, massas e forcas
elementares de coordenadas locais para coordenadas globais. Neste caso, para porticos 3D, a
matriz de transformacao tera de ter as mesmas dimensdes que as matrizes de rigidez elementares
(12x12), devido ao numero de GL do elemento. Dessa forma, representando por 0 uma matriz de
zeros de trés linhas por trés colunas, a matriz T, , é espalhada pela matriz T da seguinte forma:

L

(e

3

X

-
1

(3.97)

IO 10 1O

o 1o 1o
o §_| o 1o
w

I3x3
0
0

1=

x

3

E entdo necessario determinar os versores dos referenciais de cada barra, para se calcular os
componentes da matriz de transformacdo, através do cosseno do angulo entre eixos
correspondentes.

COS(E1/€ ;) COS(Eg1.€,) COS(Egy i€y s)
T,o = |COS(E;,,€ ;) COS(Eg,.€.,) COS(Eg,.E 5) (3.98)
COS(E 38, ,) COS(Eqs8,,) COSEsE )

€
€

Os versores sdo 0s vetores unitarios que definem cada um dos eixos dos referenciais global e local.
Para o caso 3D tem-se entdo trés versores para definir cada um dos sistemas de eixos:

{é:(éelaégzvéGS) (399)
L: (éLljéLZIéL3)

Por fim, resolvem-se as equac@es que irdo transformar as matrizes elementares, de coordenadas
locais para coordenadas globais.

Ke=TK_.T' (3.100)
C,=TC. T (3.101)
MG =TM T (3.102)
Fo =TF. T (3.103)

Obtém-se assim as matrizes de rigidez, amortecimento, massas e for¢as elementares em
coordenadas globais, prontas para a assemblagem na matriz global da estrutura.
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3.4.4.8 Matriz de rigidez global

Para se obter a matriz de rigidez global (Figura 3.40), procede-se a assemblagem de todas as
matrizes de rigidez elementares, ja transformadas para coordenadas globais. A assemblagem passa
por arrumar os GL locais de todas as matrizes elementares nos GL globais correspondentes da
matriz global.

Assemblagem de matrizes de rigidez elementares
a) MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL (ELEMENTOS 1 A 4)

Nés 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1
K1 K'is

n
=
N
w
2
A
N
]
«a

b) MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL (ELEMENTOS 5 A 8)

No6s 1 2 3 a4 5 6 7 8
sie
T
p
1 B
s
3
7
)
2 B
1
R
1
14
3 e
1
1s
10
20
a B2
P
2
2
5 £ Ksss + Ke
5 Kss =
30
m
5
6 = K66 + KE
34 6 67
35 K 66
36
37
6
> 6 K77 +
7 40 K 76 7
a1 K 77
K'gg +
8 88
8 K 85 KB
88
Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3 Elemento 4 Elemento 5 Elemento 6 Elemento 7 Elemento 8

Figura 3.40 - Assemblagem da matriz de rigidez global do pértico simples 3D (sem condi¢Bes de apoio):

a) elementos 1 a 4 assemblados; b) elementos 5 a 8 assemblados.
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3.4.4.9 Condicdes de apoio

As condic¢des de apoio sdo introduzidas na matriz global (a castanho, na Figura 3.41). Para serem
considerados 0s apoios encastrados dos nds na matriz de rigidez global, atribuem-se aos GL
globais correspondentes, valores na ordem de 10%°. Dessa forma, estd-se a restringir os

deslocamentos nesses GL, uma vez que Ihes sdo atribuidos valores de rigidez muito elevados.

Introducao das condicdes de apoio na matriz de rigidez global
a) MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL (ELEMENTOS 1 A 4)

Nés 1 2 3 4 5 6 7 8

w1 ]2 3 a]s]e|7]e]or0]n]r2]13]1a]1s]16]x7]18]15]20]21]22]23] 28] 25262728 29] 30 31 ] 52 33 3a] 35 [ 36| 37] 38 [ 39 [ a0 [ a1 [ 2| 43 [ aa as [ a6 ] 7] a5

[

3 1
1 K'1s

5 1

K1y
2 K56
2
KZZ
3
3 K37 T T T T 1]
3
K's3
a
4 K'ss
4
KM
1 1

5 KSl K55

29

2 2
6 K'e2 K6
3 3 N I
7 K 73 K77
a a

8 K'sq K'gs

Noés 1 2 3 4 5 6 7 8
o 3[5e 5[40 s [6
1
2
15
s
2
3
4
Ksss + 8
5 K'sg
K55
K555 +
6 K°,
KSSS 67
KS,, +
7 K76 7
K 77
K7xs +
8 Kogs K8
88
Elemento 1 Elemento 2 Elemento 3 Elemento 4 Elemento 5 Elemento 6 Elemento 7

Elemento 8

Figura 3.41 - Introducéo das condicdes de apoio (a castanho) nos nds 1 a 4: a) elementos 1 a 4 assemblados; b)

elementos 5 a 8 assemblados.



3.4.4.10 Forcas nodais

Paralelamente a matriz de rigidez global, também um vetor de forcas global é construido, de forma
a englobar todas as forcas nodais aplicadas na estrutura (Figura 3.42). No caso de cargas
distribuidas aplicadas num elemento, € necessario transformé-las em cargas concentradas e
momentos equivalentes nos nos desse elemento. Ao conhecerem-se todas as cargas € momentos
equivalentes aplicados nos nos da estrutura, a construcdo do vetor de forcas global é direta,
tomando em atencdo a direcéo da forca aplicada no GL global correspondente.

” No

G.L.Global

: : ‘Fa/
25

Forca / Momento |

0
26 0 3 7
5 27 F
28 0
29 -M, E E
30 M, 1 2
31 ) v \
32 0 5 .3
R
6 s 2 ¢ M, 6
34 ) M,
35 0 G,
36 0
37 0 4
38 0 3
,

39

40

41

42

«wefolo]|o

1 2

™ ™

Figura 3.42 - Exemplo de forgcas e momentos aplicados na estrutura.

As forgas F1 e F2 estdo aplicadas na direcéo - Gz e a forgca F3 aplicada na direcdo Gi. Os momentos
M1 e M2 tém rotacOes segundo os eixos axiais das barras respetivas. No vetor das for¢as nodais,
dispde-se cada uma das forcas, segundo o GL global correspondente. No caso do nd 5, preenche-se
3 posicoes do vetor elementar: F1 corresponde ao GL local 3 (GL global 37), M1 ao GL local 6
(GL global 30) e M2 ao GL local 5 (GL global 29). Procede-se da mesma forma para os n6s 6 e 7.

3.4.4.11 Deslocamentos nodais

Depois de criada a matriz de rigidez global e o vetor das forcas globais, aplica-se diretamente a
equacdo 4.1, a Lei de Hooke, de onde se obtém o vetor dos deslocamentos nodais. Cada
componente do vetor corresponde ao deslocamento do correspondente GL global da estrutura.
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3.5 Consideracoes finais

As técnicas de processamento de sinal sdo cada vez mais utilizadas por engenheiros civis, para
estudar o comportamento dinamico de estruturas. A utilizagdo da programacéo para esse fim, veio
automatizar processos desde a filtragem e tratamento de sinal, passando pela sua decomposic¢ao
em ondas, até a forma possivel de analisar os resultados com rigor. Através desses resultados é
possivel fazer-se a identificagdo modal, uma técnica muito eficaz, que permite determinar as
configuragdes modais de uma estrutura com bastante preciséo e, com essa informagéo, calibrar os
modelos numéricos de projeto, por exemplo, para futuros calculos sob a¢6es sismicas ou do vento.
E, por isso, fundamental continuar a desenvolver estas técnicas, ndo so para o estudo do
comportamento dindmico e posterior anélise do comportamento dos materiais e da estrutura, mas
também como forma de rapidamente se agir sobre possiveis danos que podem estar a passar
despercebidos.
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Desenvolvimento em MATLAB do
programa DynBridges 1.0

“Most times your computer is not responding as you expected - first try to find out if the ERROR is

not sitting right next to the computer.’

- Thomas Baehr

4.1 Considerac0es iniciais

Com aevolucéo da tecnologia computacional ao nivel de linguagem de programacao e de poténcia
de processadores, tem-se desenvolvido e aplicado métodos numéricos de forma a automatizar e
otimizar o calculo de estruturas. Esses métodos matematicos para analise de estruturas, que
requerem a resolucdo de, por vezes, milhares de equacdes, sdo resolvidos rapida e eficientemente,
apenas com a preparacdo da informacdo acerca da geometria e materiais da estrutura, bem como
quais os fundamentos teoricos aplicados.

Em termos de geometria, a definicdo dos nos e das barras € fundamental, pois define o tipo de
estrutura, onde se localiza no espaco e de que forma sdo feitas as suas ligacGes elementares. A
atribuicdo da numeracdo dos nés e das barras deve ser feita com logica, de maneira a facilitar a
organizacdo matricial de coordenadas e incidéncias.

As hipoteses simplificativas passam pela Teoria da Elasticidade e pela Teoria das Pecas Lineares
que, ao serem aplicados, tornam possivel analisar estruturas, calculando deformadas estaticas ou
comportamentos dinamicos.

Ao traduzir todos estes conceitos para a linguagem de programacéo, torna-se possivel automatizar

funcdes que fornecem, em poucos minutos, resultados que manualmente poderiam demorar meses
a obter.
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4.2 Ficheiros input

O ficheiro de input, para importacdo no programa DynBridges 1.0 (MATLAB), engloba todas as
caracteristicas geométricas e dos materiais da estrutura. A partida sabe-se que a anélise é
tridimensional e que o nimero de GL por nd é 6. No ficheiro sdo organizadas folhas, em
determinada ordem, contendo coordenadas dos nés da estrutura, incidéncias, tipos de barra,
condicbes de apoio, carregamentos, caracteristicas dos materiais e geometria das seccdes. A
sequéncia de folhas do ficheiro € a seguinte: Nés, Elementos, Materiais e Sec¢des. No Anexo |
esta apresentado um guia de preenchimento do ficheiro excel para garantir uma total
compatibilidade com o programa.

4.3 Organizagdo do programa DynBridges 1.0

O programa DynBridges 1.0 apresenta-se com varias funcdes que permitem a comparacao dos
resultados do modelo numérico com os dos modelos de identificacdo modal. Nos capitulos
seguintes, faz-se a sua descricdo detalhada e que procedimentos adotar na sua utilizacao.

4.3.1 Painel “Inicio”

No painel “Inicio” (Figura 4.1) é possivel navegar por varias fotografias associadas ao viaduto em
estudo. E neste que ira ser importado o ficheiro de dados, relativo ao viaduto (geometria, seccoes,
materiais, etc.), e feito o calculo dindmico do mesmo.

Calculo Dinamico

Modelo de elementos finitos Modelos de identificagdo modal Comparacgao de resultados

Figura 4.1 - Painel "Inicio".
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Para a criacdo deste programa de elementos finitos de barra foi necessario ultrapassar alguns
obstaculos relativos, por exemplo, as matrizes de rigidez com a contabilizacdo de libertacbes
internas, ou até mesmo a associacdo dos 6 GL de um no, a representagdo tridimensional dessa
mesma seccdo. De seguida apresenta-se a formulacdo do programa que permite obter as
frequéncias naturais da estrutura e os desenhos das suas configura¢@es modais e, por fim, os filmes
da estrutura e da sec¢cdo em estudo para cada modo de vibracdo. Este calculo é iniciado no botéo
“Calculo Dinamico” que, depois de terminar os calculos, envia os resultados para os respetivos

graficos, nos painéis seguintes (painéis “Malha” e “Modelo de elementos finitos”).

1 - Definicdo dos parametros ndo incluidos no ficheiro de dados

De inicio sdo definidas as varidveis, relativamente aos GL por n6 (NGLNO=6), numero de
dimens@es de desenho (NDIM=3), numero de nds por elemento (NNOE=2), numero de GL por
elemento (NGLE=NGLNO*NNOE=12) e o valor da aceleracio gravitica (g=9.81m/s?).

2 - Escolha do ficheiro de dados Excel

E feita a importacéo do ficheiro excel, onde foi preparada toda a informagao acerca da estrutura a
estudar. O comando uigetfile permite ao utilizador a escolha do caminho do ficheiro de dados,
guardando-o como uma variavel (FICH_DADOS).

3 - Leitura do ficheiro de dados

Aqui é feita a leitura da varidvel FICH_DADOQOS, associada a um ficheiro excel, através do
comando xlIsread. A leitura é relativa as folhas Nés, Elementos e Materiais.

O programa utiliza entdo a variavel DADOS para englobar numa matriz, toda a informacéo contida
em cada folha. Posteriormente, utilizam-se outras variaveis que vao fazer uma leitura de células
ou submatrizes da varidvel DADOS. Desta forma a variavel DADOS pode ser limpa da memodria,
através do comando clear e depois reutilizada para leitura da folha seguinte. O processo repete-se
para cada folha a ler lida.

Da folha “N06s” sdo guardadas as variaveis NP (nimero de nds da estrutura), NGL (numero de GL
da estrutura), coord (matriz com as coordenadas X, y e z de cada n6 da estrutura), apoio (matriz
com os valores de rigidez de cada direcdo para simular os apoios, em cada no) e cargasC (matriz
com o valor e direcdo das cargas concentradas, aplicadas em cada nd).

Na folha “Elementos” sdo guardadas as variaveis NE (nimero de elementos da estrutura), elem
(matriz com as incidéncias de cada barra— nd inicial e no final), imat (vetor com o tipo de material
associado), Lib_internas (vetor com o tipo de libertacGes internas), areas (vetor com a area de
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cada elemento), inercias (matriz com as inercias Y'Y, ZZ e tor¢do de cada elemento) e cargasD
(matriz com o valor e direcdo das cargas distribuidas, aplicadas em cada elemento).

Na folha “Materiais” sdo guardadas as variaveis NMat (nimero de materiais), EE (vetor com os
modulos de elasticidade de cada material), GG (vetor com os modulos de elasticidade de cada
material) e Pesp (vetor com peso especifico de cada material, em kN/m3).

4 - Desenho da malha

Antes do desenho da malha, é definida uma margem de limitacdo do desenho, a variavel ax, de
forma a criar uma margem para desenho. Essa margem corresponde a 20% do comprimento da
estrutura, em cada direcéo.

De seguida, dentro de dois ciclos (NE e NNOE), sdo criadas trés matrizes (x1, x2 e x3),
correspondentes as coordenadas X, y e z dos nos. Estas varidveis sdo organizadas para que em cada
coluna, de NNOE linhas, sejam guardadas as coordenadas do no inicial e do n6 final, da direcao
correspondente.

Depois de criados x1, x2 e x3, usa-se 0 comando plot3 para desenhar em 3D a estrutura, onde se
pode também editar o tamanho, o tipo e a cor das linhas do desenho.

5 - Matrizes de transformacao, rigidez e massas

Aqui serdo calculadas as matrizes que irdo permitir calcular o vetor dos deslocamentos globais da
estrutura, as matrizes de rigidez e de massas global. Para isso, € primeiro preciso calcular essas
matrizes para cada elemento em coordenadas locais e depois, através da matriz de transformacao,
transforma-las para coordenadas globais. Por fim, procede-se a assemblagem de todas as matrizes
elementares em coordenadas globais, na matriz global correspondente.

Para determinar a matriz de transformacdo de cada elemento, inicia-se um ciclo ao nimero de
elementos (for n=1:NE). Seréa entéo repetido o0 processo seguinte, para cada elemento da estrutura:
Calcula-se o comprimento do elemento, L, atraves das coordenadas dos nds inicial e final, onde é
criado um vetor dx, contendo trés valores, correspondentes a diferenca de coordenadas para cada
direcdo. Aplicando a norma a variavel dx, através da fun¢do norm(dx), obtém-se o valor de L.
Sabendo L, calcula-se o vetor linha unitério, el, com a dire¢do do eixo local 1 (direcéo axial). Diz-
se entdo que el=dx/L. Estabelecido o eixo local el, inicia-se uma condicéo if para estabelecer a
direcdo dos eixos locais 2 e 3.
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Caso o primeiro valor de dx seja nulo, ou seja o elemento encontrar-se no plano x2x3 (Figura 4.2),
0 eixo local e ird ser perpendicular a e; e contido no plano horizontal, ou seja e>=[1 0 Q].

X3

a
N

Xy

Figura 4.2 - Defini¢do do eixo local ez, com e; no plano x2x3.

Caso o segundo valor de dx seja nulo, ou seja o0 elemento encontrar-se no plano x1x3 (Figura 4.3),
0 eixo local ez ird ser perpendicular a e; e contido no plano horizontal, ou seja e>=[0 1 0].

X3

G]é@ 2 )

Xq

Figura 4.3 - Defini¢do do eixo local ez, com e; no plano x1x3.

Caso o terceiro valor de dx seja nulo, ou seja o elemento encontrar-se no plano x1x2 (Figura 4.4),
o eixo local ez ird ser perpendicular a e; e contido num plano vertical, ou seja e2=[0 0 1].

X3

Figura 4.4 - Definic¢do do eixo local ez, com e; no plano x1x2.

87



Estabelecidos os eixos locais 1 e 2, aplica-se diretamente o produto externo a ambos,
e3=cross(el,e2), de onde se obtém o vetor unitario do eixo local 3.

Posto isto, monta-se diretamente uma matriz dos vetores unitarios (T3x3), arrumando 0s vetores
em linhas, obtendo-se uma matriz de trés linhas por trés colunas.

e,(1) () e(3)
Toe=| &, (1) €,(2) €,(3) (4.1)

e;(1) e(2) ()

Para terminar, a matriz de transformacéo do elemento, que tem doze linhas por 12 colunas, é obtida
utilizando a disposicéo da matriz da equacéo (3.97).

De seguida, uma vez que ja se tinha guardado em memdria variaveis relativas as caracteristicas
dos elementos, como a area, inércias, e tipo de material, calcula-se a matriz de rigidez elementar
em coordenadas locais, K_local, segundo a equacéo (3.91). No entanto, no topo dos pilares 15, 16,
17, 20, 21 e 22, existem rétulas cilindricas, que provocam uma libertacdo interna na translacao em
Y e na rotacdo segundo o eixo X. Desta forma, para os elementos do topo dos pilares, aplica-se a
matriz de rigidez elementar da equacéo (3.93), uma vez que se ira libertar a translacdo segundo Y.
Aos elementos de tabuleiro que ligam a rotula cilindrica, aplica-se a matriz de rigidez elementar
da equacdo (3.94), uma vez que a esta se ira libertar a rotacdo segundo X.

Nos elementos de tirante aplica-se a matriz de rigidez elementar da equacédo (3.92), uma vez que
sdo elementos rotulado-rotulado e tém apenas resisténcia axial.

Por fim, transforma-se a matriz de rigidez elementar de coordenadas locais para coordenadas
globais através da expressdao Ke=T"*K_local*T. Da mesma forma que se construiu a matriz de
rigidez elementar em coordenadas locais, vai-se construir a matriz de massas elementar, M_local.
Aplica-se diretamente a equacdo (3.95). Depois transforma-se de coordenadas locais para
coordenadas globais através da expressdao Me=T'*M_local*T.

Procede-se entdo a assemblagem das matrizes elementares, nas respetivas matrizes globais. Este
processo passa por enviar o valor da rigidez ou da massa de cada GL local da matriz local, para o
GL global correspondente da matriz global. Obtém-se uma matriz de rigidez global, K, e uma
matriz de massas global, M, com NGL linhas por NGL colunas.

A matriz de rigidez global, para considerar as condicdes de apoio, associa-se aos GL globais
correspondentes, um valor de rigidez muito elevado. Essa informacéo esta contida na variavel das
condicOes de apoio, apoio, lida a partir do ficheiro excel. Aplica-se ainda a fungdo sparse a matriz
de rigidez K, com o objetivo de reduzir o tempo de processamento da matriz.
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6 - Frequéncias proprias e modos de vibracéo
Nesta parte do programa, sao executadas fungdes que determinam os valores e vetores préprios da
estrutura, através da funcao eigs:

[VecP,ValP] = eigs(K,M,20,0);

Esta funcao permite definir quantos modos se pretende analisar, reduzindo para 2~3% a velocidade
de processamento da funcéo, pois evita que sejam calculadas milhares de equac6es das matrizes K
e M. Depois de obtidos os valores de VecP e ValP, armazenam-se as raizes dos valores absolutos
da diagonal de ValP, numa variavel Wno. Depois usa-se a fungéo sort para ordenar os valores das
frequéncias, do mais pequeno para 0 maior. Obtém-se um vetor com as frequéncias angulares
naturais ordenadas e um vetor, lordem, com a numeracéo da ordem das frequéncias.

[W, ITordem] = sort (Wno);

Com o vetor lordem, ordenam-se numa matriz nova, VX, as colunas dos vetores proprios, fazendo:
VX = VecP(:,Iordem);

Por fim, dividem-se os valores do vetor W por 2*pi, obtendo-se o vetor f, contendo as frequéncias
naturais da estrutura, em Hz.

7 - Desenho das configuracGes modais

Para desenho das configuraces modais da estrutura, define-se uma variavel, NMOD, com o
numero de modos de vibracao que se pretende observar.

Inicia-se entdo um ciclo ao numero de modos (for Nmod_des=1:NMOD), sendo repetido este
processo para cada modo:

Primeiro transforma-se a coluna Nmod_des da matriz VX, com a funcdo reshape, numa matriz de
NP linhas por NGLNO colunas.

VXm=reshape (VX (:,Nmod_des),NGLNO,NP) ';

Assim sera direta a forma como se adiciona, as coordenadas globais da estrutura, coord, os valores
correspondentes da matriz VXm. Ou seja, a primeira coluna da matriz coord (coordenadas segundo
X), adiciona-se a primeira coluna do vetor VXm (GL 1); a segunda coluna da matriz coord
(coordenadas segundo Yy), adiciona-se a segunda coluna do vetor VXm (GL 2); a terceira coluna da
matriz coord (coordenadas segundo z), adiciona-se a terceira coluna do vetor VXm (GL 3). Obtém-
se assim as variaveis x1vp, x2vp e x3vp. Criou-se também uma variavel, cor_modo, com a norma
das trés primeiras colunas de VXm, de maneira a possibilitar, com o auxilio de uma colorbar, a
observagdo do valor dos deslocamentos de translagdo em funcdo da cor do desenho. Utilizou-se
entdo a funcéo fill3 para desenhar os modos de vibragéo da estrutura.

£i113 (x1lvp, x2vp, x3vp, cor _modo, 'Edgecolor', 'interp', 'linewidth',1.5);

8 - Desenho das ondas dos GL de translagio
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Nesta parte do programa, foi criada uma ferramenta que permite perceber melhor quais os GL mais
excitados num dado modo de vibragdo, para um nd da estrutura escolhido pelo utilizador,
NOescolha. O utilizador pode também escolher, quais os GL que pretende observar no gréafico,
alterando as caracteristicas do vetor GLdesenho. Se se pretende apenas, por exemplo, os GLde
translacdo do n6 397 faz-se:

NGLNO=6;

NOescolha=397;

GLdesenho=[NOescolha*NGLNO-5 NOescolha*NGLNO-4 NOescolha*NGLNO-3];

Criaram-se entdo variaveis que definem o intervalo de tempo, dt, e 0 tempo maximo de analise da
onda, tmax. De seguida, criou-se o vetor tt que vai de 0 segundos a tmax segundos, em intervalos
de dt.

De seguida, iniciou-se um ciclo ao numero de modos de vibracdo (for i=1:NMOD), repetindo-se
0 seguinte processo para cada modo de vibracdo:

Iniciou-se um ciclo ao numero de GLescolhidos (for j=1:length(GLdesenho)) onde se criou uma
variavel, an, com NMOD colunas e GLdesenho linhas, que guarda em coluna os valores do vetor
préprio, correspondentes aqueles GL globais. Depois é criada a variavel Onda, que vai multiplicar
cada valor do vetor na pelo conseno da frequéncia desse modo, W(i), vezes o vetor tt.

Onda=an(j,1) *cos (W (i) *tt);

Por fim, usa-se o comando plot, onde se coloca no eixo X o vetor tt e no eixo y o vetor Onda. Desta
forma, e usando a funcdo subplot, é possivel sobrepor no mesmo gréfico, de cada modo de
vibragdo, as ondas correspondentes a cada GL em estudo.

9 - Desenho das secg¢des. Calculo estatico

Nesta seccdo do programa, € feita a leitura da folha Seccbes do excel. Da mesma forma que se
procedeu na leitura das folhas anteriores, utiliza-se a varidvel DADOS para armazenar toda a
informac&o contida na folha e outras variaveis para ir buscar valores ou submatrizes nela contida.
Neste caso, sdo criadas as variaveis NS (nimero de secgdes) e Seccoes (matriz com NS linhas e
duas colunas, em que a primeira coluna tem a seccdo e a segunda coluna tem o tipo de sec¢éo).
Cada seccdo esta associada a um no global da estrutura, a qual se ird atribuir o valor dos
deslocamentos de translagcdo e de rotagdo, obtidos no vetor dos deslocamentos globais, para
desenho 3D.

Para isso, cria-se um ciclo ao numero de secc¢des (for i=1:NS), sendo repetido este processo para
cada seccgéo:
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Através da variavel Seccoes, 1é-se qual é o n6 global associado a seccdo corrente. A partir desse
no, é possivel ler, no vetor global dos deslocamentos, u, os seis deslocamentos que lhe estéo
associados. A variavel useccoes € entdo criada para guardar, em cada coluna de NGLNO linhas,
o0s deslocamentos de cada nd, ou seja, terd dimensdes de NGLNO linhas por NS colunas.

De seguida, é necessario ler todas as informacoes referentes ao tipo de sec¢do associado aquele
no. S&o entdo criadas as varidveis NPs (nimero de nos das secgdes), COORDs (matriz das
coordenadas dos nos da seccdo), NFs (nimero de faces da sec¢do), NNOFs (numero de nds por
face) e IDs (matriz com a sequéncia de nos para criacdo das faces) (Figura 4.5).

3 4 5

2
C U P s~

1 34

13

86
87
88
80

31 34
32 31
33 32

MW (& e
W | b

Figura 4.5 - Exemplo de tabela com sequéncia de nds para desenhar faces.

Depois de definidas todas as variaveis referentes aos deslocamentos modais e ao tipo de sec¢ao do
no global, aplicam-se os deslocamentos desses seis GLdo n6 global a todos os nés da seccio. E
importante frisar que esses GL sao referentes ao né global, que é centro de gravidade da secgéo.
Dessa forma, além de se somar a cada n6 da seccdo, os deslocamentos de translacdo tem que,
posteriormente, se somar os valores de translacao, obtidos a partir da transformacéo das rotagdes
do no global (Figura 4.6).

COORD_rot1

COORDs COORDs

/?@ COORDs
,/

K-7| tet1

Figura 4.6 - Exemplo da influéncia da rotacdo de um n6, em nos adjacentes.

Para transformar as rotagdes do né global em transla¢fes nos nos da seccao, criam-se matrizes de
transformacéo para cada dire¢do (Mrotlmod, Mrot2mod e Mrot3mod).
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1 0 0
Mrot, mod=| 0 cos (tet,mod) sin (tet,mod) | , 4.2)
0 -sin (tet,mod) cos (tet,mod)

sendo n o eixo de rotacdo. Depois criam-se variaveis para guardar o valor das coordenadas dos nds
da seccdo (COORD_rotlmod, COORD_rot2mod e COORD_rot3mod) se fossem afetadas por cada
uma das rotagdes, ou seja, faz-se:

COORD_rotlmod=COORDs*Mrotlmod;

COORD_rot2mod=COORDs*Mrot2mod;

COORD_rot3mod=COORDs*Mrot3mod;

De seguida, subtrai-se a cada uma destas varidveis COORD_rotmod, o valor das coordenadas
originais dos n6s da sec¢do, obtendo-se quanto € que cada rotacédo faz transladar cada n6 da seccdo.
Se se somar os trés efeitos de rotacdo, provenientes das rotacbes segundo 0s trés eixos, mais as
coordenadas originais nos nos da seccao, obtém-se as coordenadas finais, tendo em conta apenas
as rotac6es no né global.

COORDf = COORDs + (COORD rotlmod-COORDs) + (COORD rot2mod-COORDs) +

(COORD_rot3mod-COORDs) ;

Por fim, é apenas necessario somar a estas coordenadas finais dos nés da seccdo, o valor das
translacdes do no global, para cada direcéo, ou seja:

COORDf (:,1)=COORDf (:,1)+useccoes (1,1);

COORDf (:,2)=COORDf (:,2) +useccoes (2,1);

COORDf (:, 3)=COORDf (:, 3) +useccoes (3,1);

Depois de definidas as coordenadas finais dos nos da secc¢do, criam-se variaveis para cada dire¢éo
(xff1, xff2 e xff3), que englobem as coordenadas dos nds da face, segundo a sequéncia guardada
em IDs. Repete-se este processo, mas com as coordenadas dos nés da sec¢do originais, guardando-
as nas variaveis xf1, xf2 e xf3.

Por fim, calcula-se a diferenca entre as coordenadas xff e xf, obtendo-se os deslocamentos nodais
da seccdo. Irdo servir para calcular a sua norma, armazenados na variavel uf. Usa-se entdo o
comando fill3 para desenhar as varidveis xffl, xff2 e xff3, tendo em conta uf. Desta forma, o
desenho, auxiliado pela colorbar, permite perceber, em funcgdo das cores, quais 0s deslocamentos
associados.
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4.3.2 Painel “Malha”

Depois do célculo dindmico terminado, 0 programa envia-nos automaticamente para o painel
“Malha” (Figura 4.7). Este painel permite analisar a malha da estrutura, com ou sem a numeracao
dos nos ou dos elementos, com a possibilidade de usar ferramentas de zoom e de rotacdo. Permite
também analisar a sec¢do da estrutura em estudo com fungdes de zoom e rotacao.

Figura 4.7 - Painel "Malha".
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4.3.3 Painel “Modelo de elementos finitos”

Neste painel apresentam-se as configuracbes modais da estrutura, para 0 modo de vibragédo
escolhido pelo utilizador (Figura 4.8). Apresenta-se também a deformada modal da sec¢do em
estudo, relativa ao respetivo n6 global da estrutura, acompanhada de um grafico com as ondas
relativas aos GL de translacdo desse mesmo no.

Figura 4.8 - Painel "Modelo de elementos finitos".

Ao clicar-se no botdo “Play” inicia-se a animacao, em sincronia, destes trés elementos, onde é
possivel analisar com maior detalhe os deslocamentos modais da sec¢do, para cada modo de
vibracdo. O gréfico das ondas relativas aos graus de translacdo da sec¢do sdao acompanhadas de
uma linha vertical que nos indica a amplitude dos deslocamentos modais, para cada instante t.

1 - Filme dos Modos da Estrutura
Tal como na parte anterior do programa, comegou-se por criar variaveis que definam o intervalo
de tempo, dt, o tempo mé&ximo, tmax e um vetor tt, com os valores de tempo, desde 0 segundos até
tmax segundos, em intervalos de dt.

Depois sdo criadas duas varidveis, em que o utilizador define quais os filmes dos modos de

vibragdo inicial (modoinicial) e final (NMODfilme) que quer ver. Nesta altura inicia-se a figura
onde vai ser criado o filme.
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Inicia-se entdo um ciclo ao nimero de modos de vibracdo (Nmod_des=modoinicial:NMODfilme),
repetindo-se este processo para cada modo de vibracao:

Primeiro transforma-se a coluna Nmod_des da matriz VX, com a funcdo reshape, numa matriz de
NP linhas por NGLNO colunas.

VXm=reshape (VX (:,Nmod_des),NGLNO,NP) ';

De seguida, inicia-se um ciclo ao tempo (for k=1:length(tt)) onde vao ser criados, para cada
instante t, os valores dos deslocamentos dos nos globais da estrutura. As variaveis onde as
coordenadas vao ser guardadas sdo x1lvm, x2vm e x3vm. S0 obtidas atraveés da soma das
coordenadas originais, de cada direcdo, dos nos da estrutura, com a coluna da matriz VXm, da
direcdo correspondente, afetada pelo cosseno de W(i) vezes o instante de tempo.

x1lmv (j,n)=coord(elem(n,j),1l)+VXm(elem(n,Jj), 1) *cos (W(Nmod_des) * (k-1) *dt) ;

x2mv (j,n)=coord(elem(n,j),2)+VXm(elem(n, j),2) *cos (W(Nmod_des) * (k-1) *dt) ;

x3mv (j,n)=coord(elem(n,j),3)+VXm(elem(n, j), 3) *cos (W(Nmod_des) * (k-1) *dt) ;

Ainda dentro do ciclo aos instantes de tempo, é utilizado o fill3 para desenho da estrutura naquele
instante, seguido da funcéo getframe. Esta funcéo permite que, a janela de desenho seja atualizada
conforme o ciclo de tt é reiniciado. Desta forma, o filme criado é o conjunto dos getframe, em cada
instante do ciclo tt.

2 - Filme das seccdes da estrutura

Do mesmo modo que foi criado um desenho da estrutura para cada modo de vibragdo, aqui véo
ser criados desenhos para cada instante t, em que o valor das rotacdes e das translacbes globais
variam, em funcdo do cosseno de W, do modo de vibracdo correspondente, vezes o instante de
tempo. O restante cddigo é semelhante do ponto 9 (Painel “Malha”), referente ao célculo da
configuracdes modais da seccdo. E possivel obter para cada modo de vibracdo, o filme da seccéo
escolhida.
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4.3.4 Painel “Modelos de identificacio modal”

Este painel permite importar os ficheiros relativos aos registos obtidos através dos acelerometros
uniaxiais (5 acelerogramas) e triaxiais (3 acelerogramas). Cada um destes tipos € analisado
separadamente, dispondo exatamente das mesmas funcdes. Tomando como referéncia os
acelerogramas do acelerémetro triaxial (Nanometrics), clica-se no botdo “Nanometrics (Triaxial)”
e escolhe-se o ficheiro de dados (Figura 4.9).

Painel dados Uniaxiais Painel dados Triaxiais

e
Modelo de elementos finitos Modelos de identificagdo modal Comparagio de resultados
Nanometrics (Triaxial)

Figura 4.9 - Painel "Modelos de identificacdo modal". Escolha de registos para analise.

Apbs a escolha do registo, o programa abre automaticamente o painel que contém os 3
acelerogramas escolhidos (ja filtrados pelo Filtro de Média Movel) e os seus respetivos espetros
de amplitudes, obtidos através da FFT (Figura 4.10). Ha também a possibilidade de se selecionar
janelas dos acelerogramas, atualizando automaticamente os espetros de amplitudes, e pedir a
matriz de DEP (Figura 4.11) e o Espetro de Valores e Vetores Singulares (Figura 4.12), nos
respetivos botdes. No topo do painel ha um botdo que permite abrir uma janela nova, onde é
apresentada a seccdo em estudo com o local de instalagdo da instrumentag&o.
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Modelo de elementos finitos Meodelos de identificagdo modal Comparagao de resultados
i ] Nanometrics (Triaxial)

Figura 4.12 - Painel que apresenta o espetro de valores singulares.

De seguida, sdo apresentados em detalhe, os codigos para a formulacdo destas funcdes, desde a
Transformada de Fourier a criacdo do espetro de valores e vetores singulares. Esta formulacéo que
se apresenta, funciona também para os acelerogramas dos acelerémetros Kinemetrics (uniaxiais),
onde varia apenas 0 nimero de acelerogramas (trés).

1 - Leitura dos Acelerogramas Triaxiais e Defini¢do de Variaveis do Ficheiro de Dados
Nesta sec¢do € escolhido o ficheiro de dados que contém os registos de acelerac@es triaxiais (ou
uniaxiais) do ensaio de vibragio ambiental. E criada a variavel correspondente & matriz que contém
os valores das aceleracfes, em cada instante t, de cada acelerograma. Depois séo criadas as
varidveis Nacel (nimero de acelerogramas), dt (intervalo de tempo das leituras — 0,004s),
NP=length(Acel) (nimero total de pontos no tempo), t max=dt*(NP-1) (total de tempo medido,
em segundos), t=(0:dt:t_max)' (vetor dos tempos, em segundos), f_max=1/dt*(1/2) (frequéncia
méaxima ou frequéncia de Nyquist) e df=1/t_max (incremento de frequéncia, em Hz).

2 - Filtragem das Historias de Aceleracdes pela Média Movel

De seguida, aplica-se aos acelerogramas o Filtro de Média Mével de forma a reduzir a influéncia
do ruido e logo suavizando o sinal. Desta forma obtém-se a varidvel acel filtrado que
corresponde a uma matriz que contém os acelerogramas filtrados do registo escolhido pelo
utilizador. Foi usada a funcdo MedMov(), cujo o funcionamento foi explicado em 3.3.1, para
calcular a média mével da variavel Acel, sendo-lhe posteriormente subtraida.
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3 - Desenho dos Espetros de cada Acelerograma com somatorio (FFT)

Depois de filtrar os acelerogramas, € aplicada a transformada de Fourier para os decompor em
ondas harménicas, de onde se obtém os espetros de amplitudes. Cada espetro de amplitudes final
¢ obtido a partir da média dos espetros de cada janela do acelerograma (comprimento de 100
segundos e com sobreposicédo de 50%).

4 - Escolha dos Instantes Iniciais e Finais do troco do acelerograma pretendido
E possivel alterar a janela do acelerograma que pretendemos analisar. Desta forma é possivel
estudar apenas algumas zonas do acelerograma, evitando a contabilizacdo de erros de medi¢do dos

aparelhos.
Liml=input ('Instante inicial? (s) '); % instante inicial do trocgo
Lim2=input ('Instante final? (s) '); % instante final do troco

NP jan=Lim2/dt-Liml/dt+l; % numero de pontos da nova janela escolhida (troco)

5 — Célculo e desenho da Matriz de Densidade Espetral de Poténcia

Para o célculo da matriz de densidade espetral de poténcia (MDEP), utiliza-se a variavel
Acel_filtrado_JanEscolha, que corresponde ao acelerograma ou trogo de acelerograma escolhido
pelo utilizador (de Lim1 a Lim2 segundos), para aplicar a transformada de Fourier. E utilizada a
formulagio explicada no capitulo 3.3.3.3. E possivel ao utilizador, variando a janela do
acelerograma, calcular uma nova matriz DEP.

6 - Calculo Valores e Vetores Singulares

O espetro de valores e vetores é posteriormente obtido através da variavel Mdep, criada para o
calculo da matriz de DEP, também ele através da formulacdo apresentada no capitulo 3.3.3.4. Os
espetros de valores e vetores singulares podem uma vez mais ser calculados, para cada janela de
acelerograma em estudo, tal como na matriz DEP.

4.3.5 Painel “Comparacio de resultados”

Por fim, este painel permite analisar em simultdneo o modelo numérico (estrutura ou sec¢éo), com
a configuragdo de cada modo de vibracdo, e 0 modelo de identificacdo modal, neste caso o Ultimo
espetro de valores e vetores singulares chamado (Figura 4.13). A este ultimo, sdo agora sobrepostas
linhas verticais, correspondentes as frequéncias dos modos de vibracdo do modelo numerico. Esta
funcéo facilita a comparacdo dessas frequéncias com os picos de frequéncia obtidos no espetro de
valores e vetores singulares. Ao analisar-se um determinado modo de vibragdo, a linha vertical
com a correspondente frequéncia tem uma cor e espessura mais percetiva de forma a facilitar a
analise.
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Figura 4.13 - Painel "Comparacao de resultados".

4.4 Considerac0es finais

O programa DynBridges 1.0 permite obter os modos de vibragéo de uma estrutura modelada com
elementos finitos de barra 3D. Existe a possibilidade de escolher quais 0s modos de vibracdo da
estrutura a estudar e, para esses modos, é possivel observar-se o desenho ou o filme da estrutura
completa. Oferece também a possibilidade de escolher seccbes da estrutura analisando-se em
pormenor as representacdes tridimensionais e fazer uma anélise gréafica da relagdo dindmica entre
0s GL de translacdo dessa mesma sec¢do. Por fim, ap6s introduzirem-se os registos de aceleragoes,
é possivel fazer-se a comparacdo dos resultados numéricos com os resultados experimentais
obtidos.

As perspetivas futuras para o programa DynBridges 1.0 passam pelo seu melhoramento grafico e
pelo aumento do numero de fun¢des, nomeadamente a possibilidade de se ver a resposta dinamica
do viaduto, para um dado sismo introduzido pelo utilizador. Sera também dada a possibilidade de
criar estruturas fora do mesmo plano de desenho (ja que a formulagdo para a criacdo dos eixos
locais limita a estrutura a estar desenhada no mesmo plano). Isto ird permitir serem modeladas,
ndo s6 pontes de suspensao lateral, mas também modelar edificios (pérticos 3D).
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Ensaio de vibracao no viaduto do
Corgo

’

“If you want to find the secrets of the universe, think in terms of energy, frequency and vibration.’

- Nikola Tesla

5.1 Considerag0es iniciais

Neste capitulo, apresenta-se o viaduto do Corgo como exemplo de aplicacdo para o0 estudo do
comportamento dindmico de estruturas, recorrendo a ensaios de vibracdo ambiente e a modelos
numéricos de elementos finitos (programas DynBridges 1.0 e ANSY'S). Os registos de aceleracdes
medidos nos ensaios de vibra¢do ambiente foram analisados através de técnicas de processamento
de sinal e de identificacdo modal no dominio da frequéncia (Rodrigues & Min, 2005). Mostra-se
que, instrumentando apenas a sec¢do de meio vao, é possivel obter resultados com interesse para
a calibracdo dos modelos numéricos. Os modos de vibracdo calculados numericamente sdo
globalmente representados com base em animacdes 3D, assim como as oscilacdes da seccao
instrumentada. O comportamento dindmico do viaduto foi também estudado com o programa
ANSYS (ANSYS, 2012). As configuracdes modais identificadas sdo comparadas com as obtidas
com os dois programas referidos.

5.2 Viaduto do Corgo

O viaduto do Corgo localiza-se perto da cidade de Vila Real e surgiu como solugéo para a travessia
do vale do rio Corgo pela Autoestrada Transmontana (Figura 5.1).A travessia faz-se a uma altura
maxima de 230 m acima do leito do rio Corgo, apresentando-se com 4 vias de transito de 3,5m e
uma largura total de plataforma de 25,3 m (bermas exteriores de 3m e interiores de 1m). O seu
comprimento total é 2796 m, atravessando superiormente o rio Corgo e a N2 (Figura 5.2). Por se
inserir num meio natural, procurou-se um sistema estrutural que, além de eficaz, fosse composto
por formas simples e que causassem 0 minimo de impacto visual na paisagem do vale. Surgiu
entdo a solucdo de um viaduto atirantado em betdo armado pré-esforcado, com véo central de
300 m, véos adjacentes de 40% do anterior, pilares de fuste Unico e mastros de 70 m que suportam
uma fiada Unica de 4 semileques compostos por 22 tirantes (Figura 5.3).
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Figura 5.1 - Localiza¢éo do viaduto do Corgo (Vila Real).

Viaduto do Corgo

a) PLANTA DO VIADUTO DO CORGO

Figura 5.2 - Viaduto do Corgo: a) planta; b) perfil longitudinal.

O comprimento dos tirantes varia entre 38m e 159m e o nimero de corddes, de 15,7mm, varia
entre 39 a 66. O viaduto esté dividido em 3 sub-viadutos, o de Poente, o Central e 0 de Nascente
com 855m, 768m e 1167m, respetivamente, e separados por juntas de dilatacao.
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Sub-viaduto central

O sub-viaduto central (SVC) é composto por 7 vdos com suspensdo atirantada central e simétrica
e prolongamento continuo. Devido a execugdo dos mastros e tirantes na zona central, a largura do
tabuleiro do SVC (Figura 5.5), aumenta de 25,3m para 28m, apresentando uma viga-caixao central
com 3,5m de altura, almas de 0,6m afastadas de 9,40m entre eixos e com abas laterais suportadas
por escoras afastadas de 3m entre si. Em relacéo as ligac6es pilar-tabuleiro, apenas nos pilares P18
e P19 (Figura 5.4 e Figura 5.6) foram executadas ligacGes monoliticas, sendo as restantes feitas
através de aparelhos de apoio.

Sub-viaduto central (viaduto do Corgo)
a) PLANTA DO SUB-VIADUTO CENTRAL DO VIADUTO DO CORGO

N\ .
NN T
\\\\\\\// U
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[ 6 coms afiniicns 40 b s et o0 betunisa o 1o 6ot .|

Figura 5.3 - Sub-viaduto central (viaduto do Corgo): a) planta; b) corte.

O pré-esfor¢o longitudinal é constituido por varios grupos que pretendem assegurar os esforgos da
fase construtiva do tabuleiro (por aduelas sucessivas em consola) e da fase de exploragéo,
utilizando cabos com corddes de 15,2mm e barras de $36mm.
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Figura 5.4 - Vista lateral do viaduto do Corgo.

Tabuleiro do sub-viaduto central

a) CORTE DO TRANSVERSAL (PILARES 15 E 22)
_ [\

T T 1

b) CORTE DO TRANSVERSAL (ZONA SUSPENSA)
Qﬂmﬁ; S I N MKO

NN

Figura 5.5 - Cortes transversais do tabuleiro no SVC: a) no topo dos pilares 15 e 22; b) na zona suspensa.

Transversalmente, a laje superior com 28,0m de largura apresenta-se pré-esforcada, o que
complementa a acdo de suspensao interna, na transferéncia das forcas dos tirantes para a viga-
caixdo, no caso da zona suspensa e, permite garantir a verificacdo dos estados limite de servico ao
longo do SVC (zona suspensa e ndo-suspensa). Os cabos de pré-esforco transversal sdo de
4 corddes de 15,2mm e estdo afastados, aproximadamente, de 0,40m na zona suspensa e de 0,75m
no restante comprimento.

Os pilares apresentam formas ortogonais, com largura e comprimento constantes, a exce¢éo dos
pilares P18 e P19. Por isto, 0 método de execucao dos pilares também foi distinto, sendo que a dos
pilares P18 e P19 foi o de cofragem deslizante e os restantes por cofragem auto-trepante, tal como
0S mastros.
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Figura 5.6 - Vista lateral de um mastro do viaduto do Corgo.

5.3 Modelo de elementos finitos de barra 3D

Neste capitulo apresentam-se todas as componentes do modelo de elementos finitos de barra 3D,
consideradas para simular o comportamento dindmico do viaduto do Corgo, no programa
DynBridges 1.0. Desde a consideracao dos varios tipos de elementos estruturais da estrutura, aos
respetivos materiais e caracteristicas geométricas, foi realizada uma anélise cuidada de forma a
obter-se uma aproximacgao o mais exata possivel da estrutura projetada.

5.3.1 Malha

A malha do modelo (Figura 5.7) é constituida por 403 nos e 492 elementos (A.l.1 e A.1.2). Aos
elementos respetivos, sdo associadas as matrizes de rigidez que consideram a libertagéo interna
dos GL pretendidos, de forma a serem considerados os aparelhos de apoio do topo dos pilares 15
al7e20a22.

P18 P19

300 m

Figura 5.7 - Malha de elementos finitos de barra 3D do viaduto do Corgo.
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5.3.2 Caracteristicas dos elementos estruturais

Através dos desenhos de projeto (AutoCAD) do viaduto foi possivel criar um ficheiro de dados
(documento de texto) com as coordenadas de cada seccdo. Cada ficheiro de dados contém a
estrutura de codigo necessaria para automaticamente ser importado pelo programa ANSYS
Mechanical APDL, criando uma area da seccdo. Essa sec¢do é depois guardada como ficheiro de
dados e, posteriormente importada de volta para 0 ANSYS para calcular as suas caracteristicas
geométricas (areas, inércias e médulo de torcéo), tal como € possivel ver na Figura 5.8. Dessa
forma, ap0s registarem-se essas caracteristicas, eram preenchidas no ficheiro de dados (A.1.2) no
respetivo elemento estrutural.

Ha que referir também que se optou por criar barras rigidas horizontais (a azul na Figura 5.9) na
ligacdo dos tirantes aos mastros, de forma a garantir-se que séo respeitadas as suas dimensdes e
coordenadas estruturais.

SECTION ID 1 SECTION ID Z
X = Centroid O = ShearCenter DATA SUMMARY ¥ = centroid O = shearCenter DATA SUMMARY

Section Name Section Name

Area Area
= 14.8032 = 15.0784
Iyy Iyvy
= 90.2764 = 26.313
Iyz Iyz
= -.466E-14 = -.187E-13
z z

z Iz
= 202.095 = 586.043

Warping Constant Warping Constant
= 56.2697 = 191.288

Torsion Constant 2] Torsion Constant
. = 51.4722
entroi: entroi

= —.185E-15 = .733E-15
Centroid 2 Centroid z

= .138E-14 = .63%E-06
Shear Center Y Shear Center Y

= .230E-04 = -.212E-04
shear Center Z Shear Center 2

= -.231E-04 = -.070312
Shear Corr. YY ghear Corr. YY

= .62213 = .659694

[

= .289116 = .127836

a) b)

Figura 5.8 - Caracteristicas geométricas das sec¢des (ANSYS): a) pilares 15 e 22; b) tabuleiro.

5.3.3 Caracteristicas dos materiais

Os materiais utilizados no viaduto do Corgo sdo o betdo e 0 aco, tendo os elementos estruturais
sido concebidos em betdo armado, betdo armado pré-esforcado e ago de pré-esforco. A cada tipo
de elemento estrutural foi-lhe associado o respetivo material (Figura 5.9), podendo as suas
caracteristicas serem consultadas no anexo A.l.3. Ao material, associado as barras rigidas
horizontais (a azul), foi-lhe conferido um modulo de elasticidade muito elevado e um peso
especifico praticamente nulo. Isto deve-se ao facto de que a massa dos mastros é considerada nos
elementos “Mastros”, a verde, ¢ assim ndo ¢ considerada a sua massa a duplicar. A rigidez muito
elevada garante que a relacdo de deslocamentos entre o par de semi-leques do mesmo mastro se
mantém, simulando o comportamento expectavel do mastro.
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respetivas seccoes.

Figura 5.9 - Tipos materiais associados a cada tipo de elemento estrutural e algumas representacdes das suas



5.3.4 Libertac0es internas

Os aparelhos de apoio no topo dos pilares 15a 17 e 20 a 22 constituem um desafio na programacao
do modelo de EF. Para resolver este problema, foram associados aos elementos de interse¢éo do né
de ligacdo pilar-tabuleiro, tal como explicado no ponto 3.4.4.4, as matrizes de rigidez com a
respetiva libertacdo interna: translacdo longitudinal (matriz de rigidez (3.93)) e rotacdo segundo o
eixo transversal (matriz de rigidez (3.94)). Da mesma forma, para simular o comportamento dos
tirantes, foram associados aos respetivos elementos a matriz de rigidez de um elemento
rotulado-rotulado (3.92).

Figura 5.10 - Representa¢do dos nds onde se simula o aparelho de apoio, através das libertagdes internas.

5.3.5 Seccbes 3D

Ao modelo de EF de barra, foi adicionada a possibilidade de se associar os deslocamentos modais
de um determinado n6 da estrutura, a uma seccdo tridimensional do elemento
estrutural correspondente (A.l1.4). Visto que a seccdo instrumentada do viaduto, durante o
ensaio de vibracdo, foi a seccdo de meio vdo do tabuleiro, esta foi a primeira representacdo 3D a
ser criada. Posteriormente optou-se também por criar seccdes 3D dos pilares de seccdo constante
(Figura 5.11).

a) b)
c) d)
Figura 5.11 - Representacdo tridimensional das sec¢es: a) tabuleiro; b) pilares 15 e 22; c) pilares 16 e 21;
d) pilares 17 e 20.
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5.4 Registo de vibracdo ambiental com acelerometros

Pretende-se com este trabalho, interpretar a resposta dindmica do viaduto do Corgo, através de
registos medidos durante os ensaios de vibracdo (Figura 5.12), efetuados nos dias 27 de Junho e
29 e 30 de Julho de 2013. O critério adotado para a instalagdo dos acelerometros teve como base
0 aproveitamento do local de instalacdo dos instrumentos para a medi¢do de deslocamentos, no
ambito do projeto “Integracdo de dados GNSS e de acelerometros na monitorizacdo de grandes
estruturas” (FEUP-LNEC), na altura dos ensaios de carga.

Figura 5.12 - Medicéo de vibracGes durante os ensaios de carga, no viaduto do Corgo (Wenzel & Pichler, 2005).

Foram entdo obtidos, através de 5 acelerometros uniaxiais (Kinemetrics) e 1 triaxial (Nanometrics)
instalados na seccdo de meio vdo do SVC, vérios acelerogramas de vibragdo ambiental
(Figura 5.13). Os acelerometros uniaxiais 1, 2 e 5, mediram as acelera¢fes de vibracdo no eixo Z
(eixo vertical), 0 acelerometro uniaxial 3 mediu as aceleracfes no eixo Y (eixo transversal) e 0
acelerometro uniaxial 4 mediu as aceleragdes no eixo X (eixo longitudinal). Desta forma,
obtiveram-se cinco séries de registos de aceleracdes de duracdes entre os 8 e os 30 minutos, em
cada uma das direcBes, com uma frequéncia de amostragem de 250 Hz. Por outro lado, o
acelerémetro triaxial (Figura 5.13) criou trés séries de registos, uma em cada dire¢do, também com
uma frequéncia de amostragem de 250 Hz. Sabendo que a frequéncia € igual a inversa do periodo
de uma onda, obtém-se:

ams ! ams = i < At :i: 0,004s (4.3)
T At 250

Quer isto dizer que, em cada 0,004s os acelerdmetros registam o valor da aceleracdo medida,
repetindo-se este processo durante o tempo de medicdo. Esta informacéo é registada em formato
de texto, com duas colunas em que a primeira regista os instantes de tempo, em segundos, € a
segunda as acelera¢fes medidas correspondentes.
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Figura 5.13 - Ensaio de vibracdo. Medig8o de aceleragdes na sec¢do de meio vdo do Sub-viaduto central do viaduto
do Corgo. Conversao de sinal do dominio do tempo (acelerogramas) para o dominio da frequéncia (espetros de

amplitude) através da Transformada Discreta de Fourier.
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5.5 Analise de resultados. Comparacao entre experimentais e numéricos

Através dos registos de aceleragfes obtidos na seccdo de meio vao, foi possivel obter as
frequéncias naturais e a configuracdo de alguns dos principais modos de vibragio da estrutura. A
partida conhecia-se apenas a informag&o acerca dos primeiros trés modos da estrutura, calculados
numericamente na fase de projeto (Figura 5.14). Procura-se entdo perceber a relacdo entre os
valores dos parametros modais obtidos com base nos modelos de identificacdo modal (Magalhaes,
2004) e os correspondentes valores obtidos numericamente com base no modelos de EF.

Em fase de exploragado. os modos mais significativos sdo:

e 0 1° modo de flexdo longitudinal dos
pilares e tabuleiro. f=0.215 Hz:

e 0 2° modo de flexdo transversal dos
pilares com flexao simétrica do tabuleiro.
f=0.235Hz:

e o0 3° modo que associa a flexdo
transversal dos pilares e a flexdo anti-
simétrica do tabuleiro. f=0.315 Hz.

Figura 5.14 - Configuragdes modais de projeto dos primeiros trés modos de vibragéo (Barata, 2012).

Na Figura 5.15a, apresentam-se 0s espetros dos valores singulares da matriz da DEP (3x3),
correspondente aos trés canais do acelerometro triaxial atras referido (acelerémetro Nanometrics
de grande sensibilidade, calibrado para +/-1/8g, 24 bits). Utilizam-se registos de aceleracdes com
duracdo de 1400 segundos, analisados através da técnica de médias espetrais, considerando janelas
temporais de 100 segundos com sobreposicdo de 50%. Nesta figura apresentam-se também as
frequéncias naturais calculadas com o programa DynBridges 1.0 (linhas verticais), sendo notério
0 bom acordo entre os primeiros picos espetrais (cuja abcissa corresponde as frequéncias dos
primeiros modos de vibracdo da estrutura) e as primeiras frequéncias naturais calculadas com o
modelo, em particular o bom acordo para o caso das frequéncias do segundo e quarto modos. Para
0 primeiro modo é notério um pequeno pico espetral na frequéncia 0,20 Hz enquanto o valor
calculado é de 0,214 Hz. Este pico espetral, apesar de ser claramente visivel, tem uma amplitude
relativamente baixa, dado que corresponde a um modo ao qual estdo associados movimentos
oscilatorios longitudinais do tabuleiro e que, para as condi¢fes de excitacdo na altura do ensaio,
eram bastante reduzidos. Nas frequéncias 0,4 Hz, 1,05 Hz e 1,22 Hz, ocorrem 3 picos espetrais,
verificando-se um bom acordo com as calculadas no DynBridges 1.0. Estes modos correspondem
a movimentos oscilatorios verticais desta sec¢do do tabuleiro (Figura 5.16).
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Na Figura 5.15b, apresentam-se os espetros dos valores singulares da matriz da DEP (5x5),
correspondente aos cinco acelerometros uniaxiais (acelerometros Kinemetrics, calibrados para
+/-1/4g, 19 bits) atras referidos. Utilizam-se registos de acelera¢cdes com duracéo de 800 segundos,
analisados através da técnica de médias espetrais, considerando janelas temporais de 100 segundos
com sobreposicao de 50%. Nesta figura apresentam-se também as frequéncias naturais calculadas
com o programa DynBridges 1.0 (linhas verticais), sendo notdrio o bom acordo entre os primeiros
picos espetrais e as primeiras frequéncias naturais calculadas com o modelo. O pico espetral
correspondente a frequéncia do primeiro modo de vibracdo ocorre para a frequéncia de 0,21 Hz,
que € um valor bastante proximo do valor 0,214 Hz calculado numericamente com o
DynBridges 1.0. Este pico espetral, contudo, tem uma amplitude bastante baixa, mais uma vez
pelas razdes descritas anteriormente, para o acelerometro triaxial. Nas frequéncias 0,4 Hz, 1,05 Hz
e 1,22 Hz, ocorrem, de novo, 3 picos espetrais, verificando-se um bom acordo com as calculadas
no DynBridges 1.0. Estes modos correspondem a movimentos oscilatorios verticais desta sec¢éo
do tabuleiro.
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ESPETROS DE VALORES SINGULARES
a) ACELEROMETRO TRIAXIAL
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Figura 5.15 - Espetros de valores singulares de 0,1 a 1,5 Hz. As linhas verticais representam as frequéncias obtidas

através do programa DynBridges 1.0: a) acelerometro triaxial; b) acelerometros uniaxiais (cinco).

113



Identificacédo de configuracbes modais
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Figura 5.16 - Identificacdo das configuragdes modais (representacdo das oscilagdes através de ondas harmonicas),
correspondentes as frequéncias dos trés picos de maior amplitude, no espetro do primeiro valor singular da matriz

DEP 5x5 (considerando os cinco acelerémetros uniaxiais).

114



Modo 1

Devido as dificuldades em obter registos de vibragdo do viaduto na direcdo longitudinal, por ser
um modo dificil de excitar, obteve-se um pico, no espetro de valores singulares, na frequéncia
0,20 Hz, mas com amplitude relativamente baixa (Figura 5.17).

Modo de vibracédo 1
Resultado experimental: f1 = 0,20 Hz

Amplitude

| | |
.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14
Frequéncia (Hz)

DynBridges 1.0: f1 = 0,214 Hz

i

AN
Ty 1S
////ﬁ 'L)

\

Ansys: f1 = 0,217 Hz

Figura 5.17 - Modo de vibragdo 1. Flex&o longitudinal dos pilares e tabuleiro. Comparacéao entre resultados

experimentais e NUMEricos.
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Modo 2

O pico de frequéncia 0,24 Hz destaca-se em todos os espetros de amplitudes obtidos. Neste modo,
0 movimento da sec¢do de meio vdo tem a direcdo transversal, tal como se pode verificar pelos
modelos numeéricos (Figura 5.18). Destacam-se alguns dos resultados obtidos, utilizando uma

janela de acelerograma de 590 segundos (Figura 5.19a).

Modo de vibragao 2
Resultado experimental: f2= 0,24 Hz

10°L

=
o
>
T

Amplitude

10

| |
04 0.6 0.8 1 1.2 1.4
Frequéncia (Hz)

10

DynBridges 1.0: f2 = 0,246 Hz

Figura 5.18 - Modo de vibragdo 2. Flexdo transversal dos pilares com flexdo simétrica do tabuleiro. Comparacédo

entre resultados experimentais e numéricos.
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O seguinte espetro de resposta, na direcao transversal, mostra um pico destacado na frequéncia
0,24 Hz. Na Figura 5.19b € possivel observar as ondas de frequéncia 0,24 Hz onde se pode ver que
apenas a onda da direcdo transversal tem movimento. Quer isto dizer que a seccdo de meio vao,
neste modo, tem apenas movimento transversal.

Acelerdmetro Triaxial

a) ACELEROGRAMA E ESPETRO NA DIREGAO TRANSVERSAL

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

1000 —
500 —

0 | ujr\m WWMWWWMW " I
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

b) ONDAS NOS TRES CANAIS CORRESPONDENTES A FREQUENCIA DO PICO DE MAIOR AMPLITUDE

(destaca-se apenas a onda na direcéo transversal)

1000
0 — Diregéo Longitudinal |
Direcao Transversal
—Direcao Vertical
000 | | | | | | | T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 5.19 - Acelerometro triaxial: a) acelerograma e espetro na dire¢do transversal (dia 27 as 10h05m);

b) ondas identificadas nos trés canais.
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Modo 3

De acordo com o modelo numérico, para este modo, ndo ocorrem movimentos oscilatérios na
seccao central (Figura 5.20), o que foi confirmado pelos resultados experimentais, dado que no
espetro dos valores singulares (DEP 3x3 do acelerometro triaxial), ndo surge nenhum pico na
frequéncia do terceiro modo calculado pelo modelo numérico (DynBridges 1.0: 0,318 Hz).

Modo de vibracao 3
Resultado experimental:

N&o é identificado um pico na frequéncia do terceiro modo calculado pelo modelo numeérico.

Amplitude

L
04 0.6 0.8 1 1.2 14
Frequéncia (Hz)

DynBridges 1.0: f3 = 0,318 Hz

Figura 5.20 - Modo de vibracao 3. Flexdo transversal dos pilares e flexdo antissimétrica do tabuleiro. Comparacéo

entre resultados experimentais e numéricos.
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Modo 4

O quarto modo foi facilmente identificado. Destacaram-se 0s picos de frequéncia nos espetros
calculados, bem como foi evidente a configuracdo modal nessa seccdo. Verifica-se um pico no
espetro dos valores singulares na frequéncia 0,4 Hz (Figura 5.21).

Modo de vibracéo 4
Resultado experimental: f4= 0,395 Hz

T T T
oL
N
o

-
(=]

Amplitude

10

1 1 1 | |
4 0.6 03 1 1.2 14
Frequéncia (Hz)

10

DynBridges 1.0: f4 = 0,391 Hz

Ansys: f4 = 0,369 Hz

Figura 5.21 - Modo de vibracéo 4. Flex&o longitudinal do tabuleiro. Comparagéo entre resultados experimentais e
numéricos.
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Verifica-se que, das trés ondas de frequéncia 0,4 Hz, apenas a onda da direcéo vertical ndo tem

amplitude nula (Figura 5.22a). Isto diz-nos que a seccao de meio véo, para este modo, tem apenas
movimento vertical.

Acelerdmetro Triaxial

a) ACELEROGRAMA E ESPETRO NA DIREGAO VERTICAL
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b) ONDAS NOS TRES CANAIS CORRESPONDENTES A FREQUENCIA DO PICO DE MAIOR AMPLITUDE
(destaca-se apenas a onda na diregao vertical)

400 T T T T T T T T T
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0 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10

=

Figura 5.22 - Acelerémetro triaxial: a) acelerograma e espetro na direcéo vertical (dia 27 as 10h05m);

b) ondas identificadas nos trés canais.
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Modo 5

O quinto modo foi facilmente identificado. Destacaram-se 0s picos de frequéncia nos espetros
calculados, bem como foi evidente a configuracdo modal nessa seccdo. Verifica-se um pico no

espetro dos valores singulares na frequéncia 0,47 Hz (Figura 5.21).

Modo de vibracdo 5
Resultado experimental: fs = 0,477 Hz

Amplitude

L L
0.2 04 06 0.3 1 1.2 14
Frequéncia (Hz)

DynBridges 1.0: fs = 0,44 Hz

Ansys: fs = 0,547 Hz

Figura 5.23 - Modo de vibragdo 5. Flexdo transversal dos mastros. Comparagdo entre resultados experimentais e

numéricos.
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Verifica-se que, das trés ondas de frequéncia 0,477 Hz, apenas a onda da direcéo transversal ndo
tem amplitude nula (Figura 5.22a). Isto diz-nos que a sec¢do de meio vao, para este modo, tem
apenas movimento transversal.

Acelerdmetro Triaxial

a) ACELEROGRAMA E ESPETRO NA DIREGAO TRANSVERSAL

%10

| | | | | | | | | |
50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

1000 -
500 -

0 | WMWJWWWW 1.
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

b) ONDAS NOS TRES CANAIS CORRESPONDENTES A FREQUENCIA DO PICO DE MAIOR AMPLITUDE
(destaca-se apenas a onda na direcao transversal)
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Figura 5.24 - Acelerémetro triaxial: a) acelerograma e espetro na direcéo transversal (dia 27 as 10h05m);

b) ondas identificadas nos trés canais.
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5.6 Considerac0es finais

Através da comparacgdo entre resultados numericos e experimentais, correspondentes a medicao
de vibracGes (aceleracBes) apenas na seccdo central, é possivel concluir que o comportamento
dindmico observado do viaduto do Corgo corresponde ao previsto no projeto, observando-se
resultados de frequéncias naturais e modos de vibragdo muito parecidos com os valores do modelo
numerico desenvolvido neste trabalho (com base no modelo do projeto). Dessa forma, conclui-se
que as caracteristicas geométricas da estrutura, as condi¢des de apoio e os médulos de elasticidade
dos materiais (betdo e aco), da obra construida, correspondem ao previsto na fase de projeto.

Apesar de se conhecer apenas a informagéo acerca das configuragdes modais e frequéncias naturais
dos trés primeiros modos de vibracdo do projeto, a modelagdo do viaduto nos programas
DynBridges 1.0 e ANSYS permitiu confirmar o bom acordo entre os resultados numéricos e
experimentais (frequéncias naturais e configuragdes modais), para os modos de vibracdo com
frequéncias até 1,5 Hz (20 modos). A referida comparacdo entre resultados experimentais de
modelos de identificacdo modal e resultados numéricos de modelos de elementos finitos
(EF barra 3D), permite a calibracdo dos modelos numéricos, o que é fundamental para utilizagdo
futura em analises estruturais sob a¢des sismicas ou do vento.
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Conclusoes

“Never tell people how to do things. Tell them what to do, and they will surprise you with their

ingenuity.
- George S. Patton

Com base na analise dos resultados obtidos em ensaios de vibragdo ambiente realizados no viaduto
do Corgo, nos quais foram medidas acelera¢des na sec¢do de meio vdo do SVC, mostrou-se que,
instrumentando apenas a referida seccdo, € possivel obter resultados com interesse para a
calibracdo dos modelos numéricos. Estes modelos poderdo ser utilizados, futuramente, na
simulagdo do comportamento dindmico da obra, sob agdes correntes e excecionais (vento ou
sismos de grande intensidade) com vista ao controlo da seguranca.

Foi desenvolvido em MATLAB o programa DynBridges1.0 (EF barra 3D) para calculo dindmico
do viaduto, cujos modos de vibragdo calculados s&o globalmente representados com base em
animacdes 3D, assim como as oscilagcGes da seccdo instrumentada. Utilizou-se um método de
identificacdo modal baseado no calculo dos valores e vetores singulares da matriz DEP, com o
qual se analisaram o0s registos de aceleracfes obtidos em cinco acelerémetros uniaxiais € num
triaxial.

O comportamento dindmico do viaduto foi também estudado com o programa ANSYS. As
configuragdes modais identificadas experimentalmente foram comparadas com as obtidas com 0s
dois programas referidos tendo-se conseguido um bom acordo entre os resultados experimentais e
nuUMEricos.
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