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Resumo. Esta comunicagdo apresenta um estudo realizado numa turma de
3% ano de escolaridade, cujo objetivo é compreender o modo como os alunos
desenvolvem a flexibilidade de calculo multiplicativo num contexto de ensino
exploratorio, tendo sido delineadas trés questdes de investigacao: i) Quais
as estratégias usadas pelos alunos quando resolvem tarefas de
multiplicac@o?; ii) Como evoluem as estratégias usadas pelos alunos? e iii)
Como € que os alunos usam de forma flexivel o calculo multiplicativo?

O estudo insere-se no paradigma interpretativo de natureza qualitativa,
tendo sido realizada uma experiéncia de ensino cujo foco foram dois pares
de alunos. A recolha de dados recorreu as seguintes técnicas: observacao
direta e participante e recolha documental.

Os resultados deste estudo revelam que: i) em situacdes de
proporcionalidade, os alunos evidenciaram o uso de uma estratégia aditiva
em combinacdo com o uso de estratégias multiplicativas escalares e
funcionais; e ii) relativamente a flexibilidade de célculo multiplicativo, os
alunos: a) estabeleceram relacGes numéricas; b) usaram estratégias que
incluem o uso de propriedades da multiplicacdo; e c) utilizaram factos
basicos por si dominados na origem de diferentes estratégias.

Abstract. This communication presents a study carried out in a third-grade
class. This study aims to understand how the students develop the flexibility
of multiplicative calculation in a context of exploratory teaching. Based on
the purpose of the study, three research questions were outlined: i) What are
the strategies used by students when solve tasks of multiplication?; ii) How
the strategies used by the students evolve? and iii) How do the students use
flexibly the multiplicative calculation?

The study adopts a qualitative methodology within an interpretive paradigm
having been held a teaching experience which had focused on two pairs of
students. The data collection took place through the following techniques:
direct and participant observation and documentary collection.

The results of this study show that: 1) in regard of situations of
proportionality, students showed the use of an additive strategy in
combination with the use of multiplicative scalar and functional strategies;
iii) in what concerns the flexibility of multiplicative calculation, students: a)
established numerical relationships; b) used strategies that include the use of
properties of multiplication; and c) used basic facts at the origin of different
strategies.

Palavras-chave: multiplicacdo; estratégias de calculo; ensino exploratorio;
flexibilidade de célculo.
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Introducéo

A aprendizagem dos nimeros e das operagfes constitui um processo complexo para as
criancas. Assim, é fundamental que elas conhecam e utilizem relagdes numéricas nos
calculos que efetuam (NCTM, 2007).

Para Heirdsfield, Cooper, Mulligan e Irons (citados por Brocardo, 2014), a flexibilidade
no célculo mental é vista como o uso de estratégias eficientes que sdo escolhidas de
acordo com as combinag¢BGes numéricas que inspiram a escolha da estratégia. Threlfall
(2009) refere que a estratégia ndo € escolhida, defendendo que os alunos chegam a
solucdo através de um processo que nao é totalmente consciente, envolvendo uma ligagdo
entre 0 que os alunos reparam nos nimeros apresentados numa dada tarefa e o que eles

sabem acerca dos numeros e das operacgoes.

A flexibilidade de célculo é o aspeto central da investigacdo conduzida pela primeira
autora (Santos, 2016). O estudo teve como objetivo compreender o modo como os alunos
desenvolvem a flexibilidade de calculo multiplicativo num contexto de ensino

exploratorio.

Esta comunicacdo apresenta alguns resultados relativos as estratégias de calculo
multiplicativo usadas e sua evolucéo ao longo de uma tarefa, assim como a flexibilidade
de célculo evidenciada pelos alunos. Foca-se nas primeira e segunda partes de uma tarefa,

Paezinhos, que integra a sequéncia de tarefas aplicada no estudo.

A multiplicacdo e as estratégias de calculo multiplicativo

A aprendizagem da multiplicacdo deve ser feita numa perspetiva de desenvolvimento de
sentido de numero (Mendes, Brocardo, & Oliveira, 2013). A multiplicacdo deve ser
ensinada e trabalhada gradualmente para que os alunos apreendam e cologuem em pratica
estratégias cada vez mais sofisticadas e eficientes na resolucdo de problemas. Fosnot e
Dolk (2001) alegam que as propriedades sdo “grandes ideias” associadas a multiplicacao,
sendo importante usar estratégias que as mobilizem. Partilhando desta perspetiva,
Mendes et al. (2013) consideram que existem ideias essenciais associadas a
multiplicagdo: o compreender um grupo como uma unidade (unitizing); a propriedade
distributiva da multiplicacdo, em relacdo a adigéo e a subtracéo; a propriedade comutativa
da multiplicacéo; os padrdes de valor de posicdo associados a multiplicacdo por dez e a
propriedade associativa da multiplicacdo. Também a interligacao entre a multiplicacéo e

a divisdo é um aspeto fundamental que ndo pode ser ignorado. Mcintosh, Reys e Reys
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(1992) reiteram que ter consciéncia da relacdo entre as operacoes, especificamente, entre
a multiplicacdo e a divisdo, € um dos aspetos contemplados no conhecimento e destreza

com as operagdes, componente do sentido de nimero.

Os contextos presentes nas tarefas de multiplicagdo também tém um papel importante na
aprendizagem da multiplicagdo. Foxman e Beishuizen (2002) mencionam a diferenca
existente na taxa de sucesso dos alunos quando resolvem problemas, distinguindo 0s
problemas com nameros em contexto daqueles que ndo estdo em contexto. Desta forma,
concluem gue no segundo caso, a taxa de sucesso € mais reduzida. Além dos contextos,
as autoras referem, ainda, as caracteristicas dos nimeros e a estrutura seméantica do
problema como fatores que podem influenciar o desempenho dos alunos.
Usar estratégias de calculo mental com flexibilidade requer sentido de
namero e ao usar uma abordagem de estratégias de célculo, em vez de se
focarem em algoritmos processuais, os alunos tém oportunidades para
trabalhar com os numeros de forma flexivel, o que por sua vez, oferece

oportunidades para melhorar o seu sentido de ndmero. (Hartnett, 2007, p.
345)

As estratégias de calculo multiplicativo pressupdem, assim, a mobilizacdo das
propriedades da multiplicacdo e o estabelecimento de relaces numeéricas. Estudos
empiricos incidentes neste dominio tém documentado uma extensa categorizagcdo de
estratégias de calculo multiplicativo. De acordo com diversos autores (por exemplo,
Baek, 2006; Foxman & Beishuizen, 2002; Hartnett, 2007; e Mulligan & Mitchelmore,
1997), os alunos, ao longo da aprendizagem da multiplicacdo, evidenciam a aplicacdo de
diferentes estratégias de calculo, como por exemplo: a) adicdo repeticdo; b) célculo da
divisdo; c) particdo de numeros em produtos/em somas; d) compensacdo com uso de
relacGes multiplicativas entre os fatores; ) uso complexo de dobros e f) troca da ordem
dos fatores. A primeira refere-se a adicdo constante do mesmo numero. A segunda
prende-se com o0 uso da divisdo como operacdo inversa da multiplicacdo. A terceira
consiste na decomposi¢do do multiplicador ou do multiplicando, ou de ambos, estando
subjacente o uso da propriedade associativa (no caso da decomposi¢do em produtos) ou
da propriedade distributiva da multiplicacdo em relacdo a adicdo (no caso da
decomposi¢do em somas). A quarta tem por base o estabelecimento de relagOes
multiplicativas (dobro e metade; quadruplo/quarta parte; ...) entre os fatores de um
mesmo produto, de modo a que a alteracéo efetuada num fator seja compensada, de forma

inversa, no outro fator, garantindo, assim, a invariancia do produto. A aplicacdo deste
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tipo de relagdes permite usar factos basicos conhecidos dos alunos, facilitando o calculo.
A quinta remete para a composi¢do do multiplicador a partir de dobros sucessivos do
multiplicando usando, implicitamente, as propriedades associativa e distributiva da
multiplicacdo em relacdo a adi¢do. A Gltima resume-se a troca da ordem dos fatores para
obter um produto parcial que facilite o restante calculo, estando subjacente o uso da
propriedade comutativa.

Segundo Vergnaud (2014), o isomorfismo de medidas corresponde a situacbes de
proporcionalidade presentes nas relacdes multiplicativas. Ao lidarem com este tipo de
situacdes, os alunos podem usar estratégias de natureza aditiva (Fernandez, Llinares,
Dooren, Bock & Verschaffel, 2010) baseadas na adi¢do ou subtragéo repetida no interior
de cada uma das variaveis, ou de natureza multiplicativa (Cramer & Post, 1993). Neste
ultimo caso, é possivel distinguir as estratégias escalares, em que 0s alunos estabelecem
relacOes entre os valores das mesmas grandezas, e as funcionais, em que as relacfes séo

estabelecidas entre as duas grandezas distintas (Vergnaud, 2014).

A flexibilidade de célculo

Segundo Threlfall (2009), o calculo mental flexivel refere-se ao modo como a utilizacdo
de uma estratégia na resolucdo de um problema especifico pode ser afetada pelas
caracteristicas especificas da tarefa, ou pelas caracteristicas individuais dos alunos ou

ainda pelas variaveis contextuais.

Para resolver um problema, usando o calculo mental, os alunos podem: (i) lembrar-se de,
ou 'saber’, um facto numérico, (ii) usar um procedimento de contagem simples, em que a
sequéncia numérica é recitada enquanto mantém o controlo da contagem, (iii) fazer uma
representacdo mental de um método em que usam 'papel e lapis' e (iv) construir uma
sequéncia de transformac@es dos nimeros envolvidos no problema para chegarem a uma
solucdo (Threlfall, citado por Brocardo, 2014). Também em Threlfall (2009), sdo
apresentadas as “‘estratégias de abordagem” do calculo mental. Uma estratégia de
abordagem em calculo mental é uma forma geral de cognigdo matematica utilizada no
problema — por exemplo contar, ou recordar ou aplicar um método aprendido, ou a

visualizagdo de um processo, ou a exploracdo de relagdes conhecidas entre 0s nimeros.

Threlfall (2009) apresenta um modelo alternativo ao modelo de escolha de estratégia,
proposto por outros autores (por exemplo, Torbeyns et al., citados em Threlfall, 2009): o

“zeroing-in”, processo que envolve reparar nos nimeros e calculos exploratorios parciais,
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ocorrendo em simultaneo até emergir a estratégia e a solugcdo do problema. Threlfall
(2009) da o exemplo do célculo 64-37 para ilustrar estes dois aspetos. Dependendo da
sua compreensdo conceptual e do seu conhecimento dos numeros, os alunos podem
reparar nos nimeros envolvidos no calculo, estabelecendo relacdes com outros: 64 é
menos um que 65; 37 € menos trés que 40; 60 é o dobro de 30; 7 é metade de 14; 64 é 0
dobro de 32; 37 é mais dois que 35, o dobro de 37 é 74; 7 é quatro e trés. Este processo
de reparar nos nimeros pode conduzir a calculos exploratdrios parciais que o autor ilustra
com o mesmo exemplo: 65-35; 64-40; 64-14; 37-32; 74-64; 64-34. Estes calculos parciais
ndo sdo suficientes para indicar a estratégia a usar mas sugerem o que fazer a seguir. Por
exemplo, em 65-35, os alunos poderdo compensar o resultado 30 subtraindo 3. Neste
caso, terdo construido a estratégia de compensacdo e simultaneamente alcancado a
solucdo do calculo. Assim, os alunos teriam estabelecido diferentes relacdes numéricas
na solucéo alcangada, como sejam 64 € menos um que 65 e 37 é mais dois que 35, e usado
a compensacdo como estratégia de calculo, relacionando a adicdo e a subtracdo, na
medida em que uma alteracdo aditiva no aditivo (64+1=65) tem de ser compensada ao
contrario, subtraindo, o que implica retirar 1 ao resultado 30; e uma alteracdo subtrativa
no subtrativo (37-2=35) tem de ser compensada também de forma subtrativa, 0 que
implica retirar 2 ao resultado 30; e assim, retirar o total de 3 a 30. Nesta perspetiva, as
estratégias para a aritmética mental sdo construidas e ndo selecionadas e aplicadas. Os
nameros do problema ndo sdo considerados para decidir qual a estratégia, mas para

decidir o que fazer em seguida, por exemplo, a particao, aproximar, combinar ou alterar.

Metodologia de investigacao

Considerando o objetivo de compreender o modo como os alunos desenvolvem a
flexibilidade de calculo multiplicativo num contexto de ensino exploratério, o estudo
insere-se no paradigma interpretativo de natureza qualitativa (Bogdan & Biklen, 1994).
Trata-se de uma abordagem focada na compreensdo dos fendmenos e nos significados
dos processos vivenciados pelos participantes do estudo. O estudo seguiu a modalidade
de experiéncia de ensino visando o desenvolvimento nos alunos da flexibilidade de
calculo multiplicativo atraves da exploracdo de uma sequéncia de tarefas desenhadas para

esse fim.

Contexto
A experiéncia de ensino realizou-se numa escola de 1° ciclo da cidade de Lisboa, mais

precisamente numa turma de 3° ano composta por 24 alunos: 15 rapazes e 9 raparigas. A
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professora da turma praticava um ensino exploratdrio, visando a aprendizagem a partir
do trabalho que os alunos realizam, 0 que promove a construcdo de conhecimento e o
surgimento de procedimentos matematicos com significado, desenvolvendo diferentes
competéncias matematicas.

O foco do estudo incidiu em quatro alunos que trabalharam sempre a pares, sendo que o
presente artigo apenas apresenta resultados relativos ao par Tiago e Anabela.

Para Canavarro (2011), uma aula de tipo exploratorio inclui quatro fases distintas: a
apresentacdo da tarefa, a exploracdo, a discussdo e a sistematizacdo. Na primeira fase,
procede-se a leitura e interpretacdo do enunciado da tarefa. Na segunda, os alunos
trabalham autonomamente em grupos ou a pares. Na fase da discusséo, os alunos
apresentam as estratégias aplicadas com a finalidade de comparar e confrontar as mesmas.
Na ultima fase, o professor institucionaliza novas aprendizagens matematicas que

decorreram do trabalho desenvolvido.

Foi implementada uma sequéncia de sete tarefas entre 25 de novembro de 2015 e 17 de
fevereiro de 2016. Relativamente a sua natureza, o grau de desafio é elevado e o grau de
estrutura é aberto, permitindo vérias possibilidades de resolucdo (Ponte, 2005).

A tarefa Paezinhos é composta por 4 partes e corresponde a ultima tarefa da sequéncia
implementada. A subtarefa P&ezinhos | foi explorada no dia 1 de fevereiro de 2016 e as
restantes subtarefas Paezinhos II, 111 e IV foram exploradas no dia 17 de fevereiro de
2016. No presente artigo, serdo apresentados os resultados relativos as subtarefas

Paezinhos | e IlI.

Recolha e analise dos dados

Foi usada a técnica de observacdo participante com gravacdo video e audio do trabalho
desenvolvido pelos alunos bem como da discusséao coletiva. Segundo Yin (2010, p. 92),
a observacdo participante ¢ “um modo especial de observagio na qual o investigador ndo
¢ meramente um observador passivo”, na medida em que participa nas atividades
observadas, possibilitando observar e verificar pormenores detetaveis pela sua interagcdo
com os participantes do estudo.

Por motivos éticos, 0s nomes dos alunos sao ficticios, de modo a garantir o seu anonimato.
Para proceder a analise de dados, foram usadas categorias analiticas provenientes do

quadro tedrico de Threlfall (2009) que se apresentam em seguida.
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Tabela 1. Categorias analiticas no &mbito da flexibilidade de calculo

Categoria

Descricéo

Processo de reparar
eles.

Reparar nos numeros e nas relacdes que se pode estabelecer entre

Caélculos exploratérios
parciais

Os célculos exploratérios parciais decorrem do conhecimento
pessoal dos alunos acerca dos numeros e das propriedades das
operagOes quando este é usado para derivar.

Relagdes numéricas

O modo de relacionar os nimeros para resolver o problema e
alcancar a solucéo das situacdes de calculo.

Estratégias de célculo

O modo de relacionar as operacgdes e usar as suas propriedades para
resolver o problema e alcangar a solucdo das situa¢Ges de célculo.

No que respeita as estratégias de célculo, foram consideradas subcategorias analiticas

relacionadas com as estratégias usadas em célculos multiplicativos (Baek, 2006; Fosnot
& Dolk, 2001; Foxman & Beishuizen, 2002; Hartnett, 2007; e Mulligan & Mitchelmore,
1997) e em situac@es de proporcionalidade (Cramer & Post, 1993; Fernandez et al., 2010;

Vergnaud, 2014).

Tabela 2. Subcategorias analiticas das estratégias de calculo

Subcategorias

Estratégias aditivas para resolver célculos
multiplicativos

Contagem envolvendo saltos dos multiplos

Adicao repetida

Contagem unitaria

Unitizing

Uso de dobros

Estratégias multiplicativas para resolver
célculos multiplicativos

Calculo da divisao

Parti¢cdo de nimeros em produtos

Particdo de nimeros em somas

Compensacgdo com uso de relagdes
multiplicativas entre os fatores

Compensagéo no produto apds
arredondamento de um fator

Uso complexo de dobros

Troca da ordem dos fatores

Estratégias aditivas para lidar com situagGes de
proporcionalidade

Estratégias multiplicativas para lidar com
situacOes de proporcionalidade

Escalar

Funcional

A exploracéo e discussao das tarefas

Subtarefa Paezinhos I’

Ap0s a construgdo de uma tabela com duas colunas: a primeira referente aos tabuleiros e

a segunda aos pdezinhos, o Tiago sugeriu a primeira hipGtese, tendo chegado a esta
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através da estratégia da divisdo como operacao inversa da multiplicagdo, revelando assim
um raciocinio funcional: "800 a dividir por 10? D4 8. Tem de ser 8x100, 800 a dividir por
100"

Na sua abordagem inicial, os alunos pensaram em multiplas decomposic¢des do 800 em
produtos de dois fatores, sem pensar se as mesmas fariam ou ndo sentido no contexto do

problema. Ou seja, pensaram de um modo abstrato.

Apds o comentario da professora chamando a atencdo para o contexto, os alunos
apagaram as possibilidades que ja tinham na tabela e decidiram trocar a ordem dos fatores
das mesmas, colocando tabuleiros que levassem uma grande quantidade de p&ezinhos
(“tem de ser os nimeros mais pequeninos em tabuleiros”), atendendo a que numa padaria

existiria a preocupacdo de maximizar a ocupacéo do forno.

Tiago: Olha, arranjei outra conta...50x16. 50x4 da 200; 50x8 da 400, o que
quer dizer 50x16.

A Anabela ficou na davida se esta possibilidade estaria correta. O Tiago explicou:
"16x50. Se 8x50 d& 400, o dobro de 8 que € 50x16 da 800, porque 8 é metade de 16 e da
400. Quer dizer que pode".

O aluno aplicou a estratégia do uso complexo de dobros, chegando a decomposicdo do
800 em 50x16 ou 16x50, através da duplicacdo sucessiva de um fator e do produto.
Partindo de um facto basico por si dominado, 50x4=200, Tiago estabelece mentalmente
uma cadeia com rela¢fes numéricas, aplicando sucessivamente o dobro no segundo fator
e consequentemente no produto (mantendo o 50 constante), até chegar ao produto
pretendido de 800, obtido com 50x16. Assim, o aluno acaba por compor 0 16 como uma
poténcia de base dois (16=4x2x2; isto &, 16=2%. Tiago revela flexibilidade de célculo
pelo modo como vai estabelecendo a relacdo numérica de dobro para obter uma nova
decomposicdo do 800, aplicando intuitivamente a propriedade associativa da

multiplicacdo. Durante a explicacdo, o Tiago usou a troca da ordem dos fatores.

Seguidamente, o aluno descobre uma nova possibilidade de distribuicdo dos péezinhos:
"Ja arranjei outra. 20 tabuleiros vezes 40 péaezinhos. 20x4 da 80, mais um zero,

acrescenta-se um zero".

Verifica-se a implementacdo da estratégia da compensacdo com uso de relagdes
multiplicativas, recorrendo a um facto basico, visto que o aluno usou um facto conhecido

de multiplicagdo, o 20x4, para encontrar outra possibilidade de distribuicdo dos
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péezinhos. A regra de acrescentar o zero resulta da necessidade de compensar no produto

o facto de se ter multiplicado por 10 o fator 4.

Os alunos decidiram, depois, aplicar a estratégia da troca da ordem dos fatores em todas
as possibilidades que tinham descoberto. O objetivo do par foi obter uma tabela maior
que contemplasse a exaustdo das solugdes matematicas da decomposicdo do 800 em
produtos de 2 fatores. Nesta fase, o par desligou-se do contexto da tarefa e centrou-se no
sentido numérico e a Anabela deixou de escrever “cada um com” na coluna dos paezinhos
(cf. Figura 1). Assim, registam 800 tabuleiros com 1 pdo cada apesar da chamada de

atencdo da professora de que tal ndo fazia sentido.

Figura 1. Tabela da Anabela

Seguiu-se uma intervencao da investigadora.
Investigadora: Diz-me uma coisa. Tu aqui tens 10 tabuleiros que levam 80.

Qual é a metade do namero de tabuleiros?
Tiago: 5x160.
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O par escreveu na tabela; porém, a Anabela ficou com davidas se estaria correto. De
forma a mostrar a colega a correcdo desta possibilidade, o Tiago fez o célculo na folha,
aplicando a estratégia de particdo de nimeros (100x5=500; 60x5=300; 500+300=800).
No entanto, inicialmente ndo foi essa a estratégia usada. Quando a investigadora apela a
aplicacdo da relacdo de metade do fator 10, Tiago imediatamente aplica a relacdo de
dobro no outro fator, 80, chegando a 5x160.

Tiago observou a tabela e através da estratégia do uso de dobros e metades entre os
fatores, chegou ao nimero 32 como dobro de 16 e ao nimero 25 como metade de 50.
Assim, o0 aluno usou a estratégia multiplicativa escalar em cada uma das variaveis, usando
intuitivamente um raciocinio proporcional inverso. No entanto, Anabela ndo registou esta

possibilidade na sua tabela.

No momento da discussao coletiva, a professora solicitou ao Tiago que fosse ao quadro.

Figura 2. Apresentagdo do Tiago

De forma a explicitar a tabela (cf. Figura 2), o aluno assinalou relagcbes numéricas de
dobro, explicitando-as, por vezes, de forma aditiva, tanto dentro da variavel (por exemplo:
"+10"), como entre as duas variaveis (por exemplo: "+100"). No entanto, ndo explicitou
as relacOes inversas aplicadas na exploracéo da tarefa. Por exemplo, explicitou 0 32 como
dobro de 16, mas ndo o 25 como metade de 50. As relacfes assinaladas sdo desligadas

umas das outras, ndo evidenciando o raciocinio mobilizado durante a exploragéo.
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O Tiago explicou a resposta 2 tabuleiros com 400 paezinhos da seguinte forma: "Eu tirei
0 zero do 20 e pus no 40, deu-me 400x2". Assim, o aluno aplicou a regra da compensacgéo

dos zeros, retirando o zero do fator 20 para acrescentar ao fator 40.

Para justificar as possibilidades de 32 tabuleiros com 25 péezinhos e 16 tabuleiros com
50 péezinhos, o aluno usou a particdo de nimeros, decompondo em somas ambos 0S

fatores, no caso de 32x25, e apenas 0 16, no caso de 16x50 (cf. Figuras 3 e 4).

Figura 4. Particdo de nimeros para 16x50

Embora Tiago tenha revelado flexibilidade estratégica ao aplicar relagdes escalares de
dobro e metade entre os fatores, ao explicar a turma as possibilidades encontradas, ndo
consegue aparentemente explicar o raciocinio desenvolvido, optando por comprovar as
possibilidades obtidas com o procedimento mecanizado de particdo de ndmeros. O
mesmo aconteceu quando, na fase da exploracgdo, o aluno explicou a colega como chegou
a possibilidade 5x160.
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Subtarefa “Pdezinhos 11"

Os alunos comecaram por adicionar o valor das moedas existentes na tarefa, percebendo
que o Bernardo tinha pago 70 céntimos por 5 paezinhos. Seguidamente, o par calculou
84-70=14, obtendo o preco de cada pdozinho, 14 céntimos. Usaram, assim, uma

abordagem de natureza aditiva.

Mais tarde, o Tiago e a Anabela optaram por continuar o esquema existente no enunciado
da tarefa (cf. Figura 5): 6 péezinhos custavam 84 céntimos; 5 pdezinhos custavam 70
céntimos e assim sucessivamente, mantendo a abordagem anterior de natureza aditiva no
interior de cada uma das variaveis, ou seja, subtraindo sempre 14, o valor unitario do
preco do péo, ao preco acabado de obter na coluna da direita e subtraindo sempre 1 ao
numero de paezinhos, na coluna da esquerda. Contudo, os alunos erraram no célculo do

preco de 4 péezinhos, o que influenciou os restantes resultados.
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Figura 5. Esquema presente no enunciado a que os alunos deram continuidade

A professora interveio, visto que a Anabela comentou com o Tiago que aquele resultado

nao fazia sentido.

Anabela: Mas isto ndo tem sentido. Se 1 pdozinho custa isto (apontando para
0 nimero 24), 2 paezinhos s6 aumenta 14 céntimos. Nao tem sentido nenhum.
Professora: Diz Ia, Anabela, diz 14 o que tens a dizer.

Anabela: Se este custa 24, porque é gque 0s outros paezinhos, quando séo 2,
0s paezinhos custam menos dinheiro cada um?

Professora: Explica |4 o teu raciocinio.

Anabela: Tém que ter 0 mesmo nimero. Tém de ser todos a 24.

Tiago: Diz mais de 10 céntimos.

Anabela: Mas 0s outros paezinhos também tém de custar 24 assim.

Tiago: Nao, ndo pode ser. Tém de custar 14 céntimos (...) T4 [sic] mal entdo.
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Anabela revela sentido critico face ao resultado obtido com o esquema, 24 céntimos por
cada pdozinho; porém, ndo confrontou com a concluséo alcancada anteriormente de 1 pdo
custar 14 céntimos e aplicada no completamento do esquema. A aluna questionou a
auséncia de proporcionalidade que existiria com aqueles precos: “Se 1 pdozinho custa
isto (apontando para o numero 24), 2 p&ezinhos s6 aumenta 14 céntimos. N&o tem sentido
nenhum.”. Assim, embora ndo tenham identificado o seu erro, concluiram que o esquema
ndo estava correto mobilizando um raciocinio proporcional subjacente a situacao
proposta, o que revela compreensdo de que o preco de cada paozinho tem de ser constante:

“Tém de ser todos a 24.”.

O par decidiu apagar o esquema feito. O Tiago recorreu a multiplicagdo para esclarecer a
duvida do preco de 1 padozinho. Nesta multiplicacéo, o aluno utiliza uma relacdo funcional
como forma de verificar se 1 pdo custaria 14 céntimos, tendo aplicado a estratégia da
particdo de numeros (cf. Figura 6) no calculo 14x6. Assim, Tiago confirma que o seu
resultado é igual ao indicado no enunciado como pre¢o de 6 paezinhos, ficando com a

certeza de que o preco unitario é 14 e ndo 24.
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Figura 6. Estratégia de particdo de numeros (Tiago)

A Anabela decidiu refazer o esquema, mas desta vez de baixo para cima. Ao partir do
preco de 1 paozinho, voltou a usar uma abordagem aditiva, adicionando sempre 14 de
forma sucessiva. A aluna errou no calculo do preco de 3 pdezinhos ao obter 32 (cf. Figura
7). O erro foi detetado pelo Tiago.
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Figura 7. Erro de célculo do prego de 3 pdezinhos (Anabela)

Apos correcao do esquema (cf. Figura 8), a Anabela usou a estratégia do calculo da
divisdo como operacdo inversa da multiplicacdo (cf. Figura 9) para confirmar que 1

paozinho custava 14 céntimos.
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Figura 9. Calculo da divisdo

Ao fazé-lo, Anabela evolui para uma abordagem de natureza multiplicativa estabelecendo
uma relacdo funcional entre as variaveis, o0 preco e o numero de paezinhos, como forma

de verificar a constante da proporcionalidade direta.

A conclusdo, escrita pelos alunos -- “um pdozinho custa 14 céntimos, porque
multiplicamos 14 vezes 6 que nos deu 84 e também dividimos” -- apresenta a relagédo

externa funcional entre as variaveis usando ambas as operacdes, multiplicacéo (preco =
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constante x nimero de péezinhos) e divisdo (constante = preco + nimero de pdezinhos).
Evidencia também a mobilizacdo da relacdo inversa entre estas duas operagdes nesta

situacao.

Concluséo

No que respeita as estratégias que o par aplicou nas situagdes de proporcionalidade
(Cramer & Post, 1993; Fernandez et al., 2010; e Vergnaud, 2014) presentes nas
subtarefas, verifica-se a utilizacdo de estratégias de natureza aditiva e multiplicativa. Os
alunos usaram a estratégia aditiva no calculo do preco de 1 paozinho através da diferenca
de precos de 6 e de 5 péezinhos, e na determinagéo dos restantes pregos, em Paezinhos
I1. Usaram a estratégia multiplicativa escalar (relagdes numéricas no interior de cada uma
das variaveis) através da aplicacdo do dobro numa variavel e da metade na outra variavel,
em P&ezinhos I. A estratégia multiplicativa funcional verifica-se no uso da divisdo como
operacdo inversa da multiplicacdo (i) na compreensdo implicita da proporcionalidade
inversa presente em P&ezinhos |, e (ii) para verificar a correcdo do preco de cada
pdozinho, na compreensdo implicita da proporcionalidade direta presente em P&ezinhos
I. O par usou também a estratégia da troca da ordem dos fatores em P&ezinhos | para

obter um maior nimero de decomposic¢des do 800 em produtos de dois fatores.

A evolucéo evidenciada pelos alunos ao longo da exploracéo da subtarefa Paezinhos 11,
marcada pela transicdo da adocdo de estratégias aditivas para as de natureza multiplicativa
funcional, parece dever-se ao modo como foi concebida a tarefa e simultaneamente aos
erros de célculo aditivo e subtrativo verificados. O enunciado sugere uma abordagem
aditiva, ao apresentar os precos de 6 e de 5 paezinhos. O facto de os precos calculados
através dessa abordagem ndo respeitarem a constante de proporcionalidade levou os
alunos a questionarem criticamente os seus resultados e a evoluirem para uma abordagem
multiplicativa funcional, verificando o preco de cada paozinho. Os alunos revelam, ainda,
conhecer e usar a relagdo existente entre as operagOes de multiplicacdo e divisdo
(Mclntosh et al., 1992; Threlfall, 2009).

Para resolver os calculos multiplicativos que iam propondo, em P&ezinhos I, no sentido
de verificar se 0s mesmos compunham o 800, e assim irem preenchendo a tabela, os
alunos aplicaram estratégias de natureza multiplicativa: i) particdo de nUmeros em somas;

i) compensacdo com uso de relagdes multiplicativas entre os fatores; e iii) uso complexo
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de dobros (Baek, 2006; Fosnot & Dolk, 2001; Foxman & Beishuizen, 2002; Hartnett,
2007; e Mulligan & Mitchelmore, 1997).

A particdo de numeros em somas revelou-se um processo mecanizado que os alunos usam
ndo so para resolver um calculo multiplicativo, através da aplicacdo da propriedade
distributiva (Fosnot & Dolk, 2001), mas sobretudo para verificar se outra estratégia
(construida antes de forma flexivel) foi usada corretamente, e para mostrar aos colegas a
correcdo do calculo efetuado. Assim, 0 uso desta estratégia, em particular, revela pouca
flexibilidade de célculo, parecendo ser um procedimento rotinizado que é aplicado

sempre da mesma forma, independentemente dos nimeros envolvidos.

A utilizacdo, pelo Tiago, das estratégias de compensacdo com uso de relacdes
multiplicativas entre os fatores e do uso complexo de dobros é reveladora da sua
flexibilidade de calculo (Threlfall, 2009), uma vez que 0 mesmo estabeleceu relacdes
numeéricas (metade e dobro entre 0os nimeros) e os seus calculos exploratérios parciais
decorrem do seu conhecimento de factos basicos da multiplicacdo, usando-os para
alcancar a solucdo de um dado calculo desconhecido (como aconteceu, por exemplo, com
o calculo de 50x16). No entanto, Tiago parece ndo ter a completa consciéncia das relacdes
numéricas emergentes associadas a flexibilidade de calculo, pois, embora as use, ndo as
verbaliza apds o seu uso, explicitando a particdo dos nimeros em somas (como aconteceu

durante a discussao coletiva em P&ezinhos 1).

Sdo varias as evidéncias da flexibilidade de calculo multiplicativo. Os alunos
evidenciaram reparar nos numeros (por exemplo, 0 16 encarado, por Tiago, como uma
poténcia de base dois, ao ser gerado pela sucessiva duplicacdo do fator 2). Os alunos
mobilizaram relacdes entre as operacGes na confirmacdo da solucdo (como aconteceu
guando Anabela usou a divisdo como operacao inversa da multiplicacdo na confirmacao
do preco unitario do pdo). A flexibilidade de calculo (Threlfall, 2009) fica, pois,
evidenciada pela forma como os alunos atenderam as caracteristicas dos nimeros e as

relacOes existentes entre estes e tambem pelas estratégias de calculo construidas.
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Anexo

P&ezinhos 11

Todos os sabados, o padeiro da padaria P4o Bom cozinha 800 paezinhos que
dispde em tabuleiros. Tens uma ideia de quantos tabuleiros precisara?
Confirma a tua ideia.

1 Concecdo da tarefa P&ezinhos I e Il: Jean Marie Kraemer
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Paezinhos 11

A Beatriz esta na padaria com o seu colega Bernardo. Ela compra seis pdezinhos
e paga oitenta e quatro céntimos.

- Entéo — pensou Beatriz — um p&ozinho custa mais do que 10 céntimos!

O Bernardo paga 0s seus cinco pdezinhos com uma moeda de 50 céntimos e uma

de 20 e ndo recebe troco.

- Ah! —exclama Beatriz — ja sei quanto custa cada paozinho!
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