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RESUMO

Os objetivos do estudo sao perceber o que os alunos ja aprenderam sobre
a divisdo e como desenvolver o ensino/aprendizagem da divisdo com
compreensao e incentivar a utilizacdo de estratégias mais sofisticadas em
problemas de diviséo.

Para tal, colocaram-se as questdes: (1) Quais as estratégias utilizadas
pelos alunos na resolugcdo de problemas de divisdo? (2) Que compreensao
evidenciam de ideias fundamentais relacionadas com a operacdo da divisao?
Que dificuldades revelam? (3) Que papel pode ter o desenvolvimento do calculo
mental? (4) Serd que as interagBes entre professor e alunos e entre alunos
contribuem para a compreensao dos aspetos fundamentais sobre a divisao e
para o desenvolvimento de estratégias de resolucdo de problemas mais
sofisticadas?

A investigacdo enquadra-se no paradigma interpretativo, desenvolvida
através de uma metodologia do tipo qualitativo, no formato de estudo de caso.

Para a recolha de dados foi organizada uma sequéncia de 7 tarefas de
divisdo, desenvolvidas numa sala de aula de 4° ano em 2015/2016.

Recolheram-se dados de dois pares de alunos através diversas técnicas.

Em concluséo verificou-se que inicialmente a estratégia de divisdo mais
utilizada foram os procedimentos de construcdo, mas a estratégia preferida
acabou por ser os algoritmos alternativos. A Unica ideia fundamental da diviséo
de que ambos os pares revelaram algum dominio foi na identificacdo desta
operacdo em situacOes de partilha e de medida. Mostraram dificuldade na
identificacdo da relacdo possivel entre situaces de medida e partilha, na
utilizacdo do modelo retangular, na utilizacdo da relacdo inversa entre a
multiplicacéo e divisdo e na compreensao da influéncia do resto. Sobre o papel
do célculo mental verificou-se que este esteve presente em quase todas as
estratégias desenvolvidas e quase sempre associado a estimativa e tentativa e
erro. Relativamente a contribuicdo das interacdes, apurou-se que fizeram surgir
oportunidades adicionais de aprendizagem sobre aspetos fundamentais da
divisdo e para o desenvolvimento de estratégias mais sofisticadas.
Palavras-chave: conceito de divisdo, sentido do numero, ideias fundamentais

da divisdo, estratégias de calculo, interacdes, compreensao.



ABSTRACT

The goals for the present study are the understanding of students’
proficiency on the division operation, and how division teaching and learning
process can be developed with comprehension and incentivizing the use of more
sophisticated resolution strategies.

For this purpose, the following questions were put forth: (1) What are the
strategies used by students in division problem resolution? (2) What knowledge
and what difficulties they have regarding the big ideas for division? (3) What role
can the mental computation strategies development play? (4) Will teacher-
student and inter-student interaction contribute to the understanding of the big
ideas for division, as well as to the development of more sophisticated problem
solving strategies?

This research is framed within the interpretative paradigm and developed
under a qualitative methodology in the form of case study.

For data collection purposes, a sequence of 7 division tasks was
developed in a 4" grade class throughout 2015-2016. The data were collected
over two student pairs, relying on diverse techniques.

The study results show that, at an early stage, the most common division
strategy consisted on building procedures, although the overall preferred
approaches were alternative algorithms. The only big idea for division that both
subject pairs have shown some proficiency was in the identification of the division
operation in partitive and quotative situations. Subjects showed difficulties in
identifying relationships between partitive and quotative situations, in the use of
arrays, in the use of the reverse relationship between multiplication and division,
and in the understanding of the influence of the remainder. Mental computation
was present in nearly all the developed strategies and generally used in
connection with estimation and trial and error. As for the interactions’ contribution,
the results show they allowed additional learning opportunities regarding the big

ideas for division as for the development of more sophisticated division strategies.

Keywords: division concept, number sense, big ideas for division, calculation

strategies, interaction, understanding.
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1. INTRODUCAO

Neste capitulo € feita uma introducdo ao estudo realizado onde é
apresentado o problema, objetivos e questdes que serviram como ponto de
partida & sua realizac&o e a explicacdo da sua pertinéncia. E feita também uma
breve descricdo do modo como esté organizado.

1.1. Problema, objetivo de estudo e questdes de investigacao

O ensino/aprendizagem das operacfes aritméticas basicas (adicao,
subtracdo, multiplicacéo e divisdo) tem estado tradicionalmente associado ao
ensino/aprendizagem dos algoritmos tradicionais correspondentes, através do
treino dos procedimentos a eles associados e a posterior aplicacao pelos alunos
destes algoritmos a qualquer situacdo que envolva a utlizacdo destas
operacdes. Como afirmam Mcintosh, Reys & Reys (1992), inicialmente uma das
tarefas do ensino elementar (Basico) era o ensino da aritmética, que unicamente
abrangia as tabuadas e os métodos formais de realizar por escrito uma adicéo,
subtracdo, multiplicacdo ou divisao.

Devido aos varios problemas que tém vindo a ser associados a este tipo
de abordagem educativa e as dificuldades demonstradas pelos alunos na
aprendizagem e aplicacdo dos algoritmos tradicionais, diversa investigacao
realizada nos campos da Psicologia e da Didatica da Matematica tem-se
debrucado insistentemente sobre este tema.

Destas varias investigagOes realizadas, algumas delas apresentadas ou
referidas neste estudo, tem surgido uma nova perspetiva sobre o
ensino/aprendizagem da Matematica e consequentemente das operacdes
aritméticas basicas e do desenvolvimento das competéncias de calculo,
preconizada por documentos internacionais de referéncia como os Principios e
Normas para a Matematica Escolar onde se defende que ser competente na
Matematica exige uma relacéo de equilibrio entre o conhecimento de factos, a
compreensao de conceitos e dominio de procedimentos. Afirmam que os alunos
gue memorizam factos ou procedimentos sem a devida compreensao tém,

diversas vezes, duvidas sobre quando e como utilizar o que aprenderam e que



a aprendizagem com compreensdo torna mais facil a aprendizagem
subsequente visto que ideias e conceitos bem fundamentados e eficazmente
relacionados sdo mais facilmente aplicados a novas situagdes (NCTM, 2007).

O NCTM defende como Principio da Aprendizagem o facto de que “os
alunos devem aprender matematica com compreensao, construindo ativamente
novos conhecimentos a partir da experiéncia e de conhecimentos prévios”
(NCTM, 2007, p.23).

O presente estudo baseia-se nesta nova perspetiva de
ensino/aprendizagem das operacdes aritméticas e vai tentar perceber qual a
compreensao que os alunos do 4° ano ja desenvolvem da diviséo e tenta dar
contributos para um aumento da preocupagdo com a compreensao No Processo
de ensino/aprendizagem da diviséo.

Desta forma, os objetivos deste estudo séo perceber o que os alunos ja
aprendem sobre a divisdo e como se pode desenvolver o ensino/aprendizagem
da divisdo com compreensdo e incentivar a utilizacdo de estratégias mais
sofisticadas de resolucéo de problemas de divisao.

Tendo em vista o0s objetivos referidos, pretende-se dar resposta as
seguintes questodes:

1. Quais as estratégias utilizadas pelos alunos na resolucdo de problemas
de divisdo?
2. Que compreensao evidenciam de ideias fundamentais relacionadas com

a operacao da divisao? Que dificuldades revelam?

Que papel pode ter o desenvolvimento do calculo mental?

Sera que as interacdes entre professor e alunos e entre alunos contribuem

para a compreensao dos aspetos fundamentais sobre a divisdo e para o

desenvolvimento de estratégias de resolugcdo de problemas mais

sofisticadas?
1.2. Pertinéncia do estudo

A pertinéncia do estudo apresenta duas dimensdes: uma, pessoal,
relacionada com o desenvolvimento profissional. Outra, de contributo para o
conhecimento sobre ensino/aprendizagem da matematica no 1° Ciclo,

especificamente sobre a divisao.



A dimensdo de desenvolvimento profissional relaciona-se com a
motivacdo pessoal para o estudo sobre este tema, decorrente da necessidade
de procura de conhecimento sobre o que é ensinar/aprender a divisdo com
compreensao, indo para além do mero ensino/aprendizagem de procedimentos
de calculo formais e tradicionais.

O estudo pretende também ser um contributo para um maior
conhecimento e valorizacdo do ensino/aprendizagem da divisdo, com
compreensao de conceitos e procedimentos e numa perspetiva de
desenvolvimento do sentido de numero.

Presentemente, com o Programa de Matematica para o Ensino Basico em
vigor, assistimos a uma desvalorizacdo dos aspetos da compreensdo no
ensino/aprendizagem das operacfes aritméticas, incluindo a divisdo, em
detrimento de uma énfase na memorizacdo e mecanizag¢do de procedimentos.
Podemos ler no texto de introducdo aos conteudos do dominio dos NUumeros e
Operacdes para o 1° Ciclo, relativamente ao ensino/aprendizagem das quatro
operagbes que “é fundamental que os alunos adquiram durante estes anos
fluéncia de célculo e destreza na aplicagdo dos quatro algoritmos, proprios do
sistema decimal, associados a estas operag¢des” (Ministério da Educacéo e
Ciéncia, 2013, p. 6). Advertem que esta fluéncia ndo pode ser conseguida sem
uma sélida proficiéncia no calculo mental.

Neste documento, relativamente a divisdo, sdo definidas como metas de
aprendizagem para o 4° ano:

- A capacidade de efetuar divisdes inteiras com dividendos de trés algarismos e
divisores de dois algarismos, nos casos em que o dividendo € menor que 10
vezes o divisor, comec¢ando por construir uma tabuada do divisor constituida
pelos produtos com os numeros de 1 a 9 e apresentar o resultado com a
disposicéo usual do algoritmo;

- Efetuar divis@es inteiras com dividendos de trés algarismos e divisores de dois
algarismos, nos casos em gue o dividendo € menor que 10 vezes o divisor,
utilizando o algoritmo, ou seja, determinando os algarismos do resto sem calcular
previamente o produto do quociente pelo divisor.

- Efetuar divisdes inteiras com dividendos de dois algarismos e divisores de um
algarismo, nos casos em gque o numero de dezenas do dividendo é superior ou

igual ao divisor, utilizando o algoritmo.



- Efetuar divisGes inteiras utilizando o algoritmo.

- Identificar os divisores de um numero natural até 100.

- Resolver problemas de véarios passos envolvendo nimeros naturais e as quatro
operacoes.

Estas orientacbes vieram mudar o rumo do trabalho de
ensino/aprendizagem das operacdes aritméticas que vinha a ser realizado ao
nivel do 1° Ciclo baseado no anterior Programa de Matemética para o Ensino
Basico onde é referido que:

“Ao longo dos guatro anos devem ser trabalhadas diversas situacdes que

conduzam a compreensdo das operacdes e das suas relacbes e a

compreenséo dos efeitos de uma operacgédo. E importante ainda que os

alunos aprendam a operar recorrendo a um amplo conhecimento de
estratégias de célculo e ao conhecimento que tém dos nameros e que

aprendam a realizar algoritmos.” (Ministério da Educacéo, 2007, p. 14).

Esta posicao verifica-se também nos objetivos especificos relacionados
com o ensino/aprendizagem da divisdo que sdo enunciados para o 3° e 4° ano:
- Usar estratégias de calculo mental e escrito para as quatro operacdes usando
as suas propriedades.

- Compreender que os divisores de um namero sao divisores dos seus multiplos
(e que os multiplos de um namero sdo multiplos dos seus divisores).

-Utilizar estratégias de calculo mental e escrito para as quatro operacfes usando
as suas propriedades.

- Compreender a divisdo nos sentidos de medida, partilha e razéo.

- Compreender, na diviséo inteira, o significado do quociente e do resto.

- Resolver problemas tirando partido da relagéo entre a multiplicacéo e a divisao.
- Compreender e realizar algoritmos para as opera¢des multiplicacdo e divisdo
(apenas com divisores até dois digitos).

- Realizar estimativas e avaliar a razoabilidade de um dado resultado em
situacdes de célculo.

- Compreender e usar a regra para calcular o produto e o quociente de um
namero por 10, 100 e 1000.

- Resolver problemas que envolvam as opera¢cdes em contextos diversos.



1.3. Organizacao do trabalho

Este trabalho encontra-se organizado em cinco capitulos.

O primeiro capitulo € a presente introducéo.

O segundo capitulo compreende o enquadramento tedrico onde séo
apresentadas as referencias tedricas que orientaram a compreensao, analise e
reflexdo sobre os fenOmenos observados e sobre os dados recolhidos.

No terceiro capitulo sdo apresentadas e fundamentadas as escolhas
realizadas ao nivel metodoldgico. E feita uma contextualizagdo do estudo
através da caracterizacdo da escola e da turma onde foi realizado, dos seus
participantes e da forma como foram selecionados. E explicado o processo de
recolha de dados através da apresentacdo dos métodos utilizados e da
experiéncia de ensino desenvolvida na sala de aula. No final é realizada uma
breve explicacdo do processo de analise dos dados.

No quarto capitulo é realizada a analise dos dados recolhidos focada em
dois pares de alunos. Sao apresentados e discutidos os dados provenientes do
teste diagndstico e das tarefas da experiéncia de ensino descritas no capitulo
anterior.

No quinto capitulo sera realizada uma breve sintese da investigacédo
seguida de uma apresentacdo das conclusées que surgiram do trabalho
realizado, relativamente aos objetivos e as questfes inicialmente colocados.
Serao depois apresentadas as limitacdes do estudo e as recomendacdes para a
investigagdo e para o ensino. No final sera realizada uma reflexdo sobre o duplo
papel de professora/investigadora.

No final deste trabalho podemos encontrar ainda as referéncias e o0s

anexos.



2. ENQUADRAMENTO TEORICO

Neste capitulo séo apresentadas as referencias teoricas que orientaram
a compreensao, analise e reflexdo sobre fendmenos observados e sobre os

dados recolhidos.

2.1. Perspetivas sobre o ensino/aprendizagem das operacdes

aritméticas

Durante muito tempo, o ensino/aprendizagem das operacdes aritméticas
fundamentais, nomeadamente da divisdo, resumiu-se ao ensino/aprendizagem
de procedimentos de célculo com um algoritmo e a mecanizacéo da utilizacédo
do mesmo. Presentemente, varios investigadores defendem que o
ensino/aprendizagem do calculo e das operacdes aritméticas deve ser mais
abrangente e apontam para diversos aspetos que devem ser trabalhados com
os alunos no sentido de desenvolverem uma aprendizagem com compreensao
dos numeros e das operacgdes, visando a construcdo de um conhecimento mais
consistente e aprofundado dos mesmos e de uma maior flexibilidade e
capacidade de calculo.

Numa investigacdo sobre as diferencas dos resultados em testes
internacionais de aritmética onde alunos ingleses tinham obtido piores resultados
do que os alunos de outros paises como a Holanda, Anghileri, Beishuizen e van
Putten (2002) identificaram diferencas nos curriculos escolares nacionais
relativamente as abordagens sugeridas ao ensino/aprendizagem do célculo
escrito que relacionaram com as diferencas de desempenho dos alunos.

Verificaram que na Inglaterra, no documento National Numeracy Strategy
definido pelo Department for Education and Employment (Dfee) em 1998, é
colocado énfase no célculo mental nos primeiros anos escolares e proposto que
a realizacao deste trabalho com numeros maiores necessita da introducao de
anotacdes informais em papel e lapis que se tornam parte da estratégia mental.
Considera-se ainda que aos 11 anos os alunos devem saber procedimentos
padronizados para cada operacédo aritmética. Os investigadores verificaram que
estes procedimentos padronizados s&do pouco diferentes dos algoritmos

tradicionais.



Na Holanda, confirmaram que o movimento Realistic Mathematics
Education (RME) introduziu mudancas radicais nos métodos de ensino dando
um enfoque precoce aos métodos mentais e mais tarde ao desenvolvimento de
diferentes niveis de calculo escrito. Deste modo, considera-se que calcular ndo
se baseia no ensino do valor de posi¢cdo em primeiro lugar, mas desenvolve-se
de uma forma gradual através da ampliacdo das estratégias de contagem.

Verificaram que a pesquisa levou a proposta de trajetérias onde a
evolucdo da aprendizagem € um processo gradual de modificacbes a medida
que os alunos passam por diferentes niveis de compreensdo: desde a
capacidade de inventar resolu¢fes informais relacionadas com o contexto até a
criacdo de diferentes caminhos e niveis de esquematizacdo. Averiguaram que €
considerado um aspeto fundamental da aprendizagem do célculo escrito a
evolucdo de estratégias informais para estratégias formais mais sofisticadas, o
que envolve reflexdo na escolha de estratégias numa discusséo de toda a turma.
Apuraram que a abordagem do RME exige que os alunos resolvam diversos
problemas baseados no mundo real orientados por um ensino interativo em vez
de uma instrucdo direta dos algoritmos padréao.

Rocha e Menino (2009) baseando-se no estudo de Anghileri (2001)
também sobre os curriculos ingleses e holandeses, explicam mais
aprofundadamente aspetos das diferencas entre estas duas abordagens.
Comecando pelo papel da contagem para desenvolver estratégias de calculo,
verifica-se que em Inglaterra, contar € visto como uma atividade mecéanica a que
ndo se confere muito valor e cuja utilizacdo para o calculo é considerada
“primitiva”, enquanto que na perspetiva holandesa é com base na contagem que
€ promovida a reinvencédo de estratégias informais de calculo.

Outro aspeto salientado é relativo ao valor de posi¢cao que, na perspetiva
inglesa, € visto como um principio muito importante, organizador da Matematica,
constituinte da base de varios métodos escritos de calculo, em particular do
algoritmo tradicional. O trabalho sobre o valor de posi¢cdo inicia-se com a
decomposicdo do nimero em dezenas e unidades e é nesta decomposi¢édo que
assenta o desenvolvimento do calculo. Na perspetiva holandesa nao € feita
nenhuma referéncia explicita ao valor de posicdo, defendendo-se uma

abordagem mais holistica ao nimero com o desenvolvimento de estratégias de



calculo escrito que mantém ao longo dos calculos, a utilizacdo dos nimeros nao
de digitos.

Analisando as perspetivas evidenciadas pelas diferentes abordagens ao
ensino/aprendizagem do célculo e das operacfes aritméticas verificamos que
elas divergem em diversos aspetos, pontos de partida, capacidades valorizadas,
tipos de tarefa preconizadas, trajetoria de desenvolvimento das aprendizagens,
papel do aluno e do professor e aprendizagens objetivadas.

Como afirmam Rocha e Menino (2009) referindo ainda um estudo de 2001
de Anghileri, em varios paises, por exemplo em Inglaterra, embora se recomende
gue nao deve ser feita uma introdugéo precoce dos algoritmos, continua a exigir-
se 0 dominio dos algoritmos tradicionais.

Numa perspetiva diferente, € dado énfase ao desenvolvimento do sentido
do numero e das operacdes, valorizando o espaco para o0s alunos
desenvolverem as suas estratégias de calculo informais, o calculo mental e as
relacdes numéricas e o calculo numérico de representacao horizontal.

Como referem ainda os mesmos autores, varios estudos tém defendido
que os alunos podem atuar como verdadeiros matematicos e reinventar
procedimentos e algoritmos e que esta atividade ira contribuir para melhorar a
sua compreensdo matematica.

Fuson (2003) realizou investigacdo sobre o ensino/aprendizagem do
calculo e das operacbes aritméticas (especificamente sobre a multiplicacdo e
divisdo com nameros multidigitos) nos EUA e no Canada onde, como afirma a
autora, tradicionalmente os alunos aprendiam em primeiro lugar a calcular com
0S numeros inteiros e depois aplicavam o tipo de calculo. Defende que este tipo
de abordagem apresenta diversos problemas visto que, em primeiro lugar, os
alunos menos avancados nunca atingem a fase de aplicacédo, em segundo lugar,
os problemas normalmente aparecem no fim de cada secdo ou capitulo de
calculo e por isso os alunos nem leem os problemas com atencéo, simplesmente
aplicam a operacao que tém estado a praticar. Considera que esta prética aliada
ao ensino de focar os alunos em palavras chave dos problemas em vez de
construirem um modelo mental completo da situacdo problematica leva a uma
fraca capacidade de resolucéao de problemas porque os alunos ndo aprendem a
modelar as situagBes dos problemas de forma autbnoma. Em terceiro lugar,

tomar contato com situacdes problematicas s6 apdés a aprendizagem das



operacbes matematicas impede os alunos de relacionarem as operacdes com
aspetos das situacdes problematicas, o que limita a criacdo do sentido das
operacbes e a capacidade dos alunos as utilizarem numa variedade de
situacoes.

Fuson (2003) explica que “Aprender e praticar métodos de calculo séo
memorias comuns da aprendizagem do séc. XX. No entanto, o ensino e
aprendizagem da Matematica do séc. XX eram orientados por objetivos e teorias
de aprendizagem que nao sao suficientes para o séc. XXI” (p.300). Na sua
perspetiva, num mundo onde as calculadoras sdo muito acessiveis, 0s
computadores cada vez mais utilizados e a Internet d4 acesso a uma grande
variedade de informacgédo, a sociedade necessita de todos os cidaddos uma
aprendizagem ao longo da vida, uma abordagem flexivel a resolucdo de
problemas e a capacidade de utilizar calculadoras com compreenséo. Considera
que o séc. XXI necessita de um maior enfoque numa grande variedade de
resolucdo de problemas e de reduzir o enfoque na aprendizagem e pratica por
repeticdo de métodos de calculo tradicionais.

Segundo esta autora, a pesquisa tem indicado que comecar (a
aprendizagem das operagfes) com situacbes problema garante melhores
competéncias de resolucao de problemas e iguais ou melhores competéncias de
calculo. Defende que o desenvolvimento da fluéncia de célculo e a aquisi¢cao de
capacidades de resolucdo de problemas estdo interligadas e devem

desenvolver-se ambas com compreensao.
2.2. O sentido de numero

No seguimento das modificacbes dos objetivos e da abrangéncia da
matéria da disciplina de Matematica no Ensino Basico, McIntosh, Reys e Reys
(1992) constatam que se da uma modificagdo também ao nivel do vocabulario.

Explicam que a expressao “sentido de numero” ganhou aceitagcdo como
aquela que abrange a esséncia das modificacdes que tém sido realizadas ao
nivel do ensino/aprendizagem da Matematica resultantes de uma avaliacdo do
papel e natureza do calculo no ensino elementar da Matematica, que levam em

consideracao a pouca necessidade de utilizacdo do calculo formal escrito por um



adulto e o crescente papel da escolha de estratégias de calculo e da reflexdo
sobre o processo e resultado da utilizacdo de determinada estratégia.

Referem também os mesmos investigadores que esta expressdo esta
aberta a diferentes interpretacbes e que no seu entendimento refere-se ao
sentido de niumero basico requerido por todos os adultos independentemente da
sua ocupacao e cuja aquisicédo por todos os alunos deve ser o objetivo principal
da escolaridade obrigatdria. Definem sentido de nimero como:

A compreenséao geral de um individuo sobre os niumeros e as operacoes

juntamente com a capacidade e predisposicdo para usar essa

compreensao de uma forma flexivel para fazer juizos matematicos e para
desenvolver estratégias Uteis na manipulacdo dos numeros e os métodos
de calculo como um meio de comunicacédo, processamento e tratamento

de informacao. (MclIntosh, Reys & Reys,1992, p. 3)

Relativamente a esta expressao afirma também Mendes (2012) que é
utilizada em contextos distintos e que o seu significado é muito amplo e complexo
e nem sempre sdo coincidentes as caraterizacdes apresentadas.

Sowder (1989) referida por Mendes (2012), na tentativa de definir e
caraterizar a expressdo sentido de numero, realizou uma analise pessoal dos
multiplos entendimentos sobre esta expressao dos participantes na conferéncia
Establishing foundations for research on nunber sense and related topics
(Sowder & Schapelle, 1989) e verificou que estes incluem, entre outros, o
conhecimento dos numeros e como podem ser utilizados em determinadas
situacdes, a flexibilidade na utilizacdo de estratégias de calculo mental ou de
calculo aproximado, a capacidade para usar numeros de referéncia adequados,
a compreensao e utilizacdo das diferentes representacbes dos nameros e a
compreensao dos efeitos relativos das operagcdes numeéricas e das suas
propriedades.

Acrescenta Mendes (2012) que o desenvolvimento do sentido de niamero
é tido como essencial por muitos educadores matematicos, sendo referenciado
em documentos de natureza curricular como um dos objetivos principais da
aprendizagem da Matematica principalmente nos primeiros anos de

escolaridade.
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No documento Principios e Normas para a Mateméatica Escolar (NCTM,
2008) o desenvolvimento do sentido de numero € identificado como o ponto-
chave da Norma Numeros e Operacdes do pré-escolar ao 12° ano.

No documento Programa de Matematica para o Ensino Bésico (ME,2007)
é referido como propdsito principal de ensino do tema dos Numeros e Operacdes
para todo o Ensino Basico, embora o documento curricular presentemente em
vigor Programa e Metas Curriculares de Matematica (MEC, 2013) revele um
abandono deste propoésito ndo havendo em todo o seu texto qualquer referéncia
a expressao “sentido de numero”.

Mcintosh, Reys e Reys (1992) além de definirem o sentido de ndmero,
realizaram uma tentativa de organizar as suas componentes para a construcao
de um quadro de referéncia para o examinar. Identificaram trés grandes areas
onde o sentido do numero desempenha um papel fundamental:

1. O conhecimento e destreza com os numeros - que inclui o sentido da
ordenacédo dos numeros, multiplas representacbées dos numeros, sentido das

grandezas relativa e absoluta dos numeros e sistemas de valores de referéncia.

2. O conhecimento e a destreza com as operagdes — que inclui a compreensao
do efeito das operacdes, a compreensao das propriedades matematicas e a

compreensao das relagdes entre as operagdes.

3. Aplicacédo do conhecimento e da destreza com os numeros e as operacdes
em situacgdes de calculo — que inclui a compreenséo para relacionar o contexto
de um problema e os calculos necessarios, a consciencializagao da existéncia
de multiplas estratégias, a inclinacdo para usar uma representacao e/ou um
método eficaz e a inclinacdo para rever os dados e a razoabilidade dos

resultados.

Atraves do esquema da Figura 1, tentam descrever a forma como
as grandes componentes do sentido do numero estdo interconectadas,

influenciando-se mutuamente.
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Siluagdes

Figura 1. Interconexdes entre as grandes componentes do sentido de nimero

Estes investigadores afirmam que a aquisicéo do sentido de nUmero € um
processo gradual e evolutivo que comec¢a muito antes do inicio da educacao
formal. Consideram o sentido de nimero altamente personalizado e que esta
relacionado com as ideias sobre o nUmero que se véao estabelecendo e também

com a forma como essas ideias sao estabelecidas.
2.3. O ensino/aprendizagem da divisdo com compreenséao

Como afirma Mendes (2013), “a aprendizagem da divisao €, muitas vezes
confundida com a mecanizacdo das regras associadas ao algoritmo nao
deixando espaco para o desenvolvimento de um trabalho com os alunos em
torno da compreensdo desta operacdo.” (p.6). Na perspetiva desta
investigadora, aprender a dividir significa reconhecer esta operacdo em
diferentes situacdes, ser capaz de compreender e usar a relagao entre a divisdo
e a multiplicacéo e desenvolver uma teia de relacbes numéricas que permita uma
flexibilidade de calculo baseada nas propriedades destas operacdes.

Também Rocha, Rodrigues e Menino (2007), baseados na perspetiva de
Treffers e Buys (2001), identificam dois pressupostos essenciais para a
aprendizagem da divisdo, nomeadamente a importancia e intencionalidade dos
contextos das tarefas e a progresséo de niveis, considerando que estes niveis
nao sao estanques. Referem ainda que a aprendizagem da divisao deve ser feita

em estreita relacdo com a da multiplicagao.
2.3.1. Grandes ideias da divisao

A expressao “grandes ideias” utilizada por Fosnot e Dolk (2001) em

referéncia a Schifer e Fosnot (1993), € uma designacdo para “as ideias
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organizadoras centrais da Matematica — principios que definem a ordem
matematica.” (p. 10). Explicam que elas estéo profundamente relacionadas com
as estruturas matematicas e sdo também caracteristicas das mudancgas no
pensamento de quem aprende, na perspetiva, na légica, nas relacbes
matematicas que elas estabelecem. Estdo ligadas a relagbes de parte/todo, a
estrutura do pensamento em geral. Consideram estas ideias “grandes” porque
sdo criticas/fundamentais para a Matematica e porque correspondem a grandes
saltos de desenvolvimento no raciocinio dos alunos/criancas.

Fosnot e Dolk (2001) tentando responder as questdes “Como é que as
criangas conseguem desenvolver estratégias (de divisdo) mais eficientes? Que
“grandes ideias” devem primeiro construir? Como podemos facilitar e assegurar
este desenvolvimento?” (p.52), salientam que é essencial a compreensao da
ligacdo entre a multiplicacdo e a divisdo para a compreensdo das relacfes
parte/todo na estrutura multiplicativa, e para o desenvolvimento das estratégias
de divisdo. Destacam também a necessidade de exploracéo de varios contextos
dos diferentes sentidos da divisdo, acrescentando a necessidade da exploracdo
da relacéo entre o sentido de partilha e medida.

Sintetizando as ideias destes investigadores com as de Mendes (2012) e
de Rocha, Rodrigues e Menino (2007), podemos identificar como algumas das
grandes ideias da divisdo, questdes relacionadas com o contexto e com a ligacdo
entre a divisdo e a multiplicacdo. Sao estas ideias fundamentais que vao servir

de base a investigacao realizada.
2.3.1.1. O contexto

Relativamente ao contexto, salientam-se aspetos especificos da operagao
da divisdo, nomeadamente:

- os diferentes sentidos que esta operacdo pode apresentar - medida,
partilha e razao;

- a relacao entre situagdes de partilha e de medida;

- 0s sentidos que devem ser dados ao resto.
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2.3.1.1.1. Os sentidos da divisdo

Sobre os sentidos da divisdo, explicam Fosnot e Dolk (2001) que no
sentido de medida (quotative) encontramos situagdes em que o tamanho do
grupo esta especificado no problema e temos que determinar o numero de
grupos. Como exemplo, temos a situagao de um hotel com 240 quartos, 24 por
cada andar e queremos determinar quantos andares tem o hotel. No sentido de
partiiha (partitive) encontramos situagdes que envolvem descobrir que
quantidade esta no grupo quando o numero de grupos é conhecido. Como
exemplo, temos a situagcdo de um hotel com 240 quartos e 24 andares e
queremos determinar quantos quartos havera em cada andar. Relativamente ao
sentido de razao, explicam Rocha, Rodrigues e Menino (2007) que se refere a
situagdes que envolvem a determinagao de uma razdo em vez de um n° de
objetos. Indicam como exemplo a situagao do pai do Joao que ganha 1000 euros
e o pai do Francisco que ganha 500 euros e onde é pedido para se fazer uma
comparagao entre os dois vencimentos.

Os mesmos autores referem relativamente aos sentidos da divisdo que os
alunos devem perceber que dividir ndo esta unicamente associado a situagao de
partilhar igualmente. Identificam os problemas de divisdo com o sentido de razédo
como 0s que envolvem situagdes mais complexas e que sé posteriormente

devem ser apresentados aos alunos.
2.3.1.1.2. Arelacédo entre situacdes de partilha e de medida

Fosnot e Dolk (2001) reconhecem as situacbes de sentido de partilha
como as que inicialmente trazem mais dificuldades de resolugdo aos alunos
devido ao tipo de estratégias que estes intuitivamente utilizam para a sua
resolucdo. Afirmam que as abordagens iniciais dos alunos aos contextos de
divisao séo feitas através da distribuicdo um a um (nas situacdes de partilha) ou
por adi¢cdes e subtracdes sucessivas (nas situacdes de medida). Estes diferentes
procedimentos dificultam aos alunos a compreensdo de que estas duas
situagOes estao relacionadas.

Consideram, tal como Rocha, Rodrigues e Menino (2007), que a distingao
entre contextos de partilha e de medida é critica. Isto porque de forma geral os

alunos inicialmente sado influenciados pelas caracteristicas especificas dos seus
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contextos e resolvem os dois tipos de situacdo de forma diferente, o que dificulta

a compreensao de que ambas as situacdes séo de diviséo.
2.3.1.1.3. O resto

Relativamente ao resto, Fosnot e Dolk (2001) referem que na vida real
muitos problemas que envolvem divisdo possuem resto, ao qual temos de dar
sentido tendo em conta o contexto e, por isso, 0s alunos devem contactar com
vérias situacfes em que o contexto afeta o resto de forma diferente, identificando
trés tipos de situacdes: arredondamento para cima, para baixo e equitativo.
Afirmam estes investigadores que alunos que habitualmente resolvam estes
problemas encontram formas de matematicamente pensar sobre a sua vida, ndo
desenvolvem procedimentos que nao lhes fagcam sentido e conseguem tratar o
resto em funcéo do contexto.

Rocha, Rodrigues e Menino (2007), encaram 0 resto como uma
dificuldade acrescida do estudo da divisdo considerando importante que desde

cedo os alunos sejam confrontados com situagdes em que a divisdo ndo é exata.
2.3.1.2. Arelacao entre a divisdo e a multiplicacao

A exploracédo da relacéo entre a divisdo e a multiplicacdo é apontada por
Fosnot e Dolk (2001) e Mendes (2013) como indispensavel para a evolu¢cao das
estratégias utilizadas pelos alunos na resolucéo de problemas de diviséo.

Como explicam Nunes, Campos, Magina e Bryant (2005)
conceptualmente a divisdo e a multiplicacdo referem-se ao mesmo tipo de
raciocinio, o multiplicativo, que se caracteriza por envolver duas variaveis numa
relacdo constante.

Fosnot e Dolk (2001) referem que as situa¢gées multiplicativas podem ser
resolvidas tanto através da divisdo como da multiplicagédo e que a constru¢do do
raciocinio multiplicativo vai Ihes fornecer uma ferramenta poderosa que podem
utilizar no desenvolvimento de estratégias de multiplicacéo ou divisdo e, desta
forma, compreender as relagdes parte/todo.

Mendes (2013), referindo Treffers e Buys (2008), considera importante a
abordagem da divisdo através da sua relacdo com a multiplicacdo, podendo a

divisdo surgir informalmente como inversa desta operacdo, a partir de uma
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exploracdo da prépria multiplicacdo. Referindo também Greer (2012), explica
gue arelacao inversa entre multiplicacdo e divisdo tem implicagdes significativas
no célculo eficiente e flexivel e na verificacdo da compreensdo conceptual dos
alunos.

Robinson e LeFevre (2012) afirmam que a compreensao e a utilizacdo da
relacéo inversa entre a multiplicacdo e a divisdo desenvolvem-se relativamente
devagar. Tal como Dubé e Robinson (2009), referem que existe pouca pesquisa
sobre o desenvolvimento da compreensao das relacdes entre a multiplicacéo e
a diviséo.

Dubé e Robinson (2009) explicam ainda que o alcance da andlise dos
resultados da realizacdo de problemas/tarefas sobre o conceito de inverséo esta
a ser debatido visto que alguns investigadores (Baroody & Lai, 2007; Vilette,
2002) acreditam que pode levar a uma avaliacdo excessiva do conhecimento
conceptual visto ser necesséario haver uma confirmacgéo posterior a resolucao,
da utlizacdo deste conhecimento. Por outro lado, afirmam que outros
investigadores (Gilmore & Spelke, 2008) descobriram que pode também levar a
subestimacdo deste conhecimento por parte dos alunos visto que alguns
entendem o conceito de inversdo mesmo antes de conseguirem aplicar esse

conhecimento.
2.3.1.3. O modelo retangular

Segundo Mendes (2005), na aprendizagem da multiplicacdo e divisao, o
modelo retangular é considerado por diversos autores (Barmby, Bilsborough,
Harries & Higgins, 2009; Battista, Clements, Arnoff, Battista & Borrow, 1998)
como uma das representacbes mais potentes, que suporta a evolugdo do
raciocinio multiplicativo.

Rocha, Rodrigues e Menino (2007), em referéncia a Treffers e Buys
(2001), afirmam que o recurso a disposicéo retangular como demonstragao clara
da divisdo e multiplicagdo como operacgdes inversas. Outro aspeto que salientam
como importante para a aprendizagem da divisdo € a sua capacidade de atenuar
as diferencas entre problemas de medida e partilha, uma vez que a sua simetria
tende a desvanecer esta distin¢cao.

Jacob e Mulligan (2014) destacam o facto de o modelo retangular permitir

a visualizacdo simultanea das trés quantidades envolvidas nas situagdes de
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multiplicacéo e de divisdo com numeros inteiros: o todo, o numero de grupos
iguais e a quantidade em cada grupo. Consideram que o modelo retangular pode
ser utilizado para auxiliar os alunos a estruturar a compreensao da multiplicagéo
e divisdo, nomeadamente na compreensdo e coordenacdo das quantidades
envolvidas, na compreensdo da relacdo entre a multiplicacdo e divisdo e da
comutatividade e na compreensao da ligacao destas operacdes a uma variedade
de situagdes e representacoes.

Fosnot e Dolk (2001) afirmam que o modelo retangular pode ser utilizado
tanto na multiplicacdo como na divisdo, inicialmente como um modelo das
estratégias dos alunos, podendo depois transformar-se numa poderosa
ferramenta para pensar e realizar célculos.

Como explicam estes investigadores, para matematizar (construir o
significado do real através da linguagem matematica), a pessoa V€, organiza e
interpreta o0 mundo através e com modelos matematicos. Estes modelos
comecam por ser simplesmente representacdes de situacdes ou problemas,
elaboradas por cada um de nos.

Defendem os mesmos investigadores que os professores podem utilizar
os modelos como uma opcao didatica para transferir a aprendizagem de
solucdes informais especificas de um contexto para solu¢cdes mais formais e
generalizaveis e passar de modelos de pensamento para modelos para o
pensamento.

Como explica também Mendes (2013), referindo ideias de Gravemeijer
(2005), no inicio da aprendizagem, os modelos construidos pelos alunos estédo
muito associados a sua interpretacdo da situacdo proposta e emergem da
representacéo da acdo, denominando-se por modelos de situacgéo.

O professor pode recorrer ao uso de modelos de estratégias para ilustrar
o raciocinio dos alunos, para auxiliar as discussdes sobre os procedimentos
construidos e, a0 mesmo tempo, incentiva-los a recorrer a eles para representar
0 seu préprio modo de pensar. Deste modo, os modelos de situacdo evoluem
para modelos para pensar, ou seja, modelos matematicos de relacbes
numeéricas.

Fosnot e Dolk (2001), também referindo Gravemeijer, explicam que a
mudanc¢a de um modelo de pensamento para um modelo para o pensamento

coincide com uma mudanca na forma dos alunos pensarem sobre a situagéo do
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contexto, que inicialmente assume uma forma modelada passando para ser
focada sobre as relacbes matematicas. Os investigadores consideram esta
mudanca uma grande etapa no desenvolvimento matematico.

Mendes (2013) refere ainda que os contextos das tarefas tém muita
importancia para o desenvolvimento de modelos a eles associados, embora nem
sempre os alunos as resolvam recorrendo a modelos que o professor antecipou.

Fosnot e Dolk (2001) defendem esta ideia, acrescentando que os modelos
nao podem ser transmitidos e tal como as estratégias e as grandes ideias, 0s
alunos tém que os construir e que sO porque nos planificamos um contexto com
um determinado modelo em mente, ndo significa que todos os alunos o

interpretem ou assimilem o contexto desta forma.
2.4. Desenvolvimento do ensino/aprendizagem da divisao

Relativamente a forma como devera ser desenvolvida a progressédo dos
alunos na aprendizagem da divisdo, Ferreira (2005) afirma que, tal como
acontece no ensino/aprendizagem das outras operacdes, uma excessiva
valorizacdo de processos formais, sem que ao aluno seja dado tempo para
utilizar processos informais, ndo favorece o desenvolvimento do sentido da
divisdo e das capacidades de raciocinio matematico. Salienta a importancia da
partilha destes processos entre 0os alunos, visto que tendem a apropriar-se de
ideias e procedimentos uns dos outros quando veem neles significado e quando
0s ajudam a progredir para um nivel superior de célculo.

Fosnot e Dolk (2001) referem que a procura do refinamento e a melhoria
da eficacia das estratégias desenvolvidas pelos alunos pode ser encaminhada
através da criacdo de potenciais constrangimentos nos contextos e pela
discusséo das estratégias informais com os alunos. Mencionam que por mais
tentador que seja o encorajamento de todos os alunos na utilizacdo de
estratégias eficientes, eles necessitam de tempo para explora-las e compreendé-
las por si préprios.

Afirmam ainda os mesmos investigadores que o desenvolvimento da
aprendizagem é complexo. Estratégias, grandes ideias e modelos sédo aspetos

que estao todos envolvidos, todos necessitam ser desenvolvidos pois eles
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afetam-se mutuamente. Eles sdo os passos, as mudancas e 0s mapas mentais

da “caminhada”.
2.4.1. Estratégias dos alunos

Como explica Mendes (2013) grande parte das investigacdes sobre o0s
procedimentos dos alunos na resolucdo de tarefas de divisdo carateriza os
procedimentos informais associados a esta operacéo, existindo também estudos
que apresentam categorizacdes validas para as quatro operagoes.

Apos a leitura dos estudos que seguidamente vou referir, verifiquel
algumas divergéncias relativamente ao significado de conceitos como
estratégias e procedimentos tal como também menciona Mendes (2012).

Segundo Fosnot e Dolk (2001), as primeiras tentativas de resolucao de
situacdes de divisdo dos alunos sdo semelhantes as suas tentativas na
multiplicacdo, fazem contagens. As estratégias carateristicas das primeiras
tentativas de divisdo sdo aditivas, partindo do grupo para o todo e envolvem
contar varias vezes ou tentativa e erro. Expdem que como os alunos iniciam a
resolucdo deste tipo de problemas com estratégias de contagem “a partir de”,
centrando-se no n° de elementos do grupo em vez do grupo e o todo
simultaneamente, os problemas de partilha tornam-se mais dificeis. Referem por
ISSO que enguanto as contagens conseguem resolver problemas de medida, os
problemas de partilha séo inicialmente resolvidos através de tentativa/ erro e que
s6 através da exploracdo de muitos contextos de partilha e da reflexdo sobre a
sua acao e resultado os alunos constroem a “dealing out strategy” (estratégia de
distribuicdo). Referem que os alunos matematizam muitas vezes 0s contextos
de divisdo através da distribuicio um a um nas situacdes de partilha e por
adicoes e subtracbes sucessivas em situagdes de medida e que quando os
alunos ja “construiram” a estrutura multiplicativa, tém uma forma poderosa que
Ihes permite matematizar situacdes tanto através de estratégias de multiplicacdo
ou divisao.

Num estudo de caso, Jesus (2005) procurou compreender como um aluno
seu do 3° ano de escolaridade desenvolveu o sentido de divisdo, a partir do seu
envolvimento na resolucédo de problemas onde estava implicito o conceito de
divisdo. Verificou que o desenvolvimento progressivo do sentido de numero e

das operacgdes contribuiu para que o aluno se mostrasse confiante para resolver
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0S problemas propostos e progressivamente adquirir o sentido da divisao.
Verificou ainda que a compreensdo da adicdo, subtragcdo e multiplicacao
parecem ter sido decisivas para a apropriacdo do conceito de divisdo e que o
uso de estratégias espontaneas parece ter favorecido a compreenséao do sentido
de divisdo dado que, ainda antes de a ter aprendido formalmente, o aluno
conseguiu solucionar os problemas a partir de caminhos alternativos.

Ferreira (2005) realizou um trabalho com os seus alunos do 1° ao 4° ano
de escolaridade com o objetivo de analisar o modo como os alunos desenvolvem
o conceito de divisdo e como pode o professor contribuir para a construcéo e
aprendizagem desse conceito. Verificou que desde muito cedo os alunos podem
resolver problemas de divisdo como medida e partilha e que é importante criar
nos alunos a ideia de que a utilizacdo de estratégias pessoais € sempre uma
opc¢ao importante na resolucéo de problemas.

Num estudo realizado por Mullingan e Mitchelmore (1997) sobre os
modelos intuitivos de multiplicacéo e divisdo construidos por alunos do 2° e 3°
anos conseguiram identificar 12 estratégias distintas de calculo que foram
agrupadas em categorias, a partir das quais foram inferidos modelos intuitivos.
Os investigadores explicam que consideram um modelo intuitivo como uma
estrutura mental interna que corresponde a um tipo de estratégias de calculo.
Referem que a nocdo de modelos intuitivos parece ter tido origem em Fischbein
et al. num estudo de 1985, em que defendem que cada operacao aritmética
geralmente permanece ligada a um modelo intuitivo inconsciente e primitivo que
serve de mediador na procura da operacdo necessaria a resolucdo de
determinado problema. Este modelo intuitivo podera ser a internalizacdo de uma
operacao fisica relacionada com a situagdo do problema apresentado e por isso
existe uma correspondéncia direta entre o modelo intuitivo e a estrutura
semantica.

Fischbein et al. (referidos por Mullingan & Mitchelmore, 1997)
descreveram para a divisdo, modelos intuitivos correspondentes a estruturas
semanticas de partilha e de medida e defendem que a estrutura de um problema
determina qual o modelo que € ativado.

Com uma opinido diferente, Kouba (referido por Mullingan &

Mitchelmore,1997) investigou estes modelos intuitivos e chegou a conclusao de
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que os problemas de partilha e medida ndo geravam estratégias de calculo
diferentes.

Mullingan e Mitchelmore (1997) descobriram que os alunos utilizam
fundamentalmente 4 tipos de modelo intuitivo para a divisdo: contagem direta,
adicao sucessiva, subtracdo sucessiva e a operacao multiplicativa que na tabela

seguinte sao relacionados com o tipo de estratégias associadas.

Tabela 1

Modelos intuitivos para a divisdo. (Adaptado de Mulligan & Mitchelmore, 1997, p.318)

Tipo de estratégias Modelo intuitivo

Estratégias baseadas na utilizagdo de modelos concretos
combinada com um processo de contagem. Contagem direta

Estratégias que levam a criagdo de uma sequéncia decrescente de

multiplos que comeca a partir do dividendo. Subtragéo sucessiva

Estratégias que levam a criacdo de uma sequéncia crescente de

numeros que levam a “constru¢ao” do dividendo. Adicdo sucessiva
Estratégias que utilizam a operag¢éo de multiplicagao. Operacéo
multiplicativa

Relativamente ao modelo intuitivo em que € utilizada a multiplicacdo os
investigadores referem que nalguns casos a solucao foi adivinhada, conjeturada
e foi depois verificada pela multiplicagdo. Noutros casos os alunos procuraram
por um multiplo do divisor que fosse igual ao dividendo, mas sem recorrer a uma
sequéncia inteira de mdaltiplos.

Mullingan e Mitchelmore (1997) descobriram um paralelo entre os
modelos intuitivos na divisdo e na multiplicacdo sendo que 3 deles sdo comuns
as duas operacdes, a contagem direta, a adicdo sucessiva e a operacao
multiplicativa. Consideram o modelo da adi¢cdo sucessiva mais avangado que a
subtracdo sucessiva, visto que permite a sua utilizacdo em situagdes tanto de
multiplicacdo como de divisdo. Consideram que esta unificacdo permitira
certamente reduzir a carga cognitiva dos alunos o que levara a uma maior
eficiéncia e a uma mais rapida passagem ao modelo de operacéo multiplicativa.

Na tabela seguinte referem as diferentes estratégias de calculo para a

divisdo que identificaram associadas ao respetivo modelo intuitivo.
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Tabela 2

Modelos intuitivos e estratégias de célculo para a divisdo. (Adaptado de Mulligan & Mitchelmore,
1997, p.316)

Modelo intuitivo Estratégia de calculo

Correspondéncia um para muitos
Contagem um a um
Contagem direta Partilha

Agrupamento através de tentativa e erro

Contagem decrescente ritmica (ex. simultaneamente a contagem
decrescente, ha uma contagem do n° de grupos.)

. ) Contagem decrescente por saltos

Subtragéo sucessiva . _
Subtracgéo repetida

Metade do aditivo (ex. partir o 8 em 2 metades d& 4 mais 4)

Contagem crescente ritmica (ex. simultaneamente a contagem
crescente, hd uma contagem do n° de grupos.)

L . Contagem crescente por saltos

Adicao sucessiva L )
Adicao repetida

Dobro do aditivo (ex. 3 mais 3 sd0 6,6 e 6 da 12)

. o Facto multiplicativo conhecido
Operacao multiplicativa S )
Facto multiplicativo derivado

Num estudo realizado com alunos do 4° ano de escolaridade, Alcobia
(2014) verificou que os alunos recorrem a estratégias aditivas e multiplicativas
muito diversificadas na resolucéo de problemas de divisdo. Recorrem também a
utilizacao do valor de posicao e a tentativa e erro. Utilizam com maior frequéncia
as estratégias multiplicativas.

Ambrose et al. (2003), referidos por Mendes (2012), efetuaram uma
investigagdo com alunos dos 8 aos 11 anos e identificaram 4 categorias de
procedimentos dos alunos para a resolugéo de tarefas de divisao de partilha e
de medida.

A primeira categoria, em que os alunos trabalham com um grupo de cada
vez, relaciona-se com a utilizacdo de subtracbes sucessivas do niamero mais
pequeno (divisor) a partir do namero maior (dividendo), a adi¢cdo sucessiva do
namero mais pequeno até perfazer o numero maior e ao procedimento
distributivo. Inicialmente, os 2 primeiros procedimentos sdo mais utilizados em
problemas que envolvem a divisdo por medida, isto porque nas situacdes de

hY

partilha os alunos ndo sabem a partida o nimero que podem adicionar ou
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subtrair repetidamente. O procedimento distributivo € utilizado pelos alunos em
problemas de divisdo por partilha e consiste em articular o seu conhecimento
sobre 0os numeros (por exemplo, maltiplos de 10, de 5 ou 2) com representagfes
visuais.

A segunda categoria foi denominada ndo decompor o dividendo. Nela
encontramos procedimentos que correspondem a subtracdo recorrendo a
estrutura decimal e ao uso de multiplos de 10, sem realizarem a decomposi¢céo
do dividendo. Por exemplo, para embalar 896 macas em embalagens de 35
cada, o aluno pensa em multiplos de 10 do divisor. Entdo subtrai duas vezes 350
(10x35) do dividendo, depois duas vezes 70 (2x35) e finalmente 35. Deste modo
0 quociente € calculado adicionando 10+10+10+2+2+1. Este tipo de
procedimentos é utilizado em situacdes de partilha e medida e embora sejam
mais abstratos e flexiveis que os anteriores tém uma flexibilidade limitada.

A terceira categoria foi denominada decompor o dividendo. Diz respeito a
utilizacéo de procedimentos que recorrem a decomposicao do dividendo em, por
exemplo, centenas, dezenas e unidades e a realizacdo de divisbes parciais. Na
resolucao do problema anterior, o dividendo 896, divide-se por partes, 800,90 e
6 por 35, adicionam-se 0s restos e torna-se a dividir até ser possivel fazé-lo. Este
tipo de procedimentos é utilizado em situagdes de partilha e medida e embora
nao muito eficiente, evidencia compreensao dos alunos da divisdo e das suas
propriedades.

A quarta categoria foi denominada procedimentos de construgdo. Este
tipo de procedimentos esta bastante ligado aos que os alunos inventam para
resolver problemas de multiplicacdo em que um dos fatores € desconhecido. Um
exemplo ilustrativo é a divisdo de 544 por 17, onde o aluno partiu de 170 (10x17)
e adicionou sucessivamente 170 até perfazer o numero mais proximo possivel
do dividendo (o numero 510), depois para chegar ao dividendo adicionou 34
(2x17). O quociente foi obtido somando 10+10+10+2. Estes procedimentos sao
também utilizados em situa¢gbes de partilha e de medida e embora parecam
pouco eficientes a partida devido a dificuldade de pensar em produtos que se
aproximem rapidamente do dividendo, os seus inventores sdo capazes de 0s
tornar mais rapidos e eficazes nos problemas seguintes. Além disso, permite
recorrer ao uso de dobros, mas podem tornar-se mais complexos quando os

alunos ultrapassam o valor do dividendo e a seguir tém de compensatr.
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Anghileri, Beishuizen e van Putten, (2002), no seu estudo realizado com
alunos ingleses e holandeses do 5° ano (10-11 anos), identificaram diversas
estratégias utilizadas pelos alunos na resolugéo de problemas de divisdo. Estes
investigadores referem uma ideia de 1999 de Neuman em que este afirma que
existem muitas estratégias informais que podem ser desenvolvidas incluindo
contagem, adicdo sucessiva, blocos (chunks), multiplicagdo como inversa,
dealing, ajustamento por estimativa, metade repetida, muitas das quais vao ser
incorporadas nos procedimentos estruturados para o calculo da diviséo.

As estratégias foram classificadas e agrupadas em 8 tipos diferentes,
onde podemos encontrar desde estratégias informais inventadas pelos proprios
alunos até a utilizacdo de estratégias formais de célculo escrito. Nem todas as
estratégias sao aceitaveis, mas refletem um determinado raciocinio por parte dos
alunos.

No primeiro grupo encontramos estratégias como:

- Utilizagao de tragos ou simbolos para cada unidade;
- Adicao sucessiva do divisor;

- Subtracéao repetida do divisor ao dividendo;

- Partilha com imagens de distribuicao;

Os investigadores justificam o agrupamento destas estratégias pelo facto
de que todas elas envolvem calculos longos com nenhuma tentativa evidente
para ganhar eficiéncia apesar da dimensao dos niumeros envolvidos.

No segundo grupo encontramos estratégias como:

- Operar com os algarismos de forma independente (por exemplo, dividir 84 por
14 usando 8:1 e 4:4)

- Decompor o dividendo nas suas ordens (por exemplo, dividir 1256 por 6 usando
1000:6, 200: 6, 50: 6 € 6:6).

O agrupamento destas estratégias € justificado pelo facto de envolverem
formas de diminuir a grandeza dos numeros utilizando ideias de valor de posic¢ao.

No terceiro grupo encontramos estratégias com baixo nivel de “chunking”,
por exemplo, adicionando subtotais pequenos (30 em vez de 15) no meio de
procedimentos longos utilizando por vezes o dobro ou repetidamente dobrar o
divisor. Na perspetiva dos investigadores ao se trabalhar com pequenos
multiplos do divisor hd um ganho de eficiéncia, mas geralmente ainda resulta em

calculos longos.
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No quarto grupo encontramos estratégias com alto nivel de “chunking”
onde sé&o utilizados subtotais eficientes (por exemplo, 150 para a divisao por 15)
e procedimentos abreviados. Também foram incluidas neste grupo estratégias
onde o célculo da metade ou do dobro foram muito eficientes (por exemplo, 64
a dividir por 16).

No quinto grupo esta a utilizagdo do algoritmo tradicional desenvolvido
atravées do seu esquema formal. Sobre este grupo os investigadores
consideraram que, apesar do algoritmo tradicional por vezes envolver anotacdes
informais para dar suporte aos calculos, estes foram classificados nesta
categoria separada visto que as solu¢des foram estruturadas através da sua
abordagem.

No sexto grupo foram incluidas as estratégias que foram consideradas
calculo metal por terem uma resposta sem registo escrito do célculo.

No sétimo grupo foram incluidas as operagfes erradas e no oitavo as
estratégias ndo percetiveis.

2.4.2. Desenvolvimento de estratégias de divisdo mais eficientes

Fosnot e Dolk (2001) consideram que um objetivo de aprendizagem deve
ser o desenvolvimento de estratégias de divisdo mais eficientes, mas julgam
impossivel o objetivo de ter todos os alunos a utilizar a mesma estratégia,
obtendo o mesmo conhecimento, ao mesmo tempo. Afirmam que, a verdadeira
aprendizagem desenvolve-se através de muitos caminhos durante os quais 0s

alunos necessitam construir varias “grandes ideias” (p.69).
2.4.2.1. O contributo do calculo mental

Mclintosh, Reys e Reys (1997) afirmam que os beneficios de desenvolver
e utilizar estratégias mentais de calculo tém sido bem defendidos por
investigadores como Beberman (1959), Brownell (1972), Cobb e Merkel (1989),
Kamii (1989), Reys e Barger (1994), Shuard (1987) e Trafton (1978). Como
explicam, o objetivo das estratégias mentais € tornar célculos que néo
conseguimos realizar em calculos que conseguimos realizar utilizando relacdes
entre numeros e operacgdes. Esclarecem que a utilizacdo de estratégias mentais

envolve e justapde-se com outros topicos também ja muito discutidos como o
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calculo mental, a estimacé&o e o sentido de numero. Afirmam que calculo mental,
estimacao e sentido de niumero tém uma relacdo muito forte e sdo dificeis de
individualizar.

Também Hartnett (2007) reconhece a ligacdo entre a utilizacdo de
estratégias de céalculo mental e o desenvolvimento do sentido de nimero e das
capacidades de célculo. Afirma que a utilizacao de estratégias de célculo mental
de uma forma flexivel requer um bom conhecimento do sentido de nimero e que
o desenvolvimento de uma abordagem ao calculo através do desenvolvimento
destas estratégias providencia uma oportunidade dos alunos trabalharem com
os numeros de uma forma flexivel que por sua vez também providencia
oportunidades de melhorar o seu sentido de nimero.

Aquela investigadora constatou que tem havido uma discussdo ha
literatura sobre o0 que € que constitui uma estratégia de calculo mental. Verificou
que as primeiras definicbes de calculo mental, defendidas por investigadores
como Trafton (1978), Sowder (1988) e Mcintosh, Reys e Reys (1997) (referidos
por Hartnet, 2007), salientam a néo utilizacdo de anotacfes escritas para o
calculo ou qualquer outra ferramenta externa.

Threlfall (2002), referido por Hartnet (2007), descreve estratégias como
uma sequéncia construida de transformacfes relativa a um problema de
nameros para chegar a uma solugdo em oposicao a sé saber a solucdo, contar
ou fazer uma representacdo mental de um método de “papel e lapis”.

Na sua opinido, Hartnet (2007) considera que algumas situacdes que tém
sido apresentadas até por documentos curriculares como estratégias de célculo
mental (por exemplo, a comutatividade) ndo sdo estratégias no sentido de
processo pensado como definido por Threlfall (2002). Hartnet (2007) tentou criar
um “framework” de categorizagao de estratégias de calculo mental, apresentado
na tabela 3, com o propdsito de informar e providenciar estrutura para o ensino

de estratégias de calculo.
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Tabela 3

Categorizacao de estratégias de calculo mental. (Adaptado de Hartnett, 2007, p.349)

Categoria Estratégia de célculo mental

Contagem progressiva para adicionar

Contagem Contagem regressiva para subtrair

progressiva e | Contagem progressiva para subtrair

regressiva Contagem progressiva para multiplicar

Ajustar um nimero e compensar

Ajustar e | Ajustar dois nUmeros e compensar

compensar Ajustar dois numeros

Usar o dobro ou quase dobro para adicionar ou subtrair

Dobro e | Dobro para multiplicar por 2

metade Dobro, dobro para multiplicar por 4

Dobro, dobro, dobro para multiplicar por 8

Metade para dividir por 2

Metade, metade para dividir por 4

Metade, metade, metade para dividir por 8

Dobro e metade

“Partir’  os | “Partir” dois numeros utilizando o valor de posi¢ao

nameros “Partir’ dois niumeros utilizando nimeros compativeis

Partir’ um numero utilizando o valor de posigéao

“Partir” dois numeros utilizando nimeros compativeis

Valor de | Pensar em multiplos de 10

posicao Foco em posigBes relevantes

A investigadora explica que os nomes atribuidos as categorias das
estratégias identificadas foram mantidos numa linguagem simples e intuitiva
visto que é sua intengcdo que estes nomes sejam utilizados na sala de aula e que
sejam uma ajuda para a discussao das estratégias utilizadas pelos alunos e parte
das aulas sobre determinadas estratégias.

Buys (2001) refere-se ao calculo mental através da expressao “aritmética
mental” definindo este conceito como “o calculo habil e flexivel baseado em
relacdes conhecidas entre 0os numeros e em caracteristicas dos numeros”
(p.121). Explica que a aritmética mental € uma capacidade elementar
matematica que nao esta estritamente relacionada a um determinado conjunto

de numeros ou a certas operacdes, sendo, acima de tudo, uma forma de abordar
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0S numeros e a informac&o numeérica na qual os nimeros sdo tratados de uma
forma habilidosa e flexivel caraterizada por:

— trabalho com numeros e ndo com algarismos/digitos;

— utilizar as propriedades elementares do calculo como a propriedade
comutativa, distributiva, relacdes inversas e combina¢des destas propriedades;
— ser suportada por um bom conhecimento sobre os nimeros e sobre os factos
numeéricos (primeiro até 20 e depois até 100);

— possibilidade de recorrer a registos escritos intermédios, mas realizada
sobretudo, mentalmente. (Buys, 2001, p.122)

Este investigador descreve sub-trajetorias de ensino/aprendizagem para
seis areas de célculo distintas, tendo como base a aritmética mental. As seis
areas sao: aritmética até 100; contagem e subtracdo até 1000; multiplicacdo com
nameros grandes; divisdo com nuameros pequenos e grandes; multiplicacdo e
divisdo com numeros inteiros e aritmética mental nos niveis mais altos do 1°
Ciclo. Realca que na aritmética mental os alunos néo tém de chegar todos da
mesma forma a solucdo, muito pelo contrario, uma diferenciacdo natural &
desenvolvida porque os alunos tém liberdade, dentro de certos limites, para
seguir as suas préprias abordagens, para utilizar as suas estratégias e numeros
de referéncia preferidos e para adotar o seu nivel de utilizacdo de atalhos (short
cuts).

Identifica trés formas elementares de aritmética mental:

- Em linha, na qual os nimeros séo vistos como objetos na linha numérica onde
as operacOes sao consideradas movimentos ao longo da linha: para a frente
(adicdo), para tras (subtracdo), repetidamente para a frente (multiplicacdo) ou
repetidamente para tras (divisao).

- Por decomposicéo, na qual os niumeros sao vistos como objetos com uma
estrutura decimal e onde as operacdes sao realizadas através da separacédo e
processamento dos numeros baseada nesta estrutura.

- Por estratégias variadas baseadas em propriedades aritméticas, em que 0s
nameros sao vistos como objetos que podem ser estruturados de muitas formas
e onde as operacOes sao realizadas através da escolha de uma estrutura
adequada e pela utilizacdo das propriedades aritméticas apropriadas.

Explica que estas trés formas basicas de célculo podem ser

desenvolvidas em diferentes niveis. Num nivel inferior, utilizando modelos como
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a linha numérica vazia ou dinheiro, num superior, anotando passos intermédios
em linguagem aritmética ou s6 mentalmente. Refere que estas formas
elementares de aritmética mental, relacionam-se entre si e a sua aquisicédo é
acompanhada pelo aumento progressivo da compreensédo dos numeros e das

operacoes.
2.4.2.2. O contributo do ambiente da sala de aula

Como afirmam Stein, Engle, Smith e Hughes (2008), fundamentando-se
no trabalho de outros investigadores (Cobb et al., 1997, Kazemi & Stipek, 2001,
Nathan & Knuth, 2003), as discussdes matematicas sdo a chave fundamental
das perspetivas atuais sobre um efetivo ensino da Mateméatica. Também Wood
(1999) refere que evidéncias demonstram que a discussdo na sala de aula é
importante no desenvolvimento das concecdes matematicas dos alunos e que o
processo de contradicdo e resolucao é central a transformacéo do pensamento.

O National Council of Teachers of Mathematics salienta que “tanto
investigadores como professores experientes descobriram que quando os
alunos dos primeiros anos de escolaridade sdo encorajados a desenvolver,
registar, explicar e criticar as estratégias de resolucéo de problemas de calculo
dos seus colegas, podem ocorrer varios tipos de aprendizagens importantes”.
(NCTM, 2007, p.38).

Yackel e Cobb (1996) explicam que surgem oportunidades de
aprendizagem adicionais quando as criancas tentam dar sentido as explicacées
dadas por outros, quando comparam as solucdes de outros com as suas e fazem
julgamentos sobre semelhancas e diferencas. Além disso, explicando e
justificando diferentes solucdes, o professor e os alunos conseguem estabelecer
significados partilhados.

Cobb, Wood, Yackel e McNeal (1992) na tentativa de clarificar o que
significa ensinar matematica para a compreensao e aprender matematica com
compreensao realizaram uma investigacéo sobre duas salas de aula do 1° Ciclo
(elementary school) que desenvolviam a sua atividade matematica de forma
diferente, no sentido de caracterizar as diferencas entre elas.

A sua analise, desenvolvida em referéncia ao trabalho de Much e
Shewder’'s (1978), deu especial atencdo as explicacbes matematicas e

justificagbes que ocorreram durante as aulas. Verificaram, entre outras
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diferencas, que numa das salas de aula, o professor e 0s alunos pareciam
consistentemente constituir a Matematica como uma atividade de seguimento de
procedimentos no decorrer de interagdes momentaneas. Na outra sala, o
professor e os alunos constituiam verdades matematicas (tipo de norma cuja
consequéncia de transgressdo é cometer um erro), no decorrer das suas
interagbes sociais sendo os atos de explicagéo e justificacdo centrais a este
processo. Os investigadores adotaram a terminologia proveniente de Richards
(1991) para distinguirem os dois tipos de tradicdo matematica desenvolvidos nas
salas de aula, sendo o primeiro caso designado como matematica escolar
(school mathematics) e o segundo caso, matematica inquiridora (inquiry
mathematics).

Defendem que alunos que participem numa tradicdo de sala de aula de
matematica escolar tipicamente vivenciam compreensao mateméatica quando
conseguem seguir instrugdes procedimentais com sucesso. Por outro lado,
alunos que participem numa tradicdo de sala de aula de matematica inquiridora
tipicamente vivenciam compreensdo quando podem criar e manipular objetos
matematicos de uma forma que conseguem explicar e, quando necessario,
justificar. Desta forma relacionam a tradicdo de matematica inquiridora com uma
aprendizagem matematica normalmente designada com compreensao.

Yackel e Cobb (1996) colaboraram com um grupo de professores do 2° e
3° anos de escolaridade tentando ajuda-los a estabelecer tradicdes de
matematica inquiridora nas suas aulas. Explicam que a instru¢do nas salas de
aula deste projeto consistiu na conducéo por parte do professor de discussdes
no grupo da turma dos problemas propostos, trabalho colaborativo em pequeno
grupo entre pares de alunos seguido de discussdées com o grupo da turma onde
os alunos explicaram e justificaram as interpretacbes e solugbes que
desenvolveram. Referem que as tarefas e as estratégias desenvolvidas neste
projeto refletem a visdo de que a aprendizagem da Matematica € tanto um
processo de construcao ativa individual, referindo-se a von Glasersfeld (1984),
como um processo de aculturacdo das praticas matematicas de uma sociedade
mais alargada, referindo-se a Bauersfeld (1993).

Explicam que para realizarem a analise do processo através do qual estes
professores iniciaram e conduziram o desenvolvimento de normas sociais que

suportam as tradi¢cOes da sala de aula caraterizadas pela explicacao, justificacéo
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e argumentacao sentiram a necessidade definir aquelas que séo especificas da
Matematica denominando-as como normas sociomatematicas. Ddo como
exemplo deste tipo de normas, a compreensdo normativa do que € considerado
matematicamente diferente, matematicamente sofisticado, matematicamente
eficaz e matematicamente elegante numa sala de aula. Verificaram que a
negociacdo das normas sociomatematicas permite aumentar as ocasioes de
aprendizagem para os professores e também para os alunos e que esta
negociacao permite elaborar bases partilhadas para a comunicacgéo.

Apuraram, no seguimento das ideias de Lampert (1990) e Voight (1985)
que o papel do professor é facilitar discussées mateméaticas, ao mesmo tempo
gue age como um participante que pode legitimar ou sancionar certos aspetos
da atividade matematica dos alunos. Ao mesmo tempo verificaram que estas
discussbes contribuem para o proprio desenvolvimento da compreensédo do
professor sobre a atividade matematica e sobre o desenvolvimento conceptual

dos seus alunos.
2.4.2.3. Os algoritmos

Segundo Fuson (2003), um algoritmo €& “um procedimento geral com
varios passos que produz uma resposta para uma determinada classe de
problemas” (p. 301). Thompson (1996) explica que os algoritmos tradicionais
envolvem a pura manipulacao de simbolos (algarismos), sem referéncia ao seu
significado particular que o valor de posicao Ihes atribui e implicam a realizacéo
de um trabalho da direita para a esquerda. Identifica outros algoritmos que
denomina de alternativos, que sdo baseados em métodos utilizados por alunos
aos guais nao foram ensinados os algoritmos tradicionais.

O papel dos algoritmos no ensino/aprendizagem das operacoes
aritmeéticas, incluindo a diviséo, ndo € presentemente consensual. Durante muito
tempo estes ocuparam um papel central neste dominio. Como explica Clarke
(2005), diversos investigadores Plunkett (1979), Thompson (1997), Usiskin
(1998) apontam razdes para que 0 ensino e a pratica regular dos algoritmos
tradicionais tenham assumido um papel tdo proeminente:

- Tém sido um conteudo matematico da educédo basica, ja ha muitos anos, em

diversas partes do mundo;
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- Sao poderosos na resolucdo de certo tipo de problemas, particularmente
quando o calculo envolve muitos nimeros;

- S0 contraidos, reduzindo vérias linhas de equacdes;

- Sao automaticos, sendo passiveis de ser ensinados e realizados sem
necessitar de analise das suas bases matematicas;

- S0 um caminho rapido e direto a resposta;

- Providenciam um registo escrito do célculo que permite a identificacdo de erros;
- Para o professor séo faceis de desenvolver e avaliar.

Por outro lado, como refere ainda Clarke (2005), investigadores como
Kamii e Dominick (1998), Mcintosh (1998); Northcote e Mcintosh (1999),
Thompson (1997) e Usiskin (1998) identificaram alguns perigos em potencial no
ensino dos algoritmos tradicionais a criancas do 1° Ciclo referindo, por exemplo
gue encorajam a nao utilizacdo do seu préprio pensamento; que podem levar a
uma falta de capacidade critica dos procedimentos de célculo a utilizar e que
podem levar a uma falta de capacidade critica dos resultados obtidos.

Brocardo, Serrazina e Kraemer (2003) opdem-se a introducdo precoce
dos algoritmos salientando que “trabalhar as operagdes introduzindo estratégias
de célculo mental, tendo por base a composicao e a decomposi¢cao dos nimeros,
utilizando as carateristicas de estarmos a lidar com um sistema de numeracao
de posicao, parece-nos tarefa crucial a fazer antes da introducéo dos algoritmos
formais” (Brocardo, Serrazina e Kraemer, 2003, p.15).

Defendem que a introdugcéo precoce dos algoritmos, ndo dando aos
alunos a oportunidade para desenvolver o sentido do nimero e de pensar de um
modo critico sobre o sentido das opera¢des, tem como consequéncia o nao
desenvolvimento de outras estratégias de calculo.

Reconhecem, no entanto, algumas das suas potencialidades. Referem a
sua generalidade, sendo as mesmas regras de calculo validas para quaisquer
nameros e a sua eficacia, considerando que um algoritmo pode sempre conduzir
a uma resposta certa desde que sejam utilizadas corretamente as suas regras.

Keiser (2012), uma professora do (2°/3° ciclo) com mais de 3 décadas de
experiéncia, afirma que os alunos podem ser eficientes, precisos e flexiveis ao
nivel do calculo sem utilizarem os algoritmos tradicionais. Acredita que é gasto
demasiado tempo no ensino e préatica destes algoritmos com efeitos negativos

para uma verdadeira aprendizagem e proficiéncia de célculo.
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Fuson (2003) explica que cada algoritmo tem as suas vantagens e
desvantagens, que alguns algoritmos sdo mais passiveis de serem
compreendidos do que outros e que a compreensao pode ser aumentada pela
utilizacao de materiais manipulaveis ou desenhos que ajudem o aluno a perceber
os significados dos numeros, notacdes e passos do algoritmo. Na sua opiniao,
esta compreensao néo entra em conflito com o desenvolvimento da fluéncia de
calculo, mas é fundamental para ela. Considera que as decisfes que podem ser
tomadas na sala de aula sobre a fluéncia de calculo dizem respeito, em parte,
aos algoritmos que podem ser trabalhados e sdo também a base para a escolha
desses algoritmos.

Refere que os algoritmos de divisdo mais utilizados sdo métodos
complexos e ndo sédo faceis de perceber nem de realizar visto que nestes
algoritmos o sentido e o “andaime” dos passos intermédios foram sacrificados
para a utilizacdo do minimo espaco. O algoritmo da divisdo usa métodos de
alinhamento que mantém os passos organizados através do correto valor de
posicdo, ndo requerendo nenhuma compreensdao do que realmente esta a
acontecer as unidades, dezenas e centenas. Identifica no algoritmo tradicional
americano (figura 2) dois aspetos que criam dificuldades aos alunos. Primeiro,
requer que determinem exatamente o nimero maximo de cépias que podem
fazer do divisor, a partir do dividendo e os alunos tém dificuldade em estimar
exatamente guantas sdo possiveis pelo que é comum fazerem tentativas pela
multiplicacdo como célculos auxiliares até encontrarem a resposta. Segundo,
nao cria o sentido de grandeza das respostas que os alunos estdo a escrever
porque estdo sempre a fazer multiplicacdo de nimeros com um algarismo. Desta
forma tém dificuldade em conseguir estimar a correta grandeza das respostas.
A investigadora exp0e alguns algoritmos da divisdo com numeros multidigitos

que considera serem mais acessiveis (figura 3, 4 e 5).
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Monteiro, Loureiro, Nunes e Gongalves (2007) afirmam que a reflexao
sobre a utilizacdo de algoritmos torna-se mais complexa no caso da operacéo
da divisdo. Explicam que este facto se deve a uma contextualizacéo de calculos
que é também mais complexa, o sentido da operacao mais dificil para os alunos
e os célculos envolvidos também mais dificeis. Consideram por isso, que as
decisdes de ensinar algum algoritmo, quando o ensinar e qual ensinar se tornam
mais polémicas e para isso, afirmam que € essencial que os professores
conhecam melhor os algoritmos da diviséo.

Explicam que os problemas de divisdo com o sentido de medida podem
ajudar a construir o algoritmo da divisdo a partir de processos dos préprios
alunos e que para isso é importante que os problemas sejam pensados com
nameros favoraveis, dando o exemplo de agrupar objetos ou pessoas em

conjuntos de igual numero de elementos.
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Figura 6. Otimizacao do algoritmo da divisdo americano ou de subtracdes sucessivas

Apresentam alguns tipos de algoritmo diferentes dos algoritmos
tradicionais. No primeiro exemplo (figura 6), trabalha-se com o dividendo e o
divisor globalmente e vao sendo subtraidos ao dividendo, multiplos do divisor até
se obter um resto inferior ao divisor. Explicam que este algoritmo é otimizado
através da utilizagdo de multiplos do divisor por poténcias de 10 ou por
composicdes destas poténcias.

Consideram que o facto de utilizar multiplos facilitadores torna mais
acessivel o célculo das diferencas. Afirmam que a pratica deste algoritmo e a
aquisicdo de destreza no seu uso exige um trabalho de sentido de nUmero muito
grande.

4850 | 55 1|2 ‘3 '4 ‘5 '6 ‘7 ‘8 ‘9
440 |88 55 l 110 , 165 ' 220 ‘ 275 l 330 l 385 ’ 440 ' 495
450

440

10
Figura 7. Algoritmo da divisdo recorrendo a multiplos do divisor e decompondo o dividendo

Apresentam também o algoritmo da figura 7 em que o divisor é trabalhado
na globalidade, mas o dividendo & decomposto em ordens de acordo com as
necessidades. Sdo subtraidos a uma parte do dividendo o multiplo do divisor
mais aproximado.

Explicam que este algoritmo evidencia preocupacdes de eficacia e rapidez
que o distinguem do apresentado anteriormente e que originam uma sobrecarga
nos calculos auxiliares dos multiplos dos divisores. Consideram a sua utilizacdo
mais mecanizada e fechada podendo levar a uma perda de noc¢do da ordem de

grandeza do dividendo e do sentido dos numeros envolvidos.
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Como explicam Kamii e Dominick (1997), investigadores como Narode,
Board e Davenport (1993), Kamii (1994) e McNeal (1995) opdem-se ao ensino
de qualquer tipo de algoritmo aos alunos visto considerarem que sao prejudiciais
ao desenvolvimento do raciocinio numérico. Kamii e Dominick (1997) realizaram
um estudo com alunos do 2°, 3° e 4° ano numa escola americana onde existiam
alunos que até ao 4° ano ndo tinham ainda aprendido qualquer algoritmo. Este
facto tornou possivel a comparacdo do pensamento dos alunos que tinham
aprendido algoritmos com o raciocinio dos que néo tinham.

Concluiram que os algoritmos sdo prejudiciais ao desenvolvimento do
raciocinio numérico dos alunos por “desensinarem” o valor de posicédo e
desencorajarem-nos de desenvolver o sentido de numero e também por
forcarem as criancas a abandonarem o seu préprio pensamento. Explicam que
0 pensamento natural dos alunos sobre os numeros é feito da esquerda para a
direita e que os algoritmos exigem que seja abandonado este tipo de
pensamento e realizar um procedimento da direita para a esquerda e lidar com
cada coluna como se fossem unidades.

Consideram gue quando tentamos ensinar aos alunos rela¢des sobre os
nameros através do ensino de algoritmos estamos a direcionar a sua atencao
ndo para a tentativa de perceber os nimeros, mas para a memorizacao de

procedimentos.
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3. METODOLOGIA DA INVESTIGACAO

No presente capitulo sdo apresentadas e fundamentadas as escolhas
realizadas ao nivel metodoldgico. E feita uma contextualizagdo do estudo
através da caracterizacdo da escola e da turma onde foi realizado, dos seus
participantes e da forma como foram selecionados. E explicado o processo de
recolha de dados através da apresentacdo dos meétodos utilizados e da
experiéncia de ensino desenvolvida na sala de aula. No final é realizada uma

breve explicacdo do processo de analise dos dados.
3.1. Opcdes metodologicas

Tal como afirma Ponte (2008), um professor confronta-se com varios
problemas durante a sua prética, e em vez de aguardar por solu¢des vindas do
exterior, pode investiga-los diretamente. No entanto, defende que é preciso:

distinguir a investigacdo realizada pelo professor de outras atividades

como a reflexdo sobre a pratica (...) a investigagdo comeca pela
identificacdo de um problema relevante - tedrico ou pratico - para o qual
se procura, de forma metddica, uma resposta convincente. A investigacao
s6 termina quando foi comunicada a um grupo para o qual ela faz sentido,

discutida e validada no seu seio. (Ponte, 2008, p.155-156)

E por isso importante enquadrar o presente estudo relativamente a
metodologia utilizada por forma a evidenciar que se trata de uma atividade mais
aprofundada do que uma reflexao.

As metodologias de investigacdo desenvolvem-se associadas a um
determinado paradigma. Os paradigmas sao sistemas “de pressupostos e
valores que guiam a pesquisa, determinando varias op¢des que o investigador
tera de tomar no caminho que o conduzira rumo as ‘respostas” (...) ao
conhecimento”. (Coutinho, 2011, p.21)

O enquadramento de uma investigacdo num determinado tipo de
paradigma e de metodologia depende de varios aspetos da prépria investigacao
como a esséncia dos seus objetivos, as caracteristicas do plano da investigacao
e das amostras, a natureza dos dados recolhidos, as relacdes que se

estabelecem com os sujeitos e a forma como é realizada a andlise dos dados.
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Dadas as suas caracteristicas, o presente estudo enquadra-se no
paradigma interpretativo. Vai ao encontro das ideias de Erickson sobre a
investigacdo em Educacao orientada por este paradigma, refletindo-se no tipo
de questbes que este autor identifica como as colocadas pelo investigador
interpretativo: “Quais as condi¢cdes de significado que alunos e professores
poderao criar em conjunto (...) Como se desenvolvem e mantém estes sistemas
de significado?” (Erickson, 1986, p.127)

O estudo sera desenvolvido através de uma metodologia do tipo
qualitativo visto que “o objeto de estudo séo as intencdes e situagdes, ou seja,
trata-se de investigar ideias, de descobrir significados nas acdes individuais e
nas interacbes sociais a partir da perspetiva dos atores intervenientes no
processo.” (Coutinho, 2011, p.26)

O estudo adotara as 5 caracteristicas descritas por Bogdan e Biklen
(1994) como caracterizadoras das metodologias qualitativas:

- a fonte direta dos dados € o ambiente natural, constituindo o investigador o
instrumento principal de recolha de dados;

- 0s dados obtidos sdo apresentados de forma descritiva incluindo transcricfes
de entrevistas, notas de campo, videos, documentos pessoais e outros registos
oficiais;

- 0 investigador interessa-se mais pelo processo do que simplesmente pelos
resultados ou produtos;

- a analise dos dados € tendencialmente indutiva, ndo tendo o objetivo de
confirmar hip6teses prévias. As conclusdes sdo construidas a medida que os
dados recolhidos se vao agrupando;

- 0 investigador estabelece estratégias e procedimentos que lhe permitem tomar
em consideracao as experiéncias do ponto de vista do informador.

O processo de recolha de dados sera organizado contemplando técnicas
e instrumentos que assistem a uma investigacdo qualitativa, organizados num
design de estudo de caso. Como afirma Yin (1989), no seu sentido mais
elementar, o design de um estudo € a sequéncia légica que interliga os dados
empiricos as questdes iniciais do estudo e as suas conclusbes. O presente
estudo desenvolve-se através de um estudo de caso visto que estes “sdo a

A

estratégia adotada quando se procuram o “‘como” e o “porqué”, quando o
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investigador tem pouco controlo sobre os acontecimentos e quando o objetivo
se relaciona com fenomenos em contexto da vida real”. (Yin, 1989, p.13)

O estudo de caso € um “plano de investigagdo que envolve o estudo
intensivo e detalhado de uma entidade definida: “o caso”. (Coutinho, 2011, p.293)
Segundo Yin (1994), Punch (1998), Gomez, Flores e Jimenez (1996), examinam-
se 0s casos ‘em detalhe, em profundidade, reconhecendo-se a sua
complexidade e recorrendo-se para isso a todos os métodos que se revelem
apropriados” (Coutinho, 2011, p.293)

Como refere ainda Coutinho (2011), o estudo de caso recorre a varias
técnicas de investigacdo qualitativa como forma de obtencdo das diferentes
perspetivas dos participantes e de diferentes visées do mesmo fendémeno,

permitindo uma triangulacdo dos dados na fase da sua andlise.
3.2. Contextualizacdo do estudo

3.2.1. Caracterizacdo da escola e turma

O estudo foi realizado numa turma do 4° ano de escolaridade de uma
escola de um agrupamento do Concelho de Oeiras. Esta inserida numa zona de
construcdo recente onde predominam edificios de baixa altitude e vivendas. E
uma zona calma, onde existem bastantes espacos verdes. O nivel da
socioeconémico da populacéo residente situa-se, de um modo geral, no médio-
alto.

A escola é a mais recente do agrupamento, tendo iniciado a atividade
letiva em 2006. Inclui 8 salas de aula, sendo 5 do 1° Ciclo e 3 de Jl.
Relativamente ao enquadramento socioeconémico da comunidade escolar, a
licenciatura é o grau académico que predominava nos pais e maes dos alunos
(48% e 59%, respetivamente) no ano escolar de 2014/2015. No mesmo ano
escolar, o numero de alunos apoiados pela Acao Social era de18%.

Relativamente a turma, era constituida por 21 alunos sendo 14 rapazes e
7 raparigas. Existiam 3 alunos com Necessidades Educativas Especiais, estando
2 deles a trabalhar ao nivel do 1° ano e um outro a repetir o curriculo do 4° ano,
sendo estes 0s Unicos alunos com retencgdes. A turma teve a mesma professora
como titular de turma desde o 1° ano de escolaridade que se ausentou no inicio

do 4° ano por licenca de maternidade, sendo substituida até fevereiro por mim.
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O aproveitamento da turma na area disciplinar de Matematica no final do
3° ano esteve ao nivel qualitativo médio do Bom, assim como no 1° periodo letivo
do 4° ano.

Os alunos mostraram-se, de um modo geral, muito interessados e

participativos nas atividades escolares.
3.2.2. Participantes e critérios de selecéo

Os patrticipantes neste estudo foram os alunos da turma, sendo que 4 dos
alunos foram selecionados para desenvolver dois estudos de caso.

Um dos critérios de selecéo foi o resultado obtido num teste diagndstico.
A realizacao deste teste teve como objetivo identificar as estratégias que o0s
alunos utilizavam na resolucdo de tarefas que envolvem situacdes de divisdo
com numeros com dois ou mais algarismos no quociente, no sentido de partilha
e de medida. A selecdo e agrupamento dos alunos tomou em consideracdo a
proximidade entre o tipo de célculos desenvolvidos nas estratégias e entre o
modelo intuitivo associado.

Outro critério de selecdo foram algumas caracteristicas pessoais
observadas nos alunos no decorrer do trabalho em sala de aula relativamente a
aspetos como a utilizacdo do calculo escrito e do calculo mental, a flexibilidade
na utilizacdo de diferentes tipos de estratégias de célculo, a atitude perante
situacdes novas, a capacidade de comunicacdo matematica e a organizacdo do
trabalho realizado.

Estes dois critérios visam o0 agrupamento dos alunos em pares em que
embora se procure uma proximidade ao nivel dos conhecimentos e capacidades
relativamente a situacdes de divisdo, por forma a que os alunos consigam
perceber as ideias do seu colega do par, haja alguma heterogeneidade que
fomente a discusséo e que possibilite a troca de ideias e de saberes.

Outro critério de selecdo foi desempenho escolar dos alunos na area
disciplinar de Matematica no 3° ano. Foram selecionados alunos com um
desempenho ao nivel do Bom ou Muito Bom. A utilizacdo deste critério
relacionou-se com o facto de se verificar qual o nivel de desenvolvimento das
ideias fundamentais da divisdo em alunos que tém uma boa avaliagdo nesta area

disciplinar.
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A investigadora participou no estudo como professora titular da turma e
dinamizadora das tarefas realizadas no ambito do mesmo.

Por questdes éticas, todos 0os nomes dos intervenientes no estudo séo
ficticios de modo a respeitar a sua identidade, garantindo o respetivo anonimato.
Foi solicitada a autorizacao, por escrito, dos encarregados de educacao de todos
os alunos da turma (anexo A), para que se efetuasse a recolha de dados, tendo
os mesmos sido informados dos objetivos do estudo e procedimentos
metodoldgicos. Foi também solicitada a autorizacdo do Agrupamento de Escolas

para o desenvolvimento do estudo (anexo B).
3.2.2.1. Caracterizacdo dos alunos dos estudos de caso

Angela e Salvador

Angela tinha 10 anos e frequentava o 4° ano pela primeira vez. Mostrava-
se uma aluna concentrada e empenhada durante a realizagdo do trabalho
escolar. Revelava uma maior capacidade no calculo escrito do que no mental.
Demonstrava capacidade de resolucdo de problemas, mas alguma hesitacao
perante situacdes novas. Evidenciava pouca flexibilidade de calculo. Mostrava
preocupacdo com a verificagdo do trabalho realizado. Evidenciava alguma
dificuldade ao nivel da comunicacdo matematica visto que nem sempre
conseguiu explicar os seus raciocinios. O seu nivel de desempenho na area
disciplinar de Matematica no final do 3° ano foi de Muito Bom.

Relativamente as suas capacidades ao nivel do trabalho colaborativo, a
aluna mostrava ser dialogante, participativa e trabalhadora.

Salvador tinha 9 anos e frequentava o 4° ano pela primeira vez. Durante
arealizacao do trabalho escolar o Salvador evidenciava tempos de concentracéo
curtos e gostava de fazer o trabalho rapidamente. No calculo escrito revelava
tendéncia para apresentar erros em calculos intermédios. Demonstrava alguma
capacidade de célculo mental e alguma capacidade de lidar com novas
situacdes. Evidenciava também alguma flexibilidade ao nivel do célculo.
Revelava pouca preocupacéo com a verificagao do trabalho realizado. Mostrava
alguma capacidade de comunicacdo Matematica, mas as explicacdes dos seus

raciocinios acrescentava, por vezes, pormenores no momento. O seu nivel de
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desempenho na area disciplinar de Matematica no final do 3° ano foi de
Bom/Muito Bom.

Relativamente as suas capacidades ao nivel do trabalho colaborativo, o
aluno demonstrava alguma dificuldade para ouvir e aceitar as ideias dos colegas,

tendo tendéncia para querer liderar as situacdes e gerar conflitos.

Andreia e Ricardo

Andreia tinha 10 anos e frequentava o0 4° ano pela primeira vez.
Demonstrava ser uma aluna concentrada e empenhada na realizacdo do
trabalho escolar. Revelava maior capacidade de calculo escrito do que mental.
Demonstrava capacidade de resolucdo de problemas, mas alguma hesitacao
perante situacdes novas. Mostrava pouca flexibilidade de célculo e muita
preocupagao com a verificagdo do trabalho. Demonstrava capacidade de
comunicagdo dos seus raciocinios. O seu nivel de desempenho na é&rea
disciplinar de Matematica no final do 3° ano foi de Bom/Muito Bom.

Relativamente as suas capacidades ao nivel do trabalho colaborativo, a

aluna mostrava ser dialogante, participativa e trabalhadora.

Ricardo tinha 9 anos e frequentava o 4° ano pela primeira vez.
Demonstrava-se um aluno concentrado e empenhado na realizacao do trabalho
escolar. Evidenciava boa capacidade de célculo escrito e mental. Apresentava
boa capacidade de resolucdo de problemas e alguma flexibilidade de calculo.
Demonstrava muita preocupacdo com a verificacdo do trabalho. Por vezes
mostrava dificuldade em verbalizar os seus raciocinios. O seu nivel de
desempenho na area disciplinar de Matematica no final do 3° ano foi de Muito
Bom.

Relativamente as suas capacidades ao nivel do trabalho colaborativo, o

aluno mostrava ser dialogante, participativo e trabalhador.
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3.3. Recolha de dados

3.3.1. Métodos de recolha de dados

A recolha de dados para o estudo foi iniciada através da realizacao de um
teste diagnostico constituido por 3 tarefas relacionadas com os diferentes
sentidos da diviséo, que se encontra como o0 anexo C deste documento. O teste
foi realizado por todos os alunos da turma e permitiu ndo sO selecionar os
participantes nos estudos de caso como também ajudou a estabelecer um ponto
de partida para a elaboracéo das tarefas e selecao de materiais.

A recolha dos dados foi depois continuada em sessdes de trabalho com a
turma, durante a realizacdo da sequéncia de tarefas sobre divisdo que constituiu
a experiéncia de ensino.

Para a recolha de dados foram utilizadas varias técnicas e diferentes
fontes por forma a obter “como resultado final um retrato mais fidedigno da
realidade ou uma compreensdo mais completa do fenédmeno a analisar.”
(Coutinho, 2011, p.208)

Utilizei a técnica da observacao direta participante, visto que, tal como
afirmam Lessard-Hébert, Goyette e Boutin (1990), a observacdo direta
participante permite recolher dados a que um observador exterior néo teria
acesso porque provém da interacdo entre observador e observado. Esta técnica
implica o registo dos acontecimentos ap0s o periodo de observacao que realizei
através de notas de campo.

Para a observacéo indireta foram utilizadas as técnicas de registo em
video da atividade e interacbes em grande grupo e de registo audio das
interagcdes entre os pares selecionados para os estudos de caso.

Foi também utilizada a recolha e analise documental dos registos de
trabalho realizados pelos alunos dos estudos de caso, durante as diferentes
tarefas.

Para a recolha de dados sobre a escola e os alunos foram analisados
documentos como os registos de avaliacdo dos alunos do 3° periodo do 3° ano

e o Projeto Educativo do Agrupamento.
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3.3.2. A experiéncia de ensino

Na perspetiva de Schoenfeld (2002), referido por Mendes (2012), a

expressdo experiéncia de ensino estd associada a ideia de uma intervencéao

complexa no contexto do mundo real que é planeada e concretizada, e através

da qual sdo recolhidos dados que documentam ou explicam a existéncia de

acontecimentos relevantes.

Deste modo, para o desenvolvimento da experiéncia de ensino foram

selecionadas 7 tarefas que sdo apresentadas na Tabela 4.

Tabela 4

Tarefas desenvolvidas na experiéncia de ensino e ideia fundamental da divisdo relacionada

modelo

Ideias
Tarefas fundamentais da Enunciado
divisédo
O leite que é oferecido numa escola esta guardado em
Divisédo por medida | embalagens com 24 pacotes de leite cada. No més de
novembro, nessa escola, os alunos beberam 3072 pacotes
Tarefa 1 de leite. Quantas embalagens de leite foram utilizadas
nessa escola no més de novembro?
Pacotes
de leite Tarefa adaptada do CD do Programa de Formacao
Continua em Matemética para professores do 1° e 2° Ciclo
— multiplicacéo e diviséo
A escola do Jodo tem 187 alunos. Esta semana o fotografo
Diviséo por partilha | veio a escola e tirou no total 1122 fotografias. Sabendo que
tirou o mesmo numero de fotografias a todos, quantas
Tarefa 2 fotografias tirou a cada aluno?
Fotdgrafo Tarefa adaptada do CD do Programa de Formacéo
Continua em Matematica para professores do 1° e 2° Ciclo
— multiplicaco e divisdo
Relacado inversa da | Na sala do 1° ano havia falta de lapis de cor. A professora
multiplicagéo e comprou 240 lapis. De que formas diferentes podera a
Tarefa 3 | divisdo professora arruma-los em caixas, de forma que haja a
mesma quantidade em todas?
Lapis nas
caixas Tarefa adaptada de Monteiro, Loureiro, Nunes e Gongalves
(2007)
Relacéo entre 4.1.0 prédio da Anatem 12 andares e 192 janelas. Quantas
contextos de janelas ha em cada andar?
Tarefa4 | medida e partilha
4.2.0 prédio da Isabel tem 192 janelas, 12 em cada andar.
Prédio da | Uso da disposicdo | Quantos andares tem o prédio?
Ana retangular como

Tarefas adaptadas de Fosnot e Dolk (2001)
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Relacéo entre 5.1. Uma maquina de sumos do Oeiras Parque leva na

contextos de totalidade 208 garrafas. Sabendo que cada prateleira de

medida e partilha sumos leva 13 garrafas, quantas prateleiras tem a maquina
Tarefa 5 de sumos?

Uso da disposicao
Maquina | retangular como 5.2. Existe outra maquina que também leva 208 garrafas de
de modelo sumo no total. Sabendo que tem 16 prateleiras, quantas
sumos garrafas estdo arrumadas em cada prateleira?

Tarefas adaptadas de Mendes (2012)

Resto — Na festa de final de ano de uma escola vao estar presentes
Tarefa 6 arredondamento 258 pessoas. Sabendo que as bebidas vao ser servidas em
para cima jarros que déo para encher 12 copos, quantos jarros terdo
Festa de de ser preparaq?os para que cada convidado beba pelo
. Menos um copo?
final de
ano Tarefa adaptada de Fosnot e Dolk (2001)
Resto — No seu aniverséario, o Tomas recebeu 310 euros dos seus
arredondamento familiares. Numa loja encontrou jogos da PS4 a venda por
Tarefa 7 . . s .
para baixo 64 euros. Se quiser gastar o dinheiro todo, quantos podera
comprar?
Jogos da
PS4

Tarefa adaptada de Fosnot e Dolk (2001)

As tarefas selecionadas foram elaboradas ou adaptadas por mim, tendo
como base tarefas ja existentes. Considerei importante que as tarefas tivessem
contextos familiares aos alunos. Realizei as alteracbes ao nivel dos numeros
utilizados por forma a adequa-las ao nivel de desempenho esperado dos alunos
(situacdes de divisdo com divisores de 2 algarismos), escolhendo nimeros que
nao facilitassem nem complicassem demasiado os calculos e que estivessem
adequados a realidade do contexto. Evitei utilizar nos enunciados, palavras
como dividir, partilhar ou distribuir, visto que de uma forma geral os alunos
associam-nas a divisdo, tentando assim valorizar a importancia da compreensao
dos contextos. Foram sequenciadas tendo em consideragdo os diferentes
aspetos fundamentais da divisdo que abordavam.

Tal como afirmam Stein, Engle, Smith e Hughes (2008), é importante que
o professor antecipe as estratégias que os alunos irdo desenvolver. Esta
antecipacdo pode ajudar a prever essas estratégias com diferentes niveis de
sofisticacdo como possiveis producdes dos alunos e também identificar as
dificuldades na interpretacdo do problema ou durante a sua resolucdo. Pode
ainda ajudar o professor a organizar as ideias para a discussao em grande grupo,
apos o trabalho autbnomo (em pequenos grupos) realizado pelos alunos. Por
isso, antes da aplicacdo das tarefas fiz uma antecipacao de possiveis estratégias

gue os alunos poderiam utilizar na sua resolucéo (
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Tabela 5). Uma das estratégias que considerei que os alunos iriam utilizar
foram os algoritmos visto que os alunos ja haviam trabalhado na sala de aula
dois procedimentos deste tipo, um em que trabalhavam com o dividendo e divisor
inteiros e outro em que trabalhavam com o dividendo decomposto pelas
dezenas.

Tabela 5

Possiveis estratégias ou procedimentos que podem ser utilizados pelos alunos nas tarefas

Tarefas Estratégias ou procedimentos que podem ser utilizados
Usar adi¢bes sucessivas

Tarefa 1 Usar subtracdes sucessivas

Pacotes de leite Usar produtos conhecidos

Usar multiplos de 10

Decompor o dividendo

Usar um algoritmo

Usar adi¢Bes sucessivas

Tarefa 2 Usar subtracdes sucessivas

fotografo Usar produtos conhecidos

Usar multiplos de 10

Decompor o dividendo

Usar um algoritmo

Usar esquemas

Tarefa 3 Usar produtos/quocientes conhecidos

lapis nas caixas Usar o algoritmo (divisdo/multiplicacéo)

Usar a relacdo entre a multiplicacdo e a divisdo
Usar produtos conhecidos

Tarefa 4 Usar multiplos de 10

Prédio da Ana Decompor o dividendo

Usar um algoritmo

Usar a relacao entre a multiplicagcéo e a divisédo
Relacionar contextos de medida e partilha
Usar produtos conhecidos

Tarefa 5 Usar multiplos de 10

Méguina de sumos Decompor o dividendo

Usar um algoritmo

Usar a relacdo entre a multiplicagcéo e a diviséo
Relacionar contextos de medida e partilha

N&o considerar o resto

Tarefa 6 Considerar o resto de forma desadequada
Festa de final de ano Considerar o resto de forma adequada

N&o considerar o resto
Tarefa 7 Considerar o resto de forma desadequada
Jogos da PS4 Considerar o resto de forma adequada

A realizacdo das tarefas foi feita com toda a turma e para cada tarefa
houveram trés momentos fundamentais:

- Realizacéo da tarefa a pares;

- Apresentacao (no quadro e oral) dos resultados dos pares;

- Reflexao coletiva sobre aspetos das resolucdes e outros.
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As tarefas foram desenvolvidas entre 11/12/2015 e 05/02/2016.
3.4. Analise dos dados

Dado o caréacter qualitativo da investigacdo, a andlise dos dados
recolhidos foi realizada de forma tendencialmente indutiva, através de técnicas
de andlise de conteudo (Bardin, 1977).

Como explica Manuela Esteves (2006), o procedimento central da andlise
de conteudo é a categorizacdo, sendo a operacdo que vai permitir reduzir e
classificar os dados recolhidos identificados como pertinentes. Este
procedimento vai reconfigurar os dados recolhidos de forma a serem Ulteis aos
objetivos da investigacdo. As categorias serdo provenientes diretamente do
enquadramento tedrico por procedimentos denominados fechados e/ou
provenientes dos proprios dados em procedimentos denominados abertos ou
exploratorios.

Foram criadas categorias para agrupamento dos dados considerados
relevantes que, numa primeira fase, provieram dos tOpicos presentes nas
questbes da investigacdo e do enquadramento tedrico, dando origem as
primeiras tabelas de analise. No anexo D deste trabalho é apresentado um
exemplo de uma dessas tabelas. Numa segunda fase, a partir do material
recolhido ja organizado, emergiram novas categorias.

As categorias elaboradas orientaram a apresentacdo e andlise realizada
no capitulo 4 desta investigacao.

Para a andlise das estratégias de divisdo utilizadas pelos alunos foi

construida a Tabela 6.
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Tabela 6

Tabela de andlise das estratégias de divisdo utilizadas pelos alunos. (Adaptado de Hartnett,
2007; Monteiro, Loureiro, Nunes & Gongalves, 2007; Ambrose et al. referido por Mendes 2012;
Anghileri, Beishuizen & van Putten, 2002; Fosnot & Dolk, 2001)

Categoria Procedimentos

Usar um grupo | Subtragéo
de cada vez

Procedimentos | Adicdo sucessiva

de construcéo | Adicdo por saltos

(aditivos + | Subtracdo

multiplicativos) [Dopro

Multiplicacdo por multiplos de 10

Usa pequenos multiplos do divisor

Usa grandes multiplos do divisor

Usa estimativa

Usa tentativa/erro

Baseada no
modelo
retangular

Usa quocientes
conhecidos

Usa a relagdo | Usa estimativa

inversa entre a

o ~ Usa tentativa/erro
multiplicacdo e

a divisdo Usa mudltiplos de 10

N&o usa decomposicédo do dividendo

Algoritmos Usa decomposic&o do dividendo

alternativos Regista calculos intermédios

N&o usa decomposicdo do divisor

Usa estimativa

Usa tentativa/erro

Usa produtos conhecidos

Tal como afirma Manuela Esteves (2006), a categorizacdo € passivel de
remodelacdes a medida que novos dados vao sendo considerados,
estabelecendo-se um percurso de vaivém do primeiro material a primeira
categorizacao, a incorporacdo de mais material, a manutencéo, ajustamento ou
reformulacédo das categorias, e, assim ciclicamente, até a inclusdo de todo o
material ser realizada.

As categorias presentes na tabela sdo um exemplo de uma categorizacéo
proveniente do cruzamento do enquadramento tedrico e dos dados provenientes
do material recolhido. E uma versdo final resultante de um processo de

modificacdes que decorreram & medida que os dados foram sendo analisados.
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4, APRESENTACAO E ANALISE DOS DADOS RECOLHIDOS

Neste capitulo sera realizada a analise dos dados recolhidos focada em
dois pares de alunos. Serdo apresentados e discutidos os dados provenientes
do teste diagndstico e das tarefas da experiéncia de ensino descritas no capitulo
sobre a metodologia (capitulo 3). E apresentado em primeiro lugar o caso de
Angela e Salvador e seguidamente o caso da Andreia e do Ricardo.

A analise apresentada procura responder as questdes do estudo sobre as
estratégias de resolucdo utilizadas, a compreensdo e/ou as dificuldades
evidenciadas relativamente a ideias fundamentais da divisdo, o contributo das
interacbes com o professor e entre alunos para a compreensao das ideias
fundamentais da divisdo e para o desenvolvimento de estratégias de resolucéo

mais sofisticadas e o papel do célculo mental.
4.1. O par Angela/Salvador

Tal como referido, a analise ira iniciar-se pelo estudo das resolucdes dos
dois problemas do teste diagndstico.

Observando a estratégia do Salvador (Figura 8) na resolucao do Problema
1, inicia a mesma por uma adi¢ao sucessiva do divisor, na tentativa de perfazer
o valor do dividendo. Apds realizar uma soma com nove parcelas, passou para
a utilizacdo da multiplicacdo, certamente associada a estimativa, optando pelo
célculo do dobro do resultado ja obtido. E presumivel que o aluno tenha
considerado o procedimento de adicdo demasiado exaustivo, e por isso tenha

optado pela multiplicacao.

A

Figura 8. Estratégia de resolu¢céo do problema 1 do Salvador

A sua estratégia que parecia revelar inicialmente pouca preocupagdo em

termos de rapidez de resolucdo, perante o calculo que tinha de efetuar, é
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alterada decidindo ir por um caminho mais curto utilizando a multiplicacéo,
embora depois ndo tenha tido tempo para chegar a resposta final.

Tal como o seu colega, Angela inicia a sua estratégia com um
procedimento pouco eficaz, a adicdo sucessiva do divisor. Também parece ter
refletido sobre o seu procedimento inicial levando-a a utilizacdo da multiplicacao
associada a estimativa e a tentativa e erro, visto que a aluna tem de escolher o
namero adequado para multiplicar o resultado que ja obteve por forma a
conseguir obter o resultado desejado, como se observa na Figura 9.

n G - A [N

w 2 TR 0 -8 Y -ues
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Figura 9. Estratégia de resolucéo do problema 1 da Angela

Realiza o calculo 1885x5 que apaga por obter um resultado superior ao
dividendo (8395), optando por 1885x4 que da um resultado abaixo do dividendo.
Como o resultado obtido, 7540, esta ja préximo, opta por ir somando
sucessivamente o divisor e embora a sua estratégia esteja correta, ndo |lhe
permitiu chegar ao resultado pretendido (8395) porgque todos os seus calculos
tém erros.

A sua estratégia revela uma preocupagado com a eficacia na obtencgéo da
resposta final visto que a aluna vai sempre mantendo um registo da contagem
dos anos a medida que vai realizando os diferentes calculos, embora também
esta contagem tenha sido incorreta porque, como podemos observar na Figura
10 , contabiliza como 4 o numero de anos resultante do célculo apresentado
guando na realidade deveria ter contabilizado 16 (1885 =4 anos e 4 anos x 4 =

16 anos).
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Figura 10. Pormenor da estratégia de resolucdo do problema 1 da Angela

=

Relativamente a resolucao do Problema 2 do teste diagndstico, ambos 0s
alunos revelaram bastante dificuldade na sua resolucdo. O Salvador néo iniciou
qualquer tentativa de resolucéo e a Angela iniciou uma estratégia de subtracéo

sucessiva do divisor ao dividendo embora até a tenha depois apagado.

As estratégias desenvolvidas por ambos o0s alunos nos dois problemas do
teste diagnostico evidenciaram alguma proximidade ao nivel do tipo de célculos
realizado e do modelo intuitivo associado. Este facto associado a algumas das
suas caracteristicas pessoais ja apresentadas levaram a que a Angela e
Salvador fossem selecionados para trabalharem como um par e constituissem
um dos estudos de caso deste estudo, como ja referido no capitulo da
Metodologia.

Vou agora apresentar e discutir o desempenho deste par durante a
experiéncia de ensino, onde as tarefas foram realizadas a pares. Esta analise

vai ser apresentada tarefa a tarefa.

Tarefa 1

Nesta tarefa verifica-se uma validacao inicial partilhada da ligagdo do

contexto do problema a operacéo de diviséo.

Salvador (S) — 3072 a dividir por 24 ... 3072 a dividir por 24

S — (Comeca a ler o enunciado) - Numa escola o leite que é oferecido
numa escola esta guardado em embalagens com 24 pacotes de leite
cada. No més de novembro, nessa escola, os alunos beberam 3072
pacotes de leite. Quantas embalagens de leite foram utilizadas na escola
no més de novembro?... Primeiro fazemos a conta 3072 : 24...
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Angela (A) — Pois (impercetivel) vamos ver quantas vezes é que o 24 cabe
no 30.

S — N&o. 24 é mais pequeno do que 30, tem de ser 307, ndo?

Os alunos escolheram como estratégia de resolucdo um algoritmo. Por
sugestdo do Salvador, baseada numa justificacdo que ndo € valida, decidiram
realizar uma decomposi¢cdo do dividendo pelas dezenas, iniciando assim o
procedimento pelo céalculo 307: 24. Para encontrarem o numero a colocar no
guociente utilizam a multiplicacdo associada a estimativa e a tentativa e erro,
iniciando este processo com a multiplicacdo por um numero facilitador, o 10.
Depois de verificarem mentalmente que o resultado de 24 X 10 esta ainda
distante do numero pretendido (307), tentam encontrar um resultado mais
préximo através da tentativa e erro e do calculo mental, como podemos verificar

no seguinte dialogo:

Angela (A) - 24 vezes 10 da 240.

Salvador (S) — 240 + ... ndo, espera, espera, faz ja vezes 10 e depois
vezes 5.

A- Va4, faz igual a mim.

S — Entéo 24 vezes 10 da 240, 24 vezes 15 da 360, estas a ver como eu
sou tdo esperto?

A - Nao, mas tem que ser 307.

Podemos verificar que o Salvador apresentou uma primeira proposta de
resultado a partir de um calculo realizado mentalmente que néo é validada pela

colega que lhe explica porque é que 360 néo é aceitavel.

S-Ah... 360 a dividir por 12, vezes 12, igual... igual... deixa-me la pensar
24 vezes 10, 240, 24 vezes 15, 360 e 24 vezes 12 é 288. Ja esta muito...
isto tem que ser...

A- 24 vezes 11
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Neste momento foi a Angela que apresentou uma solucéo que revela um
raciocinio incorreto em relacdo aos célculos j& efetuados, ndo sendo a sua

proposta validada pelo Salvador que continua os calculos.

S- Isto tem que ser... 23 ...24 vezes 10, 240, 24 vezes 15, 360 e 24 vezes
12 € 288 deixa-me la pensar 24 vezes 13 é...

A-Istoé 300e ...

S-E312.

Através deste didlogo, os alunos conseguem estabelecer por tentativa e
erro um valor maximo 24 x 15 = 360, que ultrapassa o valor do dividendo.
Comecam entéo a realizar outros calculos de multiplicacdo do 24 por um nimero
entre o minimo (10) e maximo (15) ja estabelecido, até encontrarem o resultado
mais proximo possivel de 307 sem ultrapassar. Como podemos observar na

Figura 11 e na Figura 12,alguns destes calculos ndo foram registados.
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Figura 11. Registo da Angela da resolugéo Figura 12. Registo do Salvador da
da tarefa 1 resolucéo da tarefa 1

Os alunos colocam o namero encontrado (12) no quociente do algoritmo
e continuam este procedimento, fazendo o registo do calculo intermédio (307-
288= 19). Para continuar o célculo, procuram novamente através de estimativa
e tentativa e erro o numero pelo qual vao multiplicar o divisor (24) para ficarem
0 mais préximo possivel de 192. Certamente baseados nos célculos ja realizados
anteriormente, conseguem logo a primeira tentativa (24x7=168) aproximar-se
bastante do nimero pretendido. Finalizam o calculo e elaboram uma resposta

correta de acordo com a situacao do problema.
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Durante a realizacdo do algoritmo Salvador evidencia pouco dominio

sobre os procedimentos de resolucdo do mesmo como podemos constatar pelo

seguinte dialogo.

Salvador (S) — E 22, 22, olha 2 menos 0, 2, 7 menos 8, 1 ... ah n&o, nao,
sabes que eu sou assim... 7 menos 8 ...

Angela (A) — N&o &, estas a fazer mall

S — 7 menos 8 da quanto?

A -7 menos 8 nao da!

S- Pois, por isso € que eu estou a acrescentar um 1, por isso fica dez ...
17 menos 8.

A- Da (impercetivel). Depois agora é qué? Depois agora é quanto?

(...)

S-192

A- Agora vés quantas vezes é que o0 24 cabe no 192.

S — Nao, ndo, ndo agora poes 0 2 no 192 e depois fica 1922, 1922 a dividir
por 24

(passados alguns minutos)

S- Temos que fazer 3072 : 24, igual a 3072 : 24, por isso temos que fazer
3072...

A- Tens que fazer com conta, tens que fazer com conta.

Verificamos que a Angela vai corrigindo e dando indicagbes ao Salvador

sobre a forma correta de realizar os calculos, mas este evidencia ndo estar muito

confiante nesta estratégia de resolucdo e parece querer procurar um modo de

calculo alternativo. Acaba por ser dissuadido pela sua colega.

Na apresentacao da resolucéo aos seus colegas, os alunos estabelecem

uma correta ligacdo entre os numeros presentes nos calculos e a situacdo do

problema, como podemos verificar na interagdo que se segue.
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Angela (A) — Fizemos ...
(Entretanto o Salvador comega também a querer falar)

Salvador (S) — Oh! Deixa ver...



Investigadora (1) - Olha Salvador, ja combinaste com a Angela o que é que
cada um ia explicar, ndo foi?

A-... 3072, que era o numero de pacotes de leite a dividir por 24 que era
o numero de embalagens, depois fizemos ...ah... quantas vezes é que o
24...

S — (interrompe a colega) pois, 24 vezes 10 é igual a 240. 24 vezes 12 ...
nao 24 vezes 10 dava 240, mas ainda era muito longe do 307. Depois
fizemos 24 vezes 12 que deu 288, depois pensavamos que ainda podia
dar mais um e experimentamos 24 vezes... ndo, esquegam... e depois

pusemos o 288 (aponta para o algoritmo registado no quadro).

No seguimento da explicacdo da estratégia e da forma como iniciaram a
resolucdo do algoritmo, omitem a mencédo dos célculos que ndo estavam

registados sendo por isso questionados por mim.

Investigadora (I) - Olhem, e como é que vocés sabiam que tinham que
parar ai no 24 x 127?

Salvador (S) - Nos fizemos outro calculo, mas esta menina apagou.

I- E qual foi o outro calculo que fizeram?

Angela (A) - 24 x 13.

I- Vocés ndo devem apagar nada, estda bem? Olha, fizeram 24x13 para
qué?

A - Para se ver...

S — Eu explico! Eu explico! Para verificarmos se havia mais um para
depois dar 307. Experimentamos e nao deu.

| — Se havia mais um...?

S- Se juntassemos mais um 24 ao 288, e depois ndés vimos e dava mais
que 307, por isso ficou vezes 12 e pusemos aqui (aponta para baixo do
dividendo) 288 e 12 (aponta para o quociente). Depois fizemos 307 menos
288 e ficou 192. Depois tinhamos que... nds fizemos 24 x 7 e dava 168 e
depois fizemos 24 x 8 e dava 192. E depois estava certo e pusemos 8

(aponta para o quociente).
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Respondendo a minha questdo, os alunos conseguem explicar o seu
raciocinio de forma correta e mais completa. No entanto, na explicacdo dos
calculos realizados para a resolugéo do algoritmo, Salvador comete um erro que
passou despercebido ao afirmar que 307 menos 288 sdo 192. Este erro
evidencia que o aluno continua a ter pouco dominio no desenvolvimento desta

estratégia de calculo.

Tarefa 2

Na tarefa 2, ap06s os alunos realizarem a leitura do enunciado do
problema, tal como aconteceu na tarefa anterior, ha um momento de validagédo
inicial partilhada da ligacao do contexto do problema a operacédo de divisdo que

demonstra a formacao de uma base partilhada para a comunicacao.

Angela (A) — Podemos comecar?

Investigadora (I) — Podem comecar, sim.

A — 1122 a dividir por 187.

Salvador (S) — Espera, vai fazendo a conta. Vai comeg¢ando enquanto eu

escrevo a (impercetivel).

Os alunos comecaram por registar o célculo 1122:187 e iniciaram a sua
resolucdo através do algoritmo da divisdo, mas possivelmente devido a natureza
dos numeros que impedem a realizacao de um algoritmo com decomposi¢cédo do
dividendo sem recorrer a decomposicdo também do divisor (estratégia que
nunca foi apresentada aos alunos), trabalham com o dividendo e o divisor por
inteiro fazendo assim com que a estratégia de resolucao seja na realidade a
multiplicagéo associada a estimativa e tentativa e erro, transformando o registo
vertical do algoritmo da divisdo numa mera representacéo da situagdo como se

pode observar na Figura 13 e na Figura 14.
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Por sugestdo de Angela os alunos iniciam os calculos fazendo o dobro do
divisor, evidenciando alguma falta de reflexdo que resulta numa fraca estimativa

dado que o resultado deste célculo fica ainda distante do nimero pretendido.

Angela (A) — 187 x 2 igual a 374.

Salvador (S) - Nao apagues, tens de deixar a conta. Faz ja vezes 5.

Com a sugestao de Salvador conseguem depois melhorar bastante a sua
estimativa, e realizando mais dois célculos (187x5 e 187x6) chegam ao
resultado. Completam a representacdo vertical da divisdo com o quociente
encontrado (128) e elaboram uma resposta de acordo com a situacdo do
problema.

Ambos os alunos consideraram esta tarefa mais facil do que a anterior, o
gue no caso de Salvador se podera dever ao facto de ndo envolver a resolucao
de um algoritmo como o utilizado na tarefa anterior.

Na apresentacdo da resolucdo a turma, os alunos conseguiram
apresentar de forma correta e explicita a sua resolucéo, fazendo a associacao
dos numeros presentes nos calculos a situacdo do problema, ndo tendo sido

colocada nenhuma questao por mim ou pelos colegas.

Tarefa 3

A resolucdo da tarefa 3 é iniciada de forma individual por Angela,
utilizando a divisdo como estratégia de calculo. Os alunos vao encontrando as

respostas possiveis, ou identificando situages de divisdo do numero 240 que
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sabem previamente serem exatas e que conhecem 0 seu quociente, ou
identificando possiveis divisores que sdo confirmados através de célculos de
divisao utilizando um algoritmo ou usando a multiplicagdo. O modo como 0s
alunos foram selecionando alguns dos possiveis divisores ndo € evidente nem
nos registos realizados nem nas interacdes durante a realizacdo da tarefa. Os
registos que podemos observar na Figura 15 e na Figura 16 constituem as

respostas encontradas por ambos os alunos.
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Figura 15. Registo da Angela da resolugéo
da tarefa 3

Figura 16. Registo do Salvador da
resolucdo da tarefa 3

Como se pode confirmar pelo didlogo que se segue, Salvador nao
conseguiu inicialmente perceber a tarefa e apds algum tempo depois de Angela
ter comecado a descobrir algumas respostas, resolve finalmente interpela-la,

tentando perceber o que deve fazer.

Salvador (S) - Deixa-me ver! 240 a dividir por 3 da, da quanto? Da quanto?
80. Qual é a pergunta, tem de dar 240? Quanto é que tem de dar, temos
de fazer isto até dar quanto? Diz!

Angela (A) - Até dar zero.

S- Até dar zero? Correto. S6 que eu nao percebo, nem consigo fazer.

A- Temos que fazer isto até dar zero, até ndo dar para dividir mais.
A resposta da colega ndo é muito esclarecedora visto que ndo explica a

situacdo da tarefa nem a estratégia que esta a utilizar. Verifica-se que tenta

explicar o objetivo da mesma embora também néo o faca muito claramente. De
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qualquer forma, possivelmente por observar o tipo de célculos que Angela ja
realizou, Salvador consegue propor duas solucdes, o0 24 e o0 240.

Durante a apresentacao da estratégia de resolucao da tarefa a turma, os
alunos foram questionados por mim e por um colega sobre a forma como foram

conseguindo selecionar numeros que fossem possiveis divisores de 24.

Vitor (V)- Porque € que vocés fizeram 240 a dividir por 2, 240 a dividir por
4 e nao fizeram 240 a dividir por 5?

Investigadora (l) - Olha, boa pergunta, eu também iria perguntar isso.
Vocés nao explicaram porque é que foram esses numeros que VOces...
V- Porque é que tu passaste logo do 4 para o 6, a dividir por 4 logo para
0 6 e nao tentaram fazer também com 57?

Salvador (S) - Porque foi ela que fez essa parte.

| - A, queres acrescentar alguma coisa ao que o S esta a dizer?

(A nao responde)

Perante as dificuldades demonstradas pelos alunos em dar alguma

explicagéo, refiz a questao colocada.

| - Bom, agora eu punha a mesma pergunta que o V esta a fazer, mas de
uma maneira um bocadinho diferente, porque é que foram esses numeros
que vocés escolheram para fazer a divisdo do 2407 E a pergunta é para
aA.

A- Fui experimentando varios ...

Considerando que a aluna teria pensado que 0s numeros pares seriam
provaveis divisores do 240, por este ser também um numero par, tentei trazer

esta ideia para a discusséo.

| - Mas porque é que, por exemplo, experimentaste como2ecomo4e
nao experimentaste com o 5 ou com o 3. O 3 apareceu mais tarde...
(A nao responde)

| - Ndo sabes explicar. S, sabes explicar?
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S- Sim. (...) Fizemos isto porque, entao, primeiro fizemos a dividir por 2,
porque 240 a dividir por dois ja sabiamos que dava este numero.

| - Mas porque € que escolheram o dois?

S- Foi o primeiro que veio a cabeca.

| - E ndo foi por razdo nenhuma, foi porque foi o primeiro que veio a
cabeca, pronto. E 0 47?

S- Porque 2 € metade de 4, e se dois € a metade de quatro, isto (aponta
para o quociente da divisao 240 por2) também ia ser o dobro disto (aponta

para o quociente da divisao 240 por4).

Verifica-se que Salvador consegue explicar uma relagdo que se pode
estabelecer entre os dois calculos para facilitar a sua resolu¢do, mas que néo
explica a escolha dos niumeros em si. De qualquer forma, Salvador ndo sabia a
ideia que levou a escolha destes dois numeros visto que esta escolha, tal como
se pode verificar nos registos da realizacdo da tarefa, foi feita por Angela sem
partilhar com o colega a razéo das suas escolhas.

A discussédo da estratégia de resolucdo dos alunos continuou com uma
questdo colocada por um colega que levou a explicacdo por este de uma
estratégia de resolugcdo mais sofisticada, utlizando a ligacdo entre a
multiplicacéo e a divisdo como operacfes inversas, como se pode verificar no

didlogo seguinte.

Fabio (F)- Ali naquelas contas que vocés fizeram, vocés nédo tém so6 o
resultado... em cada conta vocés tém 2 resultados porque, por exemplo,
naquela 240 a dividir por 2 que da 120, da para dividir por 2 e também por
120 que vai dar 2.

Vitor (V) - V- Mas eles também fizeram dessa maneira...

(...)

F- Mas por exemplo ali no 48 na resposta ndo puseram 5.

(...)

Salvador(S) - No6s ndo pusemos o 5 porque ndo estava ali o 5. Nao
chegamos a fazer porque nao tivemos tempo.

F- Mas esta ali 0 48.

S-Aonde?
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F- A 240 a dividir por 48, € 48 e 5. Essa conta tem os dois resultados, entre
aspas, porque...

S — (comecga a escrever no quadro)

I- Olha, n&o vais acrescentar agora nada.

S- Tens imensa razéo, esta certo!

| - Tem imensa razdo? Tu sabes que ele tem razao?

Neste momento coloquei esta questao tentando que o aluno explicitasse
o que tinha compreendido da explicacdo do colega para tentar avaliar o seu nivel

de compreensao da ideia exposta.

S-Tem, entdo...

I- Como é que tu sabes que ele tem razao?

S-Porque...como ele disse...

(Alguns colegas manifestam concordancia com o que F disse)

F- Aresposta..., a pergunta, pergunta quantas possibilidades é que ha, e
numa so conta tu tens duas porque se dividires o resultado pelo 240 vai
dar ao mesmo.

S- Sim...eu sei...estd bem, eu ja percebi.

| - Pronto, o F esta aqui a levantar a questdo que quando vocés
encontraram ai um divisor, depois, a partir do resultado que essa diviséo
desse, depois conseguiam fazer também outra divisdo utilizando o
resultado, o quociente...

S- Esta bem, mas nao tivemos tempo!

No fim deste didlogo ndo ficou evidente se Salvador realmente
compreendeu a ideia apresentada pelo seu colega Fabio visto que em resposta
as questdes colocadas, o aluno limitou-se a mostrar a sua concordancia com a
mesma e a afirmar que tinha percebido, ndo havendo qualquer retorno, por suas
palavras, da ideia explicada. Ficou, no entanto, evidente que o par de alunos
nao utilizou de uma forma explicita a ligacdo entre a multiplicacéo e a divisao

como operacgdes inversas na sua estratégia de resolucao.
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Tarefa 4

Relativamente a tarefa 4, os alunos identificaram a situagdo do primeiro
problema (4.1) desta tarefa como uma situacdo de divisdo e utilizaram um
algoritmo para a sua resolu¢cdo como podemos observar na Figura 17 e na Figura
18.
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Figura 17. Registo da Angela da resolugéo Figura 18. Registo do Salvador da
do problema 4.1 resolugdo do problema 4.1

Para a realizacéo do algoritmo utilizaram a decomposicéo pelas dezenas
do dividendo e trabalharam com o divisor por inteiro. Os calculos intermédios de
subtracdo sao explicitados no proprio algoritmo e foram também realizadas a
parte algumas multiplicacfes para o calculo dos nimeros a colocar no quociente.
Conseguiram chegar ao resultado correto e elaboraram uma resposta de acordo
com a situacdo do problema.

A resolugdo do segundo problema (4.2) desta tarefa é feita através da
multiplicagdo associada a estimativa e a tentativa e erro. Multiplicando o divisor
(12) por um numero escolhido, tentaram chegar ao valor do dividendo (192).
Comecaram por multiplicar o divisor por 10 e depois por 20, conseguindo assim
estabelecer um valor “minimo” e “maximo” para o quociente (10 < x < 20).
Continuam a experimentar numeros dentro deste intervalo, calculando
seguidamente 12x15 e por fim conseguem chegar ao numero procurado através
do calculo 12X16. Podemos observar os registos da resolugao deste problema
na Figura 19 e na Figura 20.
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Figura 19. Registo da Angela da resolucéo
do problema 4.2
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Figura 20. Registo do Salvador da
resolucéo do problema 4.2

No registo realizado por Angela (Figura 19) podemos observar ainda o

calculo 192:16 realizado através de um algoritmo. A aluna explicou na

apresentacdo da resolucdo para a turma que este célculo foi realizado

posteriormente a resolucdo do problema e que serviu como verificacdo do

resultado obtido.

Angela (A)- Haviam 192 janelas e 12 andares, e eu fui ver um nimero que

quando fosse multiplicado por 12 desse 192. E o numero foi o 16. Depois

fiz 192 a dividir por 16 para verificar se a conta estava certa e deu 12.

Investigadora (I)- E no fim respondeste que...

A - O prédio tem 16 andares.

(explicagdes laterais)

| - Ninguém tem nenhum comentario para fazer a resolugdo que os

colegas fizeram? Entdo diz 14 Ricardo, qual € o comentario que queres

fazer?

Ricardo (R) - Porque é que fizeram o 192 a dividir pelo 167

A- Foi para verificar se a conta estava certa.

A partir desta analise da resolucdo da tarefa 4, verifica-se que os alunos

nao conseguiram estabelecer qualquer relacdo entre um contexto de medida e

um de partilha baseados na mesma relacdo parte/todo. Os alunos néo

identificaram que a resolucdo dos dois problemas se referia ao mesmo célculo,

tendo desenvolvido duas estratégias distintas para a sua resolu¢do. Podemos

observar que no problema 4.2 embora tenham ainda realizado uma divisdo como
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confirmacdo do resultado obtido, este célculo nd&o corresponde a divisdo
realizada para a resolucao do problema 4.1. nem é estabelecida qualquer ligacao
com os valores obtidos no calculo anterior.

Durante a apresentacdo da resolucdo a turma, os alunos sé&o
confrontados com a intervencéo de um colega que chama a atencao para o facto
de existir uma ligagédo entre as duas situagdes que podia ter sido aproveitada
para facilitar os calculos.

Investigadora (l) - Eu pergunto assim, ndo ha alguém que tenha outro
comentario a fazer e agora, ..., G o0 que é que tu querias comentar?
Gustavo (G)- A Angela foi fazer a conta de vezes sabendo que na outra,
como eu fiz, porque é que ela foi fazer de vezes se ja sabia se o anterior
era 12 andares e quantas janelas eram... eram 12 andares e em cada um
eram 16. Porque é que ela,..., se sdo 16 janelas em cada 12 andares, se
fizermos ao contrario... & igual.

I- Tenta Ia resumir isso que tu disseste por outras palavras mais rapidas.
E fala um bocadinho mais alto, se faz favor.

G- Na conta do Salvador ja sabemos que s&o 12 andares e em cada 16 e
se na da A, nos formos ver, é o contrario, s&do 16 andares com 12 janelas.
Se nés ja sabiamos que os 12 andares davam 16 janelas entdo, se em

cada andar haviam 12 janelas entdo eram 16 andares, nds ja sabiamos

(...)

Angela e Salvador ndo fizeram nenhum comentario & explicacdo do
colega revelando mais uma vez que nado se tinham apercebido de qualquer
ligagéo entre os dois problemas.

Nesta tarefa, apds a resolucdo dos 2 problemas, foi pedido aos alunos
gue tentassem relacionar duas grelhas dadas, que pretendiam representar
modelos retangulares, com a situacdo de cada problema. Os alunos
evidenciaram muita dificuldade em estabelecer alguma relagéo entre os modelos
retangulares das grelhas e as situacdes dos problemas. Como podemos
observar na Figura 21 e na Figura 22, acabaram por conseguir encontrar uma

parte da relagcdo estabelecida em cada situacéo.
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S T
Figura 21. Registo no modelo retangular Figura 22. Registo no modelo retangular
relativo ao problema 4.1 relativo ao problema 4.2

Os alunos conseguiram identificar no modelo retangular uma das
guantidades envolvidas nas situacdes dos dois problemas, correspondendo a
uma das quantidades que era indicada no enunciado do problema. No problema
4.1, os alunos identificaram no modelo retangular a quantidade de cada grupo,
neste caso o numero de janelas em cada andar. No problema 4.2, os alunos
identificaram no modelo retangular o nimero de grupos, ou seja, 0 numero de
andares do prédio.

Visto ndo terem conseguido relacionar de forma completa o modelo
retangular com a situacdo do problema e com as quantidades envolvidas na
situacdo, este modelo também néo foi Gtil aos alunos no sentido de verificarem
a ligacdo entre as situacoes dos dois problemas. Os alunos puderam observar
estas relagcOes na apresentacao para a turma das descobertas de outros alunos,

como podemos verificar no seguinte dialogo.

Investigadora (l) - Bom, entéo o Vitor (V) se ndo se importa vai explicar ali
a frente o que é que ele fez na outra parte que eu pedi. (...)

V- Eu primeiro fui ver quantos quadrados haviam na horizontal e na
vertical para ver o total de quadrados que existiam na grelha e vi que eram
192 e depois vi que ca em cima estavam 12 quadrados e que aqui
estavam 16. E percebi que aqui eram os andares e aqui eram as janelas
em cada andar. Aqui (gesticula representando a totalidade da grelha)
estavam as 192 janelas, todas as janelas.

I- O total de janelas.

V- Depois aqui estavam 12, que eram os tais 12 andares e depois fui ver
que aqui estavam os tais 16 andares, ah, janelas que estavam em cada

andar.
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I- Pronto, e no de baixo?

V- No de baixo, eu ah...vi que 0s12 eram as janelas de cada andar e
depois estavam ca os ...

| — Mas estas a falar de qué? Podes utilizar uns termos que se calhar
dizem melhor do que é que tu estas a falar.

V- Fui ver que aqui na conta dizia que ha 12 janelas em cada andar e eu
fui ver que aqui...

I- Ai, 0 qué? Mas isso € 0 qué?

V- Ah, numa linha estavam 12 que eram as janelas de cada andar, depois
fui aqui estava ao todo o total de janelas.

| -192 também, ndo &7

V- Depois fui ver na coluna estavam os 16 andares que tinha o prédio.

ApGs a explicagdo do aluno, tentei induzi-lo para que introduzisse no seu
discurso os termos linha e coluna. Estes termos ja sdo conhecidos de todos os
alunos no contexto das tabelas e apelam a uma forma de visualizacdo que €

também (til para a compreensao do modelo retangular.

Tarefa 5

A tarefa 5, tal como ja explicado no capitulo da metodologia surge no
seguimento da tarefa 4. Na sua resolugao, os alunos identificaram a situacéo do
primeiro problema (5.1) desta tarefa como uma situacao de divisao e utilizaram
um algoritmo para a sua resolucdo semelhante ao utilizado na resolucdo do
problema 4.1. Como anteriormente, na resolugdo do algoritmo utilizam a
decomposicéo pelas dezenas do dividendo e trabalham com o divisor por inteiro.
Os calculos intermédios de subtracéo sao explicitados no proprio algoritmo e séo
também realizadas a parte algumas multiplicacdes para o calculo dos niumeros
a colocar no quociente.

Como podemos observar na Figura 23 e na Figura 24, no registo néo &
evidente a forma de resolucdo adotada pelos alunos. Durante a sua realizagao

nao houve troca de ideias entre o par.
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No entanto, na apresentacao para a turma ficou confirmada a estratégia utilizada

que é também confirmada pela andlise das interacdes do par.

Angela (A) - Havia 208 garrafas e cada prateleira levava 13 garrafas.
Depois fiz 208 a dividir por 13 para ver quantas prateleiras dava ao todo

e deu 16. A maquina de sumos tem 16 prateleiras.

A estratégia de resolucdo do segundo problema desta tarefa (5.2) foi
também semelhante a utilizada no problema 4.2 visto que é feita através da
multiplicacdo associada a tentativa e erro. Multiplicando o divisor (16) por um
namero escolhido, tentam reconstituir o valor do dividendo (208). Comegaram
por mentalmente multiplicar o divisor por 10 e depois por 20, conseguindo assim
estabelecer um valor “minimo” e “maximo” para o quociente (10 < x < 20).
Continuam a experimentar numeros dentro deste intervalo, calculando
seguidamente 16x12 e por fim conseguem chegar ao nimero procurado através
do célculo 16X13. Podemos observar os registos da resolugdo deste problema

na Figura 25 e na Figura 26.
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Figura 25. Registo da Angela da resolucéo Figura 26. Registo do Salvador da
do problema 5.2 resolucao do problema 5.2
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Verificamos que o registo do aluno Salvador (Figura 26) se encontra
incompleto visto ndo ter anotado o célculo que possibilitou a resolugdo do
problema (16x13).

No registo realizado por Angela (Figura 25) podemos observar ainda o
calculo 208:16 realizado através de um algoritmo e tal como ja tinha acontecido
no problema 4.2, a aluna explicou na apresentacéo da resolucdo para a turma
que o realizou para verificagdo do resultado obtido.

Angela (A) - Experimentamos fazer o 16 varias vezes até chegar a uma
que desse 208 para ver quantas garrafas chegavam, para saber quantas
garrafas estavam arrumadas em cada prateleira. Depois fizemos vezes
13 e deu 208 e depois fizemos para verificar se estava bem 208 a dividir
por 16 e deu 13.

Na tarefa 5, semelhante na forma e objetivos a tarefa 4, e apesar de toda
a reflexdo realizada em torno dos problemas da tarefa anterior, os alunos
continuaram a ndo conseguir estabelecer relacdes entre as duas situacdes

apresentadas como podemos observar na Figura 27.
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Figura 27. Registos da resolu¢éo da tarefa 5

As estratégias de resolucdo destes dois problemas correspondem
exatamente as estratégias utilizadas para a resolucéo dos problemas da tarefa
4 que embora tenham conduzido os alunos a respostas corretas, evidenciam
falta de capacidade de reflexdo que leva ao desenvolvimento de uma estratégia
pouco sofisticada e a realizacdo de trabalho desnecessario.

Mais uma vez, no momento de apresentacdo a turma, os alunos sao

confrontados com a intervencéo de um colega que chama a atencao para o facto
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de existir uma ligacédo entre as duas situacfes que podia ter sido aproveitada

para facilitar os calculos.

Investigadora (1) - Bom entdo algum dos outros grupos tem algum
comentario a fazer as resolugdes que os colegas fizeram? Todos vocés
resolveram da mesma forma como os vossos colegas fizeram? Eu vi ai
grupos que fizeram coisas diferentes.

Paulo (P) - N6s na 5.2 em vez de fazermos de vezes fizemos a dividir.

I- Entdo, mas... foram buscar o resultado logo a dividir, é isso?

Neste momento tentei levar o aluno a clarificar a estratégia utilizada visto

verificar que a sua explicacdo ndo correspondia a mesma.

(I e P dirigem-se ao quadro)

I- O P, tu como és alto, aqui neste espacinho vais pér aqui o que vocés
fizeram.

P - N6s nao fizemos algoritmo porque eu percebi a resposta a partir da
primeira pergunta.

I- Olha P. explica la isso um bocadinho melhor, va.

P- Eu fiz logo o 208 a dividir por 16, nao fiz o algoritmo porque eu percebi
que se 208 a dividir por 13 dava 16, 208 a dividir por 16 deveria dar 13.
(P escreve no quadro 208 a dividir por 16 igual a 13.)

P - Ponho a resposta?

| - Sim, podes pbr, mas podes também pér isso que tu explicaste agora
oralmente. Antes disto, disseste mais qualquer coisa. Antes disto,
pensaste qualquer coisa que estava relacionada com o que estava em
cima.

P-Ah!

(P escreve no quadro 208 a dividir por 13 igual a 16.)

Ao pedir ao aluno que registasse no quadro os dois calculos, tentei que

se tornasse mais clara para os colegas a ligacdo entre os calculos nas duas
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situacdes e que observassem que em ambas as situacOes estdo presentes as

mesmas quantidades.

Prossegui a discusséo tentando que os alunos agora identificassem e

compreendessem as diferencas entre os dois calculos.

| - Ja agora, porque € que isto acontece, porque é que acontece aquela
troca de fatores, aquela troca entre o quociente e o divisor, por que € que
acontece? Diz 14 G.

Gustavo (G) - Neste caso é 208 a dividir por 16 igual a 13, se nos ... é
igual,... isto acontece por ser... esquece.

Vitor (V) - Eu ja n&do me lembro, ja me disseram como é que se chama,
tem um nome qualquer.

I- Mas eu ndo quero que tu me digas nome, podes-me explicar por
palavras tuas, porque € que tu achas que aquilo acontece? O que € que
aqueles numeros tém de especial para se poder fazer aquela relagao, P?
Paulo (P) - Neste caso, os numeros estao relacionados.

I- Pois, pois estdo. Mas estao relacionados com o qué ou o que € que 0s
relaciona? E agora estamos a pensar ali nos calculos, ja ndo estamos a
pensar nas situagdes dos problemas.

P- Se tu trocares o divisor pelo quociente vai dar-te 0 numero que estava
no divisor.

Fabio (F) - Mas porqué?

Neste momento varios alunos estavam a participar na discussao e um

deles, o Fabio, perante a afirmac¢éo do colega Paulo que constata a relacdo entre

os dois calculos, sente a necessidade de haver uma explicacdo de porque € que

esta relacdo se estabelece
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Perante a afirmacéo incorreta do aluno, retornei a sua afirmacdo, mas
agora em forma de questdo tentando levar os alunos a refletir sobre o que o
Fabio disse. Visto ndo ter havido nenhuma resposta, senti a necessidade de

reformular a questéo.

I- O 16 e 0 13 sao divisores de que numero?

F- Do 208.

|- Além de serem os dois divisores do 208 ...

F- S&o pares a dividir o 208.

|- Sdo pares a dividir, ndo...

F- Se dividir o 208 por um, vai dar o outro.

I- Pois, isso nés estamos a ver, mas por que € que isso vai acontecer?
Isso vai acontecer porque outra coisa acontece também obrigatoriamente.
P- Porque 16 vezes 13 da 208.

|- Exatamente, porque 16 vezes 13 da 208. Estes numeros sdo divisores
que fazem par para darem o 208, portanto eu posso alternar um deles no
divisor que vai me dar o outro porque eles os dois juntos € que
multiplicados dao o 208. Isto se calhar vocés estao fartos de saber isto e
isto € uma coisa muito simples, as vezes o dificil € ver estas coisas noutras

situacdes, nao &7

Através desta discussdo com os alunos Fabio e Paulo realizada a partir
do confronto das suas proprias estratégias de resolucdo com a apresentada pelo
par, foi possivel para a Angela e Salvador contactarem com estratégias de
resolucado mais sofisticadas que a sua e verificarem a ligagao existente entre os

dois problemas da tarefa.

Tarefa 6

Relativamente ao prolema da tarefa 6, os alunos identificaram logo a
partida a situacdo como de diviséo, realizando o calculo da resposta atraves de
um algoritmo ja anteriormente utilizado, decompondo o dividendo pelas dezenas

e utilizando o divisor por inteiro, como se verifica na Figura 28 e na Figura 29.
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da tarefa 6 resolucdo da tarefa 6

Embora os alunos desenvolvam uma estratégia valida e realizem os
calculos de forma correta, a resposta dada ndo esta certa visto que a situacao
do problema implicava que o resto da divisdo fosse considerado para a resposta.
Apesar de os alunos terem considerado a tarefa facil, pela analise da sua
resolucao, que podemos observar na Figura 28 e na Figura 29, verificamos que
os alunos ignoraram o resto obtido na divisdo realizada, ndo conseguindo assim
elaborar uma resposta correta. A resolucao realizada evidencia que, apesar do
resto até ser registado pela Angela na indicacdo da divisdo realizada, os alunos
nao fizeram uma reflexdo necessaria sobre o resto obtido em funcéo da situacéo
do problema. Isto acontece apesar de ja terem anteriormente trabalhado e
refletido na sala de aula sobre situacdes em que o resto influenciava a resposta
final.

Na apresentacdo da sua resolucdo a turma, os alunos demonstraram
conseguir associar de forma correta as quantidades presentes no célculo

efetuado, mas mais uma vez, ignoram o resto.

Investigadora — Salvador (S) ndo te importas de explicar entdo o que é
que tu fizeste? Relembra |a a tarefa, o problema.

S- (Lé o enunciado do problema). Nés fizemos 258 a dividir por 12 porque
eram 258 pessoas e cada jarro dava para encher 12 copos e deu 21.
1-21...

S- Copos...jarros.
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Apos esta apresentacao sdo confrontados por colegas que lhes chamam

a atencao para este facto, como podemos observar no seguinte dialogo.

Investigadora (l) - Entdo e quem é que tem algum comentario a fazer
relativamente ao que o Salvador (S) e a Angela (A). fizeram? Quem é que
quer dizer alguma coisa?

Fabio (F) - Quando sobrou 6 vocés estavam a tirar numeros ao total de
pessoas e como sobrou 6, essas 6 pessoas...

(...)

S - Mas para cada jarro s&o 12.

F-Sim, mas podes fazer um que sobre ou cheio até meio.

Antonio (A2) - Ha 6 pessoas que nao beberam, mas tém de beber todas.
(S. comeca a apagar o 1 do 21 do quociente)

A2- Nao, isso esta bem! A conta esta bem-feita.

F- Como 6 é a metade de 12, era mais outro jarro sé que cheio até meio

e assim toda a gente bebia.

O facto de Salvador querer alterar o quociente diretamente no algoritmo
parece evidenciar alguma precipitacao e falta de reflexdo sobre o significado do
quociente e também alguma dificuldade na compreensdo e no registo da
situacdo que lhe é apresentada pelos colegas, em que o resto interfere na

resposta final.
Tarefa 7

A tarefa 7 envolvia também uma situacdo de divisdo com resto, embora
neste caso o resto ndo interferisse na resposta final. Os alunos desenvolveram

uma estratégia de resolugéo valida e elaboraram uma resposta de acordo com

a situacao do problema como podemos verificar na Figura 30 e na Figura 31.
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Figura 31. Registo do Salvador da resolucdo da tarefa 7

Para a resolucdo do problema da tarefa 7, os alunos utilizaram em
primeiro lugar a multiplicacdo aliada a tentativa e erro. Multiplicando o divisor
(64) por um numero escolhido, tentaram chegar o valor do dividendo (310).
Comecaram por calcular multiplicando por 2, depois por 4 e, visto jA estarem
proximos do numero pretendido, multiplicam ainda por 5, ultrapassando o
resultado pretendido.

Como se pode observar os alunos fazem ainda o registo de um segundo
calculo, um algoritmo da divisdo. Como podemos constatar pelo didlogo
seguinte, a partida os alunos consideram este calculo como uma verificacdo do

resultado.

Salvador (S)- Entéo, primeiro fazemos esta e depois fazemos a outra. E
se der o mesmo esta certa. Faz da tua maneira e eu fago da minha e
depois juntamos as duas e se as duas derem igual...

Angela (A) - Porque é que n&o fazes 64 vezes 5, se der um maior...

S- E agora, depois, se der, fazemos esta que eu estou a dizer e depois
fazemos a tua de dividir e depois se der o mesmo resultado esta certa.
A- Mas eu néo fiz a de dividir.

S- Esta bem. Ja vais perceber.
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No entanto, na apresentacao a turma, os alunos consideraram o calculo
do algoritmo como a sua estratégia de resolucdo do problema como podemos
confirmar no dialogo que se segue. Esta foi a Gnica estratégia que explicaram e
gue registaram no quadro, o que pode evidenciar que consideram esta estratégia

mais valida ou mais sofisticada.

Angela (A)- Leio o problema?

Investigadora (I) - Sim, se fazes favor.

A- (Lé o enunciado do problema). Vi que ele tinha 310 euros e cada jogo
era 64 euros entdo fiz 310 a dividir por 64 para ver quantos jogos € que

ele podia comprar e podia comprar 4 jogos.

Devido a natureza do problema, néo é claro se os alunos conscientemente
perceberam que o0 resto neste caso ndo afetava a resposta final ou se
simplesmente o ignoraram. No registo das interacdes entre o grupo verifica-se
gue néo é feita qualquer referéncia ao resto. Na apresentacdo da sua resolucdo
a turma, os alunos voltam a néo fazer nenhuma referéncia ao resto, como

podemos verificar no seguinte dialogo.

Angela (A) - Leio o problema?

Investigadora (I) - Sim, se fazes favor.

A- (Lé o enunciado do problema). Vi que ele tinha 310 jogos e cada jogo
era 64 euros entédo fiz 310 a dividir por 64 para ver quantos jogos € que
ele podia comprar e podia comprar 4 jogos.

| - Alguém quer fazer algum comentario sobre a resolucédo da colega, da

A.? Ninguém quer dizer nada? Entdo S. e A. podem se sentar, se faz favor.

Perante as evidencias, verifica-se que os alunos mais uma vez nao
fizeram nenhuma reflexdo sobre a influéncia do resto na resposta ao problema.
N&o senti necessidade de lhes colocar questdes sobre este assunto visto que
previ que com a apresentacdo da estratégia de resolucdo do outro par, as
devidas questdes, explicacdes e reflexdes sobre o papel do resto iriam surgir tal

como se verifica nas paginas 112 e 113.
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4.1.1. Sintese do caso Angela e Salvador

Seguidamente serad realizada uma sintese da analise efetuada
relativamente a todos os aspetos observados nos dados recolhidos.
A Tabela 7 sintetiza as estratégias utilizadas pelos alunos, na resolucéo

do problema 1 do teste diagnadstico.

Tabela 7

Tabela sintese das estratégias utilizadas pelos alunos Angela e Salvador para o problema 1 do
teste de diagndstico

Nome do aluno Angela |Salvador

Estratégia
Adicao do divisor X X
Adig&o por saltos
Subtracao
Usa pequenos multiplos do divisor X
Procedimentos de | Usa grandes mudltiplos do divisor
construgdo (aditivos + Dobro X

multiplicativos)
Multiplicac&o por multiplos de 10

Multiplica o divisor por outro

numero
Usa estimativa X
Usa tentativa e erro X X

Esta sintese permite verificar que os dois alunos utilizaram estratégias
semelhantes, do tipo procedimento de construcdo em que realizaram uma
combinacdo de calculos por adicdo e multiplicacdo. Verifica-se também que
ambos utilizaram a tentativa e erro.

Seguidamente é apresentada uma tabela que sintetiza o tipo de
estratégias utilizadas pelos alunos na resolucao de todas as tarefas realizadas a

pares.
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Tabela 8

Tabela sintese das estratégias utilizadas para a resolucéo das tarefas pelos alunos Angela e
Salvador

Estratégias Tarefas
T1 T2 T3 T4 T5 6 | T7
41 [42 |51 [52
Usa X
guocientes
conhecidos
Usaa Multiplica o divisor por X X X
relagdo entre | outro nimero
a Usa estimativa X X X
multiplicacdo | Usa tentativa e erro X X X
e a divisao Usa mdltiplos de 10 X X
Usa produtos X X X
conhecidos
Algoritmos N&o usa X
alternativos decomposicao do
dividendo
Usa decomposicdo do X X X X X
dividendo
Regista calculos X X X X X
intermédios
N&o usa X X X X X X
decomposicéo do
divisor
Usa estimativa X X X X X
Usa tentativa e erro X X X X X
Usa produtos X
conhecidos

Observando a tabela e comparando os seus dados com os da Tabela 7
verificamos que os alunos abandonaram completamente as estratégias ai
utilizadas de procedimentos de construgcdo mais baseados na adicdo para
passarem a utilizar ou a relacdo entre a multiplicacéo e a divisdo ou algoritmos
alternativos, o que evidencia uma evolucdo na sofisticacdo das estratégias

utilizadas.
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A prevaléncia da utilizacdo de um algoritmo € visivel dado que dos 9
problemas trabalhados, em 6 deles verifica-se a sua utilizagdo como estratégia
de resolucéo.

O algoritmo mais usado, em 5 dos problemas, envolveu a decomposi¢cao
do dividendo pelas dezenas e utilizacdo do divisor por inteiro. Na resolucdo da
tarefa 2 foi utilizado um algoritmo diferente, visto que os alunos utilizaram tanto
o divisor como o dividendo por inteiro. Como verificamos na analise anterior da
tarefa, esta situacdo deveu-se certamente a natureza dos numeros envolvidos
gue ndo permitiam o procedimento anterior.

A utilizacdo da relacdo entre a multiplicagcdo e a divisdo aparece nas
situacdes em que os alunos realizaram mais do que uma tarefa/problema na
mesma sessao (T4, T5 e T6/7) e onde optaram sempre por utilizar esta estratégia
no segundo problema realizado, ndo sendo clara a razdo desta escolha.

Verifica-se que todas as estratégias desenvolvidas pelos alunos

envolveram procedimentos de estimativa e tentativa e erro.

Realizando uma sintese relativamente a situaco da Angela e do Salvador
relativamente a compreensao e/ou dificuldades evidenciadas relativamente a
ideias fundamentais da divisdo, verifica-se que sobre os sentidos da divisdo os
alunos evoluiram relativamente ao desempenho nos problemas do teste
diagnéstico e de um modo geral ja associam tanto as situacdes de medida como
de partilha diretamente a operacao de divisdo, embora em alguns casos a divisdo
apareca como um calculo para a confirmacao do resultado obtido através da
utilizacdo da multiplicacdo. Na Tabela 9 podemos observar o mesmo tipo de

analise relativamente a todas as tarefas realizadas pelos alunos a pares.
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Tabela 9

Tabela sintese do desempenho dos alunos Angela e Salvador relativamente & identificacdo do
sentido de divisdo presente nos problemas resolvidos a pares

T2 T3 T4 ™
Tarefa T1 71 42 51 52 T6 T7

Sentido da
divisa medida partilha partilha partilha medida medida partilha | medida | medida
ivisdo

Associam
diretamente X X X X X X

a divisdo

Usam

divisdo
como X X X
confirmagao

do resultado

Verifica-se que de um modo geral os alunos associaram tanto as
situacdes de medida como de partilha a operacao de divisdo, embora no caso
dos problemas 4.2, 5.2 e na tarefa 7, a divisdo apareca como um calculo para a
confirmacéo do resultado obtido através da utilizacdo da multiplicacéo.

Verificou-se a partir dos dados recolhidos da tarefa 4 e 5, que os alunos
nao conseguiram estabelecer qualquer relagéo entre problemas de medida e de
partilha baseados na mesma relagao parte/todo. Inclusivamente verifica-se que
nas duas tarefas os alunos utilizaram estratégias de calculo diferentes para os
dois problemas. A utilizacdo do modelo retangular também n&o os auxiliou nesta
tarefa dado que n&o conseguiram identificar no mesmo as trés quantidades
envolvidas nas situag¢des dos problemas.

Sobre a relacéo inversa entre a multiplicacao e a diviséo, verifica-se que
os alunos ja desenvolveram conhecimentos sobre esta relacao visto que utilizam
a multiplicacdo como operacdo inversa como estratégia de resolucdo de 3
problemas. No entanto, ndo héa evidencias que o fagcam de forma explicita, tendo
consciéncia de que estdo a resolver uma situacdo de divisdo utilizando a
multiplicacéo e de que compreendam que tal € possivel porque sdo operacdes
inversas. Na tarefa 3, os alunos evidenciaram dificuldade em aplicar
conhecimentos ja trabalhados anteriormente relativos a relagéo inversa entre a

multiplicacéao e a divisdo, nomeadamente sobre as relagdes entre as partes e o
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todo nestas operacdes que lhes permitiiam o desenvolvimento de estratégias
mais sofisticadas.

Relativamente ao resto, apesar de na sala de aula estas situacdes serem
trabalhadas no sentido de os alunos refletirem sobre a influencia do mesmo, os
alunos demonstraram ignorar a sua presenca nao realizando nenhuma reflexédo
sobre isso na resposta aos problemas.

Sobre a utilizagao do calculo mental podemos concluir que foi utilizado em
calculos realizados na maioria dos problemas resolvidos. Nao foi utilizado no
problema realizado do teste diagndstico e na tarefa 2, possivelmente devido as
situacdes envolverem calculos com nimeros maiores do que 100, que os alunos
nao terdo conseguido decompor em célculos com nimeros de grandeza menor,
e também no problema 5.1 da tarefa 5.

A Tabela 10 sintetiza sobre as diferentes situaces em que os alunos

utilizaram o céalculo mental.
Tabela 10

Tabela sintese da utilizagdo do céalculo mental pelos alunos Angela e Salvador nas diferentes
tarefas

Tarefa T4 5
Papel do T1| T3 T6 | T7
célculo mental 41 (42|51
Célculo intermédio num algoritmo X X X | X
Célculo direto de respostas X
Célculo por aproximacao X X
Relac_lonado com o uso da estimativa e X X X X X
tentativa e erro

Pela analise da Tabela 10 podemos verificar que o papel do calculo mental
na resolucao dos problemas nao foi sempre o mesmo, dependendo do tipo de
estratégia desenvolvida pelos alunos, mas também, tendo em conta os dados
expostos anteriormente, da grandeza dos nimeros envolvidos nos calculos.

Verifica-se também que na maioria das estratégias foi utilizado o calculo

mental em relagdo com o uso da estimativa e tentativa e erro.

Relativamente a contribuicdo das interacdes entre os alunos do par para
a compreensdo dos aspetos fundamentais sobre a divisdo e para o

desenvolvimento de estratégias de resolucdo de problemas mais sofisticada
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verifica-se que a tarefa em que houveram mais interacdes entre o par foi a tarefa
3, 0 que poderd ter sido originado pelo facto de se tratar de uma tarefa de
investigacao.

As interacbes entre o par relacionaram-se fundamentalmente com
aspetos da elaboracdo e desenvolvimento das estratégias de resolucédo e dos
calculos realizados neste ambito. N&o existiram interagbes explicitas sobre
aspetos fundamentais da diviséo.

As interacOes surgiram principalmente da necessidade de compreenséo
da tarefa a realizar, da exposicéo de ideias para elaborar uma estratégia comum,
da explicitacdo dos célculos realizados, da identificacdo de erros nos calculos,
da ajuda na realizacdo de um determinado calculo.

Estas interacfes permitiram aos alunos o desenvolvimento de estratégias
de resolucdo que na maioria das tarefas realizadas levaram a uma resposta
correta e permitiram a troca de ideias entre o par sobre estratégias de calculo
mais sofisticadas desenvolvidas por um dos alunos ou a ajuda de um dos alunos
no desenvolvimento pelo colega de uma estratégia mais sofisticada que este
ainda ndo dominava totalmente. A identificacdo de erros cometidos por um dos
alunos do par obrigou a reformulagéo de ideias ou a revisdo de célculos pelo
outro, feita em todos os casos com a ajuda do colega.

As interacBes entre mim, a Angela e o Salvador ocorreram quase
exclusivamente por minha iniciativa e durante as interacbes em grande grupo.
Surgiram principalmente da minha necessidade, como professora /investigadora,
de pedir aos alunos para explicitarem aspetos das suas estratégias que nao
tinham sido explicados pelos mesmos, de conduzir e instigar a discusséo entre
eles sobre as estratégias ou sobre os aspetos fundamentais da divisao, de pedir
a clarificagcdo das ideias apresentadas, de sistematizar e validar as ideias
apresentadas por eles e de colocar questdes que levassem a reflexdo sobre
determinada ideia.

Da andlise das interacdes entre os alunos em grande grupo verifica-se
que partiram da explicitacdo das estratégias desenvolvidas pelo par, de acordo
com a situacdo dos problemas e que levaram a explicacéo e justificacdo das
ideias e dos calculos realizados, a explicitacdo de semelhancas e diferencas

entre estratégias realizadas, a validacdo das ideias e calculos apresentados, a
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identificacdo de erros e apresentacdo de propostas de resolucdo dos mesmos,
e a explicitacdo de estratégias mais sofisticadas.

Na discusséo das estratégias apresentadas surgiram questfes colocadas
por colegas ou por mim que levaram ao debate em redor de aspetos

fundamentais sobre a divisao.
4.2. O par Andreia/Ricardo

Da analise da estratégia de Andreia no Problema 1 do teste diagndstico,
apresentada na Figura 32, verificamos que a aluna utiliza logo a partida a
multiplicacéo realizando o calculo 365 x 12. Pressupde-se que a aluna usou a
estimativa para pensar no numero pelo qual deveria multiplicar o 365, embora o

resultado fique ainda distante do valor pretendido (8395).
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Figura 32. Estratégia de resolu¢do do problema 1 da Andreia

A aluna tenta entdo aproximar-se mais através de uma adicéo por saltos
realizada por calculo mental, fazendo 4880 + 15 + 2000 + 2000 = 8395, mas
engquanto que no procedimento anterior tinha conseguido identificar no calculo
realizado o nimero que necessitava para a sua resposta (12 anos), neste
procedimento ndo consegue. Isto porque os valores que sao utilizados
correspondem a dias e ndo houve uma preocupacdo por parte da aluna de
paralelamente manter uma contagem dos anos. Parece tentar fazé-lo depois
através de uma subtracdo sucessiva do niumero de dias de um ano, embora nédo
seja claro que tenha percebido bem o que estava a fazer visto ndo haver um

registo claro da contagem dos anos e nao ter finalizado a resolucao.
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O Ricardo desenvolveu uma estratégia apresentada na Figura 33 que
demonstra logo de inicio preocupac¢des com rapidez, iniciando os seus calculos
com a multiplicacdo associada a estimativa e tentativa e erro. Realiza
mentalmente duas multiplicacGes iniciais do valor do divisor por um numero
facilitador dos calculos, o 10. Depois adiciona os produtos destas multiplicacdes

ficando com um resultado ja muito proximo do pretendido.
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Figura 33. Estratégia de resolu¢éo do problema 1 do Ricardo

Comeca entdo a trabalhar com multiplos do divisor mais pequenos,
adicionando primeiro o dobro e por fim realiza uma adicdo Unica do divisor,
conseguindo chegar ao numero pretendido, 8395. Conseguiu realizar a
contabilizacéo dos anos fazendo o calculo 10 + 10 + 2 +1 = 23, chegando assim

a resposta correta.

Relativamente ao Problema 2 do teste diagndstico, a Andreia comeca a
sua tentativa de resolucao utilizando a subtracdo do divisor (183) ao dividendo
(732), como podemos observar na Figura 34,mas realiza esta operacdo uma
Gnica vez. O seu procedimento evidencia que ndo conseguiu atribuir um
significado correto a operacado realizada possivelmente porque nao percebeu
que teria que manter uma contagem paralela que Ihe indicaria 0 nimero de
bilhetes entregues a cada aluno. A resposta dada evidencia pouca reflexao sobre

a situacao apresentada e 0os numeros envolvidos.
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Figura 34. Estratégia de resolucdo do problema 2 da Andreia

O Ricardo utiliza também neste problema uma estratégia do tipo
procedimento de constru¢do como podemos observar na Figura 35. Partindo do
divisor (183) e utilizando as operacdes de multiplicacédo e adicdo e com a ajuda
da estimativa e tentativa e erro, chegar ao dividendo. Revela uma boa
capacidade de estimativa pois 0 seu primeiro célculo, 183 x 3, aproxima-o
bastante do resultado pretendido, necessitando seguidamente s6 de somar mais
uma Unica vez o divisor para obter o dividendo (732). Consegue dar um sentido
aos calculos realizados pois paralelamente faz uma contagem do numero de
vezes que utilizou o divisor nos calculos (3+1=4). Este calculo fornece-lhe o
namero procurado para a resposta. O aluno elabora uma resposta correta de

acordo com a situacao do problema.
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Figura 35. Estratégia de resolugéo do problema 2 do Ricardo

Tendo em conta as estratégias desenvolvidas por ambos o0s alunos nos
dois problemas do teste diagnostico onde evidenciaram alguma proximidade ao
nivel do tipo de calculos realizado e do modelo intuitivo associado e também
algumas das suas caracteristicas pessoais, Ricardo e Andreia foram

selecionados para constituirem o segundo estudo de caso.
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Tarefa 1

A tarefa 1 foi distribuida aos alunos que a realizaram a pares. De nota,
uma validacao inicial partilhada da ligacdo do contexto do problema a operacéo
de diviséo:

Andreia (A) — Entdo comegas tu a ler?

Ricardo (R) — Ok. O leite que € oferecido numa escola esta guardado em

embalagens com 24 pacotes de leite cada. No més de novembro, nessa

escola, os alunos beberam 3072 pacotes de leite. Quantas embalagens
de leite foram utilizadas nessa escola no més de novembro?

A — Entdo pomos 3072 a dividir por 24.

R — Sim.

Embora os alunos registem a indicacao da divisédo de 3072 por 24 e fagcam
a sua representacédo vertical, como se pode observar na Figura 36 e na Figura
37, a estratégia de resolucdo desenvolvida acaba por ser basicamente a
multiplicacdo associada a estimativa e tentativa e erro, visto que utilizaram o
dividendo e o divisor por inteiro. Os alunos realizaram o calculo do quociente
procurando o numero que multiplicado pelo divisor (24) tivesse como resultado
o dividendo (3072).
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Figura 36. Estratégia de resolucdo da Figura 37. Estratégia de resolucdo da
tarefa 1 da Andreia tarefa 1 do Ricardo
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Por sugestdo do Ricardo, iniciaram os calculos com a multiplicacdo por
um namero facilitador, o 100, que lhes permite realizar mentalmente o calculo,
mas cujo resultado (2400) se encontra ainda distante do pretendido.
Prosseguiram entdo com o mesmo procedimento, utilizando ainda nuameros
facilitadores do calculo como o 120, 130 e 125, embora estes calculos ja nédo
consigam realizar mentalmente. Os alunos vao paralelamente realizando estes
calculos utilizando um algoritmo da multiplicagédo e no final de cada, confirmam

o resultado entre si, como podemos verificar pelo seguinte dialogo.

Ricardo (R) - Cento e vinte. 24 vezes 20 e ...

Andreia (A) - Mais vale fazer a conta..., a conta do algoritmo.
(impercetivel)

A -Deu-te quanto?

R- A mim deu-me ... 2880.

A- A mim também.

A — Entdo vamos fazer mais ... p'rai 1307?

R- 130. 4 vezes 3, 12 e ai vaium, 5 ...

A- Ja da mais. Agora ndo apagues. Agora vamos fazer menos, menos

quanto? 130 e qué?

Ao realizarem o célculo 24 x 130 = 3120, obtiveram um resultado superior
ao numero desejado e conseguiram perceber que tinham que utilizar nidmeros
menores, experimentando seguidamente o célculo 24 x 125 = 3000, onde obtém
novamente um resultado abaixo do numero pretendido. Conseguiram desta
forma estabelecer um valor “minimo” e “maximo” para o numero pretendido (130
< X < 125). Continuaram o seu procedimento de tentativa e erro agora com o
calculo 24X127 e seguidamente com 24X128. Por sugestdo do Ricardo, este

calculo é realizado mentalmente, como podemos verificar no didlogo seguinte.

Ricardo (R)- Agora mais, 128.

Andreia (A) - 128.

R- Mas nao é preciso fazer dessa..., ndo é preciso fazer para baixo.
A- Porqué?

R- Porque é so preciso fazer 3048 +24. Vai dar, acho eu. Sim, vai dar.
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A- Vai dar 3072.
R- Entdo ali é 128.

Através do calculo 3048 + 24 = 3072, os alunos conseguem verificar que
128 é o numero que procuravam. Completam a representacao vertical da divisdo
com o quociente encontrado (128). Seguidamente releem o enunciado do
problema e elaboram uma resposta correta de acordo com a situacdo do
problema.

Na apresentacao da resolucéo aos seus colegas, comegcam a exposicao
da sua estratégia pela apresentacdo do primeiro calculo sem fazerem uma
ligacdo a situacdo do problema, sendo por isso interpelados por mim no sentido
de evidenciar a necessidade de estabelecer esta ligacdo, como podemos

seguidamente verificar.

Andreia (A) — Primeiro nos fizemos 24 x 100 para saber quanto é que falta
para chegar a 3072.

Investigadora (I) — Mas fizeram 24 x100 porqué?

Ricardo (R) - Para ja estar mais perto do... (aponta para o 3072)

I- Mas o que é que vocés precisavam de saber?

R- Quantas embalagens é que eles utilizaram no més de novembro.

I- E 0 que é que vocés ja sabiam sobre isso?

R — Que cada embalagem trazia 24 pacotes, 24 pacotes de leite.

|- Cada embalagem trazia 24 pacotes de leite e ...

A — E no més de novembro os alunos beberam 3072 pacotes de leite.

A medida que os alunos v&o respondendo as questdes colocadas por
mim, vao recentrando a sua explicacao na situacao do problema e comecando
a estabelecer uma ligacdo entre o calculo feito, a situacdo do problema e os

numeros envolvidos na mesma.

Investigadora (I) - Entdo porque € que apareceu ai 0 247? (referindo-se ao
calculo apresentado pelos alunos)

Andreia (A) — Ah... foi as embalagens que, o numero de embalagens que
eram 24.
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| — O numero de pacotes em cada embalagem, néao é?

A — E fizemos o numero 100 para ver quanto € que faltava para 372...
|- Para trés...

A e Ricardo (R) — 3072.

Os alunos continuaram a explicagdo dos restantes calculos que
realizaram para chegar a resposta e no final, questionei-os sobre o primeiro

calculo realizado.

Investigadora (I) — Entdo e porque € que vocés comegaram pelo 1007?
Ricardo (R) - Porque 24 x100 dava 2400, para saber um numero mais
perto de 3072.

| — Foi um numero que voceés... € um calculo que vocés se lembraram que
seria mais préximo.

Vitor (V) — E um numero facil e é proximo do resultado. (responde um
colega de turma)

| — Sim, ja é da ordem dos milhares, nao é?

Coloquei estas questdes na tentativa de fazer perceber aos alunos quais
0s aspetos que devem ser valorizados e referidos na explicacdo das suas
estratégias, nomeadamente uma explicitacao inicial da ligacdo entre os célculos
realizados, a estratégia desenvolvida e a situacdo do problema e uma explicacdo
das opcdes tomadas e das ideias desenvolvidas.

Verifica-se que na apresentacdo dos alunos ndo foi feita nenhuma
mencao a operacgdo de divisdo e que o primeiro calculo que foi registado pelos
alunos (3072:24) nao foi apresentado, 0 que originou uma questao colocada por

mim.

Investigadora — Olhem, e este calculo aqui? (aponto para o algoritmo da
diviséo registado no quadro)
Andreia - Foi da divisdo... depois pusemos o0 numero para ver quanto &

que dava.
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A resposta dada néo corresponde ao real papel que este calculo teve na
estratégia dos alunos visto que na realidade € a partir do célculo 3072:24 que 0s
alunos desenvolvem a sua estratégia. E provavel que a ligag&o entre este calculo
e 0s restantes calculos realizados se tenha tornado inexistente para os alunos
visto que todos os célculos que realizaram nao tiveram mais nenhuma ligacédo a
representacéo vertical da divisdo a ndo ser no final, quando o quociente ja estava
encontrado, dai considerarem que estavam a fazer uma confirmacdo do
resultado.

ApoOs a apresentacdo das estratégias de resolucdo deste problema dos
dois pares do estudo de caso, verifiquei ser importante realizar uma reflexao final
de comparacéo das mesmas visto que uma delas se mostrava mais sofisticada

do que a outra.

Investigadora (l) — (...) ha aqui diferencas entre a resolugédo do Ricardo e
da Andreia e a resolucéo da Angela e do Salvador, quais s&o as diferengas
que existem entre a resolugdo do Ricardo e da Andreia e da Angela e do
Salvador?

Angela (A) — A deles foi 0 nimero inteiro.

| — Foi o numero inteiro aonde?

A - Eles fizeram logo o 3072 a dividir pelo 24 e nds fizemos pelas
centenas...dezenas.

|- Exatamente, vocés n&o trabalharam logo com o numero inteiro,
trabalharam s6 com uma parte do numero (...)

Salvador (S) — Eles fizeram isto aqui, isto mais isto (apontando para 307

e para o 2 do dividendo).

Os alunos do outro caso conseguiram identificar uma diferenca importante
nos calculos desenvolvidos pelos dois pares. Continuei a discussao tentando

gue os alunos explicitassem razdes relacionadas com a diferenca identificada.

Investigadora (1) — Pronto, eles foram logo ver o 24 quantas vezes cabia
no 3072 e vocés comegaram por ver so ... continua...
Salvador (S) — No 307 porque achamos que era mais facil, mais simples.

| — Porqué? Porque € que era mais simples?
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S- Porque tinha menos numeros.
Angela (A) - Porque o nimero era muito grande.
I- Porque o numero é mais pequeno, portanto facilita os calculos que se

tém que fazer.

Os alunos do primeiro par conseguem explicar por que razao tinham
realizado os calculos de uma forma diferente de Andreia e Ricardo e conseguem
demonstrar aos outros colegas que a sua estratégia de resolucdo pode ser mais
rapida e mais simples, por envolver calculos com nimeros de menor grandeza,

0 gque a torna mais sofisticada.

Tarefa 2

Os alunos associaram logo inicialmente a situacdo do problema a
operacédo de divisdo. Comecaram por registar o calculo 1122:187 e iniciaram a
sua resolucéao através do algoritmo da divisdo, como se pode observar na Figura
38 e na Figura 39. Como trabalharam com o dividendo e o divisor por inteiro,
repetiu-se a situacdo do problema anterior, acabando por a multiplicacdo
associada a estimativa e tentativa e erro ser a verdadeira estratégia de
resolucao, transformando o registo vertical do algoritmo da divisdo numa mera

representacao da situacao.
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Figura 38. Registo da Andreia da resolucao Figura 39. Registo do Ricardo da resolucdo
da tarefa 2 da tarefa 2

Os alunos iniciaram a estratégia de calculo do quociente tentando
encontrar o numero que multiplicado pelo divisor (187) desse como resultado o

dividendo (1122). O primeiro célculo (187x10) foi realizado mentalmente e nédo
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foi registado. Este calculo evidencia alguma falta de reflexdo que resulta numa
fraca estimativa dado que o seu resultado fica ainda distante do numero
pretendido. No entanto, serviu para os alunos estabelecerem um limite maximo
para 0 nUmero procurado e para perceberem que terdo que experimentar a
multiplicacdo por numeros menores. Usando um algoritmo, calculam
seguidamente 187x7 e depois 187x5 onde ja obtém um resultado menor do que
pretendido. Por fim calculam 187x6 e obtém o numero pretendido (1122).
Completam a representacdo vertical da divisdo com o quociente
encontrado (6) e elaboram uma resposta de acordo com a situagéo do problema.
Na apresentacdo da estratégia a turma, ao contrario do que havia
acontecido na apresentacdo do problema da tarefa 1, Ricardo evidencia
preocupacdo em relacionar os célculos realizados e a estratégia desenvolvida
com a situacdo do problema e demonstra claramente associar a operacao de

divisdo a estratégia de resolucéo do problema, como podemos verificar.

Ricardo - Entdo o fotografo tinha tirado 1122 fotografias e eram ao todo
187 alunos. E como no problema estava a dizer que o numero de
fotografias era o mesmo para cada aluno, entdo noés fizemos 1122 a dividir
por 187 (apontando para o algoritmo registado no quadro). Depois como
se fosse vezes 10 (187 x 10) ja ia dar mais que 1122, fizemos vezes 7 que
deu 1309. Depois fizemos vezes 5 para ver se ja dava certo e deu 935. E
como 7 ndo dava, 7 era maior e cinco era menos, fizemos com o0 6 e deu
1122.

No final da apresentacao nao foram colocadas questdes.

Tarefa 3

Nesta tarefa, apos os alunos realizarem a leitura do enunciado do
problema, ha um momento de validacéo inicial partilhada da ligacdo do contexto

do problema a operacao de divisdo, como se pode verificar no seguinte dialogo.

Ricardo (R) — (L& o enunciado). Entao fazemos 240 a dividir por ... a dividir

por...
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Andreia (A) — Mas ha bué... A dividir por qué?
R- Por uma caixa, 240 lapis a dividir por uma caixa.
A- Ahn? 240 a dividir por uma caixa?

R- Sim. Podera arrumar um lapis em cada caixa.

Conseguiram também logo perceber que existem varias possibilidades de
resposta a situacéo apresentada. Ricardo consegue logo descobrir uma resposta
possivel, mas ao explica-la a Andreia, ndo apresenta a situacdo de uma forma

correta.

A- A sério?

R- N&o...sim...ndo...podera arrumar 240 lapis numa caixa e 240 a dividir
por um que é igual a 240. Uma forma.

A- OK.

Perante a duvida da Andreia, Ricardo reflete sobre a sua afirmacao e
consegue reformula-la corretamente. Os alunos continuam o diadlogo e
aparentemente seguem a ordem da sequéncia numérica para encontrarem as

respostas possiveis.

R- Agora 240 a dividir por dois.

A- 240 a dividir por 2 que é igual a 120. Outra maneira.

A — Fazemos a dividir por trés?

R- Espera ai, agora temos que p6r aqui a frente (impercetivel), e depois
temos que fazer aqui, em baixo desta 120 + 120.

A-120 + 120.

Por proposta de Ricardo, os alunos comecam a realizar a confirmacgao dos
calculos das divisbes através de outra operacdo, neste caso realizaram
mentalmente a divisdo de 240 por 2 obtendo o quociente 120, resultado que foi
depois confirmado pela adi¢cao de 120 + 120.

Os alunos continuam a sua estratégia de resolucdo e realizam
seguidamente o calculo de 240:3. Aparentemente tentam realizar este calculo

através da divisdo, mas ndo conseguem. Ricardo recorre depois ao calculo

92



mental utilizando a multiplicacéo e a tentativa e erro, como se pode observar na
interacao entre os alunos.

Ricardo (R) -Vamos preencher este papel de maneiras. 240 a dividir por

3.

Andreia (A)- Que é igual a?

R- Vamos fazer as contas.

A- Primeiro 0 a dividir por 3 da 0.

R — Espera...

A- Depois 4 a dividir por 3 da ...

R- Mais vale fazer 3 vezes... entdo... 3 vezes 7 éigual a 21, ndo € vezes...

A- Acho que nao existe.

R- Existe, existe, eu sei qual é!

A- SO se der virgula tais.

R- E 8, é 8 que da 24. Estas a espera de qué, faz! Pées 0, que ndo da

zero e da 80.

Como se pode verificar na Figura 40 e na Figura 41, os alunos registam
este calculo num algoritmo e realizam depois a confirmacdo do resultado com
uma adicao (80 + 80 + 80).
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Figura 40. Registo da Andreia da resolu¢édo Figura 41. Registo do Ricardo da resolucao
da tarefa 3 da tarefa 3
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Os alunos continuam a procura de possiveis respostas, respeitando o
critério inicial da sequéncia numérica. Realizam através de um algoritmo a
divisdo de 240 por 4, de onde obtém o quociente 60. Para confirmarem este
resultado acabam por trocar a estratégia da adicdo pela multiplicacado
provavelmente porque o calculo ja envolve mais parcelas e torna-se mais
trabalhoso. Ricardo consegue realiza-lo através de uma estratégia de calculo

mental, como podemos verificar.

Andreia (A)- Agora vamos ver se 60 mais 60...
Ricardo (R) - Faz vezes 4.

A- Ok.

R- 60 x 4 igual a 240

A — N&o sabes!

R — E porque 60 + 60 da 120.

Continuando a sua estratégia descobrem também que 0 5 e 0 6 sdo duas

respostas possiveis. Experimentam depois 0 7 e comegam a surgir dividas.

Andreia (A)- Agora 240 a dividir por 7.

Ricardo (R) - Acho que n&o vai dar certo.

(...)

R-Isto ndo vai dar todas, ndo cabe todas assim.
A —Vezes 7 ndo da 24.

Os alunos verificaram que ndo conseguiam realizar o calculo 240:7 por
nao existir nenhum namero (inteiro) que multiplicado por 7 desse como resultado
24 (e por consequéncia também 240). Neste momento os alunos apercebem-se
de uma ideia que supostamente deveria estar presente nos seus raciocinios
desde o inicio da resolucdo do problema visto ja terem trabalhado na sala de
aula o conceito de divisor, nomeadamente a ideia de que h& nameros inteiros
gue nao dividem o 240. Curiosamente, ndo aceitam que o0 7 hdo possa ser uma
solucdo e resolvem ignorar um dos critérios designados no enunciado do

problema de que todas as caixas devem ter 0 mesmo numero de lapis.
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Ricardo (R) - Pois ndo, mas da 21. Nao da certo. 30, nao da certo.
Andreia (A) — E depois, 28.

R - 28 é menos 4, da 34 para 28. Ai ndo, da. Ai ndo sobra 2, aqui sobra
2. Esta caixa, e ha uma caixa que fica com dois. Faz assim uma seta e a
dizer ultima caixa, no 2.

(...)

A- Ah!l Nao... Nés aqui no sete, espera ai, aqui no sete, aqui falta uma
caixa por isso temos que adicionar 34 + 1. Da 35.

R- Nao, isto &, isto € uma caixa.

A- Mais uma caixal

Desta forma, os alunos resolvem considerar que 7 pode ser uma resposta,
mas nado se sentem agora muito seguros com a sua estratégia e comegcam a

conversar com outros grupos.

Andreia (A) - Agora é 240 a dividir por ... bolas, isto ndo vai acabar nada...
(conversas laterais)

Vitor (V) - Vocés estao a fazer calculos, ndo da, nem todas dao.

Ricardo - O sete ndo da.

Paulo - Nem todas déo.

V- Nao podem dizer!

Ricardo demonstra estar muito confuso relativamente a resolucdo do
problema e em conversa com 0s colegas, faz algumas afirmacdes que nao leva

em consideragdo na sua propria estratégia.

(Aparentemente mostram a folha um ao outro)

(...)

Ricardo (R)- E como é que vocés sabem que isso tudo da 2407 N&éo da
tudo! Sabes que nao da tudo 2407?

Catarina (C) - Nao pensamos nisso...

R- Vocés puseram 240 a dividir por 7? Que deu 240... quer dizer, que deu
o resultado certo?

Diogo (D) - Até agora todas deram.
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R-Nao, n&o deram, o 7 ndo da, o 9 n&o da.

D- Nés néo pusemos nem o 9. Nés pusemos...

R- Mas tém de pdr todas, as possiveis,...daqui a um ano...
D-A sobrar? Até a sobrar?

R- Ia.

D- Vocés puseram todas...

R- (interrompe o colega) O que sobra € uma caixa.

Os alunos continuam a estratégia e consideram como resposta possivel,
0 8 e 0 9. Andreia e Ricardo come¢cam a considerar a estratégia muito trabalhosa,

como podemos verificar no seguinte dialogo.

Andreia (A) — (...) Vamos so fazer até ao 10 ndo vamos?

Ricardo (R) - Nao, até ao 240.

(conversas laterais)

R- Isto é esquisito...100, 101, 102, 103,104,105,106... isto nao vai dar

tempo para a resposta.

Depois de vérias trocas de ideias com colegas dos outros pares, onde
afirmam sempre que a estratégia correta é experimentar os calculos com todos

0S humeros até ao 240, um dos colegas de outro grupo resolve questionar-me.

Ricardo (R) - Séao 240.

Diogo (D) - Ahn?

R- Sdo 240 maneiras.

Andreia (A) - |a. Tens de fazer 240 maneiras.

D- E 240 maneiras??? Pode dar um nimero com sobra? (dirigindo-se a
mim)

Investigadora — Eu n&o vou responder a essa pergunta, vocés tém de

fazer como acham que é.

Visto que nem com 0s colegas nem comigo conseguiram esclarecer as

suas duvidas e também por acharem muito fastidioso o trabalho de realizar
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calculos com todos os numeros até 240, passam para a elaboracdo de uma

resposta.

Ricardo (R) -A professora podera arrumar os lapis...
Andreia (A) - Em...

R-Nao.

A- Sim, em nao sei quantas caixas.

R- Nao, de 240 maneiras.

A- Ah! De 240 maneiras. Ja esta. Acabamos professora.

Os alunos continuam a conversar com 0S outros pares e numa destas
conversas, 0 Ricardo toma consciéncia de que ndo pode aceitar todos 0s
nameros como resposta, sé aqueles que permitirem dividir os 240 lapis por

caixas com 0 mesmo numero de lapis.

Vitor (V) - Sabes que ha mais de 20.

Ricardo (R)- O maximo é 240.

V- Ahn?

R- Entdo o resto € mais uma caixa.

V- (resposta impercetivel)

R- (ap6s a conversa com V) Tem de ter a mesma quantidade em todas.
Andreia (A)- Ahn?

R- Tem de ter a mesma quantidade em todas, porque é que eu apaguei
esta conta.

A-A sério? Nao pode restar resto nenhum?

Os alunos alteraram a sua resposta, passando a considerar unicamente
0S numeros que atraves dos calculos tinham verificado dividir o 240 sem obter
resto. Das 20 respostas possiveis, 0s alunos conseguiram descobrir 9.

Na apresentacado a turma da sua estratégia, os alunos ndo fazem mencgéo
as dificuldades que sentiram durante a realizacdo do problema nem as

alteracdes que fizeram, como se pode seguidamente verificar.
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Ricardo (R) - N6s primeiro fizemos 240 a dividir por 1 que deu 240. Depois
fizemos 240 a dividir por 2 que dava 120. Para verificarmos fizemos 120
+120 que dava 240. Este 1 (aponta para um n° 1 registado sobre o n° 120)
sdo as caixas, que € 120 lapis numa caixa, aqui. Depois fizemos 240 a
dividir por 3 para ver se dava e deu 80. Pusemos 80 + 80 + 80 e deu 240
que é 80 em cada caixa. Depois fizemos 240 a dividir por 4 que deu 60.
Depois 60 x 4 que dava 240. E 60 eram os lapis que haviam numa caixa.
Depois fomos continuando a fazer por ordem e fizemos 240 a dividir por
5 que deu 48. Fizemos para verificar, fizemos 48 x 5 que deu 240. Desta
maneira também dava. Depois fizemos 240 a dividir por 6 que deu 40.
Para verificar se estava certo fizemos 40 vezes 6 que deu 240.

Andreia (A) - N6s pensamos se 240 a dividir por 7 se dava numero certo,
mas nao deu porque deu 34 mas deu resto 2. Depois fizemos 240 a dividir
por 8 que deu 30, e para verificar se a conta estava certa fizemos 30 vezes
8 igual a 240. Depois pensamos também que o 240 a dividir por 9 também
dava, mas sobrou 6 por isso ja ndo deu. Depois pensamos no 240 a dividir
por 10 e deu-nos 24, que era como Obvio, e depois fizemos 240 a dividir
por 240 que deu 1.

R- E fizemos assim porque estavamos a fazer por ordem.

Dado que, no momento da realizacdo desta discussdo ndo conhecia as
dificuldades que os alunos tinham tido durante a resolucdo da tarefa, e depois
de ja ter sido discutida na apresentacdo da mesma tarefa pela Angela e o
Salvador a questado da utilizacdo dos conhecimentos sobre a multiplicacdo como
operacdo inversa da divisdo no desenvolvimento de uma estratégia mais
sofisticada de resolucao (pp. 69-71) achei que era interessante que os alunos
comparassem esta estratégia de resolugcdo com a dos colegas do outro par do
estudo de caso e coloquei esta questdo para a turma. Houve uma discussao
coletiva na qual se chegaram a algumas conclusfes, nomeadamente de que
Andreia e Ricardo haviam seguido uma ordem na realizacdo dos seus célculos
comecgando a dividir o 240 por 1 e a sua intencdo era dividirem por todos os
nameros até 240 enquanto que a Angela e o Salvador s6 utilizaram para a
divisdo do 240 os numeros que, por uma razdo gue nao conseguiram explicar,

acharam que o dividiam. Os alunos acharam que a estratégia da Andreia e
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Ricardo levaria muito tempo a completar, mas que seria aquela que daria mais

garantias de se descobrirem todas as solu¢des possiveis.

Tarefa 4

Relativamente a tarefa 4, os alunos identificaram a situacéo do primeiro
problema (4.1) desta tarefa como uma situacdo de divisdo e utilizaram um
algoritmo para a sua resolu¢cdo como podemos observar na Figura 42 e na Figura
43.

4.10 prédio da Ana tem 12 andares e 192 janelas. Quantas janelas hé em cada 4.1 0 prédio da Ana tem 12 andares & 192 janelas. Quantas janelas ha em cada
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Figura 42. Registo da Andreia da resolucéo Figura 43. Registo do Ricardo da resolucéo
do problema 4.1. do problema 4.1.

Para a realizagcao do algoritmo usaram a decomposicéo pelas dezenas do
dividendo e trabalharam com o divisor por inteiro. Ricardo inicia sozinho o
procedimento, conseguindo realizar todos os calculos intermédios através do
calculo mental como podemos verificar no registo seguinte das interacées entre

os alunos.

Andreia (A) - Va, vamos comegcar a fazer.

Ricardo (R) - 192 a dividir por 12. ... para19da 1... evai 7, sobram 7... 7
para o 12... 12 vezes 2 da 24, 24 vezes 2 da 48, 48 mais 12 da 60, 60
mais 12 da 72, é vezes 6 ... vezes 6.

A- Ja estas aonde?

R- Em cada andar ...
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Os calculos intermédios de subtracdo foram registados no proprio
algoritmo. Os alunos chegaram ao resultado correto e elaboraram uma resposta
de acordo com a situagao do problema.

A situacdo do segundo problema desta tarefa é inicialmente mal

interpretada pelos alunos, como podemos verificar no seguinte dialogo.

R- Ok. (comecga a ler o enunciado da segunda parte da tarefa) O prédio
da Isabel tem 192 janelas, 12 em cada andar. Quantos andares tem o
prédio?

A — Entdo agora € 12 a dividir por 192.

R- 12 a dividir por 192.

Verifica-se que os alunos perceberam que ha uma situacéo que se inverte
do problema 4.1. para o problema 4.2., mas ndo conseguem interpretar
corretamente essa inversao visto que ela ndo se repercute nos célculos, mas sim
na resposta.

Porque os alunos ja tinham estado a trabalhar na sala de aula a divisao
de nimeros mais pequenos por maiores no contexto do calculo de dizimas, o
facto de terem de dividir 12 por 192 aparentemente nao lhes causou nenhum

constrangimento, como podemos verificar no seguinte dialogo.

Ricardo (R) - Agora transforma o 12 em 1200.
Andreia (A) - Nao ponhas 1200!

R- Tem de ser.

A- Ah, ia.

Este facto revela pouca reflexao por parte dos alunos sobre o calculo que
estdo a efetuar e sobre o resultado que vao obter desse calculo relativamente a
situacdo apresentada no problema, visto que este célculo aplicado & mesma
traduz-se numa situacao inverosimil.

Para efetuar o caélculo, os alunos realizaram um procedimento ja
trabalhado de acrescentar casas decimais ao dividendo, transformando-o em
1200 : 192, acertando depois as casas decimais no quociente e resto.
Descobriram, através de tentativa e erro, o niumero que multiplicado por 192 dava
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o resultado mais aproximado de 1200. Revelaram alguma capacidade de
estimativa pois apos experimentarem o 8, descobriram o0 niUmero procurado, o 6.
Visto que a divisdo efetuada da resto, os alunos acrescentam mais uma casa
decimal tentando efetuar um calculo onde néo obtivessem resto. Usando o
mesmo procedimento anterior de tentativa e erro, prosseguem a divisdo, mas
continuam a obter resto. No final, fazem um acerto incorreto das casas decimais
considerando que obtém como quociente 62, como podemos verificar no

seguinte dialogo.

Ricardo (R) - D& 62 o resultado.

(impercetivel)

R- Como é que se faz agora?

Andreia (A)- Entao, agora tens de fazer estas casas decimais menos estas
que da 3.

R- Entao, 62.

A- Sim!

R- Nao!

A- Sim, estas menos estas.

Novamente os alunos demonstram falta de reflexdo sobre os calculos
efetuados e o resultado obtido, na medida em que ndo se apercebem de que
deveriam ter obtido um nimero menor do que a unidade

Seguidamente os alunos elaboraram a resposta ao problema onde, por
sugestdo do Ricardo, é acrescentado mais um andar ao quociente obtido que
representa o resto da divisao.

Nesta tarefa, apds a resolucdo dos 2 problemas, foi pedido aos alunos
que tentassem relacionar duas grelhas dadas, que pretendiam representar
modelos retangulares, com a situagdo de cada problema. Em pouco tempo
Ricardo e também Andreia conseguiram verificar a ligacdo, como podemos

verificar pelo didlogo entre os alunos.

Ricardo (R)- Isto é o prédio, isto € o prédio! Eu ja sabia, vé-se logo.
(os alunos aparentam fazer contagens nas grelhas)
Andreia (A) - Eu estou a fazer o calculo...16...Da 192, isto tem 192!
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R- 192 qué?
A-Quadradinhos.
(...)

A- Sa0 192 janelas, por isso € tudo janelas aqui. Ha quantos andares? 12.

Os alunos representaram com facilidade a situacéo do problema 4.1. que

podemos observar na Figura 44, em que os alunos realizam em cada coluna

uma contabilizacdo dos 12 andares, de cima para baixo, como num prédio e na

primeira linha em cima sao contabilizadas as 16 janelas de um andar.
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Figura 44. Registo no modelo retangular relativo ao problema 4.1

Ja a representacdo do problema 4.2. através do modelo retangular faz

surgir algumas questdes que foram discutidas.
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A- Sao0 192 janelas, porisso é tudo janelas aqui. Ha quantos andares? 12.
A- Nos fizemos o qué? Fizemos as janelas a dividir pelos andares. Temos
de fazer os andares a dividir pelas janelas. E por isso que é assim!

R-Nao, nao é, porque isto € um prédio, isto sdo 12 andares. Isto € um

andar! Entdo € um andar.

A- Nao, nao €, porque aqui estao 12 e aqui estdo 16.



R- Entdo, por isso mesmo, por isso mesmo, cada andar... por isso

mesmo, 12, ha 12. Entdo este aqui no6s temos de colar (impercetivel),
deixa ver, 12 em cada andar.

Os alunos realizam uma representacéo correta da situacdo do problema
5.2. no modelo retangular como podemos verificar na Figura 45.
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Figura 45. Registo no modelo retangular relativo ao problema 4.2

Os alunos apercebem-se que nao tinham interpretado de forma correta a

situacdo do problema e riscam os calculos que realizaram, como podemos
verificar na Figura 46 e na Figura 47.

4.2 O prédio da Isabel tem 192 janelas, 12 em cada andar. ann’ms andares tem

4.2 O prédio da Isabel tem 192 janelas, 12 em cada andar. Quantos andares tem
o prédio?
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Figura 46. Registo da Andreia da resolucéo

Figura 47. Registo do Ricardo da resolucéo
do problema 4.2

do problema 4.2

Apoiando-se no modelo retangular onde tinham realizado a representacéo
correta da situacdo do problema 4.2. e onde verificaram que a resposta correta

eram 16 andares, os alunos comegam a desenvolver uma nova estratégia. Por

sugestdo do Ricardo, utilizaram a multiplicacdo para desenvolver um

procedimento de construcdo do dividendo (192) a partir do divisor, que vao
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desenvolver utilizando o calculo mental. Multiplicam o divisor primeiro por 10,
depois por 4 e por 2 e adicionam os trés produtos obtidos verificando que ja
obtiveram o ndmero pretendido (192). Realizam depois a adicdo de 10 +4 + 2 =
16, que representa a contabilizacdo paralela necesséaria dos andares.

Embora ndo se possa considerar esta estratégia como de resolucédo do
problema, visto que os alunos ja conheciam antecipadamente o resultado, € uma
estratégia valida para a sua resolugao.

Mais uma vez, na apresentacao das estratégias de resolucdo a turma, os
alunos nao fizeram nenhuma mencao as dificuldades sentidas na resolucao do
problema 4.2 e ao papel que o modelo retangular teve na elaboragdo da
estratégia apresentada como de resolucao deste problema.

Como no momento da apresentacdo ndo me havia apercebido destes
factos, a que tive acesso através das gravacdes audio e video, a discussao
realizada focou-se sobre o modo como os alunos haviam representado as
situagcdes dos problemas nos modelos retangulares, indo no seguimento do
didlogo ja apresentado no caso anterior na (pp. 65-66), onde o colega Vitor
explicou a representacéo realizada nos modelos retangulares das situacfes dos

dois problemas que podemos observar na Figura 48.
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Figura 48. Registos nos modelos retangulares do Vitor relativos aos problemas 4.1. e 4.2.

A discussdo com os alunos prosseguiu com a comparagao entre os
registos do Vitor e os registos realizados pela Andreia e Ricardo no sentido de

verificarem quais deles representavam melhor as situacées dos problemas.
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Figura 49. Registos nos modelos retangulares da Andreia e Ricardo relativos aos problemas
41.e4.2.

Dado tratarem-se de situacdes que envolvem andares e janelas, e tendo
em conta a disposi¢do dos mesmos num prédio, 0s alunos consideraram que 0s
modelos da Andreia e Ricardo, por representarem 0s andares em coluna e as

janelas em linha, apresentavam melhor as situacfes dos problemas.

Tarefa 5

A tarefa 5, tal como ja explicado no capitulo da metodologia surge no
seguimento da tarefa 4. Apdés os alunos realizarem a leitura do enunciado do
problema ha um momento de validacé&o inicial partilhada da ligacdo do contexto

do problema a operacao de divisdo, como se pode verificar no seguinte didlogo,
depois de lerem o enunciado.

Ricardo - 208 a dividir por 13. Entdo fazemos primeiro para o vinte que é
0...

Andreia — Sim.

Utilizaram um algoritmo para a sua resolucdo semelhante ao utilizado na

resolucao do problema 4.1., como se pode verificar na Figura 50 e na Figura 51.
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Figura 50. Registo da Andreia da resolucéo Figura 51. Registo do Ricardo da resolucéo
do problema 5.1. do problema 5.1.

Como anteriormente, na resolucdo do algoritmo utlizaram a
decomposicdo pelas dezenas do dividendo e trabalharam com o divisor por
inteiro. Os calculos intermédios de subtracdo sao explicitados no proprio
algoritmo e é também realizada a parte uma multiplicacdo para o calculo de um
namero a colocar no quociente, onde mais uma vez o aluno Ricardo revela uma
boa capacidade de céalculo mental e de estimativa conseguindo logo perceber
gue o numero que deve multiplicar por 13 para obter 78 € o 6, como comprova o

seguinte dialogo.

Andreia (A) - Setenta e oito.
Ricardo (R) - Entdo, 13 vezes 6. E, eu néo sei se isto esta certo.
A- Sim, eu sei.

R- Olha, da mesmo, deu mesmo! Ha 16 prateleiras.

Desta forma, os alunos chegaram ao resultado correto e elaboraram uma
resposta de acordo com a situagéo do problema.

No inicio da realizacdo do segundo problema desta tarefa, os alunos
evidenciam relacionar esta situacdo com a situagcdo do problema 4.2., no
entanto, ndo demonstram ter verificado qualquer ligagéao entre a situacéo deste
problema (5.2.) e a situagdo do problema anterior (5.1.), como se verifica no

dialogo seguinte.
(Comecam a ler o enunciado da segunda parte da tarefa)

Ricardo (R) - Entéo, fazemos como no outro dia 16 vezes 10 é igual a 160.

Andreia (A) - 16 vezes quanto?
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R- 16 vezes 4.

Os alunos utilizaram o mesmo tipo de estratégia de resolucdo para este
problema que tinham ja desenvolvido no problema 4.1., homeadamente um
procedimento de construcéo do dividendo, como podemos verificar na Figura 52

e na Figura 53.

5.2 Existe outra maquina que também leva 208 garrafas de sumo no total. Sabendo que tem 5.2 Exise outra miquina que também leva 208 garafas de sumo no tota,Sabendo que tem
16 prateleiras, quantas garrafas estdo arrumadas em cada prateleira? 16 prateleiras, quantas garrafas estdo arrumadas em cada prateleira?
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Figura 52. Registo da Andreia da resolucédo Figura 53. Registo do Ricardo da resolucéo
do problema 5.2. do problema 5.2.

Confirma-se pela leitura do dialogo anterior que a intencéo do Ricardo era
desenvolver o procedimento de calculo multiplicando o divisor (16) em primeiro
lugar por 10 e depois por 4. Como podemos verificar no dialogo que se segue,

ha uma alteracao nesta intencao.

Andreia (A) - 16 vezes 4?

Ricardo (R) - Nao, 16 vezes... 16 vezes 2. E igual a 32. Agora junta. 192.
Agora pomos aqui mais...

A- 16.

R- Espera, agora pomos 192 mais 16 é igual a 208.

Possivelmente por ter verificado mentalmente que o produto de 16 x 4
somado com 16 x 10 iria ultrapassar o numero pretendido, o Ricardo altera o
calculo 16 x 10 + 16 x 2 = 192, e somando 16, consegue atingir o total de 208.
Realiza depois a adi¢cdo de 10 + 2 + 1=13, representando o numero de vezes
que usaram o divisor para “construir’ o dividendo, obtendo assim a resposta final.

Elaboraram depois uma resposta correta de acordo com a situag¢ao do problema.
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As estratégias de resolucdo destes dois problemas correspondem
exatamente as estratégias utilizadas para a resolucao dos problemas da tarefa
4 que embora tenham conduzido os alunos a respostas corretas, evidenciam
falta de capacidade de reflexdo que leva ao desenvolvimento de uma estratégia
pouco sofisticada e a realizacédo de trabalho desnecessario.

No momento de apresentacéo a turma, os alunos foram confrontados com
a intervencdo de um colega que chama a atencado para o facto de existir uma
ligacdo entre as duas situacfes que podia ter sido aproveitada para facilitar os
calculos e que ja foi apresentada no estudo de caso anterior nas paginas 69, 70
e7l.

Tarefa 6

Relativamente ao prolema da tarefa 6, os alunos identificaram logo a
partida a situacdo como de diviséo, realizando o calculo da resposta atraves de
um algoritmo ja anteriormente utilizado, decompondo o dividendo pelas dezenas

e utilizando o divisor por inteiro, como se verifica na Figura 54 e na Figura 55.

Na festa de final de ano de uma escola vio estar presentes 258 pessoas.

Na festa de final de ano de uma escola vao estar presentes 258 pessoas.
Sabendo que as bebidas vao ser senidas em jarros que d#o para encher 12
copos, quantos jarros terdo de ser preparados para que cada convidado beba

Sabendo que as bebidas vio ser servidas em jarros que d#o para encher 12
copos, quantos jarros terao de ser preparados para que cada convidado beba
pelo menos um copo?
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Figura 54. Registo da Andreia da resolucéo
do problema 6

Figura 55. Registo do Ricardo da resolucéo
do problema 6

Devido a facilidade proporcionada pela grandeza dos nimeros envolvidos
nos calculos realizados, os alunos conseguiram desenvolver o procedimento
sem necessidade de recorrer a estimativa e tentativa e erro.

Elaboraram uma resposta que demonstra que tomaram em consideragao
0 resto obtido na divisdo embora ndo tenham conseguido atribuir-lhe um
significado correto tendo em conta a situacéo do problema. A resposta evidencia

um raciocinio incompleto.
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A estratégia de resolucdo € depois apresentada a turma da seguinte
forma.

Andreia (A) - NOs fizemos 258 a dividir por 12. Primeiro dividimos o 25

para ser mais facil (impercetivel). E depois o 6 eram 0s copos que

sobravam. Depois vimos que terdo de ser preparados 21 jarros, mas

sobram 6 copos.

Na exposicdo que a aluna fez da estratégia, explicou os céalculos sem
fazer referéncia a situacédo do problema, mas justifica a escolha da forma como
desenvolveram os célculos do algoritmo, reconhecendo que tentaram torna-los
mais faceis. Apds a apresentacdo da resposta, tentei que os alunos me

explicassem o raciocinio que tinha dado origem a resposta.

Investigadora (l) - E o que é o “sobram 6 copos”, o que é que tu queres
dizer com isso?

Andreia (A) - Nao conseguiu alcancar os 12 para encher um jarro, € isso.
| - Mas esses copos sobram como? Ficam a mais, é isso?

A- Sim, porque assim ndo dao para todas as pessoas, ha umas pessoas
gue bebem mais do que as outras.

As respostas da Andreia demonstram que ela estd a atribuir um
significado incorreto ao resto. Tentei leva-la a refletir novamente sobre o

significado dos 6 copos no resto, fazendo-a reler a pergunta do problema.

Investigadora (1) — Entdo, mas qual é a pergunta do problema, relembra-
me la A.?

A- (A aluna relé a pergunta do problema) Quantos jarros terdo de ser
preparados para que cada convidado beba um copo?

| — Entdo esses 6 copos sobram, mas sobram cheios?

A- Sim.

|- Esses 6 copos sobram cheios.

A- E como € pelo menos um copo por cada pessoa, ndo podiamos por

mais dois copos.
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I- Quem é que quer fazer comentarios? Vitor, tu ja tinhas dito que querias

dizer alguma coisa.

Visto que a aluna ndo conseguiu perceber o seu erro, pedi aos outros

colegas que interviessem na discussao com as suas ideias.

Vitor (V) - Esse 6 que tu dizes que sdo copos, sao pessoas, porque o 258
nao s8o copos, Sao pessoas, portanto € isso, em vez de sobrarem copos,
sobram pessoas e ndo podem sobrar, porque diz que cada pessoa tem
gue beber pelo menos um copo.

Andreia - Entdo, mas nao sdo pessoas, sd0 copos que sobram porque
sendo vao dar 2 copos para cada pessoa.

V- N&o porque o 258 sdo pessoas e se tu vais tirando, vais tirando,

sobram-te 6, ndo vao passar a ser copos.

A resposta da aluna evidencia que manteve 0 seu raciocinio e por isso
pedi a um colega de um outro par que tinha conseguido elaborar de forma correta
a resposta que registasse a sua estratégia de resolucdo e resposta no quadro e

gue as explicasse.

Investigadora (I) - Entdo explica la como é que tu pensaste?

Gustavo (G) - Eu pensei (impercetivel) e depois pensei 21 eram 0s jarros
e depois faltavam 6 pessoas. Mas todas as pessoas tinham que beber o
mesmo, ai..., tinham que beber todas um copo.

I- Pelo menos um copo...

G- Sim, pelo menos um copo. Entdo ao 21 fui acrescentar mais um, que
eram as 6 pessoas, mais um jarro, mais 6 pessoas e deu 22. No total
sobram copos, mas isso ndo interessa, 0 que interessa é que todas ficam

com ... (...) bebam um copo.

Visto que o Gustavo menciona na sua explicacdo que sobram copos,
embora com um sentido diferente do que originou a resposta da Andreia e
Ricardo, coloquei esta questdo ao aluno para que ficassem esclarecidas as

diferencas entre as duas afirmacgoes.
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Investigadora (I) - Quando tu dizes que te sobram copos dizes nesses 22

jarros que tu disseste que tém de ser preparados, ai é que ainda vao

sobrar alguns copos que nao vao ser bebidos, ndo €? Tu concordas com

a Andreia quando ela diz ali que aqueles 6 copos séo copos que sobram?

Gustavo (G) - Nao.

I-Porqué?

G-Porque séo ... 6 sdo as pessoas que sobram porque estamos a fazer

258 pessoas a dividir por 12 copos, 0 que sobra sdo as pessoas.

|- Sdo as pessoas que ficaram...

G-Sem copos.

O desenvolvimento deste dialogo foi uma nova oportunidade para Andreia
e Ricardo observarem o raciocinio de outros colegas que tinham conseguido
interpretar de forma valida o resto da divisdo de acordo com a situacdo do

problema e que por isso chegaram a uma resposta correta.

Tarefa 7

Relativamente ao problema da tarefa 7, os alunos identificaram logo a
partida a situacdo como de divisdo. Realizaram o registo vertical do algoritmo da
divisdo de 310 por 64 e desenvolveram o calculo utilizando o dividendo e o
divisor por inteiro. Ricardo mais uma vez evidenciou uma boa capacidade de
estimativa, iniciando o procedimento com a multiplicagdo de 64 por 5, cujo
resultado embora ultrapasse o numero pretendido (310) esta muito préximo.
Realizando a multiplicacdo de 64 por 4, conseguem encontrar o resultado mais
préximo possivel do dividendo (256). Os alunos terminam o procedimento do
algoritmo da divisdo que apresenta resto de 54 como se verifica na Figura 56 e
na Figura 57.
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Figura 56. Registo da Andreia da resolucéo Figura 57. Registo do Ricardo da resolucéo

datarefa 7 datarefa 7.

Na resposta que elaboraram, os alunos demonstram ter refletido sobre o
resto, conseguindo atribuir-lhe um significado correto na mesma, tendo em
consideracao a situacao apresentada no problema.

Na apresentacdo da estratégia a turma, mais uma vez o0s alunos

mencionam o resto, como se pode verificar.

Ricardo - Nos fizemos 310 a dividir por 64 e primeiro fomos ver 64 vezes
5 que ja dava mais do que 310, deu 320. Depois como vimos que era
maior, fomos fazer 64 vezes 4 que deu 256 e depois entéo o resultado era
4 (impercetivel) e pusemos na resposta que ele ainda ficou com 54 euros

porque 0s jogos custavam 64 euros.

Apbs a apresentacdo dos problemas da tarefa 6 e 7 pelos dois, onde
houve uma clarificacédo do papel do resto nas situacdes dos problemas destas
tarefas, achei que seria pertinente refletir com a turma as diferencas entre o

papel do resto nas duas situagoes.

Investigadora (1) - Qual é a diferencga entre o resto que deu no 1° problema,
sem ser a diferenca do nUmero em si, ja vimos que num € 6 noutro é 54,
mas para a situagdo do problema, qual é que é a diferenca entre o resto
gue deu no problema 6 e o resto que deu no problema 7? Perceberam a
pergunta que eu fiz? Para a situacdo do proprio problema qual € a
diferenca entre o resto que d& no problema 6, para o préprio problema e
depois no problema 7?
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Vitor (V) - No problema 6, todas as pessoas tinham que beber, ndo dizia
& um numero méximo de jarros que tinha de ser feito e no problema 7,
ele so6 tinha um certo dinheiro e ndo podia gastar mais do que aquele,
portanto se ja passasse, ja hao dava, so dava para 4.

Gustavo (G) - Quero dizer que a diferenca dos... € que os 6 eram as
pessoas que tinham de beber e depois, no problema 7 eram os euros que
tinham de sobrar. Quer dizer que ele podia comprar os jogos que
conseguisse, mas podia sobrar dinheiro, ndo dizia la que nao podia sobrar

dinheiro.

Embora as ideias ja apresentadas pelos alunos refletissem diferencas no
modo como o resto se relacionava com as duas situacdes, senti necessidade de
tornar ainda mais visivel 0 modo como afetava as respostas dos problemas, isto
€, Como num caso a resposta é igual ao quociente e no outro ndo. Por isso

cologuei uma nova questao.

Investigadora (I) - No problema 6, o facto de haver aqui um resto altera
depois a resposta final ou ndo?

(...) Entdo dos meninos que acham que sim, quem € que quer explicar
porque é gue o resto que deu aqui, alterou a resposta final.

Ricardo (R) - Alterou porque esse resto era um jarro entdo o resultado nao
iria ser 21(resultado do quociente), iria ser 22.

|- Esse resto significava mais um jarro.

R- E no problema 7 néo ia alterar, ndo iam ser 5 jogos.

I- Nao iam ser 5 jogos porque este dinheiro que sobrou aqui ...

R- Nao dava para um jogo.

I- N&o dava para comprar mais um jogo e nunca poderia dar ndo &, porque

0 resto é sempre mais pequeno do que o divisor.
O desenvolvimento deste dialogo foi mais uma oportunidade para os

alunos refletirem sobre o significado do resto e a influencia que a situacao do

problema pode ter na atribuicéo deste significado.
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4.2.1. Sintese do caso Andreia e Ricardo

Seguidamente sera apresentada uma sintese relativamente aos aspetos
observados nos dados recolhidos para o par Andreia/Ricardo.
NaTabela 11 sintetizo as estratégias utilizadas pelos alunos na resolucao

dos problemas 1 e 2 do teste diagndstico.
Tabela 11

Tabela de sintese das estratégias utilizadas pelos alunos Andreia e Ricardo na resolucao dos
problemas do teste diagnéstico

Problema 1 Problema 2
Estrategia Nome do aluno Andreia | Ricardo | Andreia | Ricardo

Usar um grupo | Subtracdo X
de cada vez
Procedimentos Adicéo do divisor X
de  construcdo Adicao por saltos X
(aditivos * Subtragéo X
multiplicativos) Dobro X

Multiplicagdo por multiplos

X
de 10
Usa pequenos multiplos do X
- X
divisor
Usa grandes multiplos do
. X X
divisor
Usa estimativa X X X

Usa tentativa e erro

A tabela permite ver que os dois alunos utilizaram estratégias
semelhantes para a resolugdo do problema 1, do tipo procedimento de
construcdo utilizando a adicdo e multiplicacdo, embora Andreia ndo tenha
conseguido completar esta estratégia, tendo depois recorrido a subtragao.
Verifica-se que ambos utilizaram a estimativa e tentativa e erro.

Para a resolugdo do problema 2, os alunos desenvolveram estratégias
diferentes sendo a estratégia de Ricardo mais sofisticada porque se baseia
principalmente no uso da multiplicacao para o calculo, o que diminui 0 nimero
de calculos necessarios para chegar a resposta e também origina que no proprio

calculo esteja a contabilizacdo do numero de vezes que utiliza o divisor.
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Seguidamente é apresentada uma tabela que sintetiza o tipo de

estratégias utilizadas pelos alunos na resolugédo de todas as tarefas realizadas

em par.
Tabela 12
Tabela sintese das estratégias utilizadas para a resolugdo das tarefas pelos alunos Andreia e
Ricardo
Estratégias Tarefas
T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7
4.1 4.2 5.1 5.2
Procedimentos Adicédo X X
de construgédo Dobro X X
(aditivos +
multiplicativos) Multiplicagdo por multiplos X X
de 10
Usa pequenos multiplos do X X
divisor
Usa grandes mdltiplos do X X
divisor
Usa estimativa X
Usa tentativa e erro X
Usa o modelo X
retangular
Usa quocientes X
conhecidos
Usa a relagdo | Multiplica o divisor por outro
entre a | nimero
multiplicagéo e a | Usa estimativa
divisdo Usa tentativa e erro
Usa multiplos de 10
Usa produtos conhecidos
N&o usa decomposicao do X X X
Algoritmos dividendo
alternativos Usa  decomposicdo  do X X X X
dividendo
Regista célculos intermédios X X X X X X X
N&o usa decomposicdo do X X X X X X X
divisor
Usa estimativa X X X X
Usa tentativa e erro X X
Usa produtos conhecidos X X X X

Observando a Tabela 12 e comparando os seus dados com os da Tabela

11 verificamos que os alunos, de um modo geral, modificaram as estratégias ai

utiizadas de procedimentos de construcdo para passarem a utilizar

principalmente algoritmos alternativos, o que evidencia uma evolugdo na
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sofisticacdo das estratégias utilizadas. No entanto, é de salientar a utilizacdo dos
procedimentos de construgao na resolucdo dos problemas 4.2. e 5.2.

A prevaléncia da utilizacdo de um algoritmo é visivel dado que dos nove
problemas trabalhados, em sete deles verifica-se a sua utilizacdo como
estratégia de resolucao.

O algoritmo mais usado, em 4 dos problemas, envolveu a decomposi¢cao
do dividendo pelas dezenas e utilizagdo do divisor por inteiro. Na resolucéo da
tarefa 1, 2 e 7 foi utilizado um algoritmo diferente, visto que os alunos utilizaram
tanto o divisor como o dividendo por inteiro.

Verifica-se que em 5 dos problemas, os alunos utilizaram a estimativa
aliada a tentativa e erro. Em 3 dos problemas onde estes procedimentos néo
foram usados, os alunos recorreram a utilizacédo de produtos conhecidos e em
um dos problemas utilizaram a estimativa sem ter de recorrer a tentativa e erro
porque fizeram uma estimativa que acertou no resultado logo no resultado.

No que respeita a compreensao e/ou dificuldades relativamente a ideias
fundamentais da divisdo, verifica-se que sobre os sentidos da divisdo os alunos
evoluiram relativamente ao seu desempenho no teste diagnéstico e que de um
modo geral ja associam tanto as situacdes de medida como de partilha
diretamente a operacdo de divisdo. Na Tabela 13 podemos observar o
desempenho dos alunos relativamente a este aspeto em todas as tarefas

realizadas a pares.

Tabela 13

Tabela sintese do desempenho dos alunos Andreia e Ricardo relativamente a identificacdo do
sentido da divisdo presente nos problemas resolvidos a pares

T4 T5
T1 T2

Tarefa T3 4.1 4.2 5.1 5.2 T6 T7
Sentido da . . . . . . . . .
L medida partilha partilha partilha medida medida partiha | medida | medida
divisdo
Associam
diretamente X X X X X X X X
a diviséo

Verifica-se que os alunos associaram tanto as situacées de medida como
de partilha a operacao de divisdo, embora no caso do problema 5.2. ndo haja

evidencias dessa associacao.
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Relativamente a ligacdo entre situacdes de partiha e de medida
decorrentes da mesma relacdo parte/todo, a partir dos resultados obtidos na
tarefa 4 e 5 apura-se que os alunos tém dificuldade em estabelecer esta ligagao.
Verificou-se na tarefa 4 que a utilizacdo de modelos retangulares ajudou os
alunos a estabelecer alguma relacéo entre os problemas resolvidos e que ajudou
os alunos no desenvolvimento de uma estratégia valida para a resolucdo do
segundo problema da tarefa. Na tarefa 5, ndo houve nenhum reflexo da
descoberta realizada com os modelos retangulares sobre a relacdo entre os dois
problemas embora no segundo problema os alunos tenham desenvolvido a
estratégia elaborada a partir da observacdo destes modelos e utilizada na
resolucdo do segundo problema da tarefa 4.

Relativamente a relacdo inversa entre a multiplicacdo e a diviséo,
verifiquei que a Andreia e o Ricardo utilizaram a multiplicacdo unicamente em
estratégias de construcao do dividendo, o que ndo corresponde a uma utilizacédo
da multiplicagcdo como operacao inversa. Na resolucdo da tarefa 3, os alunos
mostraram dificuldade em aplicar conhecimentos ja trabalhados anteriormente
relativos a relacdo inversa entre a multiplicacdo e a divisdo, nomeadamente
sobre as relagdes entre as partes e 0 todo nestas operagdes que lhes permitiriam
o desenvolvimento de estratégias mais sofisticadas.

Relativamente ao resto, 0s alunos demonstraram, nas diferentes
situacdes, refletir sobre o seu papel na situacdo do problema e sobre a sua
influéncia na resposta embora nem sempre tenham conseguido fazé-lo de forma
correta.

Sobre a utilizac&o do calculo mental podemos concluir que foi utilizado em
calculos realizados na maioria dos problemas resolvidos incluindo no problema

1 do teste diagnostico. Nao foi utilizado no problema 2 do teste diagnostico.
A Tabela 14 apresenta uma sintese das diferentes situacfes em que os

alunos utilizaram o calculo mental na realizacdo das tarefas da experiéncia de

ensino.
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Tabela 14

Tabela sintese das diferentes situacdes de utilizacdo do célculo mental pelos alunos Andreia e
Ricardo

Tarefa T4 TS5

T1[(T2| T3 T6 | T7
Papel do
célculo mental 41142 |51]|52
Célculo intermédio num algoritmo X[ X | X ]| X X X | X
Célculo direto de respostas X X
Célculo por aproximacao X X
Relac!onado com o0 uso da estimativa e x | x X X X
tentativa e erro

Pela analise da Tabela 14 podemos verificar que o papel do calculo mental
na resolucdo dos problemas néo foi sempre o mesmo, dependendo do tipo de
estratégia desenvolvida pelos alunos, mas também, tendo em conta, como
referido anteriormente, a ordem de grandeza dos numeros envolvidos nos
calculos.

Verifica-se também que na maioria dos casos o célculo mental foi utilizado
em ligacdo com o uso da estimativa e da tentativa e erro. As situagdes em que
estes dois procedimentos ndo apareceram associados, como é o caso da tarefa
3, 4 e 6, os calculos realizados envolveram, de modo geral, nUmeros de ordem

de grandeza menor e produtos conhecidos.

Relativamente a contribuicdo das interacfes entre os alunos do par para
a compreensdo dos aspetos fundamentais sobre a divisdo e para o
desenvolvimento de estratégias de resolucdo de problemas mais sofisticada
verifica-se que a tarefa em que houveram mais interacdes entre os alunos foi a
tarefa 3, o que podera ter sido originado pelo facto de se tratar de uma tarefa de
investigacao.

As interagcdes entre o par relacionaram-se fundamentalmente com
aspetos da elaboracdo e desenvolvimento das estratégias de resolucdo e dos
calculos realizados neste ambito. Nao existiram interacfes explicitas sobre
aspetos fundamentais da diviséo.

As interagdes surgiram principalmente da necessidade de compreenséo

da tarefa a realizar, da exposi¢cao de ideias para elaborar uma estratégia comum,
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da explicitacdo dos célculos realizados, da identificacdo de erros nos calculos,
da ajuda na realizacdo de um determinado calculo.

Estas interagdes permitiram aos alunos o desenvolvimento de estratégias
de resolucdo que na maioria das tarefas realizadas levaram a uma resposta
correta e permitiram a troca de ideias entre o par sobre estratégias de calculo
mais sofisticadas desenvolvidas por um dos alunos ou a colaboragao de um dos
alunos para o desenvolvimento, pelo outro colega, de uma estratégia mais
sofisticada. A identificacdo de erros cometidos por um dos alunos do par ou por
colegas obrigou a reformulacéo de ideias ou a revisdo de célculos pelo outro,
feita em todos os casos com a ajuda do colega.

Durante a realizacdo de algumas tarefas, em situacdes que um dos
alunos, Ricardo ndo se sentiu seguro do trabalho que estavam a desenvolver e
também n&o conseguiu uma clarificacdo das suas davidas através da colega
Andreia, recorreu a outros colegas na tentativa de esclarecer davidas ou
confirmar resultados.

As interacbes entre mim, Andreia e Ricardo ocorreram quase
exclusivamente por minha iniciativa e durante as interacdes em grande grupo.
Surgiram principalmente da minha necessidade, como professora /investigadora,
de pedir aos alunos para explicitarem aspetos das suas estratégias que nao
tinham sido explicados pelos mesmos, de conduzir e instigar a discusséo entre
eles sobre as estratégias ou sobre os aspetos fundamentais da divisdo, de pedir
a clarificagdo das ideias apresentadas, de sistematizar e validar as ideias
apresentadas por eles e de colocar questdes que levassem a reflexdo sobre
determinada ideia.

Da andlise das interacdes entre alunos em grande grupo verifica-se que
partiram da explicitacdo das estratégias desenvolvidas pelo par, de acordo com
a situacao dos problemas e que levaram a explicacéo e justificacdo das ideias e
dos célculos realizados, a explicitacdo de semelhancas e diferengcas entre
estratégias realizadas, a validacdo das ideias e calculos apresentados, a
identificacdo de erros e apresentagcao de propostas de resolucdo dos mesmos,
e a explicitacao de estratégias mais sofisticadas.

Na discussdo das estratégias apresentadas pela Andreia e Ricardo
surgiram questdes colocadas por colegas e por mim que levaram ao debate em

redor de aspetos fundamentais sobre a diviséo.
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5. CONCLUSOES

Neste capitulo serd inicialmente realizada uma breve sintese da
investigacdo seguida de uma apresentacdo das conclusées que surgiram do
trabalho realizado, relativamente aos objetivos e as questdes inicialmente
colocados. As conclusdes resultam dum cruzamento entre as referéncias
tedricas e os dados recolhidos do trabalho desenvolvido com e pelos alunos.
Serao depois apresentadas as limitacdes do estudo e as recomendacdes para a
investigagdo e para o ensino. No final seré realizada uma reflexdo sobre o duplo

papel de professora/investigadora.
5.1. Sintese do estudo

Esta investigacdo teve como objetivos perceber o que os alunos ja
aprendem sobre a divisdo e como se pode desenvolver o ensino/aprendizagem
da divisdo com compreensao e incentivar a utilizacdo de estratégias mais
sofisticadas de resolucéo de problemas de divisao.

Por forma a clarificar os seus objetivos, foram colocadas as seguintes
questodes:

1. Quais as estratégias utilizadas pelos alunos na resolucdo de problemas
de divisdo?

2. Que compreensao que evidenciam de ideias fundamentais relacionadas
com a operacao da divisdo? Que dificuldades revelam?

Que papel pode ter o desenvolvimento do calculo mental?

Sera que as interacdes entre professor e alunos e entre alunos contribuem

para a compreenséao dos aspetos fundamentais sobre a divisdo e para o

desenvolvimento de estratégias de resolucdo de problemas mais

sofisticadas?

A presente investigacdo enquadra-se no paradigma interpretativo,
desenvolvida através de uma metodologia do tipo qualitativo, no formato de
estudo de caso. Nao pretende generalizar resultados, mas sim, como afirma
Coutinho (2011), investigar ideias, descobrir significados nas a¢6es individuais e
nas interacbes sociais a partir da perspetiva dos atores intervenientes no

processo.
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Foi realizada numa turma do 4° ano, na qual desempenhei a funcao de
professora titular. Foi inicialmente realizado um teste diagnéstico que serviu de
base, em conjunto com observacdes na sala de aula para selecionar 4 alunos
gue organizados em dois pares constituiram os estudos de caso.

Para a recolha de dados, foi organizada por mim uma sequéncia de 7
tarefas sobre divisdo, baseadas em tarefas j4 existentes, que foram depois
desenvolvidas como experiéncia de ensino na sala de aula.

Durante a realizacdo da experiéncia de ensino, os dados foram recolhidos
através da observacdo participante no duplo papel de professora titular e
investigadora, notas de campo, registos audio das interacdes dos pares dos
estudos de caso, registos video de toda a turma e producdes escritas dos alunos

A andlise foi estruturada de forma tendencialmente indutiva partindo,
numa primeira fase, de categorias elaboradas a partir dos tépicos presentes nas
questdes da investigacao e no enquadramento tedrico e numa segunda fase dos
dados recolhidos dos casos estudados.

5.2. Conclusdes

Estratégias utilizadas pelos alunos naresolucédo de problemas de divisdo

Relativamente as primeiras estratégias utilizadas pelos alunos na
resolucao de problemas de divisdo desenvolvidas ainda nos problemas do teste
diagndstico, alguns dos dados recolhidos vao de encontro ao que afirmam
Fosnot e Dolk (2001) ao indicarem que estas sao aditivas, partindo do grupo para
o todo e envolvem contar varias vezes ou tentativa e erro. Este foi o caso das
estratégias desenvolvidas pela Angela e pelo Salvador que inicialmente partiram
da adigao sucessiva do grupo (divisor) para chegar ao todo (dividendo) através
da tentativa e erro. No entanto, os conhecimentos sobre célculo ja desenvolvidos
pelos alunos, nomeadamente ao nivel da multiplicagdo permitiram que estes
refinassem a sua estratégia, utilizando a multiplicagao, confirmando também a
afirmacao ainda de Fosnot e Dolk (2001) de que a constru¢cdo do raciocinio
multiplicativo fornece aos alunos uma ferramenta poderosa que podem utilizar

no desenvolvimento de estratégias de divisao.
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No caso da Andreia (no problemal) e do Ricardo (no problema 1 e 2)
estes alunos partiram ja da utilizacdo de um tipo de estratégia mais sofisticada,
em que a multiplicacdo é utilizada logo a partida embora ainda em conjugacéo
com a adicdo, com a estimativa e com a tentativa erro em procedimentos de
construcdo que seguem a mesma logica de chegar ao todo (dividendo) a partir
da utilizag&o repetida do grupo (divisor).

Na experiéncia de ensino realizada, apos terem trabalhado na sala de
aula situacdes de divisdo com divisores com 2 algarismos utilizando algoritmos
alternativos, verifiquei que esta foi a estratégia mais utilizada pelos dois pares
para a resolucdo dos problemas das diferentes tarefas. No caso Angela e
Salvador utilizada na resolugéo de 6 dos 9 problemas trabalhados e no caso
Andreia e Ricardo utilizada na resolucdo de 7. Este facto e a valorizacao que os
alunos Ihe conferem parece confirmar a afirmacdo de Brocardo, Serrazina e
Kraemer (2003) de que a introducdo precoce dos algoritmos tem como

consequéncia o nao desenvolvimento de outras estratégias de calculo.

Compreensdo e/ou dificuldades evidenciadas pelos alunos de ideias

fundamentais relacionadas com a operacéo da divisao.

Relativamente as ideias fundamentais sobre a divisdo abordadas nas
tarefas realizadas pelos alunos posso concluir que a situacdo dos alunos dos
dois casos apresentou diferencas quanto a compreensao que evidenciam destas
ideias. Verifiquei que a unica ideia sobre a qual ambos os casos demonstraram
algum dominio foi na identificacdo da operacao da divisdo com os sentidos de
partilha e de medida. No entanto, nas tarefas 4 e 5 em que foram realizados dois
problemas, um com o sentido de medida e outro com o sentido de partilha
baseados na mesma relagao parte/todo, em ambos os casos analisados os
alunos demonstraram dificuldade em fazer esta identificacdo. Os alunos nao
conseguiram verificar a ligacdo existente entre os dois problemas e
desenvolveram estratégias de calculo diferentes no primeiro e segundo
problemas. Para o primeiro utilizaram sempre a divisdo, para o segundo
desenvolveram sempre estratégias de resolugéo utilizando a multiplicacdo. No
caso de Andreia e Salvador ainda houve uma tentativa da utilizacdo da divisdo

na resolucdo da segunda situacédo da tarefa 4, mas que resultou num calculo
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sem qualquer relacdo com o utilizado na resolucéo do primeiro problema e que
nao traduzia a situagéo de divisdo apresentada. Este facto confirma a ideia de
Fosnot e Dolk (2001) sobre a dificuldade que os alunos tém na compreensao da
relacdo entre situacdes de partilha e de medida.

Em relacdo a utilizacdo pelos alunos do modelo retangular, os dados
recolhidos na tarefa 4 vém confirmar a ideia de Fosnot e Dolk (2001) e de
Mendes (2013) de que sO porque nés planificamos um contexto com um
determinado modelo em mente, ndo significa que todos os alunos interpretem ou
assimilem o contexto desta forma. No caso de Angela e Salvador, os alunos néo
conseguiram perceber a ligacdo entre as situagdes dos problemas desta tarefa
e 0 modelo retangular dado. Andreia e Ricardo conseguiram estabelecer uma
relacdo entre as situacdes dos problemas e os modelos dados que os ajudou a
desenvolver uma estratégia de resolucéo para o segundo problema da tarefa 4.
Sem esta ajuda, teriam resolvido o problema de forma incorreta, o que confirma
a afirmacdo de Jacob e Mulligan (2014) ao considerarem que o modelo
retangular pode ser utilizado para auxiliar os alunos a estruturar a compreensao
da divisdo, nomeadamente na compreensao da ligacao desta operacdo a uma
variedade de situacoes e representacoes.

Embora a utilizacdo dos modelos retangulares e a posterior reflexdo
coletiva realizada em torno desta tarefa tenha possibilitado, tal como afirmaram
Rocha, Rodrigues e Menino (2007) em referéncia a Treffers e Buys (2001),
atenuar as diferencas entre problemas de medida e partilha, na tarefa 5 (do
mesmo tipo) os alunos voltaram a ndo estabelecer qualquer relagdo entre os dois
problemas, embora no caso de Andreia e Ricardo tenha sido estabelecida uma
relacdo entre o segundo problema da tarefa 4 e o segundo problema da tarefa
5, e utilizado a mesma estratégia de resolugéo.

Sobre a relacdo inversa entre a multiplicacdo e a divisdo, verifiquel
algumas diferencas entre os dois casos. Angela e Salvador revelaram algum
conhecimento sobre este assunto ao utilizarem a multiplicacdo como operagéo
inversa como estratégia de resolugéo para 3 tarefas. No entanto, ndo verifiquei
evidencias de que o fizessem de forma explicita, tendo consciéncia de que
estavam a resolver uma situacéo de divisdo utilizando a multiplicacédo e de que

compreendam que tal era possivel por serem operagdes inversas.
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Andreia e Ricardo utilizaram a multiplicacdo unicamente em estratégias
de construcdo do dividendo, o que n&o corresponde a uma utlizacdo da
multiplicacdo como operacéo inversa. Esta situacao poderé relacionar-se com a
afirmacdo de Dubé e Robinson (2009), de que outros investigadores
descobriram que pode haver subestimacédo do conhecimento dos alunos (sobre
a multiplicagdo como operagéao inversa da divisdo) visto que alguns entendem o
conceito de inversdao mesmo antes de conseguirem aplicar esse conhecimento.

Usaram-na também como calculo intermédio nos algoritmos, mas esta
utilizacado também ndo demonstra uma utilizacao explicita da multiplicagdo como
inversa da divisdo dado que os alunos se limitaram a seguir um procedimento
aprendido.

Em ambos os casos verifiquei dificuldades em aplicar conhecimentos ja
trabalhados anteriormente sobre este assunto que permitiiam aos alunos
desenvolverem estratégias de resolucdo mais sofisticadas nomeadamente na
tarefa 3, situacdo que vai de encontro ao afirmado por Robinson e LeFevre
(2012) de que a compreensdo e a utilizacdo da relagdo inversa entre a
multiplicacéo e a divisdo desenvolvem-se relativamente devagar.

Em relacdo ao resto, os resultados estdo de acordo com o que afirmam
Rocha, Rodrigues e Menino (2007), de que se trata de uma dificuldade acrescida
no estudo da divisdo. Apesar dos alunos ja terem trabalhado e refletido na sala
de aula sobre o resto e a influéncia que este pode ter na resolucdo de um
problema, Angela e Salvador mostraram ndo considerar nem refletir sobre o
resto durante a resolucdo das tarefas 6 e 7. Andreia e Ricardo mostraram
considerar e refletir sobre o papel do resto nas situacdes apresentadas embora
na tarefa 6, onde o resto influenciava a resposta, ndo tenham conseguido chegar

a uma resposta final correta.

Papel do desenvolvimento do célculo mental

Nas diferentes estratégias desenvolvidas pelos alunos verifiquei um
aspeto referido por Anghileri, Beishuizen e van Putten, (2002), no seguimento de
uma ideia de Neuman (1999) em que este afirma que muitas estratégias
informais que podem ser desenvolvidas incluindo contagem, adigdo sucessiva,

blocos (chunks), multiplicagdo como inversa, dealing (distribuicdo) , ajustamento
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por estimativa, metade repetida, muitas das quais vao ser incorporadas nos
procedimentos estruturados para o calculo da divisdo. Observando as
estratégias desenvolvidas pelos alunos dos dois casos, comegando pelas mais
informais, desenvolvidas na resolugdo dos problemas do teste diagnéstico,
verifiquei a presenca de procedimentos deste tipo, nomeadamente a adigéo
sucessiva, a utilizagdo de multiplos pequenos ou grandes do divisor (chunks),
dobro, multiplos de 10, ajustamento por estimativa e tentativa e erro. Durante a
experiéncia de ensino, onde os alunos ja utilizaram estratégias de calculo mais
formais e mais sofisticadas, verifiquei o aparecimento de outros procedimentos
como a multiplicagdo como inversa e o abandono progressivo dos
procedimentos ligados a adigdo. Mesmo nos procedimentos mais formais,
nomeadamente no calculo por algoritmos, continuei a verificar a utilizacdo de
alguns destes procedimentos na realizacdo dos calculos intermédios,
particularmente a multiplicacdo como inversa, associada a procedimentos de
ajustamento por estimativa e tentativa e erro. Um exemplo desta utilizagdo é um
calculo desenvolvido pelos alunos dos dois casos na resolugdao da tarefa 1.
Ambos casos utilizaram um algoritmo alternativo para o calculo 3072 : 24,
trabalhando com os numeros inteiros. Para a sua realizagdo, utilizaram a
multiplicagédo para o célculo do quociente. Como ndo sabem o numero que terdo
que multiplicar por 24 para obter 3072, fazem-no por estimativa e tentativa erro,
sendo a primeira tentativa realizada, o calculo mental de 24 por 100.

A utilizacao destes procedimentos de calculo mental explica o papel
importante que este desempenhou nas estratégias que o0s alunos
desenvolveram. Em ambos os casos analisados, o calculo mental esteve
presente nas resolugdes de quase todos os problemas.

Na maioria das situagdes, o calculo mental foi utilizado associado a
estimativa e a tentativa e erro, o que vem confirmar uma ideia de Mcintosh, Reys
e Reys (1997) de que calculo mental, estimacao e sentido de nimero tém uma
relacdo muito forte e sdo dificeis de individualizar. Este foi também utilizado para

situacdes de célculo direto de respostas.
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Contribuicéo das interacfes entre professor e alunos e entre alunos para a
compreensdo dos aspetos fundamentais sobre a divisdo e para o
desenvolvimento de estratégias de resolugcdo de problemas mais

sofisticadas.

Tal como afirmaram Yackel e Cobb (1996), verifiquei que surgem
oportunidades de aprendizagem adicionais quando as criancas tentam dar
sentido as explicacbes dadas por outros, quando comparam as solugdes de
outros com as suas e fazem julgamentos sobre semelhancgas e diferengas. Estas
oportunidades de aprendizagem surgiram tanto nas interacdes entre ambos os
pares, como nas de grande grupo. Nas interacdes entre pares os alunos séo
“obrigados” a explicar e justificar as ideias desenvolvidas e os calculos realizados
ao seu par, por forma a que sejam compreendidos e aprovados ou reprovados e
reelaborados. Entre pares surgiram também situacdes de troca de ideias sobre
estratégias de calculo mais sofisticadas desenvolvidas por um dos alunos ou a
colaboracédo de um dos alunos para o desenvolvimento, pelo outro colega, de
uma estratégia mais sofisticada. Um exemplo deste tipo de interacdo verificou-
se durante a resolucéo da tarefa 1, no caso Andreia e Ricardo, quando os alunos
utilizavam o algoritmo tradicional da multiplicacdo para varios calculos que
tiveram de realizar 24x120, 24x130, 24x125, 24x127. Para a realizacdo do
calculo 24X128, Ricardo explica a Ana que ndo necessitam fazer pelo algoritmo,
basta adicionarem 24 ao produto de 24x127.

No entanto, em nenhum dos pares se verificaram interacfes sobre
aspetos fundamentais da divisdo. Estas ocorreram nas discussdes em grande
grupo, apos a apresentacao das estratégias desenvolvidas pelos pares, surgindo
de questdes colocadas por colegas e por mim. Podemos verificar como exemplo
desta situacéo a discusséo realizada no ambito da tarefa 5, sobre a ligagéo entre
os dois problemas desta tarefa, um de medida outro de partilha baseados na
mesma relacéo parte/todo que surge da intervencdo de um colega que apresenta
uma estratégia de resolucéo diferente das apresentadas pelos alunos dos casos
e que é baseada nesta ligacao.

Foi também nas discussées em grande grupo que foi feito o
reconhecimento das estratégias mais sofisticadas que surgiram tanto nas

apresentadas pelos alunos dos casos como noutras apresentadas por outros
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colegas. Verifica-se, por exemplo que na discussao das estratégias utilizadas
por ambos os casos para tarefa 1, foi reconhecido que a estratégia utilizada por
Angela e Salvador era mais facil de desenvolver porque envolvia célculos com
nameros de grandeza menor. No caso da tarefa 5, a resolucéo mais sofisticada
foi exposta por um colega da turma.

Estas situacbes confirmam as afirmagbes do NCTM (2007) de que
quando os alunos dos primeiros anos de escolaridade sdo encorajados a
desenvolver, registar, explicar e criticar as estratégias de resolucdo de
problemas de célculo dos seus colegas, podem ocorrer varios tipos de
aprendizagens importantes.

As interagbes comigo enquanto professora/investigadora surgiram
principalmente quando pedia aos alunos para explicitarem aspetos das suas
estratégias que nao tinham sido explicados pelos mesmos. Surgiram também da
necessidade de conduzir e instigar a discussao entre eles sobre as estratégias
ou sobre os aspetos fundamentais da diviséo, para pedir a clarificacao das ideias
apresentadas, para sistematizar e validar as ideias apresentadas por eles e para
colocar questdes que levassem a reflexdo sobre determinada ideia.

Verifica-se que o modo como eu, como professoral/investigadora,
organizei e desenvolvi as tarefas realizadas, permitiu aos alunos realizar
interacbes que poderdo ter contribuido para a compreensdo dos aspetos
fundamentais sobre a divisdo e para o desenvolvimento de estratégias de
resolucdo de problemas mais sofisticadas embora ndo haja evidencias que
permitam estabelecer uma ligacao direta entre determinada agéo e determinada
aprendizagem.

A partir de algumas interacdes entre alunos e entre mim e os alunos
ficaram evidentes algumas das suas dificuldades relativamente a compreensao
dos aspetos fundamentais sobre a diviséo e ao desenvolvimento de estratégias
de resolucdo de problemas mais sofisticadas. Um exemplo desta situagéo
verifica-se na tarefa 3 quando peco ao Salvador que me explique porque é que
ele considera que um dos seus colegas tem razdo numa intervencao que fez a
explicar que tendo realizado o calculo 240 : 48 = 5, deveria ter verificado que
atraves dele obtinha duas respostas relativamente aos divisores de 240, 0 48 e
o 5. O Salvador ndo conseguiu elaborar uma resposta que fosse para além de

confirmar que achava que o colega tinha razdo, o que pode evidenciar uma
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dificuldade que o aluno tem na compreensdo e/ou comunicacdo da ideia
apresentada.

As conclusdes referentes as interagdes entre mim e os alunos reafirmam
as ideias de Yackel e Cobb (1996), no seguimento das ideias de Lampert (1990)
e Voight (1985), de que o papel do professor € facilitar discussées matematicas,
ao mesmo tempo que age como um participante que pode legitimar ou sancionar
certos aspetos da atividade matematica dos alunos. Ao mesmo tempo estas
discussbes contribuem para o proprio desenvolvimento da compreensédo do
professor sobre a atividade matematica e sobre o desenvolvimento conceptual

dos seus alunos.
5.3. Limitacdes e recomendacdes

Como afirma Esteves (2006), cada investigador deve assumir o caracter
sempre limitado dos progressos que fez, uma vez que a escolha de determinado
percurso metodologico o conduziu a uma das respostas possiveis, ndo a unica
resposta, absolutamente certa ou verdadeira.

Uma situacao que foi uma limitacdo ao estudo realizado foram os meus
conhecimentos prévios das tematicas nele abordadas. Influenciaram decisbes
que tomei e que, ap0s a sua aplicacdo, verifiquei que teria sido mais util ao
estudo fazer de outra forma. Um exemplo desta situacdo relaciona-se com as
tarefas 4 e 5, onde um dos objetivos da aplicacdo destas tarefas era verificar o
modo como os alunos conseguiam relacionar modelos retangulares com as
situacOes das tarefas e como estes os podiam auxiliar a verificar a relacéo
existente entre os dois problemas de cada tarefa. Tomei a decisdo de s6 entregar
modelos retangulares em papel na tarefa 4 e ndo na tarefa 5 visto ter pensado
que os alunos iriam facilmente relacionar os modelos com as situagdes na tarefa
4 e que apos uma reflexdo coletiva sobre o assunto, iriam transpor as
descobertas realizadas para a tarefa 5, o0 que ndo aconteceu. Considero que
teria sido mais Util ao estudo se na tarefa 5 tivessem também sido entregue aos
alunos modelos retangulares em papel.

Outra situacdo que foi uma limitacdo foi a minha inexperiéncia no
desenvolvimento da metodologia da investigagcdo nomeadamente na utilizacao

das técnicas de recolha de dados audio e video visto que em algumas situacdes

128



perderam-se alguns dados devido a situa¢cdes que ndo acautelei devidamente
como, por exemplo, o terminar da energia das baterias. Ainda ao nivel da recolha
de dados, considero que houve algumas perguntas relativas a decisbes que 0s
alunos tomaram sobre a utilizacdo de determinada estratégia ou calculo que ndo
foram devidamente esclarecidas.

Também foi uma limitacéo o facto de ter de desempenhar o duplo papel
de professora e investigadora. Durante a realizagao das tarefas, néo tive muita
disponibilidade para observar devidamente o que os alunos estavam a fazer e
colocar questdes visto que estava a trabalhar com outros alunos que devido ao
seu nivel de conhecimentos ndo conseguiam participar no estudo.

O facto de ter a fungao de professora e de 0 meu objetivo principal na sala
de aula ser o de que os alunos desenvolvam os seus conhecimentos, faz com
tivesse dirigido e influenciado as suas respostas principalmente nas situacfes
de reflexdo em grande grupo, situacdo que n&o deveria ocorrer numa
investigacao.

Outra limitagdo a este estudo foi o tempo de que dispus para poder
organiza-lo e desenvolvé-lo, devido a minha situagcdo como professora
substituta. Todo o andamento das fases iniciais do estudo teve que ser acelerado

e a frequéncia e quantidade de tarefas aplicadas também foi influenciado.

Relativamente as recomendacdes para a investigacéo penso que seria util
que fossem feitas ao nivel do 1° Ciclo varias investigagdes mais aprofundadas
sobre cada uma das grandes ideias da divisdo abordadas neste estudo,
construindo-se uma sequencia de tarefas especifica para cada uma delas.
Considero também util fazer-se investigacdo sobre o modo como algumas delas
podem estar relacionadas, por exemplo, a influencia da utilizagdo dos modelos
retangulares no ensino/aprendizagem da utilizagdo da multiplicagdo como
operacao inversa.

Considero também que seria interessante realizar um estudo com a
duracao temporal do 1° Ciclo sobre o ensino/aprendizagem da divisao com
compreensao.

Quanto as recomendagdes para o ensino considero que este estudo deve
levar os professores do 1° Ciclo a refletir sobre a forma como desenvolvem o

ensino/aprendizagem das operagdes aritméticas, sobre qual o seu papel e o dos
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alunos neste processo e sobre o tipo de situagdes de aprendizagem que devem

desenvolver.
5.4. Reflex&do sobre o duplo papel professoral/investigadora

Sobre o papel da investigagao feita pelos préprios profissionais sobre a
sua pratica, Ponte (2008) defende que esta pode ser importante por diversas
razdes, contribui para o esclarecimento e resolucéo dos problemas, proporciona
o desenvolvimento profissional e ajuda a melhorar as organizacdes em que eles
se inserem, pode ainda contribuir para o desenvolvimento da cultura profissional

nesse campo de pratica e até para o conhecimento da sociedade em geral.

Considero que o papel que desempenhei neste estudo como
investigadora contribuiu para melhorar o meu papel enquanto professora e vice-
versa. Toda a leitura, elaboracéo, organizacdo, andlise e reflexao realizadas no
ambito deste estudo contribuiram para o meu desenvolvimento profissional ao
nivel dos conhecimentos sobre os temas nele abordados; ao nivel da minha
capacidade de organizacdo e desenvolvimento de tarefas; ao nivel do
conhecimento dos alunos (das suas capacidades, dificuldades e da forma como
aprendem) e da capacidade de analise do trabalho que desenvolvem.

Por outro lado, penso que 0s conhecimentos que ja havia adquirido ao
longo da minha formacédo profissional e continua e da minha experiéncia
profissional contribuiram para melhorar as minhas capacidades enquanto
investigadora, tendo em conta o0 conhecimento que ja fui adquirindo dos alunos,
do trabalho em sala de aula e sobre os temas da Didatica e da Matemética
abordados neste estudo.

A realizacdo deste estudo constituiu um momento especifico e intenso de
trabalho e de aprendizagem no meu percurso profissional, dificil de transpor de
forma sistematica para a minha futura pratica diaria, mas considero que a sua
realizacdo me forneceu uma hipétese “Unica” de observar situacbes fora do
alcance do olhar do professor durante a sua pratica e que esta observacao

contribuiu para um aprofundamento do meu “olhar” enquanto professora.
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ANEXOS



Anexo A. Pedido de autorizacao aos Encarregados de

Educacéo

Caro(a) Encarregado(a) de Educacéao

No ambito do curso de mestrado em Educagdo Matemética no pré-escolar
e 1°/2° Ciclos do Ensino Basico que frequento na Escola Superior de Educacao
de Lisboa, necessito desenvolver durante o ano letivo de 2015/2016 uma
investigacdo para a dissertagdo de mestrado, a realizar sob a orientagdo da
Professora Doutora Maria de Lurdes Serrazina.

A investigacao que pretendo realizar tem como objetivo entender como se
processa nos alunos do 4° ano o desenvolvimento da aprendizagem da operacao
matematica diviséo.

Neste sentido, necessitarei desenvolver na sala de aula algumas tarefas
previamente planeadas sobre o tema da diviséo e fazer registos audio e video
durante a realizacdo das mesmas. Estes registos sao absolutamente
imprescindiveis para a recolha dos dados necessarios para a investigacdo que
me proponho fazer. As imagens dai resultantes assim como os registos audio e
escritos dos alunos nao serdo divulgadas nem utilizados para quaisquer outros
fins e a confidencialidade da escola e alunos participantes sera mantida, em
cumprimento dos deveres éticos que este tipo de investigacao exige.

Venho por este meio solicitar a sua colaboracéo permitindo que o seu/sua

educando (a) participe na investigacao.
Agradeco a sua atengao.
Os melhores cumprimentos.

A professora

Autorizo/ N&o autorizo a participacdo do meu/ minha educando (a)

O Encarregado(a) de Educacao



Anexo B. Pedido de autorizagcdo ao agrupamento

Exmo. Diretor do Agrupamento

de Escolas [ INNEG—

No ambito do curso de mestrado em Educacédo Matematica no pré-escolar
e 1°/2° Ciclos do Ensino Basico que frequento na Escola Superior de Educacao
de Lisboa, necessito desenvolver durante o ano letivo de 2015/2016 uma
investigagdo para a dissertagdo de mestrado, a realizar sob a orientagdo da
Professora Doutora Maria de Lurdes Serrazina.

A investigacdo que levarei a cabo tem como objetivo entender como se
processa nos alunos do 4° ano o desenvolvimento da aprendizagem da operacao
matematica divisdo com compreensao.

E meu propésito realizar este estudo durante o presente ano letivo na [J|j
I o0nde atualmente me encontro como professora titular da
turma do 4° ano.

Neste sentido, venho por este meio solicitar a V& Ex.2 autorizagdo para
que eu, Rita Maria Neves da Cruz, possa proceder a implementacdo na sala de
aula das tarefas planeadas sobre o tema da divisao e fazer registos audio e video
durante a realizacdo das mesmas. Estes registos sao absolutamente
imprescindiveis para a recolha dos dados necessarios para a investigacao que
me proponho fazer. Mais declaro, no cumprimento dos deveres éticos deste tipo
de investigacdo, que as imagens dai resultantes ndo serdo divulgadas nem
utilizadas para quaisquer outros fins e que a confidencialidade da escola e alunos
participantes sera mantida.

Também e apdés a vossa resposta, enviarei informacdo a todos os
Encarregados de Educacao da turma, solicitando autorizagcéo para 0s registos

audio e video das aulas referidas.

Desde ja agradecida pela atencao, aguardo a resposta ao meu pedido.
Os melhores cumprimentos.

A Professora



Anexo C. Enunciado do teste diagndstico

Nome:

Data:

1.0 primo do Luis disse-lhe que ja viveu cerca de 8395 dias. Que idade, em

anos, tera ele?

2.0 circo Chen enviou 732 bilhetes para oferecer aos 183 alunos de uma escola.

Quantos bilhetes recebera cada aluno?

3.Num campeonato de futebol, o melhor marcador atingiu os 32 golos marcados
engquanto que o segundo melhor atingiu 16. O que podes dizer sobre os golos

marcados pelos 2 jogadores?



Anexo D. Exemplo de uma tabela da primeira fase de anéalise



Tarefa 4

Ricardo / Andreia Angela /Salvador
Estratégias utilizadas
4.1. Algoritmo da divisdo pelas dezenas 4.1. Algoritmo da diviséo pelas dezenas
4.2. Aproximagdo ao quociente - multiplicagéo 4.2. Tentativa/ erro - Multiplicagéo

Confirmagdo do resultado através da
operagao inversa

Compreenséo
) . . N&o relacionam ambos 0s contextos. Nao relacionam ambos os contextos
evidenciada da ideia
fundamental da divisao
Relagdo entre contextos

de medida e partilha

Uso da disposicdo | Conseguem utilizar o modelo retangular para | Ndo conseguem relacionar 0 modelo com a
modelar a situacdo do problema e desta forma | situacdo de forma correta.

compreender os erros realizam na estratégia de
resolucao embora depois ndo consigam relaciona-lo
com a divisédo, mas sim com a multiplicagéo.

retangular como modelo

Dificuldades Inicialmente ndo conseguiram desenvolver uma
estratégia valida para a resolucdo. Realizam uma
divisdo onde obtém um quociente menor que 1 que
ndo € possivel para a situacdo apresentada.
Revelam falta de sentido critico do resultado.




Ricardo / Andreia

Angela / Salvador

Papel
célculo
mental

do

E utilizado para desenvolver uma estratégia de
resolucdo do problema através da multiplicacéo
utilizando a decomposicdo de um dos fatores.

R- Néao, fazemos 12 vezes 10.

A- Da 120.

R- Ah, ia. Agora...

A- Va continua, continuando... isto € andares.
R-Vezes 4. 12 vezes 4 que é 48. Agora 12 vezes 2.
A- 24, da 24.

R- Agora juntamos 10 + 4+ 2 é igual a 16.

E utilizado para a resposta direta a situagdes de
multiplicacdo mais “simples”, com o numero 10 no
desenvolvimento da estratégia de aproximagéo ao quociente
por multiplicacéo.




Ricardo / Andreia

Angela / Salvador

Contributo das interagdes

Compreensdo da ideia
fundamental da divisédo

Relag&o entre contextos
de medida e partilha

Explicag&o da ligagdo entre as duas situagfes na discussdo em
grande grupo

Explicag&o da ligagéo entre as duas situagdes na discussao
em grande grupo

Uso da disposicao
retangular como

modelo

Partilha da compreenséo sobre a utilizagdo do modelo retangular
para a modelacdo da situagéo entre o pequeno grupo

R- Isto é o prédio, isto é o prédio! Eu ja sabia, vé-se logo.

(os alunos aparentam fazer contagens nas grelhas)

A-Eu estou a fazer o célculo...16...Da 192, isto tem 192!

R- 192 qué?

A-Quadradinhos.

(Fazem novas contagens)

R- Entdo nés temos de fazer... por assim. Cola aqui por baixo do
4.1.

A- Para depois pormos aqui a outra tabela. Colamos depois, va,
fazemos primeiro o exercicio. Entdo da quanto?

R- Agora temos de colar. Professora, é para colar?

A- S8o 192 janelas, por isso € tudo janelas aqui. Ha quantos
andares? 12.

Partilha da compreenséo sobre a utilizagdo do modelo
retangular para a modelacéo da situacdo no grande grupo.

Desenvolvimento
de estratégias mais
sofisticadas

Explicacdo da ligacéo entre as duas situa¢gdes na discussdo em grande grupo

P- Eu pergunto assim, ndo ha alguém que tenha outro comentario a fazer e agora, ..., G 0 que é que tu querias comentar?
G2- A A foi fazer a conta de vezes sabendo que na outra, como eu fiz, porque é que ela foi fazer de vezes se ja sabia se o
anterior era 12 andares e quantas janelas eram... eram 12 andares e em cada um eram 16. Porque é que ela,..., se sdo 16

janelas em cada 12 andares, se fizermos ao contrario... é igual.

P- Tenta l4 resumir isso que tu disseste por outras palavras mais rapidas. E fala um bocadinho mais alto, se faz favor.

G2- Na conta do Santiago ja sabemos que sé@o 12 andares e em cada 16 e se na da A, nos formos ver, € o contrario, sédo 16
andares com 12 janelas. Se nés ja sabiamos que os 12 andares davam 16 janelas entdo, se em cada andar haviam 12 janelas
entdo eram 16 andares, nds ja sabiamos, ndo bastava fazer a conta, era praticamente...







