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Resumo

A presente comunicagdo enquadra-se no dmbito da investigagio que desenvolvi,
conducente a dissertagéo de doutoramento, e que teve como objectivo analisar as formas
de persuasdo e convencimento desenvolvidas pelos alunos e o papel da demonstra¢do na
aprendizagem matematica no contexto da sua relagdo com a pratica social da aula de
Matematica. A metodologia adoptada no estudo tem uma natureza interpretativa e os
participantes no estudo foram uma turma de 9.° ano e a respectiva professora de
Matematica.

Nesta comunicagdo, vou focar o papel crucial dos exemplos particulares no processo
demonstrativo, incidindo a ateng@o na evolugdo do seu estatuto e do seu carécter,
através da apresentacdo e da discussdo de alguns dos resultados do estudo.
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Introducéo

A investigagdo que desenvolvi no dmbito da tese de doutoramento (Rodrigues, 2008)
incidiu na problematica da demonstra¢do na pratica social da aula de Matemadtica: sua
natureza, fungdes e relacdo com essa mesma pratica. O seu objectivo primordial
consistiu em identificar as formas como os alunos validam os resultados matematicos,
relacionando-as com a pratica social desenvolvida na aula. Focando-se nos significados
dos participantes — uma turma de 9.° ano, de onde foi seleccionado um grupo de quatro
alunos para alvo de registo video e 4udio, e a respectiva professora —, o estudo foi
conduzido numa perspectiva interpretativa-e as suas questdes foram: 1) qual a natureza
da demonstragéio no contexto escolar, 2) qual o papel da demonstragdo na actividade
matematica escolar, e 3) como se relaciona a concretizagdo da demonstragdo com a

pratica social desenvolvida na aula de Matematica.

A relevincia da integragdo curricular da demonstragdo em Matematica, desde os niveis
mais bdsicos de escolaridade, tem sido sublinhada por varios autores do campo da
educagdo matematica. Os mais recentes documentos curriculares de varios paises tém-
lhe reservado um lugar destacado, embora o modo como surge integrada seja
diferenciado: nalguns a demonstragdo surge como tdpico independente, a par dos temas

mais habituais, como os Niimeros e a Geometria, como é o caso do Reino Unido (Healy

330




e Hoyles, 2000); noutros surge como algo a desenvolver transversalmente em conjunto
com os varios topicos em estudo, como € o caso dos Estados Unidos da América
(NCTM, 2000), da Franga (Guimardes e Brocardo, 2006) ¢ de Portugal. Relativamente
ao curriculo prescrito portugués, a demonstragdo surge com alguma visibilidade no
Curriculo Nacional do Ensino Basico (DEB, 2001) e no programa de Matemdtica A
para o ensino secunddrio (DES, 2001; 2002a; 2002b). A sua importincia ¢ reconhecida
explicitamente no Programa de Matematica do Ensino Bésico (ME, 2007), homologado
recentemente, sendo-lhe dado um lugar de relevo. Neste programa, a demonstra¢io
surge integrada numa das capacidades transversais eleitas como capacidades a dar uma

especial atengéo, o raciocinio matematico.

Entre as raz0es invocadas para a justificagdo do ensino da demonstragdo, destacam-se
duas: (a) a compreensdo pelos alunos da natureza da matemética (de Villiers, 2004;
Hanna, 2000; Hanna e Jahnke, 1993; 1999), uma vez que a forma de a matematica
encarar a demonstragfo € essencialmente distinta das outras ciéncias; e (b) a promogéo
da compreensdo matematica (Hanna, 2000; Hanna e Jahnke, 1999; Hersh, 1993; 1997),
facultada pela fungdo primordial da demonstragdo na matemadtica escolar, a funcéo
explicativa. Ndo obstante a importancia que tem sido reconhecida & demonstragdo, quer
nos textos enquadrados na educa¢fio matematica quer nos textos curriculares de varios
paises, os resultados da investigagdo que conduzi e de muitos outros estudos empiricos
incidentes nesta tematica sdo consonantes na dificuldade manifesta dos alunos em
compreender a necessidade da demonstragdo, por um lado, e em construir

demonstragdes, por outro lado.

No presente artigo, focar-me-ei unicamente na primeira e na segunda das questdes da
investigagdo. Discutirei sobretudo o modo como os alunos evoluem, numa mesma
tarefa, no seu processo demonstrativo, equacionando o papel que os exemplos
particulares tém em todo o processo, em estreita relagdo com a fungio da demonstragio

na aula de Matematica.

Algumas ideias teoricas

A particularizagfio e a generaliza¢do

A particularizagdo e a generalizagdo sdo processos inversos um do outro, embora em

constante interacgdo no pensamento mateméatico (Burton, 1984; Mason, Burton e
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Stacey, 1984). Enquanto o primeiro estuda uma questfo geral através de exemplos
particulares, o segundo parte da andlise de exemplos particulares para estabelecer
propriedades comuns a um universo geral, através da identificagdo de um padrdo, o que
implica reparar nos aspectos comuns a varios casos € ignorar outros aspectos dos
mesmos casos. No que respeita a particularizagdo, € importante que a escolha dos
exemplos seja feita de forma sistematica, e ndo aleatdria, pois a sistematizagfo facilita a

generalizagdo, tornando o padrio mais evidente.

Os processos de conjecturagdo ¢ de demonstragdo, por sua vez, alimentam-se da
particulariza¢do e da generalizagdo: a conjecturagio processa-se a partir da fase inicial
da generalizagdo, que decorre da particularizagio feita anteriormente, e desenvolve-se
através da testagem feita por recurso & particularizago; a demonstragio depende de
mais generalizagdes, permitindo que a generalizagio passe do dominio pessoal para o
dominio publico, através da produgdo de justificagdes para as afirmagdes feitas (Mason

etal., 1984).

Tal como referido por de Villiers (2004), sdo muitos os exemplos da histéria da
matemadtica que ilustram o processo de conjecturacio como sendo baseado na
investigagdo numérica, na intui¢io, na construgdo geométrica e na medi¢do. E os
matematicos podem, por vezes, aceitar certas conjecturas, confirmadas indutivamente,
como se se tratassem de teoremas, mesmo na auséncia de demonstragdes rigorosas,

especialmente se forem um campo importante de investiga¢do (de Villiers, 2004).

Embora particularizagdo e generalizagdo fagam parte integrante do processo de pensar
matematicamente, ¢ a generalizagio que constitui a esséncia do que é a matematica.
Resultados especificos podem ser tteis por si proprios mas s6 o resultado geral é que é

caracteristicamente matematico.

Esquema demonstrativo

Segundo Balacheff (1991), ¢ importante proceder a uma revolugdo copernicana no
sentido de deslocar o nosso foco de analise daquilo que € considerado desejavel que os
alunos fagam para aquilo que efectivamente fazem, bebendo na prética social da aula de
Matematica fontes que nos permitam compreender as suas formas de validagdo dos
resultados matematicos, as suas formas de se convencerem da veracidade de algo e de

persuadirem os outros acerca dessa mesma veracidade. Esta é também a perspectiva de
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Harel e Sowder (2007) que, numa tentativa de descrever as diversas formas de
validag@o usadas pelos alunos, sistematizaram-nas e classificaram-nas. A classificacéo
adoptada pelos autores tem por base o conceito de esquema demonstrativo e assume
grandes semelhangas (e também algumas diferengas) com classificagdes propostas neste

&mbito por outros autores, como ¢ o caso de Balacheff (1988).

O esquema demonstrativo de uma pessoa ou de uma comunidade ¢ definido por Harel e
Sowder (2007) como aquilo que constitui a obten¢gdo de certeza e a persuasdo para essa
pessoa, ou comunidade. Com base em estudos empiricos centrados nos esquemas
demonstrativos dos alunos, os autores classificaram esses esquemas essencialmente do
seguinte modo: esquema demonstrativo (a) de convicgdo externa, podendo ser
autoritario, ritual ou simbélico ndo-referencial; (b) empirico, podendo ser indutivo ou
perceptivo; e (c) dedutivo, podendo ser transformativo ou axiomatico. O esquema
demonstrativo dedutivo transformativo possui trés caracteristicas: generalidade,
pensamento operacional e inferéncia l6gica. O pensamento operacional é usado quando
o individuo forma objectivos e sub-objectivos e tenta antecipar os seus resultados

durante o processo.

Abordagem metodologica

Embora se possa distinguir enquadramento filoséfico de paradigma de investigagdo,
ambos se relacionam entre si, ji que o modo de ver o mundo se relaciona com o modo
de conhecer esse mesmo mundo. Em Rodrigues (2008), optei por uma abordagem
metodolégica interpretativa, de natureza qualitativa, por ser a mais adequada &
problematica em questdio. O respectivo enquadramento filoséfico subjacente estd em
consondncia com as minhas proprias assungdes acerca da existéncia de multiplas
realidades construidas socialmente, ¢ mediadas pela interpretagdo, ¢ da nogdo de
verdade enquanto resultante de um acordo condicionado social e historicamente (Smith
¢ Heshusius, 1986). Trata-se de uma investigag8o que se centra sobretudo nos processos
de ocorréncia dos acontecimentos, partindo dos significados particulares dos alunos
envolvidos no estudo, sendo esta uma caracteristica importante de uma investigagao

qualitativa (Bogdan e Biklen, 1991/1994).

SO se torna possivel abarcar a complexidade do fendmeno em estudo se estudarmos
todos os seus componentes de uma forma holistica j4 que todos eles se influenciam
reciprocamente. Esta perspectiva de investigagdo em que os componentes de um
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fenémeno ndo podem ser estudados isoladamente € alcancada através de uma
abordagem qualitativa (Merriam, 1991). O estudo que desenvolvi visa a explicagio das
relagdes dialécticas entre elementos mutuamente constitutivos: natureza da
demonstragdo, o papel da demonstragio na aula de Mateméatica e a pratica social.
Enquanto a investigagdo quantitativa realga a medida e a andlise das relagdes causais
entre varidveis, a investigagdo qualititativa enfatiza os processos ¢ significados

(Campbell, 1998; Denzin e Lincoln, 1994; Merriam, 1991).

Os dados analisados foram recolhidos numa escola do ensino basico, numa turma de 9°
ano, durante o ano lectivo de 2005/06, nas suas aulas de Matemética, sendo este
ambiente natural a fonte directa dos dados, dada a necessidade de analisar as situagdes
contextualmente. Foi seleccionado, na turma, um grupo de quatro alunos para constituir
o0 alvo da pesquisa e foi o trabalho desenvolvido pelo mesmo que foi videogravado.
Foram ulilizadas as seguintes éenicas de recolha de dados: entrevistas semiestruturadas
videogravadas (a professora ¢ a cada um dos alunos do grupo-alvo), observagdo
participante e naturalista, ¢ analise de documentos. Os documentos utilizados como
fontes de informag@o incluem: (a) os registos video e (b) os trabalhos de todos os alunos

da turma escritos.

Em todo o processo investigativo, existiu sempre uma forte interac¢fo entre o campo
tedrico e o campo empirico que se foi estreitando & medida do aprofundamento da
analise de dados. Assim, alguns dos constructos tedricos constituiram-se em

mmportantes instrumentos analiticos.

Discussio de alguns resultados

Os resultados, que apresento em seguida, reportam-se & exploragdo, por parte do grupo-
alvo, de uma tarefa que visava a determina¢dio do nimero de eixos de simetria em

poligonos regulares, incluindo a seguinte tabela para os alunos preencherem:

N.°de lados do poligono 3 4 5 6 7 8 n
regular

N.°de eixos de simetria

Tabela 1. Tabela de correspondéncia entre o niimero de lados e o niimero de eixos de simetria
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Era acompanhada de uma folha com varios poligonos regulares, desde o de 3 lados ao
de 8 lados, dispostos por outra ordem ¢ em posigdes fora do habitual (anexo 1). Foram

também distribuidos espelhos.

Conjecturando

A inclusdo da Tabela 1 levou naturalmente os alunos a conjecturar o niimero de eixos
de simetria para o poligono regular de » lados. O grupo-alvo foi preenchendo a tabela a
medida que ia fazendo o tragado dos eixos. A Sara formulou a conjectura oralmente
assim que acabou de preencher a tabela para o niimero de eixos do tridngulo e do
quadrado: “Estou a ver que o nimero de lados e o numero de eixos vai ser sempre
igual”. Trata-se da observagdo de um padrdo, percepcionado apenas com dois exemplos
particulares, que foi logo depois generalizado e expresso pela conjectura. Desde esse
momento que o grupo depositou uma grande confianga na conjectura. Foi esta
confianga que fez com que a Sara e a Maria oferecessem tanta resisténcia a
possibilidade de um exemplo que a refutasse — o pentagono ter 6 eixos de simetria —
levando-as a contar por vérias vezes os eixos tragados no hexagono, que elas supunham
tratar-se do pentdgono, por se encontrar numa posigdo pouco habitual e logo a seguir ao
quadrado. E s6 depois de procederem a varias contagens se dispuseram a escrever 6, na
c€lula da tabela, por baixo do 5. Como entretanto, o Ricardo rectificou tratar-se de um
pentigono, a conjectura voltou a assumir uma renovada forca, sucessivamente
confirmada pelos restantes poligonos. Alids, ela acabou por ser assumida como uma
conclusdo cuja veracidade os alunos consideraram como completamente estabelecida,

dispensando qualquer acto demonstrativo.

Produzindo uma demonstracio narrativa

O enunciado da questdo “Em cada um dos poligonos regulares, expliquem como s&o os
eixos de simetria em relagdo aos vértices ¢ aos lados. (Por onde passam os eixos?)”
conduziu os alunos a uma nova generalizagdo e, posteriormente, 4 justificagio da
conjectura. Os exemplos particulares foram olhados de novo, mas agora por um outro
prisma: para ver por onde passam os eixos e para compreender que é o facto de os
poligonos terem um n.° de lados par ou impar que faz com que os eixos passem de
modo diferente. A professora, em didlogo com os alunos do grupo, fé-los incidir a

atengdo no tragado dos eixos de simetria do tridngulo, do quadrado e¢ do pentigono. E,
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no final, o Ricardo proferiu: “Stora, entdo os impares ¢ vértice-lado e os pares vértice-

vértice, lado-lado.”.

Os exemplos de poligonos iniciam, nesta fase, a sua transformagio relativamente ao seu
caracter particular. O tridngulo e o pentdgono passam a ser representantes de todos os
poligonos com numero de lados impar e o quadrado representa todos os poligonos com
numero de lados par. Transformam-se em exemplos generalizveis, j4 que os alunos
comegam a incidir a sua atengdo nalgumas das propriedades dos poligonos,
compreendendo que as mesmas s3o gerais de toda a classe representada pelo exemplo.
Foi necessario, num momento posterior, voltar a olhar os exemplos generalizaveis do
tridngulo e do quadrado para encontrar uma razfo que demonstra a conjectura
formulada previamente. Passo a citar a resposta final escrita do grupo-alvo:

Nos poligonos regulares, os eixos de simetria em rela¢do aos vértices e
aos lados € que:

Impares- os eixos de simetria passam de vértice-lado, tendo por isso o
mesmo n° de eixos de simetria quanto ao [sic] n® de vértices.

Pares- os eixos de simetria passam de lado-lado e vértice-vértice tendo
por isso metade de eixos de simetria do que a soma de vértices com os
lados.

Foi pelo processo de demonstrar explicativamente uma conjectura que os alunos
efectuaram mais generalizagdes. Neste caso, trata-se da generalizagdo que estabelece a
relagdo entre o nimero de eixos que passam de um certo modo e o nimero de lados
(impar ou par) dos poligonos regulares. No entanto, a generalizacdo efectuada foi
apoiada pela particularizagdo: foi ollando para v caso particular do tridngulo e do
quadrado que a relagdo geral emergiu. O Ricardo teve, igualmente, necessidade de
observar os vérios poligonos e, com maior insisténcia, o octdgono, para generalizar que
os poligonos tém sempre o mesmo numero de lados e de vértices. Ao proferir “Tém
sempre 0 mesmo numero de vértices”, fé-lo como que falando para si préprio. Esta
generalizagdo estava subjacente & sua demonstragdo da igualdade entre o nimero de

eixos e o niumero de lados.

A observagdo dos casos concretos assumiu uma especial relevancia. Trata-se de
observa¢des reflexivas, ja que ndo se fundamentam apenas na visdo, sendo
acompanhadas pelo pensamento matematico, visando os aspectos gerais comuns a toda

a classe a que pertencem e no os seus aspectos especificos.
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Conclusio

Sendo desejavel que os alunos adoptem esquemas demonstrativos dedutivos, o que os
resultados do estudo que conduzi apontam, porém, bem como muitos outros estudos
(Chazan, 1993; Healy e Hoyles, 2000; Machado, 2005; Recio e Godino, 2001;
Rodrigues, 1997), é que os alunos tendem maioritariamente a utilizar esquemas
demonstrativos empiricos indutivos, apoiando-se em exemplos particulares para
estabelecer a verdade acerca das conjecturas que formulam. Esta situagdo encontra-se
generalizada internacionalmente e em todos os niveis de ensino, desde o mais bésico ao

universitario (Harel ¢ Sowder, 2007).

Uma das condi¢bes requeridas na mudanga do uso de esquemas demonstrativos
empiricos indutivos para a utilizagdo de esquemas demonstrativos dedutivos
transformativos ¢ a da transformagdo da natureza dos objectos mateméticos que tém de
deixar de ser encarados como objectos materiais ¢ empiricos para passarem a ser
objectos abstractos, objectos do pensamento. Os exemplos particulares foram usados
pelos alunos para conjecturar. As conjecturas formuladas sfo assumidas, desde logo,
como conclusdes de cuja veracidade os alunos ndo duvidam, j4 que apoiadas por esses
mesmos exemplos (esquema demonstrativo empirico indutivo). Quando a professora e a
propria tarefa conduzem os alunos a uma outra etapa subsequente a da conjecturagfo, a
de explicagdo dos fundamentos matematicos por que ¢ verdadeira a conjectura
formulada, o enfoque da actividade matematica dos alunos transforma-se: os alunos
passam da mera constata¢fio e descri¢io do padrio observado para o pensamento sobre

relagdes tedricas e gerais.

Sem a observagdo dos exemplos nas suas propriedades tedricas, nunca os alunos teriam
conseguido lidar com uma natureza abstracta dos objectos matematicos, fazer novas
generalizagbes e construir uma demonstragdo com uma fungfo explicativa. A reflexdo
que acompanhou e guiou a propria observagdo esteve orientada para a generalizagdo
respeitante a um dado universo de que um dado caso particular seria um exemplo
ilustrativo. Os exemplos particulares transformaram-se, pois, em exemplos

generalizaveis.

E neste momento-charneira, em que os exemplos assumem um estatuto genérico,
enquanto representantes de todos os elementos da classe a que pertencem, que se
processa a transi¢do para esquemas demonstrativos dedutivos. E nessa transi¢io, os
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exemplos, na sua intervengdo ilustradora e generalizavel, desempenham uma fun¢do

primordial.

Em suma, a passagem dos alunos de uma argumentagdo empirica para a utilizagio de
esquemas demonstrativos dedutivos transformativos implica que os exemplos evoluam,
quer no que respeita ao seu papel quer ao seu estatuto, perdendo gradualmente a sua
materialidade e tornando-se progressivamente mais genéricos. Assim, as sucessivas
generalizacGes que os alunos vdo elaborando complexificam-se progressivamente
devido a mudancga gradual da natureza da particularizagdo que inicialmente abarca
apenas instanciagdes ¢ depois evolui para uma representagdo geral. Ou seja, se o
desenvolvimento do pensamento matematico visa a generaliza¢fio, esta necessita de
beber da fonte alimentadora da particularizagdio. S#o, pois, particularizacdo e
generalizagdo, processos inseparaveis, cujo desenvolvimento passa pela sua continua

interacgdo.
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