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Resumo

A utilizacdo dos materiais compdsitos, esta cada vez mais difundida pelas varias areas da
engenharia. Esta crescente importancia, leva a necessidade do estudo aprofundado destas
estruturas. Um dos varios métodos desenvolvidos para o estudo do comportamento destes
materiais, baseia-se numa abordagem multicamada. Com o intuito de estudar o
comportamento estatico e dindmico, de diferentes estruturas constituidas por estes
materiais, foram implementados dois modelos nas aplicagdes de computacdo simbdlica e
numérica, Maple® e MatLab®. Os cddigos implementados, permitem analises estaticas,
andlises de vibracdes livres, e ainda a aplicagdo de critérios de falha nomeadamente, o
critério de Hashin, Tsai-Hill e Tensdo Méaxima. A validacdo das implementagdes destes
modelos, foi realizada recorrendo-se a solucgdes analiticas e numéricas. Foram realizados
a nivel estatico, e das vibracoes livres, diferentes estudos da influéncia de diferentes
parametros no comportamento da estrutura. Os codigos implementados, permitem assim
obter um campo de tensbes e de deformacdes ao longo da espessura, usando uma

abordagem mais precisa comparativamente a metodologias de camada equivalente.

Palavras-chave

Método dos Elementos Finitos; Teoria Layerwise; Estruturas Sandwich; Compdsitos

Laminados;

vii



viii



Abstract

The use of composite materials, is increasingly widespread in the various areas of
engineering. This growing importance, leads to the need for further study of these
structures. One of the numerous methods developed to study the behavior of these
materials is based on a multilayer approach. In order to study the static and dynamic
behavior of different structures comprised of these materials, two models have been
implemented in symbolic and numerical computation applications Maple® and MatLab®.
The implemented code, allows carrying out static analysis, free vibration analysis and
also the application of failure criteria, namely Hashin, Tsai-Hill and Maximum Stress
criteria. The validation of these models were performed making use of analytical and
numerical solutions. Different static and free vibrations studies were performed to analyse
the influence of different parameters on the behavior of the structure. The implemented
codes allow stress and strain field along the thickness, using a more precise approach

when compared to other equivalent single layer methodologies.
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Nomenclatura

Sao aqui apresentadas as principais nomenclaturas e simbologias utilizadas ao longo deste

trabalho:
Acronimos

CCCC - Encastrado nos quatro bordos;

CDF — Non-dimensionalized center deflection;

CE — Composito constituido por um reforco de fibra de carbono numa matriz epoxy;
CF — Condico0es fronteira;

CLT - Classical Laminate Theory;

ESL — Equivalent Single Layer;

FEL — Failed element;

FC1 — Fundo da camada 1;

FC2 — Fundo da camada 2;

FC3 — Fundo da camada 3;

FGP — Failed gauss point;

FL — Failed location;

FLD — Non-dimensionalized first-ply failure load,;

FPL — Failed ply;

FSDT — First Order Shear Deformation Theory;

GDL - Grau(s) de liberdade por no;

GE — Composito constituido por um reforco de fibra de vidro numa matriz epoxy.
GUF — Generalized Unified Formulation;

HSAPT — High order SAndwich Plate class of Theories;
HSDT — Higher Order Shear Deformation Theory;

LW — Layerwise;

MEF — Método dos Elementos Finitos;

PVC — Polyvinyl chloride;
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Q4 — Elemento finito quadrilatero de 4 nos;

Q9 — Elemento finito quadrilatero de 9 nos;

SSSS — Apoiado nos quatro bordos;

TC1 - Topo da camada 1;

TC2 — Topo da camada 2;

TC3 — Topo da camada 3;

Lista de Simbolos

Bk
k

By

Bk f

D
E

Matriz que relaciona deformacdes e deslocamentos referentes ao efeito de corte
na camada/lamina k;

Matriz que relaciona deformag0es e deslocamentos referentes ao efeito de flexéo
na camada/lamina k;

Matriz que relaciona deformagdes e deslocamentos referentes ao efeito de
membrana-flexdo na camada/lamina k;

Maodulo de rigidez a flexao;
Maodulo de elasticidade/Young;
Médulo de corte;

Espessura do laminado;
Espessura da camada/lamina k;
Matriz Jacobiana;

Largura do laminado;

Funcoes de forma interpoladoras;
Presséo do carregamento;
NUmero de nos no bordo de um elemento;
Carga sinusoidal,

Ponto de Gauss;

Matriz dos coeficientes elasticos reduzidos transformados;

Resisténcia ao corte transversal da lamina na direcdo 23;

XXiv



R¢ Relacdo entre nucleo-peles;

S Resisténcia ao corte transversal da lamina na direcdo 13;

T Resisténcia ao corte no plano da lamina;

uk Deslocamento na direcdo x da camada k;

vk Deslocamento na direcdo y da camada k;

w®  Deslocamento na dire¢do z da camada k;

Xc Resisténcia & compressao da Iamina unidirecional, paralela a direcéo da fibra;
X1 Resisténcia a tracdo da ldamina unidirecional, paralela a direcdo da fibra;

Yc Resisténcia & compressdo da lamina unidirecional, transversal a direcdo da
lamina;
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Alfabeto grego
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vk, Distor¢des da camada/lamina k no plano xz;
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0 Plano médio;

XXV



m
n

NUmero da camada/lamina em estudo;
Semiondas dos modos de vibragdo na direcéo x;
Semiondas dos modos de vibracdo na direcéo y;

XXVi



Capitulo 1

Introducao

No presente capitulo é elaborada uma introduc&o, referindo-se quais sao os objectivos
desta dissertacdo, a sua importancia e é realizado um enquadramento dos temas de estudo.

Apresenta-se ainda a estrutura adotada neste trabalho.

1.1 Importancia e enquadramento do tema

Hoje em dia, 0os materiais compdsitos, sdo usados em diversas areas da engenharia.
Esta utilizacdo, e desenvolvimento de novas aplicacOes e estruturas, leva a necessidade

de estudos cada vez mais aprofundados destes materiais.

O estudo dos materiais compositos, independentemente da teoria de base, pode ser
enquadrado na adocdo de uma abordagem de camada Unica equivalente ou de uma
abordagem multicamada. Enquanto no primeiro caso, 0 composito é considerado como
um todo, como se de uma camada de material Unico se tratasse, na segunda abordagem

cada camada mantém a sua individualidade e propriedades materiais médias.

Uma abordagem multicamada permite de uma forma geral obter uma descricdo mais
detalhada da cinematica da deformac&o e assim capturar mais realisticamente os estados
de deformacdo e de tensdo que podem ocorrer num compdsito. Com este trabalho
pretende-se caracterizar o comportamento mecanico de estruturas compositas nestas

diferentes situacdes, usando uma abordagem multicamada.

Parte do trabalho desenvolvido no contexto desta dissertacao, foi objeto de publicacéo

em revista [1].
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1.2 Objectivos do trabalho

Este trabalho tem como base o estudo de placas em materiais compdsitos, podendo
neste caso serem do tipo laminado ou sandwich. Procurou-se analisar estas estruturas
compositas, no contexto dos estados de deformacéo e de tensdo usando uma abordagem
multicamada nomeadamente, uma Teoria Layerwise. S&o analisadas situacdes onde a
placa do material compoésito se encontra sujeita a carregamentos estaticos e outras em
vibracdo livre. Através dos estados de tensdo, sdo ainda aplicados critérios de falha.
Portanto, para além de se procurar compreender diversos fendmenos caracteristicos do
comportamento estatico e dinamico da estrutura composita, pretende-se ainda abordar o
problema com uma perspectiva de projecto mecéanico, atraves da aplicagdo dos critérios
de falha. Adicionalmente, procurou-se estudar a influéncia da utilizacdo de diferentes
modelagdes, variando os elementos ao nivel do nimero de nds por elemento e 0 nimero

de graus de liberdade da estrutura.

De modo a tornar possivel o estudo das referidas estruturas compdsitas, usando a
abordagem e as modelacgdes pretendidas, torna-se necessario recorrer a implementacao de
formulagBes num software de computagdo simbolica e/ou numérica — nomeadamente o
MatLab® e o Maple®. A utilizagdo deste tipo de programas permite a resolugio de
problemas com variaveis simbolicas de forma automatizada, sem prejuizo da vertente

numeérica.

Em adicéo, ao longo do trabalho pretendeu-se igualmente elaborar diversos estudos
de convergéncia, estudos de influéncia de propriedades nos resultados obtidos, e
respectivas validacGes, recorrendo-se para tal a referéncias bibliogréficas, para efeitos

comparativos.
1.3 Descricao da estrutura do trabalho

Em termos de estrutura, o presente trabalho encontra-se organizado em quatro

capitulos, e segue uma sequéncia logica, sistematizada da seguinte forma:

O primeiro capitulo, de caréacter introdutdrio, apresenta a importancia do tema, a
estrutura da dissertacdo, os objetivos da mesma, e é feita uma breve descricdo da

abordagem ao problema.
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No segundo capitulo, € apresentado o estado da arte onde sdo indicadas as referéncias
bibliograficas mais relevantes nos ultimos anos sobre o tema em estudo, as diferentes
abordagens utilizadas no estudo dos laminados e das estruturas sandwich, bem como as
referéncias mais relevantes na elaboracdo desta dissertacdo. Ainda neste capitulo, incidem
os fundamentos tedricos e sdo explorados os diversos conceitos e metodologias
implementadas. S&o apresentadas todas as ferramentas, metodologias e conceitos

utilizados ao longo deste trabalho.

A apresentacdo dos resultados obtidos, bem como a analise critica dos mesmos, €
realizada no terceiro capitulo. Este esta dividido em duas secc¢des principais, sendo que a
primeira apresenta os exemplos utilizados para validar os resultados obtidos, e a segunda,
apresenta diversos casos de estudo considerados interessantes, e com interesse na

aplicacdo da teoria usada.

Finalmente, o trabalho termina com uma concluséo dos resultados obtidos e discusséo
do que poderia ter sido feito, se o tempo disponivel o permitisse, algumas ideias de

desenvolvimento futuro e possiveis seguimentos a este trabalho.
1.4 Materiais compositos

Tendo em conta que se pretende abordar o estudo de materiais compdositos, €
conveniente definir estes materiais. De acordo com a norma ASTM D3878-2015, os
materiais compositos sdo definidos por: “substancia que resulta de dois ou mais materiais,
insolGveis entre si, que sdo combinados de forma a obter um material Gtil & engenharia

com propriedades mecanicas diferentes das suas fases constituintes” [2].

A crescente importancia, e utilizacdo dos materiais compositos na engenharia (Fig. 1),
—abrangem areas desde os meios de transportes a aplicacdes biomédicas — torna-os fortes
candidatos a substituicdo de materiais tradicionais. Esta preferéncia, deve-se a estes serem
constituidos por dois ou mais materiais diferentes, - uma fase de matriz (garante a ligacédo
com o refor¢o) e uma fase de reforco (garante a resisténcia) - e que quando combinados
(macroscopicamente) num sO material se obtém propriedades finais superiores as
propriedades iniciais dos seus constituintes possibilitando a obtencdo de diferentes
propriedades através da mistura de diferentes materiais, permitindo o destaque das

caracteristicas chave tendo em conta a aplica¢do do produto.
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Nos dias de hoje, encontram-se compdsitos de matriz reforcada por fibras e estruturas
sandwich, na estrutura de aeronaves, em chassis de veiculos desportivos, quadros de
bicicletas, em pas de turbinas eolicas, ou mesmo em aplicacGes onde estas estruturas

podem ser aplicadas como sensores e/ou atuadores [3, 4].
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Fig. 1 — Evolugdo da importancia dos diferentes materiais ao longo do tempo [5].

A combinacdo dos materiais depende da aplicacdo especifica que se pretende do
material compdsito e a importancia relativa de varios factores tais como a resisténcia a
Ccorroséo, resisténcia a fadiga, expansdo térmica, propriedades

rigidez, peso,

eletromagnéticas, condutibilidade térmica etc....

E usual classificar-se este tipo de materiais em dois niveis distintos. O primeiro nivel,
diz respeito ao tipo de matriz (fase continua), e o segundo nivel ao reforco (fase
descontinua). Dentro destes niveis, 0s materiais compoésitos podem ser classificados

segundo os subniveis apresentados na Fig. 2 e na Fig. 3.

- Compésito de Matriz Organica (CMO) —|:

- Composito de Matriz Metalica (CMM)

Compdsito de Matriz de Carbono

Compdsito de Matriz Polimérica (CMP)

—

Matriz

- Compdsito de Matriz Ceramica (CMC)

Fig. 2 — Classificacdo do material compdsito quanto ao tipo de matriz. Baseado em [6].
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- Particulas

Curtas (descontinuas)

Reforgo — - Fibras {
Longas (continuas)

Laminados
- Estruturais

—

Sandwich

Fig. 3 - Classificacdo do material compdsito quanto ao tipo de reforco. Baseado em [6].

Neste trabalho, foram considerados dois tipos de materiais compositos,
nomeadamente, materiais compositos laminados, e estruturas sandwich. Ambas as
estruturas, apresentam uma configuracdo multicamada, isto €, a configuracdo de cada
placa, é obtida através do empilhamento de diferentes camadas, com o intuito de obter
um melhor desempenho, cumprir os requisitos de funcionamento, e garantir um tempo de

vida util satisfatério.

1.4.1 Compositos laminados

Os compdsitos laminados séo caracterizados por uma sequéncia de ldminas (camadas)
com o mesmo material ou materiais diferentes, podendo cada uma delas apresentar
diferentes orientacOes das fibras. Na interface das camadas, é assumida uma adesédo

perfeita, sem escorregamento. O resultado deste empilhamento é designado de laminado
(Fig. 4).

Fig. 4 — Representacdo esquematica de uma sequéncia de empilhamento.
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Nestas estruturas, as fibras sdo os elementos de reforco, sendo as principais
responsaveis pelas propriedades mecanicas do laminado. As principais fibras utilizadas

nestas estruturas séo as de vidro, carbono, aramidicas e cerdmicas [6].

Relativamente as matrizes, apesar da sua contribuicdo principal a estrutura, ndo ser
fornecer propriedades mecanicas, o0 modo de falha desta, é fortemente afetado pelo tipo
de material utilizado na matriz, visto este influenciar a resisténcia da interface fibra/matriz
[6]. A matriz cabe também a responsabilidade de isolar as fibras de modo que possam
agir separadamente, fornecer acabamento superficial, e proteger as fibras contra ataques

quimicos e/ou danos mecéanicos como o desgaste.

Dentro dos varios materiais passiveis de serem usados como matriz, as mais
recorrentes sdo as matrizes metalicas, e as resinas (epoxidas, poliésteres, bismaleimidas,

poliamidicas, fenolicas, termoplasticas) [6].

1.4.2 Compositos sandwich

Uma estrutura sandwich, consiste numa ou mais laminas com elevada densidade,
resisténcia e rigidez, unidas ao nucleo com ou sem o uso de adesivos, de forma a garantir
adesdo na interface dos dois. Este nucleo, possui menor densidade, rigidez, e resisténcia
em comparagdo as camadas exteriores. Na Fig. 5, € apresentada uma estrutura

esquematica de um compdsito sandwich.

Nucleo Painel Sandwich

Fig. 5 - Representacdo esquematica de um painel sandwich. Adaptado de [7].

Neste tipo de estruturas compdsitas, as [aminas tém como fungéo, suportar os esfor¢os
de flex&@o da estrutura, acabando estas por trabalhar fundamentalmente, a compresséo e a
tracdo. O nucleo suporta os esforgos de corte e torcdo permitindo evitar o deslizamento

das laminas.
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De forma a suportar os esforcos de flexdo, as laminas devem apresentar uma
resisténcia elevada, resisténcia ao impacto, resisténcia a corrosdo e ao desgaste [8]. Estas
caracteristicas sdo habitualmente fornecidas pelos materiais metalicos (onde predomina
0 aco, 0 aco inoxidavel, as ligas de aluminio e cobre) e ndo metalicos (madeira e materiais

compositos reforcados com fibras) [8].

De acordo com [9], os nucleos dos painéis sandwich podem ser divididos em dois

grupos: nudcleos homogéneos e nacleos ndo homogéneos ou estruturados, conforme

ilustra a Fig. 6.
Materiais de ntcleos
Sandwich
Suporte ‘ Suporte ndo homogéneo das laminas ‘
homogéneo | |
das ldminas
Suporte Suporte Suporte
Espumas de pontual das unidirecional bidirecional
células abertas ldminas das laminas das laminas
ou fechadas
- Favos de mel
Téxteis Canelados
abertos na
totalmente abertos num direcio da
abertos dos lados 5
espessura
£ =AD
pum - e

Fig. 6 — Tipos de nucleos de painéis sandwich. Adaptado de [9].

Os materiais usados como adesivos tém uma importancia crucial no comportamento
do painel sandwich. S&o estes materiais que garantem ligac&o entre o nlcleo e as laminas
na interface, devendo ser o elemento mais forte da estrutura, e possuir propriedades
mecanicas que ndo variem durante os processos de fabricacdo do compdsito, e durante o

servigo do mesmo de forma a manter a integridade estrutural.

1.5 Modelacdo de materiais compositos

A versatilidade apresentada pelos materiais compositos, desperta a atencdo de varios
investigadores, devido ao constante surgimento de novos materiais, novos processos de
fabrico, e a evolucdo dos recursos computacionais. A evolucdo da mecanica
computacional, tem grande importancia no projeto de estruturas e solugdes otimizadas, e

na modelacdo de materiais complexos tais como os materiais compositos. Esta evolucéo,
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permite o uso de algoritmos mais exigentes computacionalmente, a manipulacdo de uma
maior quantidade de dados, e uma maior discretizacdo do modelo, permitindo uma anélise
micromecénica mais aprofundada do composito. Com o intuito de diminuir este custo
computacional, habitualmente é realizada uma homogeneizacdo de um volume
representativo da estrutura em estudo. Esta simplificacdo, permite quantificar as
propriedades médias de um volume e extrapolar estes resultados numa escala maior,

considerando uma abordagem de equivaléncia média na escala real.

Actualmente, o Método dos Elementos Finitos, € o que aparece em maior destaque,
comparativamente aos diversos métodos de modelacdo computacional. Esta € uma
metodologia que tem vindo a ganhar bastante terreno em industrias competitivas e
justifica-se para tal a existéncia de diversos programas comerciais, tais como
SolidWorks®, Ansys®, Abaqus®, Nastran® entre outros, que visam satisfazer as

necessidades existentes.

De uma forma simples, pode-se dizer que o MEF, € um método numérico, para
resolucdo de equacdes as derivadas parciais, do tipo de problemas de valores de fronteira
que passam pela aproximagdo de um dominio em anélise, atraveés de um nimero finito de
subdominios com formas mais simples, os elementos finitos. No interior de cada
elemento, séo assumidas funcdes simples de forma a aproximar as variaveis em estudo.
A solucdo aproximada consiste numa combinacéo linear destas funcgdes. Os pesos desta
combinacdo, passam a ser as variaveis do problema. A facilidade na discretizacdo do
dominio faz com que o MEF possa ser utilizado para resolver praticamente qualquer
problema suscetivel de ser representado matematicamente por equacdes as derivadas
parciais, com quaisquer condicBes de fronteira. Esta metodologia é esquematicamente

apresentada na Fig. 7.

Variaveis do Discretizagéo do Solugdo das

Dominio o - .-
problema dominio derivadas parciais

Fig. 7 — Representacgédo esquematica do MEF.

O problema pode ser abordado de diferentes formas. Uma delas, consiste na

identificacdo do tipo de elemento(s) mais correcto para o caso em estudo. Assim, o
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problema podera ser resolvido por elementos de uma, duas ou trés dimens6es dependendo

das simplificacdes consideradas e desejadas.

Existem varios tipos de elementos, sendo alguns apresentados na Fig. 8.

Linear (2 nds) Quadratico (3 nds)
1 D — >—
Linear Serendipity Lagrangeano
(3 nds) (8 nds) (9 nods)
AN '
Tetraédrico Hexaédrico Pentaédrico
(4 nés) (8 nds) (6 nos)
— .\-.___
| N T
3D - oo

Fig. 8 — Exemplos de diferentes tipos de elementos finitos. Adaptado de [10].

Apesar do surgimento dos programas comerciais de MEF ter impulsionado a
utilizacdo destes métodos, estes programas apresentam algumas lacunas quanto as
formulacBes dos tipos de elementos e do nimero de GDL a considerar. Assim, é
necessaria a utilizacdo de teorias mais complexas como a abordagem multicamada,
abordada neste trabalho. Neste contexto, destaca-se o livro de J.N. Reddy [11], referéncia
incontornavel para aqueles que se iniciam no estudo dos materiais compdsitos e das

estruturas construidas com estes materiais.
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Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

No presente capitulo é apresentado um breve estado de arte onde sdo abordadas teorias
utilizadas, no estudo de materiais compositos multicamada. Adicionalmente, séo
apresentados os fundamentos teodricos e sdo explorados conceitos, consideragdes e

metodologias usadas na Teoria Layerwise, abordada neste trabalho.

2.1 Estado de Arte

As teorias layerwise, surgiram devido a necessidade de estudar estruturas laminadas
ou estruturas tipo sandwich, em que a necessidade de uma descricdo mais realista dos

estados de tensdo e de deformacéo, é mais premente.

O estudo de estruturas compostas por materiais compdsitos, independentemente da
teoria de deformacdo ao corte usada, pode ser realizado adotando uma metodologia de
ESL, ou multicamada (layerwise). A adocdo de uma metodologia em detrimento da outra,
depende da precisdo que se pretende no campo de deslocamentos e a subsequente

descricdo das tensdes ou frequéncias, por exemplo.

Relativamente a abordagem ESL, no campo dos laminados ou das estruturas
sandwich, é possivel encontrar variadissimos trabalhos publicados. Entre estes,
encontram-se trabalhos baseados em diferentes teorias, desde a Teoria Cléassica dos
Laminados (CLT), até as teorias de deformacéo de corte de ordem superior (HSDT), por
exemplo, Reissner [12], estudou o efeito das deformac@es de corte transversais em placas
anisotropicas simétricas em relacdo ao seu plano médio. Relacionado com este trabalho,
Whitney [13], desenvolveu a teoria de flexdo para laminados simplesmente apoiados,

tendo incluido deformacdes de corte transversais. Mais tarde, Lo et al. [14], apresentaram
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uma teoria de ordem superior, dedicada ao estudo da deformacdo de placas laminadas,
comparando os resultados obtidos com solucdes da elasticidade. Pandya e Kant [15],
desenvolveram um modelo HSDT, para anélise da flexdo de placas sandwich simétricas.
Esse modelo, assume uma variagdo ndo linear dos deslocamentos no plano, embora
constantes no sentido transversal para fora do plano. Ainda relativamente as abordagens
ESL, Bernardo et al. [16], apresentaram um estudo do comportamento estatico e dindmico
de placas com gradientes funcionais. Para tal, foi implementada a teoria de deformagéo
de corte de primeira ordem (FSDT), e usados elementos Lagrangeanos, e elementos de
Kriging, através de uma abordagem meshless (sem malha), com fun¢6es de base radial.
Loja et al. [17], analisaram o comportamento dindmico de estruturas sandwich,
constituidas por um nacleo metalico, e as camadas exteriores por materiais com
gradientes funcionais. As propriedades de um compdsito metalico-ceramico, foram
estimadas usando o esquema de Mori-Tanaka, tendo sido considerado nas analises
dindmicas a FSDT, e teorias de ordem superior, implementadas com elementos Kriging.
A resposta dindmica destas estruturas, foi obtida através do método de Bossak-Newmark.
Viola et al. [18], propuseram uma formulacdo e analisaram dinamicamente laminados e
painéis moderadamente espessos, duplamente curvados. Nesta formulacdo, uma HSDT
foi considerada, e uma geometria diferencial foi usada de forma a definir a forma
arbitraria da superficie média de painéis e cascas com diferentes curvaturas. Continuando
ainda nas abordagens ESL, mas passando agora para abordagens néo lineares, ¢é de referir
o trabalho desenvolvido por Reddy [19], onde foi proposta uma HSDT, tendo sido
consideradas as deformadas ndo lineares de von Karman. Ferreira e Barbosa [20],
apresentaram um modelo de elemento finito, para a analise de estruturas compdsitas de
casca, usando uma analise geométrica ndo linear. As equagdes de equilibrio
incrementativas ndo lineares, foram estabelecidas através da formulacéo do deslocamento
total de Lagrange, sendo a solucdo obtida através do método incremental/iterativo de
Newton-Raphson, com métodos de comprimento de arco. Recentemente, Dehkordi et al.
[21], procedeu a analise dindmica de uma placa sandwich, com um nucleo flexivel, e as
camadas exteriores laminadas, embebidas em fios de liga com memoria. Este estudo foi
baseado em modelos layerwise mistos e ESL (LW/ESL), desenvolvidos no ambito da
Unified Formulation de Carrera. E igualmente importante mencionar, o trabalho
desenvolvido por Thai e 0s seus colegas [22-26] no contexto da anélise de estruturas

laminadas isogeométricas.
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A importancia e a adequacdo de uma abordagem multicamada em relacdo as
abordagens ESL, em estruturas laminadas e sandwich, tem sido alvo de varias discussoes,
estudos e revisdes, nomeadamente os realizados por Carrera [27, 28]. Em [27], é
apresentada uma revisdo historica de teorias zig-zag, desenvolvidas com o intuito de
analisar estruturas multicamada, com foco nas teorias que apresentam campos de
deslocamentos continuos e continuidade interlaminar das tensdes transversais na interface
de cada camada. Em [28], foi apresentada uma revisdo da obtencdo das equacGes de
governo, e as matrizes de elementos finitos de algumas das teorias de placas mais
relevantes. Adicionalmente, é feita uma comparacéo entre diversas avaliagdes numéricas
e a validagéo dos resultados. Num estudo abrangente, Demasi et al. [29] avaliou a preciséo
da analise da variagdo assintotica das placas e das cascas, comparativamente a diferentes
teorias de ordem superior, zig-zag e teorias layerwise, geradas através da estrutura
axiomatica invariante conhecida como GUF (Generalized Unified Formulation). Os
modelos axiomaticos foram igualmente comparados as solucGes da elasticidade
desenvolvidas, para os casos de estruturas sandwich com elevado racio de rigidez entre
as laminas e o ndcleo. Ferreira em [30], combinou uma teoria layerwise, com uma
discretizacdo multiquadratica, com o intuito de analisar placas laminadas e sandwich.
Para tal, usou funcdes de base radial de forma a aproximar as equagdes governativas
diferenciais e as condigdes fronteira. Nosier em [31], considerou a teoria layerwise de
Reddy, com o intuito de estudar as vibracgdes libres de laminados, tendo os resultados
obtidos sido comparados com 0s obtidos através de uma analise da elasticidade
tridimensional e vérias teorias ESL. O uso de abordagens multicamada, com o intuito de
estudar o comportamento dindmico de estruturas amortecidas, tem ainda sido usado por
alguns investigadores, nomeadamente Sainsbury e Zhang [32], Daya e Potier-Ferry [33],
e Araujo et al. [34]. Sainsbury e Zhang [32], propuseram um elemento finito para
estruturas viga em sandwich amortecidas, combinando as func¢des de forma polinomiais
convencionais, com fungdes ortogonais de Galerkin. Foram considerados deslocamentos
compativeis nas interfaces entre as diferentes camadas. Daya e Potier-Ferry [33],
propuseram um método numeérico para solucdes exatas de problemas nédo lineares de
vetores proprios. Este método, associa técnicas numéricas homotopicas e assimptoticas,
tendo sido aplicado no célculo das frequéncias naturais, e nos fatores de perda de
amortecimento viscoelastico de estruturas sandwich. Mais recentemente, Aradjo et al.

[34], estudaram e otimizaram parametros dos quais as frequéncias séo dependentes, em
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estruturas sandwich amortecidas, com nucleo viscoelastico. Para tal, um modelo de
elemento finito misto layerwise, e uma abordagem complexa de forma a modelar o
comportamento do material viscoelastico foram necessarios. Importa ainda frisar, as
Higher Order SAndwich Panel Theory (HSAPT). De acordo com estas teorias, as
camadas exteriores e 0 ndcleo, sdo analisadas separadamente com diferentes campos de
deslocamentos, para cada componente, sendo alguns trabalhos apresentados por Santiuste
et al. [35], Mantari et al. [36], entre outros.

2.2 Teoria Layerwise

2.2.1 Campos de deslocamentos

Como se referiu, no presente trabalho, é adotada uma abordagem multicamada, ou
Layerwise, com o intuito de descrever de forma mais realista a cinematica da deformacéao
de um laminado, ou de uma estrutura sandwich. Nesta abordagem, cada camada é

modelada individualmente pela Teoria de Deformacdo de Corte de Primeira Ordem
(FSDT).

A FSDT, relativamente as hipéoteses de Kirchhoff, possui a particularidade de
considerar uma normal ao plano médio da placa indeformada, esta permanecer reta, mas
ndo necessariamente normal ao plano médio da placa deformada. Esta condicdo permite

incluir as extensdes de corte €,, € €,,,. O campo de deslocamentos € assim definido por

[11]:

u(nyJZJ t) = uO(x)yﬁ t) + Zex(x'y’ t)
v(x,y,zt) =vy(x,y,t) + ZBy(x, y,t) @

w(x,y,z,t) = wy(x,y,t)

onde u e v sdo os deslocamentos nas direcdes x e y, u, € v, sao 0s deslocamentos nessas
direcdes, de um ponto pertencente ao plano médio; w representa a flecha ou o
deslocamento transversal; 6, e 6, sdo as rotagdes das normais do plano médio segundo a
direcdo y e x respetivamente. No caso de placas finas, 6, e 6, sdo consideradas como

sendo funcdo da deflex&o transversal (Teoria Classica).

Op === 0y =~ @
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Fig. 9 — Bordo deformado e ndo deformado na teoria FSDT [11].

As deformacdes associadas a teoria de deformacdo de corte de primeira ordem, séo

dadas de acordo com a equacao (3)

duo
dx ( do,
( Ea(c?c) e,%c) % dx
€
exx 63(/21) (:‘3%,) dy %
Y © | _ ) | dvo dy
Yy _<ny }+Z<yxy>=<d—+a>+z<d8 do r
=] [ o) Y o o
S Y B O R B S
\Vyz J Yyz dx ’ 0
Wo , g L0
dy Y

Como indicado anteriormente, na abordagem adotada neste trabalho, sdo adotadas em
cada camada, as premissas da teoria FSDT, e € imposta a continuidade dos deslocamentos
nas interfaces entre as camadas. N&o foram considerados constrangimentos,
relativamente a continuidade das tensdes de corte transversais, tal como considerado por
outros autores como Barkanov et al. [37], Aradjo et al. [34] e Ferreira [38] entre outros.
A previséo das tensdes de corte transversais, em cada camada, apresenta um valor
constante, de acordo com as relacdes constitutivas, conduzindo assim a um perfil de
distribuicfes em degrau, camada a camada. No entanto, tal como verificado noutras
abordagens, é possivel obter uma distribuicdo continua, se forem usadas as equacfes do

equilibrio da elasticidade, numa fase de pds-processamento.

De forma a ilustrar um caso especifico de uma estrutura sandwich, independentemente

da natureza dos seus materiais constituintes, é apresentada na Fig. 10, um comp0ésito com
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trés camadas onde a cinematica de uma abordagem multicamada é esquematicamente

apresentada, neste caso respeitante ao deslocamento segundo x (u).

‘ Z
A —
(1) 7 S
hy TR
A x
_,/.
(2) x
4 e —— @ o ——— ——— e — -
h, V@ -
/ 'gx
.f/l
h r'y (3) II_.-"’ \'/‘
3, TR @

Fig. 10 — Representacdo esquematica da cinematica de uma abordagem multicamada.

A razdo principal para a ado¢do da FSDT em cada camada, explica-se pelo seu baixo
custo computacional, quando comparada com outras teorias. Se forem adotados campos
de deslocamentos de ordens superiores em teorias ESL ou layerwises, a dimenséo do
problema aumenta para dimenses significativamente superiores. Adicionalmente, o0 uso
de abordagens com FSDT, ja provou bons resultados, tal como é demonstrado por Ferreira
[38, 39], e Sainsbury et al. [32]. Embora se possa considerar o calculo das tensdes de corte
e da normal transversal, camada a camada, através das equacOes do equilibrio, neste
trabalho, foram apenas wusadas as relagbes constitutivas. Por essa razdo,
independentemente da sua importancia nos casos de analise de falha, a componente

normal transversal ndo sera aqui determinada.

Considerando uma configuracdo com trés camadas, de acordo com 0s pressupostos ja
enunciados, as componentes do deslocamento da camada interior (nucleo), u®, v,

w®), respetivamente ao longo das direcdes x, y, z, sio descritas como:
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u@(x,y,2,t) = up(x, y,t) + Z(Z)HJEZ) (x,y,t)
v@®(x,y,2,t) = vy(x,y,t) + 2(2)93(,2) (x,y,t) 4)

w®(x,y,2,t) = wy(x,y,t)

onde u e v sdo 0s deslocamentos do plano médio, em qualquer ponto caracterizado pelas

coordenadas (x, y, z, t) num instante de tempo genérico t, u, e v, sdo 0s deslocamentos
no plano médio (x,y,0,t); w representa a flecha ou o deslocamento transverso; 9,52) e

93(,2) sdo as rotacdes das normais do plano médio segundo a direcdo y e x respetivamente,

para a camada 2. Ap6s a imposicao da continuidade dos deslocamentos entre as interfaces
das camadas ser apresentada, os campos de deslocamento para as camadas exteriores,

camada 1 e 3, sdo dados por:

h,
uD(x,y,2,t) = up(x, y,t) + — 9(2)(x y,t) +—= 0(1)(x y, t) + 2(1)6(1)(x y,t)

h
vD(x,y,2,t) = vo(x,y,t) + — 9(2)(x y,t) +—= 9(1) (x,y,t) + 2(1)93(,1) (x,y,t) (5)

W(l) (x,y,2,t) = wy (x, y,t)

u®(x,y,2,t) = ug(x, y,t) — 9(2)(96 y,t) — 9(3)(26 y,0) + 230 (x,y, 1)

v®(x,y,2,t) = vo(x,y,t) — 93(,2)(x y,t) — 3(,3)(x, y,t) + 2(3)93(,3)(x, y,t) ©)

W(S)(x:y'z' t) = WO(ny' t)
2.2.2 Deformacoes

Considerando as relacGes cinematicas da elasticidade, para pequenas deformacoes,
obtém-se de uma forma genérica, para um nimero de camadas k (omitindo a dependéncia

das coordenadas espaciais e temporais):

u )
(k) ox m(k) fl) M ()
av(k) exx 6-)CJC xx
g;) .y 5 | _ e’y”(") ) f(k) 4 e;nyf(k) o
W) ay®  gpo| i) y,fy(k) ya 9
+
dy dx J
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ou® N ow® Wy pci)
k _—
{Vagz)} _ ) oz ox | _ J 0x x l
(G 9 K ()0
Vyz ov 4 ow Wo " 9)(7k)J
0z dy dy

Os componentes de flexdo (sobrescrito f) e de membrana (sobrescrito m) séo

E€Xpressos como:

k
(22 ) o
S ox £ ox
xx (3} xx ov
£ k) a0, mw | _) %
€yy X F 5§ €Eyy =9 3 r (8)
dy y
fk) m(k)
Yxy 00 ) 50 (k) Yxy duy | dvg
*_ g ay T ax
dy dx y
e 0s componentes de membrana-flex&o (sobrescrito mf), para as camadas exteriores séo
dados por:
( h, 90  hy 008 )
Emf(g) 2 0x 2 Ox
xx () 3
mr@ | _ ) _ha 08" s 0y >
€yy N 2 dy 2 dy ©)
mf(3)
Wiy hy (0602 065\ hy (06 365
L 2\ dy dx 2\ dy d0x
( h, 36  h, 00V
ELE 2 Ox 2 Ox
xx (2) (€Y
ROLU hy 06y~ | 11 08y >
yy B 2 ady 2 dy (10)
mf (1)
)y (62 00\ |y (068 o6
2\ dy d0x 2\ dy ox /)

Sendo o vetor dos graus de liberdade, generalizados dado por:

1 1 2 2 3 3
q" = [uo,vo,wo, 05, 6,7, 657,657,657, 657]

(11)

2.2.3 Lei constitutiva da lamina e respectivas tensoes

Uma estrutura composita laminada, é obtida através do empilhamento de laminas de

diferentes materiais, que podem ser por exemplo, materiais compositos ortotrépicos com

fibras unidirecionais pré-impregnadas, ou materiais isotropicos, entre outras

possibilidades. Em adicdo a sobreposicdo das laminas, sdo assumidas algumas
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consideracdes, nomeadamente, a existéncia de adesdo entre as fases constituintes do
material, bem como entre laminas adjacentes, a inexisténcia de impurezas e espacos

residuais, a continuidade dos deslocamentos, e a validade de um regime linear elastico.

Considerando desprezavel a tensdo normal transversal, . em cada camada k, pode-
se escrever, para a situacdo mais generica (material ortotrépico), as relacdes tenséo-
deformacéo para um laminado com k camadas, no sistema coordenado local (material)
[11]:

(g0 (O
1(k) (@ Q2 0 0 0¥ 1(k)
Qz @z 0 0 O
3 Tig) r= O 0 Q66 0 0 yl(éc) } (12)
T(k) 0 0 0  Qu 0 y(k)
%2) 0 0 0 0 Qs o
J \V31 /

onde os indices 1 e 2 representam respetivamente, as diregées das fibras e a normal as

fibras, sendo ainda a direcédo 3 a direcdo normal ao plano. Q representa os coeficientes

L] '
de rigidez eléstica reduzidos da camada k, sendo estes obtidos por:

) _ _EY o _ B2 ® _ ,®o®.
L &
(k) — . (k) — . (k) — c®. (13)

12 23 31

) 0 ;) eG(k)

() (k)
onde El ) Ez Ugp™s b7y a3ty

sdo as propriedades elasticas do material na

respectiva camada k.

k) (k)

Néo séo considerados a( e &~ na lei constitutiva da lamina, visto utilizar-se a

FSDT.

Devido ao facto de cada lamina poder ter diferentes orientagdes, como é possivel
observar na Fig. 11, torna-se necessaria uma transformacédo de forma a que a analise de

todo o laminado seja possivel.
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Fig. 11 — Representa¢do esquematica dos sistemas de coordenadas do material e do laminado.

O angulo 4 que caracteriza o angulo da orientacao da fibra, € medido entre os sentidos
positivos da direcdo 1 e x. Através da transformacdo de coordenadas [11], as relacdes

constitutivas no sistema de coordenadas xyz, podem ser obtidas por:

%) (8% a% o o 0] ()
oy | [0 o o o o |ay
fe®i=l0o 0o g® o o Y} (14)
@ {0 o 0@ o [
@) Lo o 0o o gl LY

onde Qi(]'.‘), representa os coeficientes de rigidez elastica reduzidos transformados,

associados a cada camada k.

2.2.4 Equacdes de equilibrio

As equacdes de equilibrio que permitem realizar uma analise linear estatica, ou de
vibracdo livre do laminado ou estrutura sandwich, podem ser obtidas pelo principio de

Hamilton [11], o qual pode ser escrito da seguinte forma:

t1
(8U — 8V + W)dt = 0 (15)
to

onde U,V, W, representam respetivamente a energia elastica de deformacao, a energia
cinética, e o trabalho realizado pelas forcas exteriores aplicadas no sistema. Cada um

destes parametros é genericamente dado por:
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U = fQ (6eTo)dQ ; 6V = fQ (p6qTg)dQ ; W = fA (P6q)dA (16)
com £, e A, sendo o volume da placa e a area de aplicacdo do carregamento; €, e o, sdo
os vetores de deformacdo e tensdo generalizados. A densidade € representada por p, e a
pressdo do carregamento é dada por P. Apds a construcdo das matrizes e dos vetores do
elemento, e a sua consequente montagem, considerando um dominio discreto, é possivel

escrever a equacdo do equilibrio da seguinte forma:

Kq+MG=F 17
onde [K], [M] e F, representam, respetivamente, a matriz de rigidez elastica global, a
matriz de massas global, e o vetor de carregamentos. g, e ¢, sdo 0s vetores do
deslocamento e de aceleracdo generalizados, respetivamente.

Assumindo um caso de vibracao livre e vibrages livres harmoénicas, obtém-se:

(K — wfM)gq; = 0 (18)

com w;representando a i-ésima frequéncia natural, associada ao i-sesimo modo de
vibracdo q;. Para um problema de anlise estatico linear, a equacdo do equilibrio fica

reduzida a:

Kq=F (19)
Em qualquer caso, a resolucdo das equacdes do equilibrio s6 é possivel, apos a

imposicdo das condi¢des de fronteira associadas ao problema em estudo.

2.2.5 Formulacgdes de elementos finitos

Neste subcapitulo, sdo apresentados os elementos finitos usados na caracterizacao dos

materiais compositos estudados no capitulo 3.

Os elementos utilizados, pertencem a familia de Lagrange. A formulacéo e o codigo
implementados, permitem a refinacdo da malha aplicada ao composito através de duas
formas, pela quantidade de elementos inseridos na estrutura, ou através do nimero de nos
presentes em cada elemento, isto &, utilizando elementos bilineares (4 nds) ou
biquadraticos (9 nds). Neste trabalho, foram considerados dois elementos denominados
por Q4 e Q9 que correspondem respetivamente a elementos de 4 nos, e 9 nds, ilustrados
na Fig. 12.

47



Fig. 12 — Representa¢do esquematica dos elementos usados.
2.2.5.1 Aproximagoes

A utilizacdo das funcbes de Lagrange, requer uma correcta numera¢do dos nos
constituintes de cada elemento, de forma a respeitar a sequéncia das funcées de forma, e
a garantir uma numeracdo no sentido direto, permitindo assim interpolar os nds
adequados segundo a numeracdo local do proprio elemento. Estando perante dois tipos
de elementos com diferente nimero de nos, sdo requeridos diferentes algoritmos de

automatizacao de numeracéo de todos os nés.

A numeracdo dos noés utilizada para os elementos Q4 encontra-se de acordo com a

numeracéo apresentada em [40]. E correspondente a apresentada na Fig. 13.

(-1,1) (1,1)
4 3
n
§
1, J2
(-1,-1) (1,-1)

Fig. 13 — Numeracao local dos n6s num elemento Q4.

Relativamente aos elementos Q9, os principios de geracdo da malha para Q4, podem

ser extrapolados para o elemento Q9, visto que a numeracdo global do elemento é obtida
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da mesma forma. No que respeita a numeracao dos nés no referencial do elemento, esta

segue a sequéncia ilustrada na Fig. 14.

Fil 7 3
n
2 e ‘E a b
9
1 5 2

Fig. 14 — Numeracao local dos n6s num elemento Q9.

O procedimento de calculo das funcdes de forma, de uma forma genérica, implica
selecionar em cada caso, um adequado conjunto de termos no triangulo de Pascal. De
cada conjunto de termos, resulta uma distinta formulacdo do elemento finito. Nas
situagbes mais comuns, ja existem formulacdes que permitem obter bons resultados,

sendo uma delas os elementos pertencentes a familia Lagrange.

Interpolagdo das coordenadas

Os elementos da familia de Lagrange, tal como o nome indica, utilizam como funcdes
interpoladoras, polindbmios de Lagrange. Os elementos Q4 e Q9 considerados, sao
elementos bidimensionais quadrilateros com p? nos, sendo p o nimero de nés de um
bordo. Estes elementos sdo relacionados em coordenada locais [, n] com as coordenadas

globais [, y], através de uma combinacao linear:

n n
x=zNixi ; y=zNiYi; (20)
i=1 i=1

onde, Ni sdo as fungdes de forma interpoladoras resultantes da multiplicagéo das fungdes
de Lagrange associadas a uma dimensdo, e n, 0 nimero total de nés do elemento a

interpolar. Estas func6es sdo obtidas segundo:

Ni(§,m) = 1(IM) (21)

onde,
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1) = Z §__? ; ) = Z 77'—_77771" (22)
i Jj 12 ]

=

j=1,j#i j=1,j#i

A equacdo (16) ilustra a forma de obtencdo da funcdo linear de interpolacdo de
Lagrange em cada direcdo [£, n] do elemento. Obtém-se assim, através das fungdes de
forma em coordenadas locais [&, n], relativas ao elemento Q4, as func¢des polinomiais na
equacdo (18), [40].

M) = LEOL ) = 71— H(A 1)
M) = (Ol () =3 (L + (1~ )
Ma(Em) = L)L) = 71+ +1)
M) = L (©la() = 3 (L= (A + )

(23)

No caso do elemento Q9, as funcdes de forma séo obtidas pela mesma metodologia,
com a nuance de neste caso, a interpolacdo ser aplicada a 3 pontos [-1, 0, 1], em cada

direcdo [, n] do elemento, resultando a seguinte equagéo.

N G-)E -G N =)@ =)
O= 2 T4 P 2 ey ©

j=1j#1 Jj=1,j#1

Resultando desta interpolagéo, as seguintes func6es de forma.

M) = LEOL ) = 78— H(L 1)
Ma(Em) = (Ol () = ~ 3 én(1+ )L —n)
Na(Em) = La(Ola) = 301+ +1)
NoEm) = L (Ola() =~ én(1 - L +1)
Ns(Em) = O = ~5 (1 + 61~ HnL )
Ne(&m) = La(Olan) = 31+ O+ ML —1)
M) = L (Ola) = 5 (L+ (L~ DL +1)

1
Ng(&,m) = L(OLM) = —56(1 -HA+mA—-n)
No(&,m) = L(OLM) = 1A -8 -n?)

(25)
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Interpolagdo dos deslocamentos

Tendo em conta uma formulacdo isoparamétrica, da mesma forma que é obtida a

interpolacéo das coordenadas, obtém-se a interpolacéo dos deslocamentos, generalizados.

n n
u:ZNiui ; v=ZNivi;
i=1 i=1
n n n
w = ZNiWi HNONES ZNi¢xi ; ¢y = ZNi¢yi ;
i=1 i=1 i=1

Para possibilitar o calculo das matrizes B, bem como o posterior calculo das matrizes

(26)

K, M e do vetor de forgas distribuidas, é necessario definir as derivadas —1;’ e E

Aplicando a regra da deducdo em cadeia, obtém-se:

dN _dNd§ dNdy

dx df dx T dn dx @7
dN _dN df dN dn

Ay " dEdy dndy

Representando de uma forma matricial:

L o
lan|=|ax ayl|a
lazl |z anllay

(28)

. o dN
Desta forma, define-se uma relagéo entre [E ] [ n] através de uma matriz

de transformagéo designada de matriz Jacobiana. Desta forma, define-se:

dN . dN
dx 7 d¢
dN _,aN @)
dy 7 dn
A equacéo (24), permite transformar as coordenadas locais em coordenadas globais
através do operador Jacobiano que relaciona as coordenadas. E necessario referir que =1
apenas existe caso exista uma relacdo injetiva entre as coordenadas locais e as globais do
elemento. Nos elementos muito distorcidos, podem ocorrer singularidades nesta

transformacéo do Jacobiano [40], inviabilizando a aplicacdo do método.
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2.2.5.2 Formulacgdo das matrizes

Matrizes que relacionam deformacao com deslocamento

As designadas matrizes [B] s@o definidas em termos das componentes de membrana,
flexdo, acoplamento membrana-flexdo e corte transversal, por cada camada k. O célculo

destas matrizes assenta em duas premissas [40]:

- A relagio deformada-deslocamento € definida na forma e = Bu(®;
- As matrizes [B] dependem do tipo de elemento e do nimero de graus de liberdade

por n6 (GDL), tendo em conta o nimero de func¢des de forma;

Tendo em consideracdo o vetor dos GDL generalizados, a matriz [B] de membrana
(sobrescrito m) € idéntica para todas as camadas, sendo definida por:
rdN
dx
0 dN
B, = dy
dN dN
Lldy dx

0 00 0 O O0OO0OUDO

000 O0O0OTU 0O (30)

0 000 0 0O

A matriz [B] de flex&o (sobrescrito f) para a camada 1 é definida por:

dN
0 00— 0 0 O0O0O
dx
B =0 0 0 O d—Noooo (31)
f dy
0 0 O N dN 0 0 0 O
dy dx
Para a camada 2 é definida por:
— dN -
0 0000 — 0 00O
dx
B®=|0 0 0 0 0 0 WwN 5 (32)
f dy
0 0 0 0 O dn- dN 0 0
dy dx
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E para a camada 3 por:

(3) _
Bf =

0 000 0 0O

0 000 0 0O

0 000 0 0O

dN

dx

0

dN
dy

0
dN
dy
dN
dx |

(33)

As matrizes de acoplamento membrana-flex&o (sobrescrito mf), para as trés camadas,

séo definidas por:

1) _
Bmf =

0 0 O

0 0 O

() _
Bmf =

0 0 O

(€)
Bmf =

0 0 00O

0 0 00O

0 0 00O

h, dN
2 dx

0

h, dN
2 dy

h, AN

2 dx
0

h, AN

2 dy
ha
2
0

ha

2

0
h, AN
2 dy
h, AN
2 dx

0
h, AN

55
h, AN

2 dx

dN

dx

h, dN

2 dx
0

h, dN
2 dy

0

h, N

dN

dy

2 dy
h, dN

2 dx

0 0
h, AN
— 0 0
2 dy (34)
h, dN
2ax 00
hs dN
2ax
hs dN
0 2 dy (35)
h;dN h;dN
24 2 dx
hs dN
“Z2ax
hy AN
0 —?E (36)
h; dN h; dN
2% 2

Finalmente, as matrizes [B] para o corte transversal (sobrescrito c) séo definidas por:

BV =

B =

B =

dN
dx
dN
dy
dN
dx
dN
dy

0 0

0 0

dN
dx
dN
dy

E

0

N 0

0

0

0

0 0-

@37
0 O
0 0_
0 0 (38)
N 0 ]

(39)
-
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Habitualmente, quando é considerada uma abordagem ESL com a FSDT, é necessario
0 uso de factores de correcdo ao corte. A utilizagdo destes factores, permite superar 0s
valores constantes das tensdes de corte transversais, através da espessura, e assim,
aproximar a resposta do modelo, as distribui¢bes das tensdes de corte de acordo com a
elasticidade 3D. Esta abordagem multicamada, tal como indicado anteriormente,
considera o uso da FSDT em cada camada, permitindo assim, definir as rota¢cdes em cada
camada de forma independente. Tendo em conta estas condicdes, e de acordo com outros
autores, ndao é necessario o uso de factores de correcdo de corte [38, 39] tal como
normalmente acontece em teorias de ordens superiores. Este aspeto serd abordado nos

exemplos de validagéo no capitulo 3.
Definicdo da matriz de rigidez

A matriz de rigidez de cada elemento, € obtida considerando as contribuicdes de
membrana, flexdo, membrana-flexao e corte. A matriz de rigidez global do elemento, é

assim calculada segundo:

N OB OB OB O)
K® =K% + Ky’ + K7 + K (40)

onde, e é 0 e-ésimo elemento, Kf(e) é a matriz de rigidez dos componentes de flex&o, K,(ne) a
matriz de rigidez dos componentes de membrana, K,Sf} a matriz de rigidez dos componentes de

membrana-flexdo, e a Kc(e) a matriz de rigidez dos componentes de corte. NO caso dos
elementos da familia Lagrange, utilizados na presente implementacdo de elementos

finitos, cada uma das submatrizes na equacéo (40), é dada por:
n h3
K = Z Bf =% C; Bywidet())
i=1
n
K© = Z BI, hy Cy Bywdet())
i=1
n (41)
KS) = > Bl CBypwidet())
i=1

n
K = z BT hC.B,w;det(])
i=1
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onde hk é a espessura da camada em estudo; Cr e Cc sdo respetivamente 0s componentes
de flexd@o e de corte da matriz dos componentes de rigidez reduzidos; Bf, Bm, Bmf € Bc
correspondem as matrizes que relacionam a deformacdo com o deslocamento
respetivamente a deformacdo obtida por flexdo, por efeito de membrana, membrana-
flexdo e por corte; wi corresponde aos pesos da integracdo de Gauss, e det(J) corresponde
ao determinante do Jacobiano. O efeito de bloqueio ao corte (“shear locking”) ¢ tido em
consideragdo, sendo este minimizado atraves da integragdo reduzida no célculo das

componentes de corte.
Definicdo da matriz de massa

A matriz de massas do elemento (M(®), depende da distribuicdo da massa especifica

ao longo da espessura, sendo obtida, conforme se indica:

n h
M© = Z NT( f lek p(2)dz)N w;det()) (42)
i=1 2

onde p(z) corresponde a distribuicdo da massa especifica ao longo da espessura, podendo,

no entanto, ser constante.
2.3 Analise de falha nos laminados

O processo de falha de estruturas compdsitas e as cargas maximas que estas podem
suportar, antes da falha ocorrer, € um tema com enorme importancia no projeto destas

estruturas.

Actualmente, estes critérios ainda apresentam bastantes limitagdes, ndo conseguindo
prever com exactiddo, através da transferéncia das cargas entre as camadas, qual sera o
primeiro modo de falha a surgir. Exemplo disso, é o ultimo exercicio mundial [41],
destinado a estabelecer qual o estado da arte dos critérios de falha para materiais
compdsitos reforcados com fibras. Reddy e os seus colaboradores [42, 43] utilizando o
MEF, baseado numa formulacdo FSDT, calcularam as cargas, que levam a falha da
primeira camada, com base em varios critérios de falha fenomenologico. Kam et al. [44-
46], estudaram também as cargas, que de acordo com andlises lineares e ndo lineares.,
levam a falha da primeira camada, probabilidade de falha na primeira camada, e o Ultimo
carregamento antes da falha. Todos estes estudos, tém-se centrado na analise de falha da
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primeira camada de laminados finos. Relativamente a falha em laminados

moderadamente espessos, ndo existem muitas referéncias na literatura.

Antes de se proceder a aplicacdo de critérios de falha, é necessario primeiramente
compreender como sdo solicitadas as camadas, os mecanismos de falha das estruturas em
estudo, e a aplicabilidade das previs6es de falha. Este cuidado, tem especial importancia
nos compositos, devido a sua complexidade, estando a falha dependente de diferentes
parametros, por exemplo, 0 comportamento elastico e plastico do compdsito, bem como
a existéncia de defeitos originados no fabrico das estruturas compositas, ou durante o seu

Servico.

Por falha, entende-se quando a estrutura cessa a sua aptiddo, para cumprir algumas
funcBes para as quais foi projetada. De uma forma geral, estas fungdes sdo: resisténcia,

rigidez, tempo de vida Util, capacidade de absorver energia, peso reduzido, e custo [47].

2.3.1 Mecanismos de falha

Nos materiais compositos, verifica-se a falha quando existem danos no refor¢o (rotura
do reforco), danos na matriz (rotura da matriz), delaminacéo, entre outros, dependendo a
gravidade que esta apresenta, do carregamento a que a estrutura estd sujeita, das
propriedades dos seus constituintes (reforco e matriz) e da interface entre os mesmos. A

Fig. 15, ilustra os modos de falha de compdsitos unidirecionais.

Fig. 15 — Modos de falha de compdsitos unidirecionais sobre tensdo plana, baseado em [48].
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Na Fig. 15, os modos de falha (a) e (b), representam os modos de falha do reforco,
enguanto os modos (c), (d) e (e), representam os modos de falha da matriz. Relativamente
aos reforcos, verifica-se que os modos de rotura estdo relacionados com as tensoes
normais longitudinais de tracdo e de compressdo. Por outro lado, relativamente as
matrizes, verifica-se que 0s modos estdo relacionados com a tensdo normal de tracao e de
compressdo, e a tensdo de corte. Em adicéo, pode-se constatar que existem duas formas

de fratura: fratura normal e fratura devido a efeito de corte, interlaminar.
2.3.2 Formulacéo dos criterios de falha a considerar

Os critérios de falha caracterizam os estados de tensdo em que a falha ocorre. Estes
critérios, sdo formalizados através de expressdes matematicas denominadas funcbes do
critério de rotura (f). Estas func@es, sdo definidas de forma a que, quando nenhuma carga
é aplicada, a funcdo toma o valor de 0. No caso de falha do material, a funcdo toma o
valor de 1, [49].

O aparecimento de falha pode ser previsto por meio do denominado indice de falha.
Este indice, relaciona a tensdo gerada pelo carregamento na estrutura e a tensdo de rotura

do material utilizado para fabricacéo da estrutura, sendo este dado por [50]:

tensdo (gerada pelo carregamento)
F =

tensao de rotura (43)

Ocorrendo a falha, sempre que I = 1. O inverso do indice de falha é denominado de

indice de resisténcia.

1 tensao de rotura

R = — =
Ir  tensdo (gerada pelo carregamento) (“44)

Onde a falha esta prevista ocorrer, quando R < 1.

Os critérios de falha que preveem a falha da lamina, podem ser divididos em dois

grandes grupos: critérios ndo fenomenoldgicos e critérios fenomenoldgicos.

Critérios nao fenomenoldgicos

Os critérios ndo fenomenologicos, sdo critérios que ndo se encontram associados a
modos de falha. Isto inclui, todos os critérios polinomiais e tensoriais, que usando

expressdes matematicas descrevem a superficie da falha em funcdo da robustez do
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material. Estas expressdes, sdo normalmente obtidas através de testes experimentais, que
permitem o ajustamento das expressdes a curvas. Exemplos destes critérios, sdo 0s

critérios de Tsai-Hill e Tsai-Wu.

Critérios fenomenoldgicos

Os critérios fenomenoldgicos, sdo critérios que se encontram associados a modos de
falha. Estes critérios, tém em conta o facto dos materiais ndo serem homogeneos, o0 que
pode levar a diferentes modos de falha e tém em consideracéo a robustez do material, e

os diversos modos de falha dos constituintes.

A principal vantagem destes critérios, € a sua capacidade de prever a falha. Este
aspecto, permite assim a sua utilizacdo como parte da analise progressiva do dano. Os
modos de falha que estes critérios permitem identificar, sdo: falha da fibra, falha da matriz

transversal, e falha da matriz de corte.

Os critérios de falha associados aos modos de falha, podem ainda ser divididos em

dois subgrupos: critérios ndo interativos e critérios iterativos.

Critérios néo interativos

Estes critérios, ndo tém em conta a interacdo existente entre as tensdes e as
deformacdes que atuam na lamina. Esta consideracdo, pode levar a erros na previsao da
robustez quando a estrutura se encontra sujeita a estados multiaxiais de tensdo. Exemplos

destes critérios, sdo os critérios de Deformacgdo Méxima, e o de Tensdo Méxima.

Critérios interativos

Estes critérios, ttm em conta a interacdo existente entre as tensdes e as deformacdes
gue atuam na lamina. Exemplos destes critérios, sdo: Hashin-Rotem, Hashin, Tsai-Hill e
Puck.

Critérios de falha adotados

Neste trabalho, os resultados obtidos com os modelos de elementos finitos
implementados sdo ainda utilizados para o estudo da falha da primeira camada — ndo sao

utilizados para prever falhas sucessivas — de placas de materiais compadsitos, laminados
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espessos. Para isso, trés critérios de falha séo utilizados, Hashin, Tsai-Hill, e Tenséo

Maéaxima.

Hashin

A aplicacdo do critério de falha de Hashin [51], esta relacionada com a falha da fibra
e da matriz, as quais se traduzem em quatro modos de falha: falha da fibra em tracéo,
falha da fibra em compressao, falha da matriz em tracdo, e falha da matriz em compressao.

Estes modos de falha, no caso de uma analise 3D, sdo dados por:

Falha da fibra em tracédo: (o; = 0):

o\% T2 + 12
(_1>+12 13 _ 4

45
X, T2 (45)
Falha da fibra em compressdo: (o; < 0):
loy| = X¢ (46)
Falha da matriz em tragéo: ((o, + g3) > 0):
o t+ 03)2 T33 — 0,03 T + 143
+ + =1 47
( Yy R2 T2 “7)
Falha da matriz em compresséo: ((o, + 03) < 0):
2
(E)Z _ 1 0'2 + 0-3 <0-2 + 0-3) + T§3 - 0-20-3 + T%Z + T]2_3 — 1 (48)
2R Y, 2R R? T2

Onde X, € a resisténcia a tragdo da ldamina, na direcdo da fibra, X, é a resisténcia a
compressdo da lamina, na direcdo da fibra, Y, é a resisténcia a tracdo da lamina,
transversal a direcdo da lamina, Y., é a resisténcia a compressao da lamina, transversal a
direcdo da lamina, T, é a resisténcia ao corte no plano da lamina (plano 12), e R, é a

resisténcia ao corte transversal no plano 23.

Tsai-Hill

O critério de falha Tsai-Hill é um critério quadratico, iterativo, baseado nas tensdes
que identificam a falha, mas néo é realizada uma distin¢do entre os diferentes modos de
falha, devendo-se tal a ndo existir distingdo entre as tensées que provocam tragdo ou

compressdo da placa. Logo, este critério apresenta apenas a seguinte formulagéo:
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G+ + )+ + () + (R

(1 N 1 1) (1 1 N 1)

N2 \x2Tyz " 72) " B 32Ty T 72 (49)
1 11

~ 003 (~gptpat ) = 1

Neste caso, se a; > 0, entdo X = X, caso esta condigdo ndo se verifique, teremos
X =X;;sead,>0,entdo Y = Y;, caso esta condi¢cdo ndo se verifique, teremos Y = Y;
se g3 > 0, entdo Z = Z, caso esta condi¢do néo se verifique, teremos Z = Z.. Onde Z,
é a resisténcia a tracdo da lamina, na direcdo transversal, Z, € a resisténcia a compressao

da lamina, na diregdo transversal, e S, é a resisténcia ao corte transversal no plano 13.

Tensdo Maxima

Neste critério, é considerado que ocorre falha, quando as tensbes excedem um valor
méaximo admissivel. Segundo este critério, é possivel verificar trés modos de falha,

ocorrendo cada um deles quando:
Falha da fibra ocorre quando o; = X, ou |o;| = X,.
Falha da matriz ocorre quando o, = Y, ou |o,| = Y.

Falha devido ao corte ocorre quando |o;,| = T, ou |o,3| = R, ou |oy3]| = S.

Todas as formulagdes dos critérios de falha aqui apresentados, dizem respeito a
estudos tridimensionais. Em cada caso de estudo presente neste trabalho, as estruturas

foram analisadas, como um problema tridimensional.
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Capitulo 3

Descricao e apresentacao de resultados

No presente capitulo, a descricdo dos casos estudados é apresentada de forma
sistematizada, sendo igualmente apresentados os resultados obtidos. Pretende-se explicar
tudo o que foi feito nos mesmos, a metodologia, justificando escolhas e opcdes. Deste
modo, sera possivel compreender as assungdes associadas a calculos, o tipo de
programacdo utilizado para desenvolver alguns algoritmos de calculo numérico e
simbdlico, com o objectivo de se compreender como foram obtidos os resultados que séo

apresentados no presente capitulo.

O presente modelo multicamada adotado neste trabalho, € uma generalizacdo do
modelo apresentado em [52]. Foram implementados dois elementos, nomeadamente o
elemento bi-linear (Q4) e o elemento bi-quadratico (Q9), possuindo cada no
(considerando trés camadas), nove ou sete GDL, se se considerar ou ndo, respetivamente,

0s GDL da membrana de acordo com a equacéo (11).

Na figura seguinte, apresenta-se uma representacdo esquematica do algoritmo adotado

na implementacao do cédigo, com o intuito de atingir os objetivos apresentados.
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Definicdo da geometria do
problema

Definicio de propriedades
mecanicas

Geracdo da malha

Calculo das matrizes de rigidez
e de massas do elemento

Célculo dos vectores de forgas
distribuidas nos elementos

Montagem das matrizes e
vectores dos elementos nas
matrizes e vectores globais

Definigdo das condigbes
fronteiras

Andlise de vibragbes Aplicacio dos critérios

Andlise estatica livres de falha

Frequéncias naturais
Deformada

transversal

Fig. 16 — Representa¢do esquematica dos procedimentos implementados.

Este algoritmo, foi implementado em duas plataformas de computacdo simbélica e

numérica, nomeadamente o Maple® e o MatLab®.
3.1 Testes de convergéncia

Antes de se proceder a apresentacdo dos casos de estudo, é necessario justificar o uso
recorrente da malha 12X12. As Fig. 17 e Fig. 18, apresentam uma malha para uma
discretizagdo 12X12, usando respetivamente elementos Q4 e Q9. Pretende-se com a
apresentacdo destas figuras, realizar uma representacdo grafica da diferenca de custo

computacional que existe, para a mesma discretizagao.
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Fig. 18 — Representacdo da malha 12X12 para elemento Lagrange bi-quadratico Q9.

Na Tabela 1, sdo apresentados, o numero total de nds, e o numero total de GDL,

considerando quatro malhas, elementos Q4 e Q9, e sete e nove GDL. Analisando esta

tabela, constata-se que para um elemento Q9, uma malha 10X10, apresenta exatamente o

mesmo nimero total de nds, e 0 mesmo nimero total de GDL, que um elemento Q4, com

uma malha 20X20. Apesar desta igualdade, ndo € possivel afirmar que se obteria a mesma

precisdo de resultados com um elemento Q4, comparativamente a um Q0.

63



Tabela 1 — N° de n6s e GDL, para as malhas e elementos usados.

Malha Tipo de NOs por GDL por né | N°nos total | N° GDL total
elemento elemento
7 175
Q4 4 9 25 95
4xa Q9 9 7 81 567
9 729
7 47
Q4 4 121 8
9 1089
10X10
Q9 9 7 a1 3087
9 3969
7 1183
Q4 4 9 169 1521
12X12 Q9 9 7 625 4 375
9 5625
7 7
Q4 4 441 308
20X20 9 3969
09 o 7 1 681 11 767
9 15 129

Representando graficamente, os custos em termos de tempo computacional para um

determinado exemplo, analisado para a estatica e para as vibracOes livres, obtém-se 0s

seguintes gréaficos.

Tempo computacional [s]

400

350

300

250

200

150

100

50

4X4

10X10

Malha

12X12 20X20

Q4 com 7GDL
Q4 com 9 GDL
Q9 com 7 GDL
Q9 com 9 GDL

Fig. 19 — Tempos computacionais em funcdo da malha para anélise estéatica.
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'_
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0 /
4X4 10X10 12X12 20X20

Malha

Fig. 20 — Tempos computacionais em funcédo da malha para analise de vibragdes livres.

Um elemento que permite uma maior discretizacdo de um dominio, permite obter
resultados mais precisos. Logo, o uso de um elemento Q9, apresenta maior precisdo que
um elemento Q4. Assim, apesar do maior custo computacional que um elemento Q9
apresenta, evidenciado na Fig. 19, e na Fig. 20, com uma malha 12X12, j& é possivel obter
uma boa convergéncia de resultados (com um custo computacional médio). Esta
convergéncia é verificada na Fig. 21 e na Fig. 22, bem como ao longo dos exemplos de
validacdo. Por esta razédo, todos os resultados apresentados nos casos de estudos, a ndo
ser que seja indicado o contrario, sdo apresentados para uma malha 12X12, com

elementos Q9.

259.6
259.4
259.2

259

——Q4
258.8 ' Q9

Deforamada transversal
normalizada

258.6

258.4
4x4  6x6  8x8 10x10 12x12 14x14 16x16 18x18 20x20

Malha

Fig. 21 — Convergéncia de resultados do caso de estudo 3.1.1, para R¢=5, SSSS, pressao uniforme e

I/lh=10. Deformada transversal normalizada.

65



0.074
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0.067

0.066
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Malha

Fig. 22 - Convergéncia de resultados do caso de estudo 3.1.3. Frequéncia fundamental normalizada.
3.2 Estudos de validacdo das implementacoes

Antes de se desenvolverem estudos usando a formulagdo implementada, é necessaria
a validacdo da mesma. Para tal, sdo implementados exemplos, presentes em diversas
referéncias bibliograficas, onde os resultados obtidos sdo comparados com a solucao

exata do problema, bem como com varias outras teorias.

Os cddigos implementados, permitem a solucdo de diversos tipos de problemas de
andlise estatica e vibragOes livres. Relativamente a analise estatica, as placas podem ser
estudadas quando estas se encontram sujeitas a uma carga transversal uniformemente
distribuida, ou a um carregamento sinusoidal. No caso das vibragdes livres, o estudo das

placas é realizado ao nivel das frequéncias naturais e respectivos modos de vibrag&o.

Adicionalmente, é ainda possivel a aplicacao de critérios de falhas, nomeadamente os
critérios de Tensdo Maxima, Tsai-Hill e Hashin. Todos os tipos de estudos, séo validados

no subcapitulo seguinte.

Alguns dos casos de estudo considerados neste trabalho, foram publicados em [1].
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3.2.1 Placa sandwich sujeita a carga transversal

uniformemente distribuida

O caso de estudo utilizado na validagdo dos modelos implementados, relativo a analise
estatica, - uma placa sujeita a carregamento transversal uniformemente distribuido — diz

respeito a uma estrutura sandwich quadrada, simplesmente apoiada em todos os bordos,
~ . ~ h . ~
com trés camadas (camadas exteriores com uma relacao de €0 nucleo com uma relagéo
8h . ~ 1 .
de o sendo h a espessura do laminado), e uma relagao o= 10, onde [ ¢ a largura da

placa.

O nucleo do laminado em estudo, possui 0s seguintes coeficiente de rigidez elastica
[53]:

0.999781 0.231192 0 0 0
[0.231192 0.524886 0 0 0 ]
(‘)nﬁcleo=| 0 0 0.62931 0 0 |
l 0 0 0 0.266810 0 (50)
0 0 0 0 0.159914

As propriedades das peles sdo obtidas a partir das propriedades do ndcleo,

multiplicando-as por uma relagao Rf:
Qpele = Rme'lcleo (51)
Neste caso, os resultados foram normalizados da seguinte forma:

_ L1 0.999781
w=wl-,-,0)——,

2°2 hq
(W(Llh (0L hniacieo @) (L L hnicleo
=1 _ Ox (2'2‘2) =2 _ Ox (2'2' 2 ) =3 _ Ox (2'2‘ 2 )
O-x - ’ Ux - ’ Ux - ’
q q q
W(LLh @ (L1 hnicleo @) (11 hnicleo
Gl=2¥ 273) G2 =2 (zz52) G3=2 (3 25) (52)
y qa y q ’ ¥ q ’
@ (nl (@) (5 L Mnicleo
Tl = Txz (0‘2'0) T2 = Txz (0’2' 2 )
Xz q ) Xz q

A apresentacdo dos valores obtidos normalizados, da deformada transversal e das
tensbes para diferentes relacdes R (5, 10 e 20), usando os dois elementos, Q4 e Q9, é

efectuada nas Tabelas 2-4.
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Tabela 2 - Validacao dos resultados obtidos com Q4 e Q9 para R=5, SSSS, pressao uniforme e

I/lh=10. Todos os valores apresentados foram normalizados.

Método

1

=2

3

1

2

3

1

=2

w Oy oy oy oy oy oy Txz Txz
HSDT [15] 256.13 6238 4691 9382 3893 3033 6.065 3.089 2.566
FSDT [15] 236.1 61.87 49.5 9.899 36.65 29.32 5864 3313 2444
CLT 21694 61.141 48.623 9.783 36.622 29.297 5.86 4.5899 3.386
Exato [53] 258.97 60.353 46.623  9.34  38.491 30.097 6.161 4.3641 3.2675
Layerwise [54] 258.1795 60.0626 46.3926 9.2785 38.3644 30.0294 6.0059 4.0950 2.0418
Ferreira [30] 257.5231 59.9675 46.2906 9.2581 38.3209 29.974 5.9948 4.0463 2.3901
Ferreira [52] 258.834 60.088 46.372 9.274 - - - 3.880 1.731
Q4, (4X4) 259.5352 55.923 42.7778 8.5556 36.8245 28.6415 5.7283 29135 1.2510
Q9, (4X4) 258.5895 60.3915 46.942 9.3884 38.6598 30.4271 6.0854 4.0522 1.8705
Q4, (10X10) 258.8336 59.5704 45.9692 9.1938 38.2179 29.8914 5.9783 3.6289 1.5831
Q9, (10X10) 258.8281 60.2736 46.556 9.3112 38.4985 30.127 6.0254 4.0669 1.9366
Q4, (12X12) 258.8338 59.8026 46.1183 9.2237 38.3128 29.9483 5.9897 3.7122 1.6286

Q9, (12X12) 258.8314 60.2689 46.5404 9.3081 38.4972 30.1202 6.024 4.0719 1.952
Q4, (20X20) 258.8342 60.0881 46.3718 9.2744 38.4267 30.0523 6.0105 3.8804 1.7314
Q9, (20X20) 258.8342 60.2607 46.5197 9.3039 38.4959 30.1124 6.0225 4.0841 1.9826

Tabela 3 - Validagéo dos resultados obtidos com Q4 e Q9 para R=10, SSSS, pressdo uniforme e

I/lh=10. Todos os valores apresentados foram normalizados.

Método w ol o2 G2 o, o a5 7L, 72,
HSDT [15] 15233 64.65 5131 5131 4283 3397 3397 3.147 2587
FSDT[15]  131.095 67.8 5424 4424 401  32.08 3208 3.152 2676
CLT 118.87 65.332 48.857 5356 40.099 32.079 3.208 4.3666 3.7075
Exato [53] 159.38 65332 48.857 4.903 43566 33.413 3.5 4.0959 3.5154
Layerwise [54] 158.9117 64.9927 48.6009 4.8601 43.4907 33.4089 3.3409 3.9803 2.3325
Ferreira [30] 158.3799 64.8462 48.4434 4.8443 43.3989 33.3062 3.3306 3.9237 2.8809
Ferreira [52] 159.476 65.047 48576 4.858 - - - 3792 1.928
Q4,(4X4)  162.0181 60.543 44.4486 4.4449 41.9587 31.8772 3.1877 2.8323 1.3629
Q9, (4X4) 1593758 65.4971 49.2619 4.9262 43.932 33.9226 3.3923 3.8726 2.007
Q4, (10X10)  159.6822 64.4631 48.1314 4.8131 43.3636 33.2797 3.328 3.5483 1.747
Q9, (10X10)  159.4047 65.2546 48.782 4.8782 43.6564 33.5212 3.3521 3.9533 2.1755
Q4, (12X12)  159.6097 64.7366 48.2823 4.8282 43.4708 33.3274 3.3327 3.6295 1.8016
Q9, (12X12)  159.4053 65.2476 48.7654 4.8765 43.6535 33.5134 3.3513 3.9621 2.2073
Q4, (20X20)  159.4757 65.0473 48.5758 4.8576 43.5805 33.4408 3.3441 3.7918 1.9279
Q9, (20X20)  159.4058 65.2373 48.7433 4.8743 43.6505 33.5042 3.3504 3.9779 2.2689
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Tabela 4 - Validacao dos resultados obtidos com Q4 e Q9 para Rs=15, SSSS, pressdo uniforme e

I/lh=10. Todos os valores apresentados foram normalizados.

Método w ol o2 a3 o, o a5 Tl 72,

HSDT [15] 11043  66.62 5197 3465 4492 3541 2361 3.035 2.691

FSDT [15] 90.85 70.04  56.03 3.753 41.39 33.11 2208 3.091 2.764

CLT 81.768 69.135 55308 3.687 4141 33.128 2209 4.2825 3.8287

Exato [53] 121.72  66.787 48.299 3.238 46.424 34955 2494 3.9638 3.5768

Layerwise [54] 121.3474 66.4362 48.0104 3.2007 46.3849 34.9650 2.3310 3.9024 2.4811

Ferreira [30] 120.9883 66.2911 47.8992 3.1933 46.2924 34.8898 2.326 3.8311 3.2562

Ferreira [52] 121.871 66.490 48.000 3.200 - - - 3.730 2.019

Q4, (4X4) 125.0593 61.9463 43.5915 2.9061 44.8984 33.3497 2.2233 2.7739 1.4016

Q9, (4X4) 121.8099 67.0141 48.6933 3.2462 46.8978 35.5358 2.3691 3.7749 2.0626

Q4, (10X10) 122.1499 65.8759 47.5395 3.1693 46.2623 34.8631 2.3242 3.4912 1.8158

Q9, (10X10) 121.7767 66.7069 48.2131 3.2142 46.5567 35.1012 2.3401 3.8804 2.3078

Q4, (12X12) 122.0484 66.1709 47.6863 3.1791 46.3774 34.9007 2.3267 3.5712 1.8766

Q9, (12X12) 121.7766 66.6983 48.1976 3.2132 46.5525 35.0931 2.3395 3.8899 2.3516

Q4, (20X20) 121.8709 66.4903 48.0001 3.2  46.4797 35.0191 2.3346 3.7297 2.0192

Q9, (20X20) 121.7765 66.6866 48.1768 3.2118 46.5478 35.0835 2.3389 3.9054 2.433

O método exato [53] presente nas Tabelas 2-4, diz respeito a reducdo de um problema
tridimensional, num problema bidimensional, assumindo uma variacao linear piecewise
dos deslocamentos u e v, um valor constante do deslocamento transversal w ao longo da
espessura e usando uma abordagem variacional de forma a derivar as equacdes

diferenciais que regem as condicdes fronteira.

Através da andlise dos resultados obtidos nas Tabelas 2-4, conclui-se que a
formulacdo implementada usando elementos Q4 e Q9 — ambos com nove GDL —
apresenta, de uma forma geral, uma convergéncia de resultados para valores muito
préximos aos valores da solucdo exata [53]. Contudo, os resultados das tensdes de corte
transversais, apresentam algum desvio, sendo entdo necessario verificar se a nao
consideracao do fator de correcdo ao corte esta na origem deste desvio. Procedeu-se ao
calculo do exemplo, mas desta vez incluindo o fator de correcdo na formulagdo, com
K=5/6. Adicionalmente, sdo apresentados os resultados apresentados pela formulagéo que
serviu de base [52], a formulacdo apresentada neste trabalho. Os resultados apresentados
nas Tabela 5-7, sdo apenas referentes a uma malha 20X20. Os resultados obtidos com as

restantes malhas encontram-se presentes no apéndice Al.1.
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Tabela 5 — Comparacgdo dos resultados obtidos com diferentes consideragdes no caso de R=5.

Método w ol o2 a3 o, o’ a5 71, 72,

Exato [53] 25897 60353 46.623 934 38491 30.097 6.161 4.3641 3.2675

K=5/6, Q4 267.1507 59.9246 45.9070 9.1814 38.7909 30.2055 6.0411 3.8675 1.7430

K=5/6, Q9 267.1177 60.0977 46.0558 9.2112 38.8587 30.2646 6.0529 4.0667 1.9980

Ferreira [5S2]  258.834 60.088 46.372 9.274 - - - 3.88  1.731

Presente Q4  258.8342 60.0881 46.3718 9.2744 38.4267 30.0523 6.0105 3.8804 1.7314

Presente Q9  258.8342 60.2607 46.5197 9.3039 38.4959 30.1124 6.0225 4.0841 1.9826

Tabela 6 — Comparacéo dos resultados obtidos com diferentes consideragdes no caso de Rs=10.

Método w ol o2 o (27 o2 o5 Tl 72,

Exato [53] 159.38 65.332 48.857 4903 43.566 33.413 3.5 4.0959 3.5154

K=5/6, Q4 167.4872 64.7566 47.6721 4.7672 44.2484 33.6886 3.3689 3.7697 1.9447

K=5/6, Q9 167.3863 64.9468 47.8409 4.7841 44.3164 33.7511 3.3751 3.9513 2.2977

Ferreira [52] 159476 65.047 48.576 4.858 - - - 3.792 1928

Presente Q4  159.4757 65.0473 48.5758 4.8576 43.5805 33.4408 3.3441 3.7918 1.9279

Presente Q9  159.4058 65.2373 48.7433 4.8743 43.6505 33.5042 3.3504 3.9779 2.2689

Tabela 7 — Comparagéo dos resultados obtidos com diferentes considera¢des no caso de R¢=15.

Método w ol o2 G2 o, o a5 7L, 72,

Exato [53] 121.72  66.787 48.299 3.238 46.424 34955 2.494 3.9638 3.5768

K=5/6, Q4 129.7105 66.1127 46.7050 3.1137 47.4140 35.3295 2.3553 3.6995 2.0400

K=5/6, Q9 129.5865 66.3085 46.8830 3.1255 47.4803 35.3936 2.3596 3.8704 2.4703

Ferreira [52] 121.871 66.49 48 3.2 - - - 3.73  2.019

Presente Q4 121.8709 66.4903 48.0001 3.2  46.4797 35.0191 2.3346 3.7297 2.0192

Presente Q9  121.7765 66.6866 48.1768 3.2118 46.5478 35.0835 2.3389 3.9054 2.433

De forma a facilitar a anélise dos resultados obtidos nas Tabela 5-7, foram calculados
o0s erros relativos — tendo como referéncia a solucdo exata [53], e a solucdo de Ferreira
[52] - sendo estes apresentados graficamente nas Fig. 23-25. Adicionalmente, a consulta

dos valores dos erros relativos em questdo, podera ser realizada através da Tabela 8.
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Fig. 23 — Erro relativo entre as principais referéncias bibliogréaficas e os resultados obtidos, Rs=5.
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Fig. 24 — Erro relativo entre as principais referéncias bibliogréficas e os resultados obtidos, R¢=10.
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Fig. 25 — Erro relativo entre as principais referéncias bibliogréficas e os resultados obtidos, R=15.

Tabela 8 - Erro relativo (%) entre diversas solugdes e os resultados obtidos

Validacio R; Elemento w ol o’ o oy o2 a5 L, T2,
5 Q4 3.06 0.71 1.56 1.73 0.77 0.36 1.98 12.84 87.46
Q9 3.05 0.42 1.23 1.40 0.95 0.55 1.79 731 63.54
Exato [55] 10 Q4 4.84 0.89 2.49 2.85 1.54 0.82 3.89 8.65 80.77
- K=5/6 Q9 478 0.59 2.12 2.49 1.69 1.00 3.70 3.66 53.00
15 Q4 6.16 1.02 341 3.99 2.09 1.06 5.89 7.14 75.33
Q9 6.07 0.72 3.02 3.60 2.22 1.24 5.70 241 44.79

5 Q4 3.11 0.27 1.01 1.01 - - - 0.32 0.69
Q9 3.10 0.02 0.69 0.68 - - - 459 13.36

F‘[‘—;‘]‘Jra o Q4 478 045 190 190 - - - 059 086
K=5/6 Q9 473 0.15 1.54 1.54 - - - 403 16.09
15 Q4 6.04 0.57 2.77 2.77 - - - 0.82 1.03
Q9 5.95 0.27 2.38 2.38 - - - 3.63 18.27
5 Q4 0.05 0.44 0.54 0.71 0.17 0.15 250 1247 88.72
Q9 0.05 0.15 0.22 0.39 0.01 0.05 2.30 6.86 64.81
Exato [55] 10 Q4 0.06 0.44 0.58 0.93 0.03 0.08 4.66 8.02 82.34
-K=1 Q9 0.02 0.15 0.23 0.59 0.19 0.27 4.47 297 5494
15 Q4 0.12 0.45 0.62 1.19 0.12 0.18 6.83 6.28 77.14
Q9 0.05 0.15 0.25 0.82 0.27 0.37 6.63 150 47.01

5 Q4 0.00 0.00 0.00 0.00 - - - 0.01 0.02
Q9 0.00 0.29 0.32 0.32 - - - 500 12.69

Ferreira 10 Q4 0.00 0.00 0.00 0.01 - - - 0.01 0.01
[52] - K=1 Q9 0.04 0.29 0.34 0.33 - - - 467 15.02
> Q4 0.00 0.00 0.00 0.00 - - - 0.01 0.01
Q9 0.08 0.29 0.37 0.37 - - - 449 17.02
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Apdbs analise dos erros relativos obtidos, constata-se que a inclusédo do fator de
correcdo ao corte K=5/6, melhora ligeiramente os resultados das tensbes de corte
transversais, quando é considerada a solucéo exata como referéncia, mas, por outro lado,
os desvios existentes nas restantes tensdes aumentam, sendo este aumento mais evidente
na deformada transversal. No caso de se considerar como solucdo de referéncia a
formulacdo de Ferreira, o uso do fator de correcdo ao corte, prejudica os resultados
obtidos. Relativamente ao elemento que permite obter maior precisdo nos resultados, néo
existe consenso. Se se considerar a solucao exata como referéncia, o melhor elemento €
0 Q9. No caso de se considerar como solucdo exata a formulacdo do Ferreira, o0 melhor

elemento é o Q4.

Considerando a solucéo exata [53], como a solucdo de referéncia, séo verificadas as
convergéncias evidenciadas nas Fig. 26-28. Nestas figuras, é verificada a maior
aproximacdao ao resultado exato, quando se usa um elemento Q9, sendo esta mais evidente
na Fig. 29, onde se verificam menores desvios com este elemento em relacdes Ry
superiores (aproximacdo a estruturas sandwich), comparativamente a utilizagdo de um
elemento Q4. Para relacdes Rt inferiores, verifica-se uma aproximacao entre os resultados
obtidos com Q4 e Q9.
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Fig. 26 — Convergéncia da deformada transversal normalizada para R¢=5.
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Fig. 27 — Convergéncia da deformada transversal normalizada para R=10.
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Fig. 28 — Convergéncia da deformada transversal normalizada para R=15.
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Fig. 29 — Erro relativo da deformada transversal normalizada para diferentes Ry.

Em suma, confirma-se a validade dos elementos implementados. O elemento que
apresenta resultados mais préximos em relacdo a maioria dos métodos alternativos, é o
Q9. O uso de uma malha 12X12, permite obter convergéncias de resultados proximas as
verificadas com uma malha 20X20. Verifica-se também que apesar de néo se ter adotado
um factor de correcdo ao corte, a semelhanca de certos trabalhos ja referenciados, os
resultados de uma forma geral séo satisfatorios. De notar que quando se refere que ndo se
utilizou um factor de correcdo, tal equivale a considerar na implementacdo dos modelos
um K=1.
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3.2.2 Placa sandwich sujeita a carregamento sinusoidal

Como referido anteriormente, a avaliacdo de estados de deformacao e de tensdo, foi

igualmente realizada para o caso de uma placa sujeita a carregamento sinusoidal.

O exemplo utilizado para a validacdo desta formulacdo, é relativo a uma placa
quadrada ortotrdpica [0°/90°/0°], simplesmente apoiada em todos os bordos, tendo as trés

camadas iguais espessuras. O laminado em estudo, possui as seguintes propriedades:

E1 = ZSEZ Glz = 613 = 0.5E2 623 = 0.2E2 1/12 = 0.25 (53)
Sendo este laminado sujeito a uma presséo vertical sinusoidal expressa pela seguinte

expresséo:
. (TX\ (MY
p, = P sin (T) sin (T) (54)
O sistema de coordenadas deste exemplo localiza-se no canto inferior esquerdo do

plano médio do laminado.
A normalizacdo dos resultados obtidos foi realizada recorrendo as seguintes formulas:

2
10%Wmaxh3E, = oxxh®  —  _ oyyh - Txuh o - Txyh

— Xy
W= pI4 Oxx = Tpp2 Oyy = "pi2 zx ™ py Txy = 7 (55)

onde, h é a espessura da placa, P o valor da pressao aplicada, e [ a largura da placa.

Na Tabela 9, sé@o apresentados os valores obtidos, normalizados da deformada
transversal e das tensdes, usando os elementos Q4 e Q9. Estes resultados, sdo comparados
com a solugéo exata tridimensional [56], com uma solu¢do meshless proposta por Ferreira

[30] e ainda com outros autores.
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Tabela 9 — Validagdo dos resultados obtidos com elementos Q4 e Q9, SSSS, carregamento

sinusoidal e 1/h=10. Todos os valores apresentados foram normalizados.

Método

oxx

o

TZ X

T

yy yz
Tridimensional (Pagano [56]) 0.7530 0.590 0.285 0.357 0.1228
Liou e Sun [57] 0.7546 0.580 0.285 0.367 0.127
Layerwise linear LD1 Carrera [S8] 0.7371 0.5608 0.2740 0.3726 0.1338
Mixed layerwise LM4 Carrera [S8]  0.7528 0.5801 0.2796 0.3626 0.1249
Reddy [59] 0.7125 0.5684 - 0.1033 -
Ferreira [30] 0.7427 0.5738 0.2810 0.3590 0.0953
Q4, (4X4) 0.9464 0.4911 0.3158 0.3338 0.2023
Q9, (4X4) 0.8355 0.5339 0.321 0.3475 0.2092
Q4, (10X10) 0.8514  0.5201 0.3167 0.3536 0.2131
Q9, (10X10) 0.8347 0.5267 03177 0.3557 0.2142
Q4, (12X12) 0.8462 0.5218 0.3168 0.3547 0.2137
Q9, (12X12) 0.8347 0.5264 03174 0.3562 0.2145
Q4, (20X20) 0.8388 0.5242 03169 0.3563 0.2146
Q9, (20X20) 0.8347 0.5258 0.3172 0.3568 0.2149

A andlise da Tabela 9, permite verificar que de uma forma geral, foram obtidos

resultados satisfatdrios, sendo o maior desvio verificado na tensdo de corte no plano YZ.

Adicionalmente, é verificado que os valores normalizados, obtidos com os dois elementos

sdo aproximadamente iguais. Observa-se ainda que a previsdo da deformada, pelos

modelos Q4 e Q9 é menos conservadora quando comparada com 0s restantes autores,

apresentando as tensdes um padrdo em concordéancia com este comportamento.

Da mesma forma que no estudo anterior foi realizado o estudo da inclusdo do factor

de correcdo de corte K=5/6, neste estudo a sua inclusdo é igualmente alvo de analise. Os

resultados apresentados na Tabela 10, referem-se ao uso de uma malha 20X20, sendo 0s

resultados obtidos para as restantes malhas (considerando K=5/6), apresentados no

apéndice Al.2. Neste exemplo, o método considerado como sendo o exato, foi a solucéo

apresentada por Pagano [56], visto esta ser uma referéncia comumente aceite e utilizada.
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Tabela 10 - Comparacédo dos resultados com diferentes consideragdes, carregamento sinusoidal.

Método w Orx [ Tox T,
Tridimensional (Pagano [56]) 0.7530 0.590 0.285 0.357 0.1228
Presente Q4 0.8388  0.5242 0.3169 0.3563 0.2146
Presente Q9 0.8347  0.5258 0.3172 0.3568 0.2149
K=5/6, Q4 09136  0.5218 0.3396 0.3501 0.2124
K=5/6, Q9 0.9089 0.524 0.3401 0.35 0.2123

Os erros relativos entre os diferentes métodos, e os dois elementos Q4 e Q9, sdo

apresentados na Tabela 11.

Tabela 11 - Erro relativo (%) entre solucéo exata e os resultados obtidos, carregamento sinusoidal.

Validacao Elemento w Orx Oyy Tox Ty,
Q4 11.4 11.2 11.2 0.2 74.8
Pagano [56] - Presente
Q9 10.8 10.9 11.3 0.1 75.0
Q4 21.3 11.6 19.2 1.9 73.0
Pagano [56] — K=5/6
Q9 20.7 11.2 19.3 2.0 72.9

Analisando as Tabelas 10 e 11, verifica-se que a inclusdo do fator de correcao ao corte,

prejudica os resultados obtidos. Em adicdo, é ainda verificavel, que de uma forma geral,

obtém-se menores erros relativos usando um elemento Q9, comparativamente ao uso de

um elemento Q4.
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3.2.3 Analise dinamica de vibracdes livres

O caso de estudo utilizado na validagéo de resultados numa analise de vibragdes livres,
consiste numa placa quadrada [0°/90°/90%0°], apoiada em todos os bordos, onde cada

camada possui igual espessura, e uma relagdo [/h = 10.

O laminado em estudo, possui as seguintes propriedades:

E, =173 E, =33.1 Gy, = 9.38 Gz = 8.27
56
623 = 324‘ Vlz = 0036 V13 = 025 V23 = 0171 ( )
A normalizagéo das frequéncias adotada neste exemplo, foi a seguinte:
_ p
w = wh E_z (57)

onde, w € a frequéncia, h a espessura total da placa, e p a massa volumica.

Na Tabela 12, sdo apresentados os valores obtidos normalizados das frequéncias

naturais, relativos aos primeiros oito modos de vibracéo.

Tabela 12 - Validagéo das oito primeiras frequéncias naturais, obtidas com elementos Q4 e Q9,

SSSS, e I/h=10. Todos os valores apresentados foram normalizados.

Método @y ey 12 22 G 31,3 G2 @23

Exato [55] 0.0672 0.1281 0.1722 0.2080 - - - -
HSDT [31] 0.0672 0.1282 0.1723 0.2081 - - - -
Layerwise [S4] 0.0681 0.1322 0.1762 0.2150 0.2376 0.2954 0.3009 0.3288
Q4, (4X4) 0.0728 0.1534 0.2147 0.2409 0.339  0.3458 0.3471  0.38
Q9, (4X4) 0.0687 0.1277 0.1829 0.2166 0.2263 0.2882 0.3175 0.3397
Q4, (10X10) 0.0693 0.1307 0.1868 0.2206 0.2349 0.2952 0.3264 0.3466
Q9, (10X10) 0.0687 0.127 0.1817 0.2155 0.2195 0.2836 0.3099 0.3286
Q4, (12X12) 0.0691 0.1295 0.1852 0.2191 0.23  0.2916 0.3212 0.3426
Q9, (12X12) 0.0687 0.1269 0.1817 0.2155 0.2194 0.2836 0.3098 0.3281
Q4, (20X20) 0.0688 0.1279 0.1829 0.2168 0.2231 0.2864 0.3138 0.3367
Q9, (20X20) 0.0687 0.1269 0.1817 0.2155 0.2193 0.2835 0.3097 0.3277

Na Fig. 30, é apresentada a convergéncia da frequéncia fundamental obtida com o
refinamento da malha para Q4 e Q9. Verificou-se que uma malha pouco refinada com um
elemento Q9, apresenta uma solu¢do mais aproximada & exata do que a apresentada com

um elemento Q4.
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A inclusdo do fator de correcdo de corte K=5/6, neste estudo € também analisada. Os

resultados apresentados na Tabela 13, referem-se ao uso de uma malha 20X20, sendo 0s

resultados obtidos para as restantes malhas (considerando K=5/6), apresentados no

apéndice A1.3.

Tabela 13 - Comparacdo dos resultados com diferentes consideracdes, vibracao livre.

Método (1,1) 2,1) (1,2) 2,2)
Exato [55] 0.0672 0.1281 0.1722 0.2080
Presente, Q4  0.0688 0.1279 0.1829 0.2168
Presente, Q9 0.0687 0.1269 0.1817 0.2155
K=5/6, Q4 0.0674 0.1243 0.174 0.2067
K=5/6, Q9 0.0673 0.1234 0.1729 0.2056

Na Fig. 30, é apresentada graficamente, a convergéncia da frequéncia fundamental

para diferentes consideragdes (inclusdo ou ndo de K=5/6), e diferentes elementos (Q4, e

Q9). A andlise do grafico, permite concluir que a inclusdo do fator de corre¢do ao corte €

vantajosa, sendo a formulacdo com Q9, a que apresenta maior convergéncia com a

solucdo exata (linha da solucdo exata encontra-se sobreposta pela evolugao de “K=5/6,

Q97).

0.074
0.073
0.072
0.071

0.07
0.069
0.068
0.067
0.066
0.065
0.064

Frequéncia fundamental normalizada

(4X4)

(10X10)

Malha

Exato
Presente, Q4
Presente, Q9

K=5/6, Q4

—@—K=5/6, Q9

(12X12) (20%20)

Fig. 30 — Convergéncia de frequéncia fundamental normalizada.

Na Fig. 31, os erros relativos sdo apresentados graficamente. Adicionalmente, a

consulta dos valores dos erros relativos em questéo, podera ser realizada através da Tabela

14.
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Presente, Q4 ®==Presente, Q9 e=@m=K=5/6, Q4 e=@m=K=5/6, Q9

(L,1)
7.0000
6.0000
5.0000
4.0000
3.0000 _

2.0000
140000

‘o.oom?o

Fig. 31 — Erro relativo dos primeiros quatro modos de vibracdo do laminado.

Tabela 14 - Erro relativo (%) entre diversas solucdes e os resultados obtidos. Vibracao livre.

Validacao Elemento (1,1) (2,1) 1,2) (2,2)
4
Exato [55] - K=1 Q 2.3810 0.1561 6.2137 4.2308
Q9 2.2321 0.9368 5.5168 3.6058
4
Exato [55] - K=5/6 Q 0.2976 2.9664 1.0453 0.6250
Q9 0.1488 3.6690 0.4065 1.1538

Analisando os resultados obtidos com a solugédo exata, verifica-se que a formulagéo
de andlise das vibracdes livres, apresenta resultados satisfatorios. Isto € verificado na Fig.
31, onde séo apresentados 0s erros relativos para os primeiros quatro modos de vibracéo,
sendo estes valores inferiores a 10%, os quais sdo admissiveis. E ainda verificado, que
contrariamente ao observado na estatica, a inclusdo do fator de correcdo ao corte, é
favoravel a obtencdo de resultados mais proximos da solucdo exata. Adicionalmente,
verificou-se que de uma forma geral, obtém-se melhores resultados com um elemento Q9

comparativamente a um Q4, tal como expectavel.

Em adicéo, € apresentada a Fig. 32, onde estao representados 0s oito primeiros modos

de vibracéo correspondentes as frequéncias naturais.
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(1.1 2.1) (1.2) 2.2)

Fig. 32 — Representagéo dos primeiros oito modos de vibragdo do laminado.

A representacdo gréafica dos modos de vibragdo permite ndo s6 a visualizagdo dos
mesmos bem como, concluir acerca da existéncia de modos de vibracao simétricos. Estes
modos de vibracdo apresentam frequéncias de vibracao idénticas e devem-se a simetria
do laminado nas direc@es x e y. Este fendbmeno pode ser observado entre 0 2° e 0 3°, 0 5°

€ 06° e 0 7°e08°modo de vibracao.
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3.2.4 Andlise dinamica de vibracOes livres para diferentes

racios de rigidez

O presente caso de estudo, tem como objectivo verificar, se para diferentes relacfes
de rigidez, de uma placa sujeita a vibragoes livres, a inclusdo de K=5/6, continua a ser

vantajosa.

Este estudo considera um laminado quadrado, simplesmente apoiado em todos 0s
bordos, com a seguinte sequéncia de empilhamento, [0°/90°90°/0°]. Uma relacdo
[/h=0.2, e camadas com iguais espessuras foram consideradas. As propriedades do
compdsito sao:

% = 10, 20, 30 ou 40 GlZ = 613 = O6E2 623 = 05E2 Vi = 025 (58)

2

A Tabela 15, apresenta os resultados obtidos, para a frequéncia fundamental

normalizada usando o seguinte multiplicador:

_ ol |p
W=7 E, (59)

onde, w € a frequéncia, h a espessura total, [ a largura da placa, e p a massa volimica.

Tabela 15 — Frequéncia fundamental normalizada. Diferentes relacdes de rigidez.

K Método 10 20 30 40
Liew et al. [60] 8.2924 95613 10320  10.849
1 Khdeir et al. [61] 8.2982 95671 10326  10.854
Ferreira et al. [62]  8.5846 9.8384  10.5695  10.0649
Q4 (11X11) 8.487 9.6286  10.2564  10.6647
Q4 (15X15) 8.4561 9.6009  10.2318  10.6423
) Q4 (19X19) 8.4434 9.5895  10.2216  10.6331
Q9 (11X11) 8.4255 9.5735 102072  10.62
Q9 (15X15) 8.4244 9.5724 102063  10.6192
Q9 (19X19) 8.4241 95722 102061  10.619
Q4 (11X11) 8.1957 9.1799  9.7074  10.0464
Q4 (15X15) 8.1677 9.1556  9.686  10.0271
e Q4 (19X19) 8.1562 9.1456  9.6771  10.0191
Q9 (11X11) 8.14 9.1314  9.6646  10.0078
Q9 (15X15) 8.1389 9.1305  9.6638  10.0071
Q9 (19X19) 8.1387 9.1303  9.6636  10.0069
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Na Fig. 33 sdo apresentados graficamente, os erros relativos entre a solucdo exata
[61], e os resultados obtidos com elementos Q4 e Q9, para K=1 e K=5/6. Estes erros

relativos, sdo apresentados numericamente, na Tabela 16.

9.0000
8.0000

7.0000

6.0000
5.0000 Exato - Q4, K=1
4.0000 Exato - Q9, K=1
3.0000 H Exato - Q4, K=5/6
2.0000 W Exato - Q9, K=5/6
1.0000 II
0.0000

10 20 30 40

E/E,

Erro relativo (%)

Fig. 33 — Representacdo do erro relativo, para diferentes considerac@es. Diferentes relacdes Ei/Ex.

Tabela 16 - Erro relativo (%) entre diversas solucdes e os resultados obtidos. Diferentes relacdes

Ei/Ea.
Validagao Elemento (1,1) (2,1) 1,2) (2,2)

4
Exato [61] - K=1 Q 1.7498 0.2341 1.0110 2.0352
Q9 1.5172 0.0533 1.1611 2.1651

4
Exato [61] - K=5/6 Q 1.7112 4.4057 6.2841 7.6921
Q9 1.9221 4.5656 6.4149 7.8045

Analisando a Fig. 33, constata-se que para uma relagéo E; /E,=10, a inclusdo do fator
de correcdo de corte, ndo influéncia os resultados de forma significativa, uma vez que 0s
erros relativos em ambos os elementos sdo aproximadamente iguais aos erros obtidos,
quando K=1. Por outro lado, quando a relacdo E,/E, toma valores superiores a 10,
verifica-se um aumento cada vez mais acentuado do erro relativo entre a solucéo exata, e

os resultados obtidos considerando K=5/6.

Em suma, apesar de no exemplo 3.1.3 se ter verificado que a consideracdo de K=5/6
apresenta melhores resultados, neste exemplo, 0 mesmo ndo é verificado para diferentes
relacdes de rigidez. Assim, € novamente verificado que a inclusdo de um factor de

correcdo K=5/6, ndo € vantajosa.
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3.2.5 Aplicacao de criterios de falha num laminado sujeito a

carga transversal uniformemente distribuida

Este caso de estudo, tem como objectivo a validacdo da formulacdo, relativa a
implementacao de critérios de falha, nomeadamente os critérios de Tensdo Maxima, Tsai-
Hill e Hashin. O laminado em estudo, é uma placa retangular com 286x127 mm (axb),
possuindo trés camadas iguais, com h;=0.127 mm, e uma sequéncia de empilhamento
[45°/-45°/45°]. Neste caso de estudo, uma malha 9X5, é adotada [63]. As propriedades do

composito estudado, sdo apresentadas na Tabela 17.

Tabela 17 — Propriedades do material compdsito usado nos critérios de falha [63].

Ei1 (GPa) E;=E;(GPa) G12=Gi3(GPa) G23 (GPa) V12=V13 023

132.4 10.76 5.65 3.38 0.24 0.49

Xr(MPa) Xc(MPa)  Yr=Zr(MPa) Yc=Zc(MPa) R(MPa) S=T (MPa)

1513 1696 43.8 43.8 67.6 86.9

Sendo X, a resisténcia a tracdo da ldmina unidirecional, paralela a direcdo da fibra;
Xc, a resisténcia a compressdo da lamina unidirecional, paralela a direcdo da fibra; YT, a
resisténcia a tracdo da lamina unidirecional, transversal a direcdo da lamina; Yc, a
resisténcia & compressdo da lamina unidirecional, transversal a dire¢do da Iamina; Z, a
resisténcia a tracdo da lamina unidirecional, na direcdo transversal; Yc, a resisténcia a
compressdo da lamina unidirecional, na direcdo transversal; T, a resisténcia ao corte no
plano da lamina (plano 12); S, a resisténcia ao corte transversal no plano 13; R, a

resisténcia ao corte transversal no plano 23.

O valor do carregamento, que leva a falha da primeira camada, foi normalizado da
seguinte forma:
FLD = P (a )4
- EZ hk (60)
onde, P é a carga transversal uniformemente distribuida aplicada, a € o comprimento da
placa, h;, € a espessura da camada que falha, e E, € 0 modulo de elasticidade na direcao

da largura. Os valores obtidos usando os critérios de falha considerados, sdo apresentados
na Tabela 18.
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Tabela 18 — Carregamentos normalizados que levam a falha da primeira camada.

Critério de falha FLD FEL FGP FPL
Tensido Maxima [63] 2690 141.4 35 3 3
Tensdio Maxima, presente 1594 154.8 11 2 3
Deformacio Maxima [63] 3418 133.4 11 2 3
Tsai-Hill [63] 2 742 860.1 11 2 3
Tsai-Hill, presente 1513 706.8 11 2 3
Hoffman [63] 2695775 11 2 3
Tsai-Wu [63] 2915 620.3 11 2 3
Hashin 1318929.2 11 2 3

onde, FLD é o carregamento adimensional que leva a falha da primeira camada, FEL é o
elemento onde a falha ocorre, FGP é o ponto de Gauss onde a falha ocorre, e FPL é a

camada onde a falha ocorre.

O método adotado na referéncia [63], ¢ um modelo de elemento finito ndo linear,
usando uma abordagem FSDT, com elementos de Lagrange retangulares isoparamétricos,

com cinco GDL por n6 (u, v, w, 6x e 6y).

A andlise da Tabela 18, permite verificar que usando uma teoria multicamada, e
aplicando os critérios de falha considerados, verifica-se que a primeira camada a falhar é
a mesma da referéncia bibliografica, mas, o carregamento com o qual esta ocorre, ndo é
0 mesmo. No estudo realizado, é necessario um carregamento inferior ao calculado na
referéncia bibliografica. Contudo, é possivel afirmar que os resultados obtidos séo menos

conservadores que os observados na referéncia, o que de certa forma é satisfatorio.

Adicionalmente, considerou-se interessante apresentar a evolugdo do carregamento
que leva a falha de cada camada. Os pontos em analise considerados, foram as zonas mais
propicias a falha nomeadamente, os topos e os fundos de cada camada, ou seja, as

superficies exteriores, e as zonas de interface.
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Fig. 34 — Evolucéo do carregamento que leva a falha de cada camada, ao longo da espessura.

onde, TC3 € o topo da camada 3, FC3 é o fundo da camada 3, TC2 é o topo da camada 2,

FC2 é o fundo da camada 2, TC1 é o topo da camada 1, e FC1 é o fundo da camada 1.

A evolucdo verificada na Fig. 34, vai de encontro ao que é expectavel. Isto é, as
camadas que falham primeiros sdo as camadas exteriores, 0 que é justificado por estas
ndo se encontrarem protegidas por camadas adjacentes numa das faces, e devido também,
a ser ai que se verificam os maiores valores de tensfes devidas a flexdo, bem como as
tensdes de corte (conforme se constatou nalguns dos casos anteriores), sendo assim mais

solicitadas.
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3.3 Casos de estudo

Apos a validagdo dos modelos implementados de acordo com a teoria multicamada
adotada, neste subcapitulo, sdo abordados diferentes casos de estudo. Estes casos de
estudo, tém como objectivo o estudo da influéncia da variacdo das propriedades dos
materiais constituintes das camadas, a variacao de diferentes parametros geométricos e a
apresentacdo de aspetos caracteristicos da teoria usada. Os estados de tensdo e de
deformacéo das placas em estudo, sdo analisados a nivel estatico e das vibracdes livres.

Nalguns casos de estudo, procura-se apenas analisar a falha.

As placas laminadas ou estruturas sandwich consideradas nos estudos realizados,
possuem trés camadas, podendo estas serem divididas em dois tipos. O primeiro tipo,
possui camadas exteriores ortotropicas, e um nuacleo constituido por espuma.
Relativamente ao segundo, todas as suas camadas constituintes sdo ortotropicas. Em
ambos os tipos de placas, foi considerada uma fracdo de fibras longas reforgadas de 60%,
sendo considerados dois tipos de fibras, carbono e fibra de vidro, embebidas numa resina

epoxy. A Tabela 19 e a Tabela 20, apresentam as propriedades usadas nos presentes

estudos.
Tabela 19 — Propriedades mecanicas dos materiais compositos em estudo.
VI=60% E: (GPa) E;(GPa) G2 (GPa) V12 p (kg/m?3)
Vidro - Epoxy 45.0 12.0 4.5 03 2080
Carbono - Epoxy 134.0 7.0 4.2 0.25 1530

Tabela 20 — Propriedades mecéanicas dos materiais das espumas [1].

H3S H45 H60 HS80 HI100 HI130 H160 H200 H250

Moédulo de Young (MPa) 49 55 75 95 130 175 205 250 320
Coeficiente de Poisson 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4 0.4
Massa especifica (kg/m3) 38 48 60 80 100 130 160 200 250
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As normalizacOes adotadas, tal como os multiplicadores utilizados nos diferentes

casos em estudo, sdo os seguintes:

(X3 W(Llh @ (L1 hnicleo @) (L1 hnicleo
— __ W(z’z‘o) —1 _ % (2'2’2) —2 _ % (2'2’ u2 ) —3 _ % (2'2’ u2 )
w = q y O-x - q y O-x - q ’ O-x - q 1

W(llh W11 hpael @ (1 1 hpicl
=1 _ % (‘ ) —2 _ % (22 nuzceo) -3 _ % (22 nuzceo)
Oy = Oy = Oy = '

q (61)
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Os pontos onde estas quantidades sdo “recolhidas”, bem como a correspondéncia
espacial na placa, pode ser exemplificada na Fig. 35. Na Tabela 21, as coordenadas

apresentadas sdo exemplificadas para uma placa, onde as camadas possuem espessuras

iguais.
z rs
A ®
(1)
hl .....................................................................................................................................................
©
F ~
(2) = x
h hz ................... Bo— = ———— B
h (3)
g | [rrr—————
v
Fig. 35 — Representacdo esquematica dos pontos onde sdo normalizados os resultados.
Tabela 21 — Pontos de avaliacio da deformada e das tensdes (ilustradas no plano xz).
A B C D E F
0.(1) (£ £ ﬁ 0_(1) <£ £ hcore) 0_(2) <£ £ hcore)

11 *\2'2'2 *\2'2" 2 *\2'2" 2 @ @ (L Reore
W( )5 O) Txz (0'_10) Txz (0'_' )
22 (1) (£ £ E (1 (£ £ hcore) ) <£ £ hcore) 2 2

% \2r22) Y 2772 vy \2'27 2

Apesar desta abordagem ndo requerer um factor de correcéo (diferente de 1), nos
apéndices A2, sdo apresentados os resultados obtidos com o valor comumente utilizado
de K=5/6.
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3.3.1 Influéncia do nucleo na resposta estatica e dindmica numa

estrutura sandwich com camadas exteriores compaésitas

Neste caso de estudo, é considerada uma estrutura sandwich, sendo o material do
nucleo, espumas PVC, com diferentes massas especificas [64]. Este tipo de estruturas,
tem despertado interesse, devido a serem estruturas leves, tendo particular aplicabilidade

em casos onde 0 peso é um constrangimento.

Aqui, sdo estudados os efeitos na estrutura, quando sdo consideradas diferentes
espumas, com diferentes espessuras. As camadas exteriores, foram consideradas como
sendo compdsitos unidirecionais carbono-epoxy e fibra de vidro-epoxy. As propriedades
dos materiais sdo apresentadas nas Tabela 19 e 20, sendo uma relacdo de [/h = 10
adotada. As placas encontram-se sujeitas a um carregamento transversal uniformemente
distribuido de 1Pa. E de referir que este tipo de estrutura, com nicleos desta natureza é
expectavel que apresente um amortecimento significativo. Contudo neste trabalho, essa

influéncia ndo é considerada.

A deformada transversal, as diferentes tensbes, bem como as frequéncias naturais,
para uma configuracdo sandwich, com camadas exteriores de carbono-epoxy, e um
nucleo com 10 mm e 15 mm séo apresentadas, respetivamente nas Tabela 22 e 23, e na
Tabela 24 e 25. Os resultados apresentados, encontram-se normalizados segundo as
expressdes da equacdo (61). A espessura de cada camada exterior € 2 mm em ambos 0s
casos. Os resultados apresentados, foram obtidos recorrendo apenas a elementos de

Lagrange Q9, com nove GDL.

Tabela 22 — Deformada e tensdes normalizadas. Camadas exteriores CE, nicleo 10 mm.

Id Id _ _ _

‘ : W g1 =2 =3 1 2 3 =1 =2
, . o o I o o o T T

Nucleo Material x x x y y y xz xz

1 H35 3.29E-09 242.4279 2.1549 0.0519 35.944 14.6997 0.1725 3.3174 5.3243
2 H45  3.02E-09 227.6136 2.0737 0.0763 34.6571 15.0985 0.2071 3.4189 5.1694
3 H60 2.41E-09 195.2816 1.8554 0.1532 31.1843 15.5136 0.3133 3.6963 4.8017
4 HB80 2.03E-09 176.7683 1.689 0.224 28.5371 1529 0.4074 3.9104 4.5625
5 H100 1.62E-09 158.5392 1.0746 0.336 25.0792 14.4596 0.5504 4.1923 4.2904
6 H130 1.32E-09 146.2871 0.2029 0.4649 21.9802 13.3054 0.7061 4.4493 4.0717
7 H160 1.19E-09 141.2624 9.8664 0.5442 20.4315 12.6106 0.798 4.5793 3.9681
8 H200 1.04E-09 136.0922 21.2764 0.6565 18.694 11.7073 0.9236 4.7332 3.8489
9 H250 8.85E-10 131.0272 33.3574 0.8203 16.737 10.6192 1.0999 4.9082 3.7148
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Através da analise da Tabela 22, é possivel observar uma diminuicdo da deformada
transversal, no sentido de H35 para H250. Esta evolucdo é expectavel, uma vez que, de
H35 para H250, ha um aumento da massa especifica da espuma utilizada, logo, é
fornecido um aumento da rigidez da placa por parte do nucleo, levando assim a uma

menor deformada transversal.

No que diz respeito as tensdes, mais concretamente as tensdes normais, verifica-se
que no ponto C ndo existe uma tendéncia evidente. No ponto B, estas diminuem de H35
para H250, e no ponto D verifica-se uma tendéncia inversa a verificada no ponto B.
Relativamente as tensdes de corte transversais, no ponto B esta aumenta de H35 para

H250. No ponto C, verifica-se uma tendéncia inversa a verificada no ponto B.

Tabela 23 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores CE, ntcleo 10 mm.

Modos de Vibracao

Id. Niicleo  Id. Material
ucleo ateria Ly @D 12 22 @G

H35 0.0303 0.0489 0.0619 0.0723 0.0736
H45 0.0316 0.0511 0.064 0.0758 0.0765
H60 0.0354 0.0576 0.0707 0.085 0.0859
H80 0.0385 0.0629 0.0767 0.0924 0.0944

H100 0.0431 0.0703 0.0858 0.1034 0.1067
H130 0.0478 0.0777 0.0959 0.1153 0.1193
H160 0.0504 0.0817 0.1019 0.1222 0.1263
H200 0.0539 0.0869 0.1101 0.1314 0.1354
H250 0.0584 0.0934 0.1213 0.1438 0.1469

C|RIQ || N || W |-

Em relacdo as frequéncias naturais, é verificada uma tendéncia oposta a observada na
deformada transversal (Tabela 22), a qual era expectavel, tendo em conta a variacao da

rigidez da placa em fungdo do ndcleo considerado.

Nas Tabela 24 e 25, séo apresentados estudos similares, sendo neste caso considerado

um nadcleo mais espesso (15 mm).
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Tabela 24 — Deformada e tenses normalizadas. Camadas exteriores CE, nlicleo 15 mm.

Nucleo Material

Id Id
. . o =1 =2 =3 =1 =2 =3 =1 =2
Ox O% O oy oy oy Txz Tz

H35 5.02E-09 223.8004 3.1039 0.1905 42.1725 24.5787 0.3403 3.6314 4.8384

[S—Y

H45  4.58E-09 212.9325 2.6335 0.2232 40.5168 24.3874 0.3844 3.7209 4.6971

H60 3.63E-09 190.2519 1.2968 0.3237 36.092 23.28 0.517 3.9639 4.3609

H80  3.04E-09 177.9924 0.3636 0.4142 32.7699 21.9884 0.632 4.1484 4.1422

H100 2.41E-09 166.5415 22.1781 0.5562 28.5132 19.9047 0.8044 4.3857 3.8942

H130 1.96E-09 159.2437 41.7007 0.719 24.8084 17.7579 0.9917 4.5949 3.6963

H160 1.76E-09 156.3435 50.6115 0.8197 23.0198 16.6144 1.1027 4.6977 3.6032

H200 1.55E-09 153.3965 60.4687 0.963 21.0433 15.2637 1.2557 4.8164 3.4966

C|RI|N|N|A|WIN

H250 1.32E-09 150.4938 70.8404 1.1735 18.8241 13.7762 1.4776 4.9467 3.3774

Analisando a Tabela 24, tal como verificado para um nucleo mais esbelto, observa-se

uma diminuicdo da deformada transversal, com o0 aumento da massa especifica do nucleo.

No caso das tensdes, séo verificadas as mesmas tendéncias observadas para um ndcleo

mais esbelto, as quais eram expectaveis.

Tabela 25 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores CE, nicleo 15 mm.

Modos de Vibracao
any ey ad2) 22 Gl

Id. Nucleo Id. Material

H35 0.0285 0.0465 0.0541 0.0659 0.0688
H45 0.0298 0.0487 0.0565 0.0689 0.0722
H60 0.0335 0.055 0.0639 0.0779 0.0822
H80 0.0366 0.06 0.0702 0.0856 0.0906

H100 0.0411 0.0671 0.0799 0.0969 0.1024
H130 0.0456 0.074 0.0903 0.1089 0.1144
H160 0.0481 0.0778 0.0965 0.1158 0.121
H200 0.0514 0.0826 0.1048 0.125 0.1295
H250 0.0557 0.0887 0.1161 0.1373 0.1403

C|RNQA[ NN | [WN |-

Relativamente as frequéncias naturais, é verificada a mesma tendéncia, observada no

nucleo mais esbelto (Tabela 25), a qual era expectavel.

Adicionalmente, foi realizado o mesmo estudo apresentado nas Tabela 22-25, mas
desta vez, as camadas exteriores sd&o em GE. Os resultados obtidos encontram-se
presentes no apéndice A2.1.1. Na Fig. 36 e Fig. 37, sdo apresentados graficos de forma a
evidenciar que independentemente dos materiais compositos usados nas camadas

exteriores, as tendéncias enunciadas sdo sempre verificadas.
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Deformada transversal
normalizada

0.00E+00
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Id. Nucleo

10 mm nucleo CE 15 mm nucleo CE 10 mm nucleo VE 15 mm nucleo VE

Fig. 36 — Deformada transversal maxima, normalizada das estruturas sandwich em estudo.

0.07
0.06
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0.01

Frequéncia fundamental,
normalizada

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Id. Nucleo

10 mm nucleo CE 15 mm nucleo CE 10 mm nucleo VE 15 mm nucleo VE

Fig. 37 — Frequéncia fundamental, normalizada das estruturas sandwich em estudo.

Adicionalmente, sdo apresentados nos apéndices A2.1.2, e A2.1.3, os resultados

obtidos, considerando um fator de correcdo ao corte de K=5/6.

Em suma, e comparando as duas configuragdes sandwich com camadas exteriores
compostas por diferentes materiais compdsitos, e nlcleos com espessuras diferentes,
observa-se que nos casos onde o nucleo é mais espesso, sdo obtidas solugdes menos
rigidas. Este resultado ja era expectavel, uma vez que, sendo as camadas exteriores, as
camadas que fornecem maior rigidez a estrutura — devido as suas propriedades serem
muito superiores as do nucleo — e ser nas zonas de interface, onde ha um maior
desfasamento entre as tensdes, quanto maior for a espessura do nucleo, menos rigida é a

estrutura.
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3.3.2 Influéncia das razbes geométricas na resposta estatica e

dindmica numa placa composita

Neste estudo, procurou-se verificar a influéncia do racio [/h na resposta mecanica de
uma placa quadrada, com uma largura unitaria, simplesmente apoiada em todos os bordos,
uma sequéncia de empilhamento [0°/90°/0°], sujeita a uma carga transversal

uniformemente distribuida (1Pa). Foram considerados trés racios [ /h=5, 10 e 20.

O material compdsito considerado no estudo, € um composito CE, encontrando-se as

suas propriedades mecanicas, apresentadas na Tabela 19.

Na Tabela 26, sdo apresentados os resultados obtidos para a deformada transversal e
as tensbes normalizadas, para os diferentes racios [/h considerados. Adicionalmente, foi
verificada a influéncia desses racios, para diferentes espessuras das peles — hk é a
espessura de cada camada exterior, variando o seu valor ao longo do estudo, mas tendo
sempre as duas camadas exteriores espessuras iguais. Os resultados apresentados, foram

obtidos recorrendo ao elemento Lagrange Q9, sendo considerados nove GDL.

Tabela 26 — Deformada transversal e tensdes normalizadas vs. racio I/h.

=1

=2

=3

1

=3

1

=2

I’h hg w [ [ (34 oy gy gy Tys Tz
h/6 1.48E-09 19.5679 13.0317 0.8189 1.3064 0.7513 11.3281 2.4376 1.2329
c h/5 1.50E-09 185382 11.2410 0.7236 1.3899 0.7205 11.1640 2.6190 1.3573
h/4  157E-09 17.5487 9.1203  0.6083 15917 0.6740 10.7743 2.8794 1.5397
h/3 1.72E-09 16.7142 6.2640 0.4399 19373 0.5558 9.1840 3.2748 1.8389
h/6 150E-08 78.2689 52.1422 3.3108 4.8995 3.1501 48.0947 4.8990 2.4775
10 h/5 151E-08 76.6934 46.1283 2.9489 4.9249 28708 44.1609 5.3622 2.7893
h/4 153E-08 75.1630 37.9595 2.4446 49481 2.4378 37.7885 5.9820 3.2284
h/3 159E-08 73.8013 253755 1.6389 5.4659 1.6997 27.4375 6.8049 3.8884
h/6 2.05E-07 313.4683 208.9234 13.3188 19.4379 12.8451 196.9901 9.8338 4.9746
20 h/5 2.05E-07 311.7869 187.1772 11.9098 19.1397 11.4128 174.6566 10.8530 5.6574
h/4  2.05E-07 309.2712 155.0268 9.8104 18.4756 9.2265 141.4401 12.1659 6.5958
h/3  2.06E-07 304.6326 102.3482 6.3685 19.2816 6.2762 102.4880 13.7655 7.9295

Analisando a Tabela 26 usando uma abordagem mais geral, verifica-se que com o
aumento do récio [/h, a placa torna-se cada vez mais fina, e a deformada transversal
normalizada aumenta. No caso das tensdes normalizadas, € verificada uma tendéncia dos

resultados, similar a apresentada pela deformada transversal normalizada. Analisando a
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mesma tabela, mas agora focalizando nos resultados obtidos para cada racio [/ h, verifica-

se que com 0 aumento da espessura das camadas exteriores, existe também um aumento

da deformada transversal normalizada. Esta tendéncia é igualmente verificada no caso

das tensdes normalizadas.

O presente estudo, contempla ainda uma vertente das vibracdes livres, na qual foram

calculadas as quatro primeiras frequéncias naturais, para as mesmas relagbes [/h, e

espessuras das camadas exteriores. Os resultados obtidos, sdo apresentados na Tabela 27.

Tabela 27 — Frequéncias naturais normalizadas vs racio I/h.

Ih hi (1,1) ,1) 1,2) 2,2)
h6 03811 06345  0.8080  0.9135
: h5 03774 06037 08158  0.8883
hi4 03694 05804 07996  0.8661
h3 03535 05501 07645  0.8537
h6 01216 02339 03189  0.3812
0 h5 01211 02222 03223  0.3631
h4 01199 02054 03228  0.3365
h/3 01172  0.1828 03005  0.3164
h6 00331 00725 00993  0.1216
20 h5 00331 00671 01024  0.1211
h'4 00330 00600 01052  0.1090
h/3 00328 00513 00888  0.1067

Relativamente aos resultados obtidos para as frequéncias naturais, verifica-se que o

aumento do récio [/h, leva ao decréscimo das frequéncias naturais. A mesma tendéncia

de decréscimo das frequéncias naturais, é igualmente verificada com o aumento da

espessura das camadas exteriores.

Adicionalmente, sdo apresentados no apéndice A2.2, os resultados obtidos, mas neste

caso, considerando um fator de correcéo ao corte K=5/6.
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3.3.3 Influéncia da orientacao das fibras na resposta estatica e

dindmica numa placa composita

A orientacdo das camadas de um laminado, apresenta um papel preponderante nas
respostas estaticas e dinamicas das estruturas compdsitas. Tendo em conta esta

importancia, é merecido um estudo da influéncia da mesma nos laminados em estudo.

Neste estudo, sdo considerados trés tipos de laminados, com as seguintes sequéncias
de empilhamento: [0°/0°/6°], [-6°/0°/6°] e [-6°/90°/6°] onde, 6 caracteriza o angulo da
orientacdo da fibra, sendo considerado neste estudo 6 igual a 0°, 30°, 45°, 60° ou 90°. Os
compdésitos em estudo, sdo 0os mesmos que foram usados no estudo anterior, bem como
os racios [/h, e a normalizacdo dos resultados — deformada transversal, tensdes e
frequéncias naturais. As espessuras das trés camadas sao iguais. Os resultados obtidos,

séo apresentados nas Tabela 28-33. Estes foram obtidos, recorrendo ao uso de elementos

de Lagrange Q9, sendo considerados nove GDL.

Laminados [0°/0°/0°]

Tabela 28 — Deformada e tensdes normalizadas para laminados [0°/0°/6°].

=3

1

=2

3

=1

=2

I/hn Empilhamento w oy oy (34 oy gy gy Tyz Tyz
[0°/0°/0°]  2.14E-09 18.8606 2.2167 2.2167 25442 0.7787 0.7787 3.0414 1.9686
[30°/0°/30°] 1.70E-09 12.0237 3.3023 4.3633 55495 13426 0.5884 25117 1.6649

5 [45°0°/45°] 153E-09 8.1046 2.3263 3.4907 8.3541 25853 0.5242 22195 1.4765
[60°/0°/60°] 1.56E-09 5.1650 1.1668 5.3923 12.4994 3.1178 0.4897 19449 1.1327
[90°/0°/90°] 1.72E-09 1.9373  0.5558 9.1840 16.7142 6.2640 0.4399 1.3839 0.6264
[0°/0°/0°]  1.78E-08 76.2657 20.5571 20.5571 6.5166 2.0940 2.0940 6.8372 3.9905
[30°/0°/30°] 1.60E-08 47.4375 12.7804 27.0856 19.6930 5.5572 2.1496 5.7971 3.3289

10 [45°/0°/45°] 1.50E-08 30.1627 8.2030 24.8592 30.6463 8.8301 2.3782 5.0787 2.9633
[60°/0°/60°] 1.53E-08 19.5482 59614 25.8571 48.5890 15.2072 2.3090 4.5459 2.2036
[90°/0°/90°] 1.59E-08  5.4659  1.6997 27.4375 73.8013 25.3755 1.6389 2.6868 0.9767
[0°/0°/0°]  2.11E-07 303.6790 96.2366 96.2366 21.9219 7.2265 7.2265 14.1760 7.8875
[30°/0°/30°] 2.06E-07 188.8223 59.9691 129.9897 75.9990 24.3419 8.2395 12.4625 6.7458

20 [45°/0°/45°] 1.98E-07 118.8191 37.7501 121.8943 119.3034 38.1318 9.3731 11.1544 6.2335
[60°/0°/60°] 2.03E-07 76.3067 24.8855 110.2294 189.6396 62.3118 8.8632 10.8669 4.5299
[90°/0°/90°]  2.06E-07 19.2816 6.2762 102.4880 304.6326 102.3482 6.3685 5.4941 1.7139

Através da Tabela 28, é possivel concluir que as estruturas habitualmente apelidadas

de “cross-ply”, - laminados compostos apenas por 0° e 90° [2] — apresentam deformadas
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transversais mais conservativas para laminados moderadamente espessos (I/h=10) e
espessos (I/h=5). Relativamente as tensdes, estas encontram-se em concordancia com o

verificado nas deformadas transversais.

As frequéncias naturais normalizadas, relativas a um laminado [0°/0%6°], sdo

apresentadas na Tabela 29.

Tabela 29 — Frequéncias naturais normalizadas, para laminados [6°/0°/0°].

I/h  Empilhamento  (1,1) (2,1) (1,2) (2,2)

[0°/0°/0°] 0.3184 0.5296 0.6699 0.8151
[30°/0°/30°]  0.3568 0.5996 0.7204 0.8591

5 [45°/0°/45°]  0.3759 0.6251 0.7582 0.8795
[60°/0°/60°]  0.3727 0.6052 0.7736 0.8715
[90°/0°/90°]  0.3535 0.5501 0.7645 0.8537
[0°/0°/0°] 0.1104 0.1660 0.2795 0.2838
[30°/0°/30°]  0.1174 0.1997 0.2832 0.3055

10 [45°/0°/45°]  0.1212 0.2137 0.2866 0.3167
[60°/0°/60°]  0.1203 0.2082 0.2999 0.3166
[90°/0°/90°]  0.1172 0.1828 0.3005 0.3164
[0°/0°/0°] 0.0321 0.0464 0.0768 0.1016
[30°/0°/30°]  0.0329 0.0569 0.0900 0.0933

20 [45°/0°/45°]  0.0336 0.0615 0.0900 0.0949
[60°/0°/60°]  0.0332 0.0601 0.0949 0.0957
[90°/0°/90°]  0.0328 0.0513 0.0888 0.1067

Quando as camadas exteriores ndo possuem o mesmo angulo que o ndcleo, a
frequéncia fundamental, bem como as frequéncias naturais superiores aumentam, sendo
para 0 caso onde as camadas exteriores estdo a 45° onde se verificam as frequéncias

superiores. Novamente, este efeito € mais significativo em placas espessas.

Em suma, para um laminado com um empilhamento [6°/0°/6°], a melhor sequéncia de
empilhamento para uma menor deformada transversal e uma frequéncia fundamental

méaxima, verifica-se para um laminado [45°/0°/45°].
Laminados [-6°/0°/0°]

Passando agora para o segundo tipo de laminados em estudo, - laminados simétricos
[-6°/0°/6°] — foram realizados os mesmos estudos, sendo os resultados apresentados nas
Tabela 30 e 31.
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Tabela 30 — Deformacao transversal e tensdes normalizadas para laminados [-0°/0°/6°].

3 +1

I/ Empilnamento ~ w ol a2 a3 o, o2 o5 T,

=2
Tz

[-30°/0°/30°] 1.36E-09 10.6046 2.2560 6.1698 45360 0.9185 1.0381 2.2967

1.6094

[-45°/0°/45°]  1.20E-09 7.2749 17780 3.3350  7.2567 1.8070 1.4519 1.9979

1.4215

[-60°/0°/60°] 1.31E-09 4.3180 1.2189 2.7765 10.6534 3.4639 1.3589 1.6848

1.1015

10

[-30°/0°/30°] 1.18E-08 39.0379 12.3092 219477 15.7575 4.7019 3.4992 5.0932

3.5805

[-45°/0°/45°] 1.05E-08 26.9461 10.9467 14.2479 27.2759 11.0915 5.0608 4.4088

3.0320

[-60°/0°/60°] 1.17E-08 15.6310 6.4519 14.7755 40.0437 18.3180 4.6169 3.7081

2.2366

20

[-30°/0°/30°] 1.43E-07 154.4374 52.6199 80.4305 59.8252 19.7365 11.5330 10.6298

9.9229

[-45°/0°/45°]  1.29E-07 107.6135 45.2929 59.0214 108.8538 45.8082 16.5644 9.1362

8.0365

[-60°/0°/60°] 1.44E-07 60.4675 25.1479 61.1296 158.0092 71.2223 15.0004 7.7873

5.3613

Atraves da andlise da Tabela 30, verifica-se que quando as camadas exteriores sao
simétricas, o laminado apresenta um comportamento mais rigido, quando comparado com
0 primeiro tipo de laminados em estudo [0%/0°/6°]. Adicionalmente, verificou-se que a
melhor sequéncia de empilhamento tendo em conta a menor deformada transversal, é
obtida com [-45°/0°/45°].

As frequéncias naturais normalizadas, para um laminado [-6°/0°/6°], sdo apresentadas
na Tabela 31.

Tabela 31 - Frequéncias naturais normalizadas, para laminados [-0°/0%/0°].

I/h  Empilhamento  (1,1) (2,1) (1,2) (2,2)

[-30°/0°/30°]  0.3976 0.6774 0.7444 0.9865
5 [-45°/0°/45°]  0.4220 0.7353 0.7778 1.0323
[-60°/0°/60°]  0.4050 0.6630 0.8061 0.9850
[-30°/0°/30°]  0.1361 0.2424 0.2994 0.3875
10 [-45°/0°/45°]  0.1441 0.2859 0.2915 0.4243
[-60°/0°/60°]  0.1368 0.2458 0.3171 0.3849
[-30°/0°/30°]  0.0393 0.0737 0.0999 0.1216
20  [-45°/0°/45°]  0.0415 0.0906 0.0914 0.1458
[-60°/0°/60°]  0.0392 0.0757 0.1013 0.1267

Relativamente as frequéncias naturais, verifica-se que a nivel dindmico, a sequéncia
[-45°/0°/45°] é também a mais vantajosa, visto obterem-se os maiores valores de

frequéncias naturais.
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Laminados [-0°/90°/0°]

Finalmente, para terminar este estudo, falta apenas apresentar e analisar os resultados

obtidos, para laminados com sequéncias de empilhamento do tipo [-6%90°/6°]. Os

resultados obtidos, sdo apresentados nas Tabela 32 e 33.

Tabela 32 — Deformada transversal e tensées normalizadas para laminados [-6°/90°/6°].

2 =3

1

2

I/h Empilhamento w Oy 0% oy gy gy gy Ty, Tz
[0°/90°/0°] 1.72E-09 16.7142 6.2640 0.4399 1.9373 0.5558 9.1840 3.2748 1.8389
5 [-30°/90°/30°] 1.31E-09 10.6534 3.4639 1.3589 4.3180 1.2189 27765 2.6221 1.8097
[-45°/90%/45°] 1.20E-09  7.2567  1.8070 1.4519 7.2749 1.7780 3.3350 2.1744 1.6364
[-60°/90°/60°] 1.36E-09 4.5360 0.9185 1.0381 10.6046 2.2560 6.1698 1.7903 1.2796
[0°/90°/0°] 1.59E-08 73.8013 25.3755 1.6389 5.4659 1.6997 27.4375 6.8049 3.8884
10 [-30°/90°/30°] 1.17E-08 40.0437 18.3180 4.6169 15.6310 6.4519 14.7755 5.3656 4.9047
[-45°/90°/45°] 1.05E-08 27.2759 11.0915 5.0608 26.9461 10.9467 14.2479 4.4455 4.3578
[-60°/90°/60°] 1.18E-08 15.7575 4.7019 3.4992 39.0379 12.3092 21.9477 3.4952 2.9696
[0°/90°/0°]  2.06E-07 304.6326 102.3482 6.3685 19.2816 6.2762 102.4880 13.7655 7.9295
20 [-30°/90°/30°] 1.44E-07 158.0092 71.2223 15.0004 60.4675 25.1479 61.1296 10.8575 14.2759
[-45°/90°/45°] 1.29E-07 108.8538 45.8082 16.5644 107.6135 45.2929 59.0214 9.0321 12.3551
[-60°/90°/60°] 1.43E-07 59.8252 19.7365 11.5330 154.4374 52.6199 80.4305 7.0534 7.9900

Analisando a Tabela 32 verifica-se, que a sequéncia de empilhamento mais favoravel,
é a [-45%/90%/45°].

As frequéncias naturais normalizadas, para os laminados [-6°/90°/6°], sdo apresentadas
na Tabela 33.
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Tabela 33 — Frequéncias naturais normalizadas para laminados [-6°/90°/0°].

I/h  Empilhamento  (1,1) (2,1) 1,2 (2,2)
[0°/90°/0°] 0.3535 0.5501 0.7645 0.8537
[-30°/90°/30°]  0.4050 0.6630 0.8061 0.9850
[-45°/90°/45°]  0.4220 0.7353 0.7778 1.0323
[-60°/90°/60°]  0.3976 0.6774 0.7444 0.9865
[0°/90°/0°] 0.1172 0.1828 0.3005 0.3164

10 [-30°/90°/30°] 0.1368 0.2458 0.3171 0.3849
[-45°/90°/45°]  0.1441 0.2859 0.2915 0.4243
[-60°/90°/60°]  0.1361 0.2424 0.2994 0.3875
[0°/90°/0°] 0.0328 0.0513 0.0888 0.1067

0 [-30°/90°/30°]  0.0392 0.0757 0.1013 0.1267
[-45°/90°/45°]  0.0415 0.0906 0.0914 0.1458
[-60°/90°/60°]  0.0393 0.0737 0.0999 0.1216

Através da analise da Tabela 33, verifica-se uma conclusdo similar a verificada na

Tabela 32, relativamente a sequéncia mais favoravel a obter as maiores frequéncias

naturais.

Em suma, através da comparacdo dos resultados obtidos para os trés tipos de

laminados, foram retiradas varias elagdes, sendo estas apresentadas conjuntamente com

apoios graficos de forma a facilitar a analise.

1.80E-09
1.60E-09
1.40E-09
1.20E-09
1.00E-09
8.00E-10
6.00E-10
4.00E-10
2.00E-10
0.00E+00

Deformada transverssal normalizada

Fig. 38 — Deformadas transversais normalizadas para I/h=5
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450

602

= [02/02/69]
m [-62/02/69]
m [-62/902/69]

. Diferentes laminados.
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1.80E-08
1.60E-08
1.40E-08
1.20E-08
1.00E-08
8.00E-09
6.00E-09
4.00E-09
2.00E-09
0.00E+00

W [62/09/6°]
W [-62/09/69]
m [-62/909/69]

Deformada transverssal normalizada

302 452 602

S

Fig. 39 - Deformadas transversais normalizadas para I/h=10. Diferentes laminados.

302 452 602

2.50E-07

2.00E-07

1.50E-07
m [62/02/6¢]
u [-62/02/69]

m [-62/909/6°]

1.00E-07

5.00E-08

Deformada transverssal normalizada

0.00E+00

0

Fig. 40 - Deformadas transversais normalizadas para I/h=20. Diferentes laminados.

Analisando as Fig. 38-40, conclui-se que um laminado com camadas exteriores a 45°,
apresenta uma maior rigidez. Dentro do tipo de laminados que possuem camadas
exteriores a £45°, o0 laminado com a sequéncia [-45°/0°/45°], é a estrutura que apresenta a

maior rigidez, tendo em conta as consideradas neste estudo.
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Fig. 41 — Frequéncias fundamentais normalizadas para I/h=5. Diferentes laminados.
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O
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Fig. 42 - Frequéncias fundamentais normalizadas para I/h=10. Diferentes laminados.
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0.0100
0.0050
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W [62/09/6°]
W [-62/09/69]
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Frequéncia fundamental normalizada

309 459 602

Fig. 43 - Frequéncias fundamentais normalizadas para I/h=20. Diferentes laminados.

Aplicando a mesma andlise comparativa adotada na estatica, mas desta vez,
relativamente as frequéncias fundamentais, através das Fig. 41-43, chegam-se as mesmas
conclusées. Conclui-se assim, que quer a analise seja estatica ou dinamica, para os tipos
de laminados estudados, as sequéncias de empilhamento, [-45°/90°/45°], [-45°/0%/45°], s&o

as que permitem obter melhores desempenhos.

Adicionalmente, sdo apresentados nos apéndices A2.3, os resultados obtidos, mas

neste caso, considerando um fator de correcdo ao corte comumente usado de K=5/6.
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3.3.4 Influéncia do tipo de fibra na resposta estatica e dinamica

duma placa composita

Neste estudo, procurou-se verificar a influéncia que a escolha do material da fibra,
tem na resposta estatica e dinamica de placas reforcadas com fibras, variando o material
da fibra (fibra de vidro e fibra de carbono, propriedades na Tabela 19), mantendo a mesma

matriz em todos 0s casos.

Os laminados em estudo, possuem uma sequéncia de empilhamento [30°/0°/30°], com
cada camada com igual espessura. As CF, os carregamentos aplicados, e a normalizagéo
dos resultados sé&o os mesmos que foram utilizados nos estudos anteriores. Os resultados
obtidos, sdo apresentados nas Tabela 34 e Tabela 35. Estes resultados, foram obtidos

recorrendo ao uso de elementos de Lagrange Q9, sendo considerados nove GDL.

Tabela 34 — Deformada transversal e tensdes normalizadas. Diferentes fibras.

Vi=0.6 w o1 o2 a3 oy o2 o5 71, 72,
5  201E-09 155718 8.8353 2.7273 104644 6.0754 13079 2.3512 1.4542
GE 10  2.33E-08  60.1291 355669 14.5513 37.6171 22.365 5.0361 5.0489 2.9002
20  3.36E-07 23811 142.358 61.7848 146.004 87.3974 19.9212 10.4751 5.8138
5  1.70E-09 22.8637 12.0237 3.2305 10.1864 5.5495 0.5884 25117 1.6649
CE 10  1.60E-08 82.0946 47.4375 24.2797 33.8287 19.693 1.922 57971 3.3289
20  2.06E-07 317.675 188.822 108.965 127.656 75.999 7.2027 12.4625 6.7458

Analisando a Tabela 34, é possivel concluir, tal como era esperado, que um compdsito

CE, € mais rigido comparativamente a um laminado GE. Isto devesse aos angulos das
fibras da sequéncia de empilhamento, serem muito préximos da direcéo 1 da fibra, direcéo
a qual onde as fibras de carbono apresentam um moddulo de elasticidade muito superior
ao das fibras de vidro o que torna as estruturas onde sdo aplicadas, mais rigidas, quando
uma sequéncia de empilhamento semelhante é adotada. Em adicdo, verifica-se ainda que
com o aumento do racio [/h, a deformada transversal aumenta. Este comportamento €

igualmente verificado no caso das tensoes.

Aproveitando este caso de estudo, para apresentar algumas representacdes graficas
possiveis de serem obtidas através do codigo implementado, sdo aqui apresentadas as

deformacdes transversais dos compdsitos em estudo para um racio 1/h=10.
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Fig. 44 — Deformada transversal para composito GE, 1/h=10.

Fig. 45 — Deformada transversal para composito CE, I/h=10.
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Relativamente as distribuicdes das tensdes ao longo da espessura, estas sdo
apresentadas nas Fig. 46-63 O ponto de recolha das tensbes considerado, situa-se no
centro da placa. A nivel da malha (12X12), este ponto é o terceiro ponto de Gauss, do

elemento 66. A escolha deste ponto, deveu-se a este se situar no centro da placa.

Nas Fig. 46-49, sdo apresentadas as distribuicdes das tensdes normais em espessura,
para um racio [/h=5.
0.06
0.04

0.02

-15.5718 -8.8353  -2.7273 2.7273 8.8353 15.5718

-0.02
-0.04

-0.06

Fig. 46 — Distribuigéo de ox ao longo da espessura para compdsito GE, I/h=5.
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0.04

0.02

-22.8637

-12.0237  -3.2305 3.2305 12.0237  22.8637

-0.02
-0.04

-0.06

Fig. 47 — Distribuicéo de 6x ao longo da espessura para composito CE, I/h=5.
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-0.02
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-0.06

-10.4644

-6.0754 -1.3 1.3079

6.0754 10.4644

Fig. 48 — Distribuicdo de oy ao longo da espessura para composito GE, 1/h=5.
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-0.04

-0.06

-10.1864

-5.5495 -0.6 0.5884

5.5495 10.1864

Fig. 49 — Distribuigéo de oy ao longo da espessura para compdsito CE, I/h=>5.

Tal como se observa nas Fig. 46-49, para um racio [/h=5, as distribui¢des das tensdes

normais em espessura, apresentam uma evolucéo linear por trocos (camadas), como seria

de esperar de acordo com a teoria layerwise utilizada.

No que diz respeito as distribuicdes das tensdes de corte interlaminares, estas sdo

apresentadas na Fig. 50 e na Fig. 51, para um racio [ /h=5.
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Fig. 51 - Distribui¢do de tx; ao longo da espessura para compaésito CE, I/h=>5.

Tal como se observa na Fig. 50 e na Fig. 51, obtém-se um perfil constante em cada

trogo, tal como a teoria de deformacéo de corte de primeira ordem prevé.

108



Relativamente as distribuigdes obtidas para um racio [/h=10, as distribui¢des das

tensdes normais em espessura sao apresentadas nas Fig. 52-55.
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0.02

-60.1291 -35.5669 -14.551 14.5513 35.5669 60.1291

-0.02
-0.04
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Fig. 52 — Distribui¢do de ox a0 longo da espessura para compdsito GE, 1/h=10.
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Fig. 53 — Distribuicéo de ox ao longo da espessura para composito CE, I/h=10.

109



0.06

0.04

0.02

-37.6171 -22.3650 -5.0 5.0361 22.365 37.6171

-0.02

-0.04

-0.06

Fig. 54 — Distribuicéo de 6y ao longo da espessura para composito GE, 1/h=10.
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Fig. 55 — Distribuigéo de oy ao longo da espessura para compgsito CE, I/h=10.

Tal como se observa nas Fig. 52-55, para um racio [/h=10, as distribuicbes das

tensdes normais em espessura, apresentam uma evolucdo linear por trogos (camadas),

como seria de esperar de acordo com a teoria layerwise utilizada.

No que diz respeito as distribuicGes das tenses de corte interlaminares, estas sao

apresentadas na Fig. 56 e na Fig. 57, para um racio [/h=10.
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Fig. 56 - Distribuicdo de tx; a0 longo da espessura para compdsito GE, 1/h=10.

0.05 T T

0.04 - ml
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Fig. 57 - Distribuic&o de tx; ao longo da espessura para composito CE, I/h=10.
Tal como se observa na Fig. 56 e na Fig. 57, obtém-se um perfil constante em cada

trogo, tal como a teoria de deformacéo de corte de primeira ordem preveé.
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A apresentacdo das distribui¢Ges obtidas para um récio [/h=20, é realizada nas Fig.

58-61.
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Fig. 58 — Distribui¢do de ox a0 longo da espessura para compdsito GE, 1/h=20.
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Fig. 59 — Distribuicéo de ox ao longo da espessura para composito CE, I/h=20.
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Fig. 60 — Distribuicéo de 6y ao longo da espessura para composito GE, 1/h=20.
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Fig. 61 — Distribuigéo de oy ao longo da espessura para compgsito CE, I/h=20.

Mais uma vez, observa-se nas Fig. 62-63, para um racio [/h=20, as distribuicBes das

tensdes normais em espessura, apresentam uma evolucdo linear por trogos (camadas),

como seria de esperar de acordo com a teoria layerwise utilizada.

Finalmente, as distribuicdes das tensGes de corte interlaminares, para um racio

[/h=20, sdo apresentadas na Fig. 62 e na Fig. 63.
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Fig. 62 - Distribuicdo de tx; a0 longo da espessura para compdsito GE, 1/h=20.
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Fig. 63 - Distribuicdo de tx; a0 longo da espessura para composito CE, 1/h=20.
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Novamente, observa-se na Fig. 62 e na Fig. 63, para um racio [ /h=20, as distribuicdes

das tensbGes normais em espessura, apresentam uma evolucgéo linear por trogos (camadas),

como seria de esperar de acordo com a teoria layerwise utilizada.

Os resultados obtidos para as primeiras quatro frequéncias naturais, sdo apresentados
na Tabela 35 e nas Fig. 64 e Fig. 65.

Tabela 35 — Frequéncias naturais normalizadas. Diferentes fibras.

Vf=0.6 I/h 1,1) 2,1) 1,2) 2,2)
5 02518 04788 05241  0.6862

GE 10 0.0747 01520  0.1819  0.2409
20 00198  0.0414  0.0527  0.0697

5 03568 05996  0.7204  0.8591

CE 10 0.1174 01997  0.2832  0.3055
20 00329  0.0569 0.0900  0.0933

Através da andlise da Tabela 35, tal como era expectavel, verifica-se que um

composito CE, apresenta maior rigidez comparativamente ao compdsito GE — as

frequéncias fundamentais e as restantes frequéncias naturais no compoésito CE sao

superiores as verificadas no compdsito GE. As Fig. 64 e Fig. 65, evidenciam a evolucéao

e a comparacéo das frequéncias naturais dos dois compésitos para diferentes racios [ /h.
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Fig. 64 — Frequéncias fundamentais normalizadas para GE e CE.

115



Na Fig. 64, é apresentada a evolucdo da frequéncia fundamental, para os dois
compdsitos estudados, em fungdo do racio I/h. Analisando esta figura, verifica-se que as
frequéncias fundamentais normalizadas, dos dois materiais compositos, tendem a ser
aproximadamente iguais, para racios [/h superiores. Apesar desta tendéncia de
aproximacédo, a frequéncia fundamental do compdsito CE, nunca sera inferior a do
compésito GE, para as propriedades mecanicas consideradas. Esta afirmacao é sustentada
pela Tabela 36, onde sdo apresentadas as frequéncias fundamentais para racios [/h, até
100.

Tabela 36 — Tendéncia da frequéncia fundamental normalizada para diferentes racios I/h.

I/h
10 20 100
GE 0.2518 0.0747 0.0198 0.0008
CE 0.3568 0.1174 0.0329 0.0014

Vf=0.6

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0

normalizadas

Frequéncias naturais

20

-‘ —

o

A

- —
10

I/h

= GE Modo (1,1) = GE Modo (2,1) = GE Modo (1,2) = GE Modo (2,2)
m CE Modo (1,1) = CE Modo (2,1) = CE Modo (1,2) m CE Modo (2,2)

Fig. 65 - Frequéncias naturais normalizadas para VE e CE.

Relativamente a Fig. 65, € verificado que com o aumento do récio [/h, as frequéncias

naturais tendem a diminuir.

Adicionalmente, sdo apresentados nos apéndices A2.4, os resultados obtidos, mas

neste caso, considerando um fator de corre¢do ao corte comumente usado de K=5/6.
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3.3.5 Influéncia do numero de GDL e das condicgGes fronteira

na resposta estatica e dinamica duma placa composita

Neste caso de estudo, procurou-se verificar a influéncia do nimero de GDL
considerados, para elementos Q4 e Q9, bem como a influéncia das CF, na resposta
mecénica de uma placa quadrada, com uma largura unitaria, uma sequéncia de
empilhamento [30°/0°/30°], sujeita a uma carga transversal uniformemente distribuida
(1Pa). Consideram-se trés racios [/h=5, 10 e 20.

O material composito considerado no estudo, é um compadsito GE, encontrando-se as

suas propriedades mecanicas, apresentadas na Tabela 19.

Nas Tabela 37-40, sdo apresentados os resultados obtidos para a deformada
transversal e as tensdes normalizadas, para os diferentes racios [/h, e as diferentes CF

consideradas.

Tabela 37 - Deformada transversal e tensdes normalizadas, SSSS. K=1.

I’lh Formulagio  w ol G2 o o, o o5 7L, 72,

Q4,7GDL 3.99E-10 8.6777  2.1391 2.7986 5.9685 1.6844 13003 2.0038 1.3608

Q4,9GDL 4.03E-10 8.7805  2.0659 2.6948 6.0331 1.6683 1.2988 2.2219 1.3405

> Q9, 7GDL 3.99E-10 8.7382  2.1687 2.8296 6.0121 1.7017 1309 2.1127 1.4759
Q9,9GDL 4.02E-10 8.8353  2.0988 2.7273 6.0754 1.6864 1.3079 2.3512 1.4542
Q4,7GDL 2.32E-09 35.3638 10.8961 14.3991 22.2013 7.0459 5.0011 4.5148 2.6867

10 Q4,9GDL 2.33E-09 35.3289 10.9098 14.4394 22.198 7.0532 5.0078 4.7574 2.6744
Q9, 7GDL 2.33E-09 35.5972 10.988 14.5255 223647 7.1049 5.0311 4.7687 2.9077
Q9,9GDL 2.33E-09 35.5669 11.0048 14.5513 22365 7.1129 5.0361 5.0489 2.9002
Q4,7GDL 1.67E-08 141.355 46.2339 61.2592 86.7321 28.5572 19.809 9.5107 5.3319

20 Q4,9GDL 1.67E-08 141.3771 46.2145 61.312 86.7351 28.5606 19.8204 9.7542 5.3436

Q9, 7TGDL 1.68E-08 142.3599 46.5923 61.76 87.3908 28.7844 19.9165 10.084 5.7967

Q9, 9GDL 1.68E-08 142.3576 46.6049 61.7848 87.3974 28.7909 19.9212 10.4751 5.8138

De forma a facilitar a anélise da deformada transversal normalizada, para condi¢Ges
de fronteira SSSS, diferentes formulacbes e diferentes racios, sdo apresentadas as

seguintes figuras.
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4.03E-10
4.02E-10
4.01E-10
4.00E-10
3.99E-10
3.98E-10
3.97E-10
3.96E-10
Q4,7GDL Q4,9GDL Q9, 7GDL QS9, 9GDL

B SSSS, I/h=5
Fig. 66 — Deformada transversal normalizada para diferentes formulacfes. SSSS, 1/h=5, K=1.

2.34E-09
2.33E-09
2.33E-09
2.33E-09
2.33E-09
2.33E-09
2.32E-09
2.32E-09
2.32E-09
2.32E-09
2.32E-09
Q4,7GDL Q4,9GDL Q9, 7GDL Q9, 9GDL

SSSS, I/h=10
Fig. 67 - Deformada transversal normalizada para diferentes formulag@es. SSSS, 1/h=10, K=1.

1.68E-08

1.68E-08
1.68E-08
1.68E-08
1.67E-08
1.67E-08
1.67E-08
1.67E-08

Q4,7GDL Q4,9GDL Q9, 7GDL Q9, 9GDL

W SSSS, 1/h=20
Fig. 68 - Deformada transversal normalizada para diferentes formulagGes. SSSS, 1/h=20, K=1.

Analisando as figuras acima, constata-se que a inclusdo dos GDL de membrana, ao
nivel de uma andlise estatica de uma placa SSSS, apresenta diferencas mais significativas

para racios I/h menores. Por outro lado, com o aumento do racio I/h, esta diferenca de
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resultados entre os valores da deformada transversal entre as formulagfes usando Q4 e

Q9, comparativamente a consideracdo de apenas 7GDL, tende a diminuir.

Relativamente as vibracdes livres, foram obtidos os seguintes resultados, presentes na
Tabela 38, para SSSS.

Tabela 38 — Frequéncias naturais normalizadas, SSSS, K=1.

I/lh  Formulacéo 1,1 (2,1) 1,2 (2,2)
Q4, 7GDL 0.2547 0.4913 0.54 0.7056
g Q4, 9GDL 0.2533 0.4869 0.5319 0.6965

Q9, 7GDL 0.2531 0.4828 0.532 0.6949
Q9, 9GDL 0.2518 0.4788 0.5241 0.6862
Q4, 7GDL 0.0753 0.1558 0.1869 0.2486
Q4, 9GDL 0.0753 0.1556 0.1859 0.2475

10 Q9, 7GDL 0.0747 0.1522 0.1829 0.2419
Q9, 9GDL 0.0747 0.152 0.1819 0.2409
Q4, 7GDL 0.0199 0.0425 0.0542 0.0724
20 Q4, 9GDL 0.0199 0.0425 0.0542 0.0724

Q9, 7GDL 0.01998 0.0414 0.0528 0.0697
Q9, 9GDL 0.0198 0.0414 0.0527 0.0697

De forma a facilitar a analise da tendéncia da frequéncia fundamental normalizada,
para condicOes de fronteira SSSS, diferentes formulacOes e racios, sdo apresentadas as

seguintes figuras.

0.255

0.254

0.253

0.252

0.251 I
0.25

Q4,7GDL Q4,9GDL Q9,7GDL Q9, 9GDL

W SSSS, 1/h=5

Fig. 69 — Frequéncia fundamental normalizada para diferentes formulag@es. SSSS, I1/h=5, K=1.
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0.0754
0.0752

0.075
0.0748
0.0746

0.0744
Q4,7GDL Q4,9GDL Q9,7GDL QS, 9GDL

SSSS, 1/h=10

Fig. 70 - Frequéncia fundamental normalizada para diferentes formulagdes. SSSS, I/h=10, K=1.

0.01992

0.0199
0.01988
0.01986
0.01984
0.01982

0.0198
0.01978
0.01976
0.01974

Q4,7GDL Q4,9GDL Q9,7GDL Q9, 9GDL

W SSSS, 1/h=20

Fig. 71 - Frequéncia fundamental normalizada para diferentes formulagdes. SSSS, I/h=20, K=1.

Analisando as Fig. 69-71, é verificada uma tendéncia contraria a observada na analise

estatica, como seria de esperar.

A mesma analise foi realizada, mas desta vez foi considerado que as CF dos bordos

da placa seriam encastrados. Os resultados obtidos séo apresentados na Tabela 39.
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Tabela 39 - Deformada transversal e tensdes normalizadas, CCCC.

3

1

2

3

1

72

I’/n Formulacdo w ol o2 o gy oy gy Tyz Tz
Q4,7GDL 2.26E-10 4.096 0.8208 1.008 3.4793 009195 0.783 1.541 1.6765
5 Q4,9GDL 2.31E-10 4.4027 0.9831 0.8827 3.6257 0.8747 0.7769 1.6674 1.6269
Q9, 7GDL 2.25E-10 4.171 0.8469 1.0398 3.502 0.929 0.7871 1.5959 1.8474
Q9,9GDL 2.30E-10 4.4643 1.6319 1.392 3.6456 0.886 0.7816 1.6739 1.8057
Q4,7GDL 9.84E-10 17.5741 409116 6.3445 11.8519 3.6 2.6878 3.941 3.7384
10 Q4,9GDL 994E-10 17.5754 4.8788  6.2946 11.9268 3.6089 2.7042 4.3987 3.6369
Q9, 7GDL 9.84E-10 17.7108  4.991 6.457 11.8675 3.6107 2.6806 3.9526 4.1689
Q9,9GDL 9.94E-10 17.7204 4.9618 6.3958 11.9413 3.623 2.6982 4.4606 4.0718
Q4,7GDL 5.89E-09 70.8239 22.5593 30.1106 43.0102 13.9535 9.7143 9.4286 7.5845
20 Q4,9GDL 5.90E-09 70.7964 22.5355 30.1065 43.0836 13.9324 9.7079 10.5202 7.4166
Q9, 7GDL 5091E-09 71.1324 22.7091 30.3211 43.0687 13.9859 9.6829 9.3718 8.4683
Q9,9GDL 5.92E-09 71.0886 22.7155 30.3208 43.1047 14.003 9.6989 10.3546 8.2635

Mais uma vez, de forma a facilitar a analise da tendéncia da deformada transversal
normalizada, para condicGes de fronteira CCCC, diferentes formulacGes e racios, sao

apresentadas as seguintes figuras.

2.32E-10
2.30E-10
2.28E-10
2.26E-10
2.24E-10
2.22E-10

2.20E-10
Q4,7GDL Q4,9GDL Q9, 7GDL Q9, 9GDL
B CCCC, I/h=5

Fig. 72 - Deformada transversal normalizada para diferentes formulagGes. CCCC, I/h=5, K=1.
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9.96E-10
9.94E-10
9.92E-10
9.90E-10
9.88E-10
9.86E-10
9.84E-10
9.82E-10
9.80E-10
9.78E-10
Q4,7GDL Q4,9GDL Q9, 7GDL QS9, 9GDL

CCCC, I/h=10

Fig. 73 - Deformada transversal normalizada para diferentes formulages. CCCC, I/h=10, K=1.

5.93E-09

5.92E-09

5.91E-09
5.90E-09
5.89E-09
5.88E-09 I
5.87E-09

Q4,7GDL Q4,9GDL Q9, 7GDL Q9, 9GDL

B CCCC, I/h=20
Fig. 74 - Deformada transversal normalizada para diferentes formulac¢es. CCCC, I/h=20, K=1.

Das Fig. 72-74, é verificada a mesma tendéncia observada na anélise estatica, da placa
com todos os bordos apoiados.

Relativamente as vibracdes livres, foram obtidos os seguintes resultados, presentes na

seguinte tabela, para as condigdes de fronteira CCCC.
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Tabela 40 - Frequéncias naturais normalizadas, CCCC.

I’lh  Formulagio (1,2) (2,1) 1,2) (2,2)
Q4, 7GDL 0.3404 0.5595 0.6076 0.7607
5 Q4, 9GDL 0.3362 0.5512 0.6005 0.7514
Q9, 7GDL 0.3377 0.5499 0.5963 0.7481
Q9, 9GDL 0.3336 0.542 0.5891 0.7389
Q4, 7GDL 0.1173 0.2049 0.2291 0.2924
10 Q4, 9GDL 0.1166 0.2037 0.2265 0.2896
Q9, 7GDL 0.1158 0.1983 0.2232 0.2836
Q9, 9GDL 0.1152 0.1973 0.2208 0.2811
Q4, 7GDL 0.0342 0.0611 0.0745 0.094
20 Q4, 9GDL 0.0342 0.061 0.0742 0.0938
Q9, 7GDL 0.0337 0.0587 0.0716 0.0895
Q9, 9GDL 0.0337 0.0586 0.0714 0.0893

Analogamente apresentam-se nas Fig. 75-77, as frequéncias fundamentais obtidas

para diferentes relacfes de aspeto, usando diferentes elementos.

0.342

0.34

0.338

0.336

0.334

0.332

0.33

Q4,7GDL Q4,9GDL

Q9, 7GDL

W CCCC, I/h=5

Q9, 9GDL

Fig. 75 - Frequéncia fundamental normalizada para diferentes formula¢Ges. CCCC, I/h=5, K=1.
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0.1175
0.117
0.1165
0.116
0.1155
0.115
0.1145

0.114
Q4,7GDL Q4,9GDL Q9,7GDL QS, 9GDL

CCCC, I/h=10

Fig. 76 - Frequéncia fundamental normalizada para diferentes formula¢des. CCCC, I/h=10, K=1.

0.0343

0.0342
0.0341

0.034
0.0339
0.0338
0.0337
0.0336
0.0335
0.0334

Q4,7GDL Q4,9GDL Q9,7GDL QS, 9GDL

B CCCC, I/h=20
Fig. 77 - Frequéncia fundamental normalizada para diferentes formulagdes. CCCC, I/h=20, K=1.

Da analise destas figuras, continuamos a constatar que a tendéncia observada na
analise de vibragdes livres, é consistente com as conclusdes extraidas das analises

estaticas, considerando diferentes condicdes de fronteira.

Adicionalmente, sdo apresentados nos apéndices A2.5, os resultados obtidos, mas

neste caso, considerando um fator de corre¢do ao corte comumente usado de K=5/6.
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3.3.6 Aplicacao de critérios de falha numa estrutura sandwich

com camadas exteriores compositas

Neste caso de estudo, é aplicado o critério de falha de Tensdo Maxima, a varias
estruturas sandwich, com diferentes nacleos de PVC, sendo consideradas diferentes
espumas (H35, H100 e H250) e diferentes orientacOes das camadas exteriores (6 igual a
0°, 30°, 45°, 60° e 90°). As propriedades adotadas para este material compdsito, sdo as

apresentadas na Tabela 20, para o nucleo, e na Tabela 41, relativas as camadas exteriores.

Tabela 41 — Propriedades das camadas exteriores do material compdsito.

E; (GPa) Ex=E3 (GPa) G12=G13 (GPa) G2 (GPa) V12=V13 023

132.4 10.76 5.65 3.38 0.24 0.49

Xr(MPa)  Xc(MPa)  Yr=Zr(MPa) Yc=Zc(MPa) R (MPa) S=T (MPa)

1513 1696 43.8 43.8 67.6 86.9

Sendo X, a resisténcia a tracdo da lamina unidirecional, paralela & direcéo da fibra;
Xc, a resisténcia a compressdo da lamina unidirecional, paralela a direcdo da fibra; YT, a
resisténcia a tracdo da lamina unidirecional, transversal a direcdo da lamina; Yc, a
resisténcia a compressdo da lamina unidirecional, transversal a direcdo da lamina; T, a
resisténcia ao corte no plano da lamina (direcdo 12); S, a resisténcia ao corte transversal

no plano 13; R, a resisténcia ao corte transversal no plano 23.

Uma relagdo [/h = 10 ¢é adotada. As placas encontram-se sujeitas a uma carga

transversal uniformemente distribuida.

Os valores obtidos usando o critério de falha de Tensdo Maxima, sdo apresentados na
Tabela 42, para um elemento Q9 com nove GDL.. Os resultados apresentados, encontram-
se normalizados segundo as expressOes da equacgédo (61). A espessura de cada camada

exterior € 2 mm em ambos 0S casos.
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Tabela 42 — Carregamentos normalizados que levam a falha considerando o critério de Tenséo

Maxima.
Nucleo 0[] FLD FEL FGP FPL
0 56.6 30 3 1
30 30.9 144 6 1
H35 45 26.5 144 6 1
60 36.3 144 6 1
90 61.6 66 3 1
0 80.6 30 3 1
30 45.3 144 6 1
H100 45 39.2 144 6 1
60 54.2 144 6 1
90 98.2 66 3 1
0 117.5 30 3 1
30 66.2 144 6 1
H250 45 56.6 144 6 1
60 77.8 144 6 1
90 150.6 66 3 1

Onde, FLD é o carregamento adimensional que leva a falha da primeira camada, FEL
é o elemento onde a falha ocorre, FGP é o ponto de Gauss onde a falha ocorre, e FPL é a

camada onde a falha ocorre.

Através da analise da Tabela 42, verifica-se que quando as camadas exteriores
apresentam um angulo 6 superior a 0°, e inferior a 90°, a falha da primeira camada ocorre
no elemento 144. Por outro lado, se as camadas exteriores apresentam um angulo 6 igual
a zero, a falha da primeira camada ocorre no elemento 30, e se apresentarem um angulo
0 igual a noventa, a falha da primeira camada ocorre no elemento 66. A orientacdo das
camadas exteriores a 90°, apresenta melhores resultados comparativamente as restantes
orientacGes. Esta diferenca, é acentuada com o aumento da densidade do nacleo. Verifica-
se ainda, que em todos os compdsitos estudados, a falha ocorre sempre na camada inferior

do compdsito.

A evolucdo do carregamento normalizado que leva a falha, para diferentes nucleos e

orientacGes das camadas exteriores, € apresentada na Fig. 78.
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Fig. 78 - Carregamentos normalizados que levam a falha, para diferentes nlcleos e orientacdes das

camadas exteriores.

Analisando a Fig. 78, verifica-se que o carregamento que leva a falha da primeira
camada, diminui quando o angulo 6 das camadas exteriores esta compreendido no
intervalo [0° 45°[, e aumenta quando estd compreendido no intervalo ]45° 90°].
Adicionalmente, verifica-se que o valor do carregamento que leva a falha da primeira
camada, é proporcional a densidade do nacleo. Este comportamento era expectavel, uma
vez que a maior densidade do nucleo, contribui para uma maior resisténcia a flexdo da

placa, e consequentemente, oferece maior resisténcia a fratura normal.
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Capitulo 4

Conclusao

Finalmente, neste capitulo as conclusbes mais relevantes do trabalho sdo
sumarizadas, sendo de notar que grande parte delas foram sendo abordadas e discutidas

ao longo do trabalho.

Numa primeira andlise, poder-se-4 concluir acerca da correta formulacdo
implementada, e da convergéncia dos elementos finitos implementados, através dos
elementos de Lagrange, Q4 e Q9. Ambos os elementos convergem para valores idénticos,
qguando o material composito em estudo apresenta propriedades mecénicas semelhantes
em todas as camadas; séo 0s casos de validacao presentesem 3.1.1 e 3.1.2, onde para uma
relagdo Rs=5, no caso de 3.1.1, sdo obtidos valores aproximadamente iguais com os dois
elementos. Esta aproximacdo de resultados, é igualmente verificada em 3.1.2, onde as
diferentes camadas do compdsito apresentam propriedades semelhantes. Ainda
relativamente ao caso de validacdo 3.1.1, verificou-se que para Rr superiores, existe um
desvio mais acentuado entre os dois elementos e que a inclusdo do fator de correcéo ao
corte na formulacdo, ndo acarreta beneficios no calculo das tensdes de corte transversais
- passou-se de um erro relativo de, em média, 15% para 16% - com a nuance de prejudicar
os resultados da deformada transversal — passou-se de um erro relativo em média de 0%
para 5%. A implementacdo da analise das vibraces livres, encontra-se de acordo com
as referéncias de algumas bibliografias existentes (presente em 3.1.3), tendo-se obtido as
melhores aproximacgdes com o elemento Q9. Adicionalmente, realizou-se 0 caso de
estudo presente em 3.1.4, com o intuito de demonstrar que a incluséo do fator de correcéo,
numa andlise de vibragdes livres, ndo é vantajosa. Pode-se entdo concluir que as
formulagdes a nivel estatico e das vibragdes livres sdo vélidas, obtendo-se melhores
aproximagdes em relacdo as referéncias bibliograficas com elementos Q9, apesar do
elevado custo computacional que a utilizacdo deste elemento acarreta relativamente ao
elemento Q4. Verificou-se ainda, que a inclusdo do fator de corre¢do, K=5/6, ndo é

vantajosa.
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Nos casos de estudo analisados, procurou-se verificar, se os resultados obtidos com a
presente formulacdo iam de encontro ao expectavel. Para tal, foram analisadas estruturas
sandwich e laminados. Em 3.2.1, procurou-se verificar a influéncia de diferentes nucleos
e diferentes espessuras de nucleo, no comportamento estatico e das vibracGes livres da
estrutura, concluindo-se que, nos casos onde o0 nucleo é mais espesso, sdo obtidas
solucdes menos rigidas. A mesma ilacdo é retirada para o aumento da espessura do
nacleo. Em 3.2.2, procurou-se verificar a influéncia do racio [/h na resposta mecanica,
verificando-se que para a sequéncia de empilhamento considerada, o aumento da
espessura das camadas exteriores, leva a um aumento da deformada transversal e das
tensdes, mas leva também ao decréscimo das frequéncias naturais. Em 3.2.3, a influéncia
da orientacdo das fibras, no comportamento estatico e das vibracGes livres do laminado,
foi analisada, verificando-se que para ambas as analises, para os tipos de laminados
estudados, as sequéncias de empilhamento [-45°/90°/45°] e [-45°/0°45°], s&o as que
permitem obter melhores desempenhos. Em 3.2.4, dois compdsitos foram analisados,
diferindo estes apenas no material da fibra usado como refor¢co. A andlise estéatica e das
vibragdes livres destes laminados foi realizada, sendo verificado que o compdsito que
apresenta melhor desempenho é o compdsito fibra de carbono-epoxy, comparativamente
ao composito fibra de vidro-epoxy, para a sequéncia de empilhamento considerada.
Adicionalmente, sdo apresentadas as distribuicdes das tensdes ao longo da espessura,
sendo verificadas tendéncias de acordo com o que seria expectavel uma vez que, vao de
encontro ao que a FSDT prevé. Em 3.2.5, a influéncia do nimero de GDL e das CF, na
analise estatica e das vibracgdes livres numa placa composita, foi analisada. Neste caso de
estudo, verificou-se que a inclusdo dos GDL de membrana, ao nivel de uma analise
estatica, independentemente das CF considerada, apresenta diferencas mais significativas
para racios I/h menores. Por outro lado, com o aumento do racio I/h, esta diferenca de
resultados entre os valores da deformada transversal entre as formulagdes usando Q4 e
Q9, comparativamente a consideracdo de apenas 7GDL, tende a diminuir. Foi ainda
verificado, tal como expectavel, maiores deformacdes transversais, e tensdes, quando se
consideram os bordos da placa apoiados, comparativamente a quando estes se encontram
encastrados. Relativamente a andlise das vibragdes livres, verificaram-se maiores

frequéncias naturais quando os bordos da placa se encontram encastrados.

Outro campo de andlise deste trabalho, relaciona-se com a utilizacdo de uma melhor

descricdo da cinematica da deformacdo de um compdsito laminado, obtida através da
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abordagem multicamada, e a aplicacdo de critérios de falha. Procurou-se verificar se
usando uma descri¢cdo mais precisa, a primeira camada a falhar das estruturas estudadas
ocorria, com valores menos conservativos em relacdo a valores presentes em referéncias
bibliogréficas (presente em 3.1.5). Esta abordagem menos conservativa ndo foi
verificada, tendo-se obtido valores mais conservativos, o que de certa forma € satisfatorio.
Apesar de se terem obtidos resultados mais conservativos, estes ainda estdo um pouco
distantes relativamente aos das referéncias bibliogréaficas. Para tal, pode ter contribuido a
ndo inclusdo da componente normal transversal, nas presentes formulacdes. Ha ainda a
destacar, a falta de referéncias bibliograficas, onde os resultados obtidos sejam
apresentados numa forma numérica e ndo em envelopes de falha, o que dificulta a

comparacao de valores para os quais se da a falha da primeira camada.

Ainda relativamente ao tema da falha da primeira camada, € apresentado em 3.2.6,
um caso de estudo onde se procurou aplicar o critério de falha de Tensdo Méaxima,
considerando diferentes espumas (H35, H100 e H250) e diferentes orientagdes das
camadas exteriores. Verificou-se que o carregamento que leva a falha da primeira
camada, diminui quando o angulo 0 das camadas exteriores tende para 45°, e aumenta
quando 6 tende para 0° ou 90°. Adicionalmente, verifica-se que o valor do carregamento
que leva a falha da primeira camada, é proporcional a densidade do nucleo. Esta evolucédo
vai de encontro ao que seria expectavel, permitindo concluir que um composito
constituido por um nucleo com um material mais denso, e com as camadas exteriores a

90°, resulta num compdsito mais resistente a falha.

De uma forma geral, os resultados obtidos nas analises estaticas, vibragdes livres e
aplicacdes de critérios de falha, nos diversos casos de estudo, vdo de encontro ao que

seria expetavel.

Globalmente, concluiu-se que a generalizacdo das formulacdes usadas, podem ser
aplicadas na obtencéo de descri¢cGes mais detalhada da cinemaética da deformacéo e assim
capturar mais realisticamente os estados de deformacdo e de tensédo que podem ocorrer
num composito. Em suma, concluiu-se que o trabalho desenvolvido cumpriu com a

generalidade dos objetivos pretendidos.
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Desenvolvimentos Futuros

Numa perspetiva de melhoria do trabalho realizado, os desenvolvimentos futuros

deverdo estar relacionados com os seguintes topicos:

>

Melhoria (racionalizacdo) do cédigo implementado em Maple® e MatLab®, de
forma a reduzir o custo computacional;

Criacdo de um interface grafico para melhoria da interface com o utilizador;
Estudar a influéncia dos adesivos das estruturas sandwich, no comportamento do
compdsito;

Abordar diferentes condicdes fronteira, ndo abordadas neste trabalho, e verificar
a sua influéncia nos resultados obtidos;

Avaliar a influéncia de factores de correcdo de corte, calculados em fungéo do
empilhamento.

Considerar a analise dindmica de estruturas compositas em vibracgéo forcada;
Considerar o célculo das tensdes interlaminares de corte e a tensdo normal

transversal, através das equacdes de equilibrio;

Analisar a viabilidade da realizagdo com sucesso, de ensaios experimentais;
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Apéndice

Apéndice Al - Apresenta tabelas com os resultados obtidos nos diferentes

exemplos de validacao.

>

Al.1 — Tabelas com valores das deformadas transversais e tensfes, para uma
estrutura sandwich, com Rr igual 5, 10 e 15, com elementos Q4 e Q9 e
considerando o uso de fator de correcéo ao corte K=5/6.

Al.2 — Tabelas com valores das deformadas transversais e tensdes, para um
laminado, considerando o uso do fator de correcdo ao corte, e sujeito a
carregamento sinusoidal.

Al.3 — Tabelas com valores das deformadas transversais, tensdes e frequéncias
naturais, para um laminado, em vibracdo livre, e considerando o uso do fator de

corregdo ao corte.

Apéndice A2 - Apresenta tabelas com os resultados obtidos nos diferentes casos

de estudo abordados.

>

A2.1 — Tabelas com valores das deformadas transversais, tensdes e frequéncias
naturais, para uma estrutura sandwich, com um ndcleo espuma com 10 e 15 mm
de espessura, e camadas exteriores compositas.

A2.2 — Tabelas com valores das deformadas transversais, tensdes e frequéncias
naturais, para uma estrutura sandwich, com diferentes razdes geométricas,
nomeadamente, o racio [ /h, e a espessura das camadas exteriores.

A2.3 — Tabelas com valores das deformadas transversais, tensdes e frequéncias
naturais, para um laminado, com diferentes sequéncias de empilhamento,
nomeadamente, [6°/0°/6°], [-6°/0°/6°] e [-6°/90°/6°].

A2.4 — Tabelas com valores das deformadas transversais, tensdes e frequéncias
naturais, para um laminado, com diferentes tipos de fibras.

A2.5 — Tabelas com valores das deformadas transversais, tensdes e frequéncias
naturais, para um laminado, sujeito a diferentes condic6es fronteiras. Resultados

obtidos com diferentes formulagdes.

137



Apéndice Al

Neste apéndice, sdo apresentadas tabelas com os resultados obtidos nos

diferentes exemplos de validacao.

Apéndice Al.1 — Deformacéo transversal e tensdes, com Ryrigual a 5, 10

e 15 e incluindo o uso de fator de correcéo ao corte K=5/6.

Tabela 43 — Resultados obtidos com diferentes tipos de elementos para R¢=5, SSSS, pressao

uniforme, 1/h=10 e inclusdo de K=5/6. Todos os valores apresentados foram normalizados.

=1

2

3

1

2

3

1

=2

Modelos w Oy o5 o, oy oy gy Ty Tz
Q4, (4X4) 268.8728 55.7707 42.2717 8.4543 37.2251 28.7982 5.7596 2.8996 1.2510
Q9, (4X4) 266.9370 60.2453 46.4794 9.2959 39.0248 30.5799 6.1160 4.0020 1.8545
Q4, (10X10) 267.2510 59.4028 45.5025 9.1005 38.5853 30.0484 6.0097 3.6174 1.5892
Q9, (10X10) 267.1134 60.1121 46.0910 9.2182 38.8621 30.2791 6.0558 4.0447 1.9481
Q4, (12X12) 267.2196 59.6387 45.6509 9.1302 38.6808 30.1024 6.0205 3.7004 1.6361
Q9, (12X12) 267.1157 60.1068 46.0758 9.2152 38.8605 30.2723 6.0545 4.0516 1.9657
Q4, (20X20) 267.1507 59.9246 45.9070 9.1814 38.7909 30.2055 6.0411 3.8675 1.7430
Q9, (20X20) 267.1177 60.0977 46.0558 9.2112 38.8587 30.2646 6.0529 4.0667 1.9980
Tabela 44 — Resultados obtidos com diferentes tipos de elementos para R=10, SSSS, pressao
uniforme, 1/h=10 e inclusdo de K=5/6. Todos os valores apresentados foram normalizados.
Modelos w ol o2 a3 o, o a5 Tl 72,
Q4, (4X4) 170.9893 60.2981 43.4838 4.3484 42.6737 32.1094 3.2109 2.8098 1.3620
Q9, (4X4) 167.3836 65.2127 48.3386 4.8339 44.5959 34.1610 3.4161 3.8287 2.0013
Q4, (10X10) 167.7872 64.1678 47.2252 4.7225 44.0350 33.5323 3.3532 3.5280 1.7553
Q9, (10X10) 167.3860 64.9655 47.8775 4.7877 44.3235 33.7680 3.3768 3.9250 2.2006
Q4, (12X12) 167.6776 64.4453 47.3752 4.7375 44.1437 33.5756 3.3576 3.6088 1.8122
Q9, (12X12) 167.3862 64.9579 47.8617 4.7862 44.3201 33.7602 3.3760 3.9345 2.2348
Q4, (20X20) 167.4872 64.7566 47.6721 4.7672 44.2484 33.6886 3.3689 3.7697 1.9447
Q9, (20X20) 167.3863 64.9468 47.8409 4.7841 44.3164 33.7511 3.3751 3.9513 2.2977

138




Tabela 45 — Resultados obtidos com diferentes tipos de elementos para Rs=15, SSSS, pressao

uniforme, 1/h=10 e inclusio de K=5/6. Todos os valores apresentados foram normalizados.

=1

2

=3

1

2

3

1

=2

Modelos w Oy o5 oy oy oy o) Tyz Tz
Q4, (4X4) 133.8242 61.6649 42.2299 2.8153 45.8787 33.6152 2.2410 2.7446 1.4006
Q9, (4X4) 129.6395 66.6409 47.3651 3.1577 47.8298 35.8335 2.3889 3.7300 2.0646
Q4, (10X10) 130.0788 65.4963 46.2423 3.0828 47.1992 35.1775 2.3452 3.4632 1.8259
Q9, (10X10) 129.5873 66.3302 46.9163 3.1278 47.4909 354112 2.3607 3.8450 2.3440
Q4, (12X12)  129.9416 65.7933 46.3886 3.0926 47.3167 35.2104 2.3474 3.5427 1.8897
Q9, (12X12)  129.5869 66.3210 46.9020 3.1268 47.4859 35.4032 2.3602 3.8548 2.3902
Q4, (20X20) 129.7105 66.1127 46.7050 3.1137 47.4140 35.3295 2.3553 3.6995 2.0400
Q9, (20X20) 129.5865 66.3085 46.8830 3.1255 47.4803 35.3936 2.3596 3.8704 2.4703
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Apéndice Al.2 — Deformagao transversal, e tensdes para um laminado,

considerando o uso do fator de correcdo ao corte, e sujeito a

carregamento sinusoidal.

Tabela 46 - Resultados obtidos com diferentes tipos de elementos, SSSS, carregamento sinusoidal,

I/h=10 e inclusédo de K=5/6. Todos os valores apresentados foram normalizados.

Modelos w [ Oyy Tox Ty,

Q4, (4X4) 1.036 0.4887 0.3393 0.3272 0.1999

Q9, (4X4) 0.9097 0.5316 0.344 0.3415 0.2071
Q4, (10X10) 0.9278 0.5177 0.3395 0.3473 0.2109
Q9, (10X10) 0.909 0.5243 0.3403 0.3495 0.212
Q4, (12X12) 0.922 0.5194 0.3395 0.3485 0.2115
Q9, (12X12) 0.909 0.524 0.3401 0.35 0.2123
Q4, (20X20) 0.9136 0.5218 0.3396 0.3501 0.2124
Q9, (20X20) 0.9089 0.524 0.3401 0.35 0.2123

140



Apéndice Al.3 — Deformagao transversal, e tensdes para um laminado,

em vibracdao livre, considerando o uso do fator de corregdo ao corte.

Tabela 47 - Resultados obtidos com diferentes tipos de elementos, SSSS, vibragoes livres, I/h=10 e

inclusdo de K=5/6. Todos os valores apresentados foram normalizados.

Método wy @D 12 22 G 1,3) (32  (23)
Q4,(4X4) 00711 0.1478 0202 02268 0.3199 0.3209 0.3244 0.3499
Q9,(4X4)  0.0673 0.1242 0.1739 0.2066 0.2171 02742 0.2968 0.3183
Q4, (10X10) 0.0679 0.1269 0.1774 021 0225 02804 0.3046 0.3243
Q9, (10X10)  0.0673 0.1234 0.1729 0.2056 0.2109 0.2701 0.2901 0.3129
Q4,(12X12)  0.0677 0.1258 0.176 0.2087 0.2205 0.2773 0.3001 0.3208
Q9, (12X12)  0.0673 0.1234 0.1729 0.2056 02108 027 029 0.3125
Q4, (20X20)  0.0674 0.1243 0.174 02067 0.2141 0.27226 0.2935 0.3157
Q9, (20X20)  0.0673 0.1234 0.1729 02056 0.2108 027 029 0.3124
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Apéndice A2

Neste apéndice, sdo apresentadas tabelas com os resultados obtidos nos

diferentes casos de estudo.

Apéndice A2.1.1 — Deformacdo transversal, tensbes e frequéncias

naturais para um composito vidro-epoxy.

Tabela 48 — Deformada e tensfes normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, ntcleo 10 mm,

K=1.

Id.

Id.

Nucleo Material

CE:

2

ox Ox

3

=1
y

=2
y

F1
Txz

=2
Txz

[S—Y

H35

3.36E-09

114.3983 1.4521 0.0478

55.4747

15.4089

0.1133 3.4204

3.7889

H45

3.07E-09

109.4906 1.394 0.0756

53.4556

16.7822

0.1464 3.4849

3.6929

H60

2.42E-09

99.3183

49754 0.1669

48.6329

19.4354

0.2529 3.6566

3.4661

H80

2.04E-09

93.9096

14.1838 0.2567

45.4337

20.636

0.3549 3.785

3.3202

H100

1.65E-09

89.0026

24,1051 0.4111

41.6939

21.4189

0.5254 3.9496

3.1573

H130

1.37E-09

86.0356

31.6036 0.6059

38.6009

21.5565

0.7343 4.0962

3.0295

H160

1.25E-09

84.9193

34.9684 0.7341

37.1158

21.4648

0.869 4.1693

2.9701

H200

1.12E-09

83.8365

38.6495 0.9243

35.4014

21.238

1.0663 4.2552

2.9026

O |XRX (A DN[N AW

H250

9.90E-10

82.8224

42.4726 1.2164

33.4858

20.8394

1.3646 4.3521

2.8274

Tabela 49 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, nacleo 10 mm,

K=1.
Id. Nicleo  Id. Material Modos de Vibragao

ay ey d2) @22 @G
1 H35 0.0228 0.0383 0.0415 0.0525 0.0574
2 H45 0.0239 00402 00434 00549 0.0602
3 H60 0.0260 00456 0.049 0062 0.0683
4 H80 0.0293 00501 0.0539 0.0682 0.0753
5 H100 00326 00565 00611 00773 0.0855
6 H130 00359 0063 0.0688 0.0871 0.0964
7 H160 00376 00666 0.0733 0.0926 0.1025
8 H200 00398 00711 00791 01 0.1106
9 H250 00424 00768 0.0869 0.1096 0.121
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Tabela 50 — Deformada e tensdes normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, nucleo 15 mm,

K=1.

Id.

Id.

Nucleo Material

or o2

o5

1

oy

2

oy

3

oy

1
Txz

=2
Txz

[

H35

4.94E-09

117.7804 15.7687

0.1849

62.1289

30.2867

0.2644

3.575

3.4199

H45

4.52E-09

114.5913 21.1033

0.2226

60.1844

30.9594

0.3081

3.6276

3.3339

H60

3.59E-09

108.2601 33.3824

0.3464

55.4125

31.9454

0.4487

3.7676

3.1325

H80

3.04E-09

105.1275 41.1095

0.4679

52.1426

32.0635

0.5831

3.8715

3.0046

H100

2.47E-09

102.5278 49.6223

0.6765

48.2209

31.6298

0.8077

4.0028

2.8632

H130

2.07E-09

101.1189 56.136

0.9392

44,9087

30.8167

1.0832

41171

2.7531

H160

1.89E-09

100.6152 59.0511

1.1116

43.299

30.2883

1.261

4.1727

2.7019

H200

1.71E-09

100.1079 62.2014

1.3669

41.425

29.5726

1.5213

4.2366

2.6433

C|RI|N]|[N | [|W N

H250

1.52E-09

99.5318 65.3734

1.7571

39.3065

28.6421

1.9147

4.3064

2.577

Tabela 51 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, ntcleo 15 mm,

K=1.
Id. Nicleo  Id. Material Modos de Vibragao

@o ey d12) @22 @G
1 H35 0.0219 00367 0.0386 0.0489 0.0541
2 H45 0.0229 0.0385 0.0406 0.0514 0.0569
3 H60 0.0257 00438 0.0463 0.0587 0.0651
4 H80 0.028 00481 00513 0.0649 0.0721
5 H100 00311 00542 00585 0074 0.0822
6 H130 0.034 00603 0.0661 00835 0.0926
7 H160 00356 00636 0.0704 0.0889 0.0985
8 H200  0.0376 00678 0.0761 0096 0.1062
9 H250  0.0399 0073 00835 0.1053 0.1161
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Apéndice A2.1.2 — Deformacdo transversal, tensdes e frequéncias

naturais para diferentes camadas exteriores, e espessura do nucleo, com
K=5/6.

Tabela 52 — Deformada e tensfes normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, nucleo 10 mm,
K=5/6.

Id.

Id.

Nucleo Material

ox

=2
y

y Txz

1

=2
Txz

[a—y

H35

3.88E-09

123.5434 1.5196

58.9543

12.7454

0.0811 3.3206

3.9471

H45

3.54E-09

117.455

1.4612

0.04 56.6955

14.5137

0.1149 3.3855

3.8398

H60

2.78E-09

104.6875 1.2542

51.3486

18.0462

0.2244 3.5587

3.5854

H80

2.33E-09

97.7831

7.2924 0.223

47.8378

19.7596

0.3294 3.689

3.4212

H100

1.87E-09

91.4061

18.661 0.379

43.7585

21.0446

0.5048 3.8578

3.2371

H130

1.53E-09

87.4719

27.2123 0.5756

40.3887

21.5007

0.7192 4.0104

3.0927

H160

1.39E-09

85.9743

31.0483 0.7048

38.7663

21.5265

0.8571 4.0874

3.0258

H200

1.24E-09

84.5187

35.254 0.8964

36.8863

21.4049

1.0585 4.179

2.9499

C|R[QI|DN|N | AW

H250

1.08E-09

83.1733

39.6461 1.1901

34.7738

21.0836

1.362 4.2837

2.8658

Tabela 53 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, nucleo 10 mm,

K=5/6.
Id. Nicleo  Id. Material Modos de Vibragao

ay ey d2) @22 @G
1 H35 00212 0.0356 00387 0049 0.0534
2 H45 0.0222 00373 00404 00511 0.0559
3 H60 00251 0.0423 00456 0.0577 0.0634
4 H80 00274 0.0466 005 0.0634 0.0698
5 H100  0.0306 00527 00568 0.0718 0.0794
6 H130 00339 0059 0064 00809 0.0896
7 H160  0.0356 00624 00681 00862 0.0954
8 H200  0.0378 00669 00737 00931 0.1031
9 H250 00405 00726 0081 01024 0.1132
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Tabela 54 — Deformada e tens6es normalizadas. Camadas exteriores carbono-epoxy, ndcleo 10 mm,

K=5/6.

Id. Id.

Nucleo Material

ox

o2

[

—~1
gy

—2 —3
gy oy

1
Txz

=2
Txz

H35

[y

3.77E-09

268.7625

2.2344

0.0218

37.9729 13.7756 0.1482

3.1646

5.5744

H45

3.47E-09

251.2169

2.1524

0.047

36.6889 14.4103 0.1847

3.2645

5.4014

H60

2.76E-09

212.5324

1.9317

0.1276

33.2228 15.3814 0.2985

3.5383

4.9902

H80

2.32E-09

190.1097

1.7633

0.2026

30.5673 15.4977 0.4008

3.7514

4.7226

H100

1.85E-09

167.8175

1.5405

0.3223

27.0613 14.999 0.5578

4.0357

4.4187

H130

1.50E-09

152.7226

0.7169

0.4601

23.825 14.036 0.7297

4.2998

4.1751

H160

1.34E-09

146.5159

0.2864

0.5447

22199 13.398 0.831

4.4355

4.0602

H200

1.17E-09

140.1323

11.1538 0.6638

20.2535 12.528 0.969

4.5983

3.9283

C|RI| NN |- |WIN

H250

9.96E-10

133.9023

24,9131 0.8363

18.1271 11.4027 1.1604

4.7864

3.7807

Tabela 55 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores carbono-epoxy, nticleo 10 mm,

K=5/6.

Id. Nucleo

Id. Material

Modos de Vibracao

oy en  d2)

22 @GD

1 H35 0.0283 0.0455 0.0586 0.0672 0.0694
2 H45 0.0295 0.0476 0.0605 0.0704 0.072
3 H60 0.0331 0.0537 0.0665 0.0797 0.0798
4 H80 0.036 0.0587 0.0719 0.0864 0.0878
5 H100 0.0404 0.0659 0.0802 0.0967 0.0994
6 H130 0.0448 0.0731 0.0894 0.1077 0.1115
7 H160 0.0474 0.0771 0.0949 0.1141 0.1182
8 H200 0.0507 0.0822 0.1024 0.1228 0.127
9 H250 0.0551 0.0886 0.1127 0.1344 0.1383
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Tabela 56 — Deformada e tensfes normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, nacleo 15 mm,
K=5/6.

Id.

Id.

Nucleo Material

ox

Ox

2

[

—1
gy

—2
gy

oy Tz

1

=2
Txz

(5

H35

5.71E-09

123.8513 6.3425 0.1597

65.384

28.7948

0.2439 3.4934

3.5614

H45

5.20E-09

119.7523 12.4815

0.1978

63.2554

29.7839

0.2889 3.5461

3.4646

H60

4.10E-09

111.4633 26.4925

0.3229

58.0776

31.4572

0.4335 3.6871

3.2368

H80

3.45E-09

107.2316 35.2306

0.4456

54.5547

31.9581

0.5717 3.793

3.0915

H100

2.78E-09

103.5857 44.8162

0.656

50.3336

31.8717

0.8021 3.9286

2.9304

H130

2.30E-09

101.5264 52.1624

0.9206

46.752

31.2468

1.0838 4.0488

2.8052

H160

2.09E-09

100.783 55.4695

1.0941

45.001

30.7732

1.265 4.1083

2.7472

H200

1.87E-09

100.0581 59.0714

1.3507

42.9516

30.0908

1.5295 4.1776

2.6813

C|RI| NN |- |WIN

H250

1.65E-09

99.3131 62.7504

1.7425

40.6205

29.1593

1.928 4.2545

2.6074

Tabela 57 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy, ndcleo 15 mm,

K=5/6.
Id. Nicleo  Id. Material Modos de Vibragao

@o ey @312 @22 @G
1 H35 0.0203 0.0339 0.0357 0.0452 0.05
2 H45 0.0213 00356 0.0375 0.0475 0.0526
3 H60 0.024 00406 00429 00543 0.0602
4 H80 0.0262 00447 00474 006 0.0666
5 H100 00293 00506 00542 0.0685 0.0761
6 H130 00322 00565 0.0613 00775 0.0861
7 H160 00338 00598 0.0654 0.0827 0.0917
8 H200 00358 0064 00708 00894 0.0991
9 H250 00382 00692 0.0779 0.0984 0.1088
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Tabela 58 — Deformada e tensdes normalizadas. Camadas exteriores carbono-epoxy, nucleo 15 mm,
K=5/6.

Id. Id.

Nucleo Material

W ox o2

[

—~1
gy

—2
gy

—3 =1
oy Txz

=2
Txz

H35

[y

5.77E-09 243.8736 3.255

0.1725

44,7595

24.5646

0.3311 3.496

5.0631

H45

5.27E-09 230.429 3.1121

0.2072

43.0951

24.6005

0.3788 3.5838

4.9056

H60

4.16E-09 202.1222 2.0345

0.3145

38.6413

23.9928

0.5233 3.8244

4.53

H80

3.48E-09 186.6506 1.0799

0.4114

35.2731

22.9731

0.6497 4.0097

4.2853

H100

2.76E-09 172.0687 8.3342

0.5635

30.9005

21.1084

0.8399 4.2521

4.0077

H130

2.23E-09 162.72 30.2683

0.7371

26.9584

19.0344

1.0461 4.4708

3.7865

H160

2.00E-09 159.008 40.3067

0.8437

25.0257

17.8846

1.1676 4.58

3.6828

H200

1.74E-09 155.259 51.4593

0.9943

22.769

16.451

1.3338 4.7081

3.5643

C|RI| NN |- |WIN

H250

1.48E-09 151.6247 63.2825

1.2137

20.3474

14.7925

1.5668 4.8513

3.4325

Tabela 59 — Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores carbono-epoxy, ndcleo 15 mm,

K=5/6.
Id. Nicleo  Id. Material Modos de Vibragao

@o ey @312 @22 @G
1 H35 0.0266 0.0432 0.0505 0.0614 0.0636
2 H45 0.0278 00453 0.0527 0.0642 0.0668
3 H60 0.0313 00512 00594 00724 0.0762
4 HB0 003442 00561 00652 00795 0.0841
5 H100 00384 00629 0074 00901 0.0954
6 H130 00428 00697 0.0837 0.1013 0.107
7 H160 00452 00735 00894 0.1078 0.1134
8 H200 00484 00783 00971 0.1165 0.1218
9 H250 00526 00843 0.1075 0.1281 0.1325
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Apéndice A2.1.3 — Distribuicéo da deformacao transversal, e frequéncia

fundamental, para diferentes fatores de correcdo ao corte.

7.00E-09
6.00E-09
5.00E-09
4.00E-09
3.00E-09
2.00E-09
1.00E-09

0.00E+00
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Id. Nucleo

Deformada transversal normalizada

==@==10 mm nucleo CE, Presente ==@®==10 mm nucleo CE, K=5/6

15 mm nucleo CE, Presente 15 mm nucleo CE, K=5/6

Fig. 79 - Deformada e tensdes normalizadas. Camadas exteriores carbono-epoxy.

0.07
0.06
0.05
0.04

0.03

0.02

0.01

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Id. Nucleo

Frequéncia fundamental normalizada

==@==10 mm nucleo CE, Presente ==®==10 mm nucleo CE, K=5/6

15 mm nucleo CE, Presente 15 mm nucleo CE, K=5/6

Fig. 80 - Frequéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores carbono-epoxy.
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Deformada transversal normalizada

Frequéncia fundamental normalizada

6.00E-09
5.00E-09
4.00E-09
3.00E-09
2.00E-09
1.00E-09

0.00E+00
1 2 3 4 5 6 7 8

Id. Nucleo

==@==10 mm nucleo GE, Presente ==@==10 mm nucleo GE, K=5/6
==0==15 mm nucleo GE, Presente 15 mm nucleo GE, K=5/6

Fig. 81 - Deformada e tensfes normalizadas. Camadas exteriores vidro-epoxy.

0.045
0.04
0.035
0.03
0.025
0.02
0.015
0.01
0.005

1 2 3 4 5 6 7 8
Id. Nucleo

==@==10 mm nucleo GE, Presente ==®==10 mm nucleo GE, K=5/6

==@==15 mm nucleo GE, Presente 15 mm nucleo GE, K=5/6

Fig. 82 - Freguéncias naturais normalizadas. Camadas exteriores carbono-epoxy.
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Apéndice A2.2 — Deformacao transversal, tensdes e frequéncias naturais

para diferentes razbes geomeétricas.

Tabela 60 — Deformada transversal e tensdes normalizadas vs. racio I/h. K=5/6.

I’h  he w ol o> a3 oy as o5 zl, 72,

h/6 3.24E-10 19.5682 13.0335 0.8174 1.3334 0.7448 11.2028 2.4368 1.2326

h/5 3.31E-10 18.4341 112033 0.7215 1454 0.7194 11.1515 2.6105 1.352

> h/4 3.46E-10 17.3287 9.0726  0.6079 1.6909 0.6819 10.9367 2.862  1.528
h/3 3.81E-10 16.3552 6.2612 0.4449 2.0689 0.5773 9.5969 3.2487 1.8185
h/6 156E-09 78.2596 52.1317 3.307 4.9147 3.1365 47.8349 4.8955 2.4757
10 h/5 157E-09 76.4322 459948 2.9431 49632 2.8739 442518 5.3485 2.781
h/4 160E-09 74.6894 37.7945 24432 50318 2466 38.3677 5.9594 3.2133
h/3 1.67E-09  73.23 25332 1.6499 5.6343 17381 28.0564 6.7845 3.8703
h/6 1.04E-08 313.4214 208.884 13.3124 19.4443 12.8263 196.664 9.831  4.973
20 h/5 1.04E-08 311.3793 186.9553 11.9004 19.1762 11.4191 174.8305 10.8432 5.6512

h/4 1.04E-08 308.5993 154.7684 9.8076 18.567 9.2679 142.0051 12.1508 6.585

h/3 1.04E-08 303.956 102.2812 6.3822 19.4553 6.3028 103.0117 13.7555 7.9182

Tabela 61 — Frequéncias naturais normalizadas vs racio I/h. K=5/6.

I/h hk 1,1) 2,1) 1,2) 2,2)
h6 03632 05803 07662  0.8427
: h5 03593 05662 07582  0.8267
hi4 03512 05467  0.7418 0.811
h3 03356 05228 07083  0.8084
h6 01191  0.2242 0.305 0.3594
0 h5 01186 02137 03072  0.3433
h4 01172 01987  0.3066  0.3205
h3 01143 01781 02903  0.2992
h6 00329 00712 00976  0.1191
20 h5 00329 00661 01004  0.1186
h/4 00328 00593 01029  0.1066
h/3 00325 00509 00876  0.1038
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Deformada transverssal normalizada

Frequéncia fundamental normalizada

4.00E-10

3.50E-10

3.00E-10

2.50E-10

2.00E-10 H Presente, Q9
1.50E-10 mK=5/6, Q9
1.00E-10

5.00E-11

h/6 h/5 h/4 h/3

0.00E+00

hy

Fig. 83 - Deformada transversal normalizada vs. hk. I/h=5.

M Presente, Q9
mK=5/6, Q9
h/6 h/5 h/4 h/3

hy

0.39

0.38

0.37

0.36

0.35

0.34

0.33

0.32

0.31

Fig. 84 — Frequéncia fundamental normalizada vs hk. I/h=5.
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1.70E-09

©
©
R
® 1.65E-09
£
(@)
£ 1.60E-09
©
A
g 1.55E-09 H Presente, Q9
C
© —
S 1.50€-09 mK=s/6, Q3
o
o
€ 145609
o
a

1.40E-09

h/6 h/5 h/4 h/3

hy

Fig. 85 - Deformada transversal normalizada vs. hk. 1/h=10.

M Presente, Q9
mK=5/6, Q9
h/6 h/5 h/4 h/3

hy

0.122

0.12

0.118

0.116

0.114

0.112

Frequéncia fundamental normalizada

0.11

Fig. 86 - Frequéncia fundamental normalizada vs hk. I/h=10.
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Deformada transverssal normalizada

Frequéncia fundamental normalizada

1.05E-08

1.04E-08
1.04E-08
1.03E-08 B Presente, Q9
1.03E-08 mK=5/6, Q9
1.02E-08

h/6 h/5 h/4 h/3

1.02E-08

hy

Fig. 87 - Deformada transversal normalizada vs. hk. 1/h=20.

0.0331

0.033
0.0329
0.0328
0.0327
0.0326 M Presente, Q9
0.0325 mK=5/6, Q9
0.0324
0.0323

h/6 h/s h/4 h/3

0.0322

hy

Fig. 88 - Frequéncia fundamental normalizada vs hk. 1/h=20.
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Apéndice A2.3 — Deformacao transversal, tensdes e frequéncias naturais

para diferentes sequéncias de empilhamento.

Tabela 62 — Deformada e tens6es normalizadas para laminados [0°/0°/6°]. K=5/6.

=1

=2

=3

=1

=2

3

1

2

I’h Empilhamento w Oy 0% oy gy oy gy Tyz Tz
[0°/0°/0°]  4.77E-10 18.7429 1.6125 1.6125 2.7705 0.8405 0.08405 2.9602 1.9542
[30°/0°/30°] 3.76E-10 12.0762 3.4476 3.981 56987 1.4025 0.6119 24447 1.6656

5 [45°0°/45°] 3.36E-10 8.2411 2.349 29689  8.5086 2.61 05306 2.1582 1.4788
[60°/0°/60°] 3.42E-10 5.2257  1.0847 5.1404 12.5367 2.9388 0.4941 1.9042 1.1428
[90°/0°/90°] 3.81E-10 2.0689  0.5773 9.5969 16.3552 6.2612 0.4449 1.3981 0.653
[0°70°/0°]  1.90E-09 76.2935 19.6459 19.6459 6.794  2.1706 2.1706 6.7782 3.9943
[30°/0°/30°] 1.68E-09 47.4758 12.183 26.0338 19.8711 5.4142 21345 5.709 3.3259

10  [45°/0°/45°] 1.57E-09 30.2805 8.0987 23.6212 30.8423 9.0763 2.3656 5.0233 2.957
[60°/0°/60°] 1.60E-09 19.6464 5.8804 25.4978 48.7828 15.0552 2.2944 4.4502 2.2019
[90°/0°/90°] 1.67E-09 5.6343  1.7381 28.0564 73.23  25.332 1.6499 2.6848 1.0019
[0°70°/0°]  1.08E-08 303.8384 95.299 95299 221845 7.2971 7.2971 14.1361 7.8993
[30°/0°/30°] 1.05E-08 188.9269 59.4012 128.0927 76.1939 24.2069 8.321 12.3846 6.7221

20 [45°/0°/45°] 1.00E-08 118.9602 37.4287 119.9609 119.5533 37.8874 9.2227 11.0351 6.1832
[60°/0°/60°] 1.03E-08 76.4681 24.8302 109.6632 190.1099 62.2792 8.9533 10.6118 4.5068
[90°/0°/90°] 1.04E-08 19.4553 6.3028 103.0117 303.956 102.2812 6.3822 5.476 1.7342

Tabela 63 — Frequéncias naturais normalizadas, para laminados [0°/0°/6°]. K=5/6.

I/h  Empilhamento  (1,1) (2,1) (1,2) (2,2)
[0°/0°/0°] 0.3016 0.5102 0.6213 0.7665
[30°/0°/30°]  0.3396 0.5705 0.6735 0.8098

5 [45°/0°/45°]  0.3586 0.592 0.7104 0.828
[60°/0°/60°]  0.3551 0.5727 0.7215 0.8199
[90°/0°/90°]  0.3356 0.5228 0.7083 0.8084
[0°/0°/0°] 0.1068 0.1622 0.2667 0.2741
[30°/0°/30°]  0.1144 0.1943 0.2691 0.2952
10 [45°/0°/45°]  0.1185 0.2074 0.2742 0.3053
[60°/0°/60°]  0.1176 0.2019 0.2863 0.3048
[90°/0°/90°]  0.1143 0.1781 0.2903 0.2992
[0°/0°/0°] 0.0317 0.0459 0.0763 0.0982
[30°/0°/30°]  0.0326 0.0563 0.0889 0.091
20 [45°/0°/45°]  0.0333 0.0608 0.0883 0.0935
[60°/0°/60°] 0.033 0.0594 0.093 0.0942
[90°/0°/90°]  0.0325 0.0509 0.0876 0.1038
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Deformada Transverssal Normalizada

Frequéncia Fundamental Normalizada

4.00E-10

3.50E-10

3.00E-10

2.50E-10

2.00E-10

1.50E-10

1.00E-10

5.00E-11

0.00E+00

0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

30¢ 45¢ 602
0

Fig. 89 - Deformada normalizada para I/h=>5.

309 459 602
0

M Presente, [62/02/69]
H K=5/6, [62/02/69]

m Presente, [-62/02/62]
1 K=5/6, [-62/02/6°]

M Presente, [-62/902/69]
mK=5/6, [-62/902/6°9]

M Presente, [62/02/62]
H K=5/6, [62/02/6°]

M Presente, [-62/02/62]
m K=5/6, [-62/02/6°]

M Presente, [-62/902/69]
B K=5/6, [-62/902/62]

Fig. 90 - Frequéncias naturais normalizada para I/h=>5.
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Tabela 64 — Deformacéo transversal e tensdes normalizadas para laminados [-6°/0°/0°]. K=5/6.

I/h Empilhamento

w

Oy

o2

[

o

3

gy

+1
Txz

=2
Tz

[-309/0%/30°]

3.02E-10

10.8432

2.1008

6.305

4.6578

1.0676

2.2455

1.6085

[-45°/0°/45°]

2.69E-10

7.3978

1.5939

3.314

7.3689

1.4762

1.9576

1.4228

[-60°/0°/60°]

2.91E-10

4.3945

1.1884

2.5167

10.7231

1.3877

1.6611

1.109

10

[-309/0%/30°]

1.25E-09

39.215

12.0307

22.2099

15.9521

3.572

5.0496

3.4765

[-450/0°/45°]

1.12E-09

27.1159

10.6738

14,1232

27.4255

10.8165

5.1642

4.3733

2.9796

[-60°/0°/60°]

1.24E-09

15.7492

6.3639

14.5669

40.3288

18.0726

4.7255

3.6696

2.2257

20

[-30°/0%/30°]

7.32E-09

154.3308

52.5719

81.4533

60.074

19.7159

11.9029

10.5883

9.4398

[-450/0°/45°]

6.60E-09

107.396

45.6114

59.0237

108.7024 46.148

17.1103 9.1081

7.606

[-60/0°/60°]

7.37E-09

60.6586

25.4724

61.1374

158.1986 72.1705 15476 7.7571

5.1788

Tabela 65 — Frequéncias naturais normalizadas, para laminados [-0°/0°/6°]. K=5/6.

Deformada Transverssal Normalizada

0.00E+00

1.60E-09
1.40E-09
1.20E-09
1.00E-09
8.00E-10
6.00E-10
4.00E-10
2.00E-10

I/h  Empilhamento  (1,1) (2,1) 1,2 (2,2)
[-30°/0°/30°]  0.3764 0.6399 0.6926 0.9191
5 [-45°/0°/45°]  0.3992 0.6862 0.7285 0.9586
[-60°/0°/60°]  0.3837 0.6223 0.7498 0.922
[-30°/0°/30°]  0.1321 0.2334 0.2839 0.372
10  [-45°/0°/45°]  0.1399 0.2726 0.2794 0.401
[-60°/0°/60°]  0.133 0.2359 0.3023 0.3662
[-30°/0°/30°]  0.0388 0.0724 0.0973 0.1191
20  [-45°/0°/45°]  0.041 0.0889 0.0894 0.1414
[-60°/0°/60°]  0.0388 0.0744 0.0992 0.1235

1.80E-09

0

ik

M Presente, [62/02/62]
m K=5/6, [062/02/6¢9]

Presente, [-62/02/62]
K=5/6, [-62/02/62]

M Presente, [-62/902/62]

W K=5/6, [-62/902/6?]

Fig. 91 - Deformada normalizada para laminados 1/h=10.
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Frequéncia Fundamental Normalizada

0.16

0.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

M Presente, [62/02/62]
m K=5/6, [62/02/62]

M Presente, [-62/02/62]
1 K=5/6, [-62/02/6°]

M Presente, [-62/902/69]
m K=5/6, [-62/902/62]

302 452 602

Fig. 92 - Frequéncias naturais normalizada para I/h=10.
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Tabela 66 — Deformada transversal e tensdes normalizadas para laminados [-0°/90%/0°]. K=5/6.

=3

1

=2

3

+1

=2

I’h Empilhamento w Oy o oy oy gy gy Txz Tz
[0°/90°/0°]  3.81E-10 16.3552 6.2612 0.4449 2.0689 0.5773 9.5969 3.2487 1.8185
5 [-30°/90°/30°] 2.91E-10 10.7231 3..3631 1.3877 43945 11884 25167 2.6144 1.7617
[-45°/90°/45°] 2.69E-10 7.3689  1.6028 1.4762 7.3978 15939 3.314 217  1.5958
[-60°/90°/60°] 3.02E-10  4.6578  0.8556 1.0676 10.8432 2.1008 6.305 1.8051 1.2702
[0°790°/0°] 1.67E-09  73.23  25.332 1.6499 5.6343 1.7381 28.0564 6.7845 3.8703
10 [-30°/90°/30°] 1.24E-09 40.3288 18.0726 4.7255 15.7492 6.3639 14.5669 5.3504 4.6766
[-45°/90°/45°] 1.12E-09 27.4255 10.8165 5.1642 27.1159 10.6738 14.1232 4.4316 4.1592
[-60°/90°/60°] 1.25E-09 15.9521 4.6335 3,572  39.215 12.0307 22.2099 3.4951 2.8859
[0°/90°/0°]  1.04E-08 303.956 102.2812 6.3822 19.4553 6.3028 103.0117 13.7555 7.9182
20 [-30°/90°/30°] 7.37E-09 158.1986 72.1705 15.476 60.6586 25.4724 61.1374 10.853 13.5355
[-45°/90°/45°] 6.60E-09 108.7024 46.148 17.1103 107.396 45.6114 59.0237 9.0235 11.8301
[-60°/90°/60°] 7.32E-09  60.074 19.7159 11.9029 154.3308 52.5719 81.4533 7.0464 7.673

Tabela 67 — Frequéncias naturais normalizadas para laminados [-0°/90°/6°]. K=5/6.

I/h  Empilhamento  (1,1) (2,1) (1,2) (2,2)
[0°/90°/0°] 0.3356 0.5228 0.7083 0.8084
[-30°/90°/30°]  0.3837 0.6223 0.7498 0.922
[-45°/90°/45°]  0.3992 0.6862 0.7285 0.9586
[-60°/90°/60°] 0.3764 0.6399 0.6926 0.9191
[0°/90°/0°] 0.1143 0.1781 0.2903 0.2992

10 [-30°/90°/30°]  0.133 0.2359 0.3023 0.3662
[-45°/90°/45°]  0.1399 0.2726 0.2794 0.401
[-60°/90°/60°] 0.1321 0.2334 0.2839 0.372
[0°/90°/0°] 0.0325 0.0509 0.0876 0.1038

20 [-30°/90°/30°]  0.0388 0.0744 0.0992 0.1235
[-45°/90°/45°]  0.041 0.0889 0.0894 0.1414
[-60°/90°/60°]  0.0388 0.0724 0.0973 0.1191
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Deformada Transverssal Normalizada

Frequéncia Fundamental Normalizada

1.20E-08
1.00E-08
8.00E-09 M Presente, [62/02/62]
m K=5/6, [062/02/69]
6.00E-09 H Presente, [-62/02/62]
4.00E-09 1 K=5/6, [-62/02/69]
M Presente, [-62/902/69]
2.00E-09 m K=5/6, [-62/902/02]

0.00E+00
30¢ 450 602
0
Fig. 93 - Deformada normalizada para laminados I/h=20.
0.045
0.04
0.035
0.03 M Presente, [62/02/62]
0.025 m K=5/6, [62/02/6°]
0.02 M Presente, [-62/02/69]
0.015 1 K=5/6, [-82/02/02]
0.01 H Presente, [-62/902/62]
0.005 B K=5/6, [-62/902/62]
0
309 4590 602
6

Fig. 94 - Frequéncias naturais normalizada para 1/h=20.
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Apéndice A2.4 — Deformacao transversal, tensdes e frequéncias naturais

para diferentes tipos de fibras.

Tabela 68 — Deformada transversal e tensdes normalizadas. Diferentes fibras. K=5/6.

Vf=0.6 I/h w ol o’ 5’?, 5’5’, Tl T2,
5 431E-10 8.8244 19337 24935 6.1942 1.6614 1.3181 2.3156 1.4546
GE 10 2.39E-09 355541 10.829 14.3077 225007 7.0894 5.0509 5.0199 2.9008
20 1.69E-08 142.3599 46.4368 61.5523 87.5368 28.7693 19.9362 10.4407 5.81
CE 5 3.76E-10 12.0762 3.4476  3.981 5.6987 1.4025 0.6119 2.4447 1.6656
10 1.68E-09 47.4758 12.183 26.0338 19.8711 54142 2.1345 5709 3.3259
20 1.05E-08 188.9269 59.4012 128.0927 76.1939 24.2069 8.321 12.3846 6.7221
Tabela 69 — Frequéncias naturais normalizadas. Diferentes fibras. K=5/6.
Vf=0.6 I’h (1,1) (2,1) 1,2 (2,2)
5 0.243 0.4563 0.4961 0.6469
GE 10 0.0736 0.149 0.1762 0.2333
20 0.0197 0.0412 0.0521 0.0689
5 0.3396 0.5705 0.6735 0.8098
CE 10 0.1144 0.1943 0.2691 0.2952
20 0.0326 0.0563 0.0889 0.091
6.00E-08
g
< 5.00£-08
€
B
Z 4.00E-08
2 K=5/6, CE
O 3.00E-08
e Presente, CE
|r_: 2.00E-08 K=5/6, GE
-r?s Presente, GE
€ 1.00E-08
o
a
0.00E+00
5 10 20
I/h

Fig. 95 -Deformada transversal normalizada para diferentes valores de K e materiais compdsitos.
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=@ K=5/6, GE
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==@==Presente, GE

Frequéncia Fundamental Normalizada
©
N

\

5 10 20
I/h

o

Fig. 96 — Frequéncia fundamental normalizada para diferentes valores de K e materiais

compositos.
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Apéndice A2.5 — Deformacao transversal, tensdes e frequéncias naturais

para diferentes condicdes fronteiras e diferentes formulacoes.

Tabela 70 - Deformada transversal e tensdes normalizadas, SSSS, K=5/6.

I’/ Formulagdo  w ol o2 a oy os o5

=1 =2
Txz Txz

Q4,7GDL 4.27E-10 8.6079  2.0115 2.7582 6.0573 1.6694 1.313

1.9581 1.3637

Q4,9GDL 4.31E-10 8.771 1.8978 2.459 6.1519 1.6425 1.3086

2.189 1.3411

Q9, 7GDL 4.26E-10 8.6701  2.0422 2.6531 6.1018 1.687 1.3219

2.065 1.4798

Q9,9GDL 4.31E-10 8.8244 1.9337 24935 6.1942 1.6614 1.3181

2.3156 1.4546

Q4,7GDL 2.38E-09 35.3554 10.7195 14.1568 22.3336 7.0209 5.0142

4.4667 2.6907

Q4,9GDL 2.39E-09 353174 10.7331 14.1956 22.3333 7.029 5.0216

4.7258 2.6758

10
Q9, 7GDL 2.39E-09 35.5862 10.8133 14.2834 22.4971 7.0808 5.0449

4.7153 29117

Q9,9GDL 2.39E-09 35.5541 10.829 14.3077 22.5007 7.0894 5.0509

5.0199 2.9008

Q4,7GDL 1.69E-08 141.3696 46.062 61.0216 86.8729 28.5337 19.8224

9.4685 5.3351

Q4,9GDL 1.69E-08 141.3804 46.0493 61.0863 86.8741 28.5384 19.835

9.7438 5.3403

20
Q9, 7GDL 1.69E-08 1423687 46.4194 61.5216 87.5313 28.761 19.9307

10.0342 5.7953

Q9,9GDL 1.69E-08 142.3599 46.4368 61.5523 87.5368 28.7693 19.9362

10.4407 5.81

Tabela 71 - Frequéncias naturais normalizadas, SSSS, K=5/6.

I/lh Formulacéo (1,1) (2,1) 1,2 (2,2)

Q4, 7GDL 0.246 0.4686 0.5111 0.6649

Q4, 9GDL 0.2444 0.4636 0.5033 0.6559

> Q9, 7GDL 0.2445 0.461 0.5038 0.6556
Q9, 9GDL 0.243 0.4563 0.4961 0.6469
Q4, 7GDL 0.0743 0.1527 0.1811 0.2406
10 Q4, 9GDL 0.0742 0.1524 0.1799 0.2392
Q9, 7GDL 0.0737 0.1493 0.1773 0.2345
Q9, 9GDL 0.0736 0.149 0.1762 0.2333
Q4, 7GDL 0.0199 0.0423 0.0536 0.0716
20 Q4, 9GDL 0.0199 0.0422 0.0535 0.0715

Q9, 7GDL 0.0197 0.0412 0.0522 0.069

Q9, 9GDL 0.0197 0.0412 0.0521 0.0689
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Tabela 72 - Deformada transversal e tensdes normalizadas, CCCC, K=5/6.

3

1

2

3

1

=2

I’/h Formulagéo w oy [ Oy gy oy gy Tyz Tyz
Q4,7GDL 2.51E-10 4.0325 0.7552  0.931 3.5541 09156 0.7948 1.4901 1.6452
5 Q4,9GDL 2.57E-10 4.4307 1.2097 1.1686 3.733 0.8526 0.7827 1.6037 1.597
Q9, 7GDL 2.50E-10 4.1099  0.7809 0.9572 3.5813 0.9268 0.8005 1.5497 1.8099
Q9,9GDL 2.56E-10 4.4914 1.9088 1.7269 3.7568 0.8662 0.7892 1.6172 1.7698
Q4,7GDL 1.05E-09 17.507 4.7478 6.0899 12.0779 3.6182 2.7406 3.8287 3.7058
10 Q4,9GDL 1.06E-09 17.5492 4.6913 5.9993 12.1799 3.625 2.7593 4.2625 3.6032
Q9, 7GDL 1.04E-09 17.6607 4.8338 6.2115 12.0972 3.6304 2.7344 3.8545 4.1266
Q9,9GDL 1.05633-9 17.7092 4.7797 6.1113 12.1982 3.6393 2.7536 4.3396 4.0309
Q4,7GDL 6.03E-09 70.8126 22.3483 29.7524 43.3645 13.9973 9.7996 9.2401 7.5951
20 Q4,9GDL 6.05E-09 70.7622 22.3311 29.7631 43.4432 13.9825 9.7984 10.3262 7.4215
Q9, 7GDL 6.05E-09 71.1388 22.5112 29.9848 43.4196 14.0287 9.7672 9.2144 8.495
Q9,9GDL 6.07E-09 71.0807 22.5204 29.9829 43.4648 14.0513 9.7877 10.16 8.2894
Tabela 73 - Frequéncias naturais normalizadas, CCCC, K=5/6.

I/h  Formulacéo 1,1 (2,1) (1,2) (2,2)

Q4, 7GDL 0.3221 0.5239 0.5709 0.7107

5 Q4, 9GDL 0.318 0.516 0.5642 0.7022

Q9, 7GDL 0.3198 0.5157 0.5607 0.6999

Q9, 9GDL 0.3157 0.5082 0.554 0.6914

Q4, 7GDL 0.1136 0.1976 0.2186 0.2791

10 Q4, 9GDL 0.1128 0.1962 0.216 0.2763

Q9, 7GDL 0.1122 0.1915 0.2133 0.2713

Q9, 9GDL 0.1115 0.1903 0.2108 0.2687

Q4, 7GDL 0.0338 0.0602 0.0727 0.0919

20 Q4, 9GDL 0.0338 0.0601 0.0724 0.0916

Q9, 7GDL 0.0333 0.0579 0.07 0.0877

Q9, 9GDL 0.0332 0.0578 0.0697 0.0874
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