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Resumo

Com o presente trabalho pretende-se estudar e compreender o comportamento dina-
mico de estruturas de engenharia civil, de forma a permitir a elaboracao de algumas

metodologias para o estudo e andlise de problemas de dinamica de estruturas.

Apresenta-se uma revisao dos principais fundamentos da modelacao matematica
do comportamento dinamico, com o estudo de sistemas de 1 grau de liberdade e
posterior generalizagao para sistemas de multiplos graus de liberdade. Apresentam-
-se também as formulacoes para analises de identificacao modal no dominio do tempo

e no dominio da frequéncia.

Atendendo que a resolucao do problema dinamico deve cumprir duas etapas: inte-
gragao no espaco, e integracao no tempo. Para a 1* etapa abordam-se os funda-
mentos dos métodos numéricos de integracdo no espago (em particular, o método
dos elementos finitos) com vista a implementagao da sua formulagao na ferramenta
computacional freeFEM++. Para a 2* etapa abordam-se os métodos numéricos de
integracao no dominio do tempo (em particular, o método de Newmark), de forma

a determinar a resposta de uma estrutura quando submetida a acg¢oes dinamicas.

Adicionalmente sao introduzidos alguns conceitos essenciais ao estudo de resultados

experimentais obtidos através da realizacao de ensaios de vibragoes.

Por ultimo, estuda-se um modelo fisico de um edificio de dois pisos, com base na
analise de resultados de um ensaio de vibragao ambiental e no desenvolvimento
de dois modelos numéricos (em freeFEM++ e em SAP2000) para comparagao e
andlise dos resultados obtidos e validacao da ferramenta computacional desenvol-
vida. Apéds a calibracdo dos modelos numéricos aos resultados obtidos experimen-
talmente, procede-se a uma andlise dinamica dos modelos numéricos sujeitos a uma

accao sismica, com a posterior comparacao e analise de resultados obtidos.
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Abstract

The present work aims to study and understand the dynamic behaviour of civil
engineering structures, to allow the development of some methodologies for the

study and analysis of problems in structural dynamics.

It presents a review of the main foundations of mathematical modelling of the dy-
namic behaviour, with the study of single degree of freedom systems (SDOF) and
subsequent generalization to multiple degrees of freedom systems (MDOF). It also
presents formulations for the identification of modal analysis in time domain and

frequency domain.

Considering that the resolution of dynamic problem must satisfy two stages: inte-
gration in space and time integration. For the 1st stage is approached the basis
of numerical methods integration in space (in particular the finite element method
(FEM)) to obtain a formulation to implement in software freeFEM++. For the
2nd stage, numerical integration methods in the time domain are approached (in
particular, the method of Newmark), to obtain the response of the structure when

submitted to dynamic loads.

Additionally some essential concepts are introduced to the study of experimental

results obtained by performing vibration tests.

Finally, is studied a physical model of a two floor building, based on the analysis
of results of an ambient vibration test and on the development of two numerical
models (in freeFEM++ and SAP2000) for comparison and analysis of results and
validation of the computational tool developed. After calibration of numerical mo-
dels to experimental results, proceeds to a dynamic analysis of numerical models

subjected to seismic action, with subsequent comparison and analysis of results.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento do tema

No passado, as estruturas de engenharia civil eram dimensionadas recorrendo apenas
a andlises estaticas, considerando acgoes constantes ao longo do tempo (ex. acgdes
graviticas, como o peso préprio e cargas permanentes). Este dimensionamento era li-
mitado as acgoes estaticas devido a fraca capacidade informaética existente na época,
incapaz de resolver elevadas quantidades de calculo numérico envolvido nos algorit-
mos de andlise dinamica. Com o decorrer do tempo, o avanco computacional tor-
nou possivel a consideracao de analises dinamicas, passando-se a dar importancia a
inimeros fenémenos que variam de grandeza, direccao ou sentido no tempo. Desta
forma, para além das acgoes permanentes, acgoes como a movimentacao de pessoas
e dos motores de maquinas sobre lajes, a incidéncia do vento em edificios altos, o
trafego rodoviario sobre pontes e a ocorréncia de sismos passam a ser fundamentais

no dimensionamento de estruturas.

Um melhor conhecimento das acgoes dinamicas possibilitou um estudo e analise mais
detalhados do comportamento dinamico estrutural. De facto, o conhecimento dos
conceitos da dinamica de estruturas tem permitido a construcao de pontes com vaos
maximos maiores, a construcao de barragens com elevado porte e alturas maximas
elevadas, bem como a construcao de edificios que vém batendo sucessivos recordes

em termos de altitudes maximas (ver Figura 1.1).
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Figura 1.1: Lista de edificios ja construidos com mais altura no mundo.

Por outro lado, este conhecimento dos conceitos da dinamica de estruturas impul-
sionou a necessidade de caracterizar convenientemente alguns dos fenémenos que

igi Ges dinamicas, de fi itar d té lapso! de estru-
originam as acgoes dinamicas, de forma a evitar danos ou até o colapso’ de estru
turas. O melhor conhecimento das accoes dinamicas e do comportamento dinamico
estrutural tem permitido a criagao de solugoes mais esbeltas e flexiveis (melhorando
o aspecto estético das estruturas) e o desenvolvimento de modelos numéricos mais

fidveis (ver Figura 1.2(b)).

(a) (b)

Figura 1.2: Burj Khalifa Bin Zayid: (a) edificio concluido em 2009, no Dubai, Emirados Arabes

Unidos e (b) respectivo modelo numérico em elementos finitos.

'Exemplo: ponte de Tacoma Narrows que, apés 4 meses da sua construgio (1940), colapsou de-

vido & ocorréncia de fenémenos de ressonancia (provocados pela incidéncia do vento na estrutura).



Tendo em conta os aspectos referidos, pretende-se com a elaboracao deste trabalho
abordar algumas formulagoes que permitem estudar o comportamento dinamico das

estruturas de engenharia civil.

1.2 Objectivos

Como foi evidenciado anteriormente, a compreensao do comportamento dinamico
de estruturas é uma area importante no dimensionamento, na concepgao estrutural
e no controlo e manutencao de estruturas de engenharia civil. Neste sentido, preten-
de-se com a realizacao deste trabalho abordar e desenvolver algumas metodologias
que permitam estudar problemas de dinamica de estruturas através da ferramenta

computacional freeFEM++, versao 3.20 [HECHT, 2012].

Assim, um dos primeiros objectivos delineados para este trabalho corresponde ao es-
tudo/revisao de alguns dos principais conceitos associados a dindmica de estruturas
e a sua posterior discussao. Comeca-se por abordar os sistemas mais simples, co-
nhecidos por sistemas de um grau de liberdade (1 GL): estabelecendo a equagao de
equilibrio dinamico, podendo esta ser resolvida no dominio do tempo ou no dominio
da frequéncia; seguindo-se a generalizagao para casos mais complexos, de sistemas
com multiplos graus de liberdade: transpondo a equacao de equilibrio dinamico para
o espac¢o modal, permitindo a simplificacdo em varios sistemas de 1 GL (ver Figura

1.3).
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Figura 1.3: Principais conceitos da dinamica de estruturas: (a) sistema de 1 GL e (b) de N GL.



Neste trabalho faz-se uma introdugao ao método dos elementos finitos (MEF) com
vista a sua utilizacao na ferramenta computacional freeFEM++ no ambito de pro-
blemas de anédlise dinamica de estruturas. Ainda nesta perspectiva, estabelece-se
como objectivo o estudo de métodos numéricos para a resolucao de problemas de
dinamica de estruturas no dominio do tempo, recorrendo ao método de Newmark, e
a sua implementagao em freeF’EM++. Com o objectivo de validar e discutir resul-
tados numéricos da andlise dinamica de estruturas sao também introduzidos alguns
conceitos essenciais para o estudo de resultados experimentais obtidos através da

realizacao de ensaios de vibragoes (ver Figura 1.4).
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Figura 1.4: Anaélise dinamica de estruturas por via experimental.

Com o objectivo de aplicar e validar os conceitos referidos anteriormente introduz-
se 0 estudo de um modelo reduzido da estrutura de um edificio de 2 pisos (ver

Figura 1.5(a)), o qual envolve:

O desenvolvimento de modelos numéricos em freeFEM++ (ver Figura 1.5(b)),

SAP2000, versao 15 [COMPUTERS AND STRUCTURES, INC., 2011] e MATLAB,

versao 7.10 [THE MATHWORKS, INC., 2010];

A realizacao de ensaios de vibragdes ao modelo fisico;

A calibracao dos modelos numéricos; e

A andlise dinamica nos modelos numéricos, considerando uma acg¢ao sismica.



(a) (b)

Figura 1.5: Estudo de caso: (a) Modelo reduzido da estrutura de um edificio de 2 pisos e (b)

respectivo modelo numérico em elementos finitos desenvolvido no programa freeFFEM++.

1.3 Organizacao do texto

O presente texto encontra-se estruturado em sete capitulos, incluindo a introducao
e as conclusoes. De seguida resumem-se os principais assuntos abordados em cada

capitulo.
Capitulo 2 - Analise dinamica de estruturas

Neste capitulo apresentam-se os principais fundamentos da modelagao matematica
do comportamento dinamico de estruturas, abordando a formulacao da equagao
do movimento de sistemas simples, sistemas de 1 grau de liberdade (1 GL) em
vibracao livre, de forma a obter a frequéncia natural de vibracao e a histéria de
deslocamentos desse sistema ao longo do tempo. Ainda para sistemas de 1 GL,
abordam-se alguns conceitos de analises no dominio do tempo e no dominio da
frequéncia. Segue-se uma generalizacao dos fundamentos para sistemas de multiplos
graus de liberdade (N GL), obtendo a equac¢ao de movimento (matricial) destes sis-
temas (constituida por um sistema de equagdes dependentes), com vista a obtengao

das frequéncias naturais de vibragao e dos respectivos modos de vibragao do sistema.



Abordam-se ainda algumas condigoes que permitem simplificar as matrizes do sis-
tema de equacoes em matrizes diagonais, ficando o sistema de equagoes constituido

por equagoes independentes (as equagoes passam a ser desacopladas entre si).
Capitulo 3 - Métodos numéricos de integracao no espaco

Neste capitulo analisa-se a formulacao dos métodos numéricos de integracao no
espaco com vista a resolucao do problema de elasticidade linear tridimensional.
Como se pretende implementar um método numérico (neste caso, o MEF) no pro-
grama freeFFEM++, é necessario deduzir a formulacao fraca deste problema, que
se obtém através da formulacao variacional ou do principio dos trabalhos virtuais
(PTV). Com a aplicagao da aproximacgao fundamental do MEF obtém-se as equagoes
de equilibrio a verificar em cada elemento, que por sobreposicao ou assemblagem,

dao origem a equacao de equilibrio global da estrutura.
Capitulo 4 - Métodos numéricos de integracao no tempo

Neste capitulo, apds a integragao em ordem as coordenadas espaciais, aborda-se os
principais fundamentos dos métodos numéricos de integracao no tempo, em parti-

cular do método de Newmark.

Apos a obtencao das equagoes que permitem a aproximacao dos deslocamentos e
das velocidades para um determinado instante de tempo, desenvolve-se um algo-
ritmo numérico do método de Newmark que permita resolver a equacao de equilibrio
dinamico para uma forca externa genérica. De forma a facilitar a interpretacao deste
método, implementa-se este algoritmo numérico no programa MATLAB, por ter
uma linguagem mais intuitiva, no entanto pretende-se implementar este algoritmo

no programa free FEM++.
Capitulo 5 - Ensaios experimentais na analise dinamica de estruturas

Neste capitulo, introduzem-se os fundamentos necessarios para o planeamento e
execucao de ensaios experimentais dinamicos, em particular ensaios de vibracao
ambiental, a partir dos quais sao identificados os parametros modais da estrutura
em analise. Segue-se uma descrigao de algum do equipamento disponivel para a
elaboragao deste tipo de ensaios, e introduzem-se alguns dos principais cuidados

a ter no tratamento da informacao experimental. Abordam-se ainda os métodos



utilizados para a identificacao modal de estruturas de engenharia civil, possibilitando

a caracterizacao do comportamento das estruturas.
Capitulo 6 - Caso de estudo

Neste capitulo, apds a abordagem dos principais fundamentos da modelagao ma-
teméatica do comportamento dinamico de estruturas e da identificagao modal desen-
volve-se uma rotina de calculo no programa freeFFEM++, com a criacao da malha
de elementos finitos a partir do programa GMSH, e estuda-se um exemplo de um
modelo fisico reduzido de um edificio de dois pisos. Apds a descricao das carac-
teristicas desse caso de estudo, analisam-se e comparam-se os resultados obtidos no
modelo fisico pelos ensaios experimentais com os resultados numéricos obtidos pelos

modelos desenvolvidos no programa freeFEM++ e no programa SAP2000.

Apoés esta comparagao de resultados e posterior calibracao dos modelos numéricos
ao modelo fisico, pretende-se analisar os modelos numéricos a uma acgao variavel
ao longo do tempo, em que se desenvolve uma analise sismica através de um registo

de aceleracao obtido para o sismo de El Centro.
Capitulo 7 - Conclusoes

No ultimo capitulo, sao apresentadas as conclusoes e as consideracoes finais a reti-
rar da realizacao deste trabalho, apresentando-se também algumas propostas para

desenvolvimentos futuros.






Capitulo 2

Analise dinamica de estruturas

2.1 Sistemas de 1 grau de liberdade

Um sistema de linearidade eldstica estrutural ou mecanico é normalmente defi-
nido através das suas propriedades fisicas essenciais: massa do corpo, propriedades

eldsticas (flexibilidade ou rigidez) e amortecimento.

Na Figura 2.1(a) apresenta-se um modelo genérico, usualmente idealizado na litera-
tura [CHOPRA, 1995|, [CLOUGH, et al., 1995] para um sistema com 1 GL, conhecido
também por oscilador de 1 GL. Este modelo fica definido pela massa do corpo re-
presentada por m, pela rigidez do corpo representada por k e pelo amortecimento
do corpo representado por ¢, com um deslocamento u (t) devido a uma forga exterior
f (t). Associado a este tipo de esquema esta o diagrama de corpo livre (ver Figura

2.1(b)), que estabelece o equilibrio de forgas associado ao modelo.

[ _u(®) _y(h)
| ¢ | R 2 Ay 0
o] " _' - ~ =
T O SO 5

(a) (b)

Figura 2.1: Sistema de 1 GL: (a) modelo usualmente idealizado e (b) diagrama de corpo livre.

A partir da ilustragao anterior do diagrama de corpo livre (Figura 2.1(b)) pode-se



verificar que o equilibrio de forgas actuantes no corpo é dado por:

Ji@)+fa(t)+fe(t)= f(1) (2.1)
~ ~~ - A
Forcas internas Forgas
externas

Sendo f; (t) a forca de inércia do sistema, f4 (¢) a for¢a de amortecimento do sistema

e fr (t) a forca elastica do sistema.

Neste capitulo pretende-se definir as varidveis que constituem a equagao (2.1), que
descrevem o movimento e a estrutura em analise, resultando dai a equacao de
equilibrio dinamico para osciladores de 1 GL. Apds resolver a equacgao de equilibrio
dinamico em regime livre, apresentam-se duas vias para a obtencao da resposta

estrutural: no dominio do tempo e no dominio da frequéncia.

2.1.1 Equacao de movimento do sistema de 1 GL

A formulagao da equacao do movimento para um sistema estrutural dinamico com
1 GL pode ser obtida por vérias vias, como se descreve na bibliografia da especi-
alidade [CHOPRA, 1995], [CLOUGH, et al., 1995]. Esta equacdo pode ser expressa
através da segunda lei de Newton do movimento, que define uma forca exterior
f (t) aplicada a um corpo com massa m igual a taxa de variacdo da quantidade de

movimento:

1= (m5)

No principio D’Alembert assume-se que a massa m de um corpo sujeita a uma
aceleracao desenvolve uma forga interna, conhecida como forca de inércia f7 (t), que
é proporcional e oposta a aceleracao. Considerando que a massa m deste corpo se
mantém constante ao longo do tempo pode-se escrever:

0%u

fr(t) =mon = m i (t)

Forga de
inércia
Sabendo que a forga de amortecimento f4 (t) é proporcional a velocidade @ (t) e que

a forga eldstica fg (t) é proporcional ao deslocamento u (t), a equacao de equilibrio
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dindmico (2.1) pode ser definida por:

mu(t) + cu(t) +  ku(t) = f(¢) (2.2)
—— —— —— ~~
Forga de Forga de Forca Forca

inércia amortecimento eléastica exterior

Em que m, ¢ e k sdo constantes ao longo do tempo. f (t) representa as forcas
externas aplicadas ao sistema estrutural (varidveis ao longo do tempo) e i (t), @ (t)
e u (t) representam as histérias de aceleragoes, de velocidades e de deslocamentos ao
longo do tempo. A equagao anterior (equagao 2.2) corresponde entdo a um sistema

de 1 equagao diferencial linear de 2* ordem a 1 incégnita (os deslocamentos u (t)).

2.1.2 Vibracgao livre do sistema de 1 GL

A obtencao da frequéncia natural de vibracao de um sistema com 1 GL é usualmente
introduzida desprezando-se o efeito do amortecimento do sistema estrutural ((¢ = 0))
e as forgas externas aplicadas a estrutura (f (¢) = 0) [MENDES, 2005]. Desta forma,

a equagao de equilibrio dinamico (2.2) pode ser escrita da seguinte forma:

mi(t)+ku(t)=0 (2.3)

Uma vez que nao existem forcas externas aplicadas, a oscilacao do sistema é de-
vida apenas as condigoes iniciais (deslocamento e velocidade iniciais), desta forma

a resposta em deslocamento u (¢) tem de verificar as condigdes iniciais, dadas por:

u(0)=uy e a(0)=1uy ,para t=0

Como solugao geral da equagao anterior (2.3) pode-se considerar uma fungao do tipo

sinusoidal, com frequéncia wy, definida por:

u(t) =a cos(wyt)+bsen(wyt) ,com wy= \/g [rad/s] (2.4)

Em que a e b sao valores constantes e wy é usualmente definida como a frequéncia
angular natural, que corresponde a frequéncia que um oscilador com massa m e

rigidez k tende a oscilar naturalmente.
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Associados ao conceito de frequéncia angular natural estao outros dois, de frequéncia
natural de vibragao fy, e de periodo natural de vibragao Ty [MENDES, 2012], defi-

nidos por:

1

_ON g o L

2

5]

Para se obter uma solugao particular da equacao (2.3) é necessério definir as cons-

tantes a e b através das condigoes iniciais, como se mostra de seguida:

u(t) = up < a cos (wy 0) +b sen (wy 0) = ug < a = ug

1 0 ,
U (t) =10y < —awy sen (wy 0) +bwy cos (wy 0) =1y < b = o
0 1 N
Assim, a solucao particular da equacao (2.3) fica definida por:
U
u(t) = ug cos (wy t) + — sen (wy t) (2.5)

WN

Que representa o deslocamento (a oscila¢do) que o sistema estrutural sofre ao longo

do tempo, devido a condigoes iniciais nao nulas.

Para casos em que se pretende determinar a resposta estrutural para uma acgao
dindmica qualquer, a equagao de equilibrio dinamico (com a forma da equagao (2.2))
pode ser resolvida no dominio do tempo, recorrendo ao integral de Duhamel, ou
transpondo-a para o dominio da frequéncia, através da transformada de Fourier

[COOLEY, et al., 1965], como se descreve de seguida.

2.1.3 Analise no dominio do tempo

Em intimeras situacoes praticas, o sistema estrutural a analisar esta sujeito a uma
accao dinamica com variacao arbitraria ao longo do tempo, como é o caso da ex-
citacao devido a accao do vento ou de um sismo. Nestes casos, para 1 GL a equagao
de equilibrio dindmico que se pretende satisfazer tem a forma da equacao (2.2),
cuja resposta dindmica se obtém através do integral de Duhamel [CHOPRA, 1995],

[CLOUGH, et al., 1995].
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Associado a este integral estd o conceito de impulso unitario e a determinacao da
resposta dinamica de um oscilador de 1 GL a esse impulso unitario. Na Figura 2.2(a)
apresenta-se a aplicagdo de uma for¢a impulsiva unitdria (aplicada num instante

genérico 7) e na Figura 2.2(b) a respectiva resposta dinamica.

f@) u (1)

o NG LA

(a) (b)

Figura 2.2: Conceito de impulso unitério: (a) forga impulsiva unitéria aplicada num instante

genérico 7 e (b) respectiva resposta de um sistema de 1 GL.

A resposta u (t) a este impulso unitario é dada por uma fungao h (t — 7), designada

por funcao de resposta impulsiva:

u(t)=h({t—71) sendo h(t—7)= sen (wa (t — 7)) e &n =)

mw A

Recorrendo ao principio da sobreposicao de efeitos? e assumindo que uma forca
com variacao continua e arbitrdaria ao longo do tempo pode ser descrita por uma
sequéncia de impulsos infinitamente préximos (distanciados por At), de diferentes
intensidades (ver Figura 2.3), no limite, a resposta dindmica de um oscilador de
1 GL pode ser obtida considerando as respostas a cada um desses impulsos. Esta

resposta ¢ definida pelo integral de Duhamel, dado por:

u(t)—/o F) h(t—7)dr

A avaliagao numérica deste integral pode ser feita pelo método dos trapézios, onde
se aproxima o desenvolvimento da for¢a pela soma da drea dos trapézios (ver Figura
2.4), embora seja uma aplicagao pouco eficiente em termos computacionais, pois para
cada instante t é necessario calcular a area de todos os trapézios até ao respectivo

instante t.

2Uma vez que se recorre ao principio da sobreposicio de efeitos, a aplicacdo do integral de

Duhamel fica restrita a sistemas lineares.
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Figura 2.3: Decomposi¢ao de uma forga continua e arbitraria ao longo do tempo numa sequéncia

Y~

de impulsos infinitamente proximos.
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Figura 2.4: Resolugao numérica do integral de Duhamel por aplicagao do método dos trapézios.

Como uma alternativa viavel surgem os métodos numéricos de integracao no tempo,
que permitem calculos menos morosos. Nestes métodos, a histéria da excitacao é
dividida em intervalos de tempo discretos At (discretizacao temporal). Para cada in-
tervalo de tempo, a resposta é determinada com base nos parametros desse intervalo,
nao sendo necessario calcular todos os intervalos de tempo anteriores. Tratam-se de
métodos aproximados, em que o grau de aproximacao a resposta exacta depende,

entre outros factores, do intervalo de tempo At considerado.

Para além da rapidez de calculo, uma vez que a determinacao da resposta é um
problema independente para cada intervalo de tempo, estes métodos apresentam
outra valéncia: a possibilidade de variar as propriedades da estrutura de um intervalo

de tempo para outro, permitindo assim considerar a nao linearidade do material
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(andlises nao lineares).

Existem varios métodos numéricos de integragao, onde se podem indicar os seguintes:

“Piecewise exact method”

Método das diferengas finitas

Método das diferengas centrais

Método de Euler

Método de Newmark

No capitulo 4 deste trabalho abordam-se com maior detalhe os métodos numéricos

de integracao no tempo, em particular o método de Newmark.

2.1.4 Analise no dominio da frequéncia

Como foi dito anteriormente, também ¢é possivel resolver a equagao de equilibrio
dindmico (2.2) no dominio da frequéncia. A transposigdo para este dominio é ob-
tida recorrendo a transformada de Fourier, em que se consideram condigoes iniciais
nulas, no entanto pode-se recorrer a uma generalizacao desta transformada que per-
mite uma analise em frequéncia para condicoes iniciais nao nulas, conhecida por

transformada de Laplace.

Como fundamento a transformada de Fourier surgem as séries de Fourier, onde se
assume que uma funcao real f de variavel real ¢, definida no dominio do tempo num
intervalo finito [0, T], pode ser definida no dominio da frequéncia pela soma do seu
valor médio com um ntmero infinito de funcoes sinusoidais definidas no mesmo inter-

valo de tempo (ver Figura 2.5), podendo-se escrever (numa forma trigonométrica):

Ft)=a0+ ) [an cos(wnt) +bysen (wet)] , w,=nlAw=n (%”) (2.6)

n=1
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Em que:

w= W=7 [ F0
an:2(f(t)cos(wnt))T:%/o f(t) cos(wyt)dt | n=1,23,...

9 T
m:zq@mm@mmT:T/(ﬂw%mMmdt, n=123 .
0

A representagao no dominio da frequéncia de uma funcao definida no dominio do
tempo, é conseguida através de duas fungoes, que retinem os coeficientes a,, = a (wy,)
e b, = b(w,) das vérias ondas sinusoidais, no entanto a representacao das fungoes
no dominio da frequéncia pode ser efectuada recorrendo aos conceitos de amplitude
A, = /a2 +b2 = A(w,) e de fase ¢, = arctan (b,/a,) = ® (w,) das vérias ondas
(ver Figura 2.5).

Sabendo que w, = n (2r/T), a medida que se pretende aproximar a fungao f (¢)
em intervalos de tempo com comprimento superiores (T 1), menor serd Aw (Aw ),
ou seja, menor sera o espacamento entre as varias ondas no dominio da frequéncia
(ver Figura 2.5). Assim, quando T tende para oo, Aw tende para dw (parcelas infi-
nitesimais), a varidvel discreta w, tende para uma varidvel continua w e o operador
de somatoério é substituido pelo operador de integral. Assim, no limite, recorrendo
ainda a férmula de Euler dos complexos (e = cosz + isenz), pode-se escrever a

transformada de Fourier, dada por:

FlO=r@ = [ )i .7

E a correspondente transformada inversa de Fourier:

T W) = () 1/waﬂW“w

T or

—00

Onde F' (w) corresponde a uma fungao complexa com uma variavel real continua w,

definida no dominio da frequéencia.
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Equacao de equilibrio dinamico no dominio da frequéncia

Uma vez que a transformada de Fourier de uma qualquer fungao f (t) é definida
pela equagao (2.7), a transformada de Fourier da derivada da funcao f (t) pode ser
definida pela multiplicacao da transformada de Fourier da fungao por iw, como se

mostra de seguida:

> *TW

T () = iwF ()
Assim, aplicando a transformada de Fourier a equagao de equilibrio dindmico (2.2)

(ver Figura 2.5), obtém-se:

T mii () + ci(t) + ku(t)] = T [ f(t)]

—mw? U (w) +icwU (W) + kU (w) = F (w)

Que, de forma mais simplificada pode ser escrita na seguinte forma:

Em que H (w) é designada por funcdo de resposta em frequéncia (FRF) de um
oscilador de 1 grau de liberdade® (ver Figura 2.5), definida por:
1 1/m

H(w)= (k—ma?) +icw = (W% — w?) +i (2 wy w) (2.8)

Note-se que, embora no dominio do tempo a funcao f (¢) seja representada apenas
por um gréfico, a representagdo grafica no dominio da frequéncia da FRF (equi-
valente a f () mas no dominio da frequéncia) ¢ feita recorrendo a dois graficos,
denominados espectros. Como ja foi dito anteriormente, a representacao da FRF
pode ser efectuada através do espectro das amplitudes (v R2 + I2) e o espectro das
fases (arctan (—1/R)), em que R corresponde a parte real e I a parte imaginaria da

fungao complexa H (w).

3Esta FRF corresponde & transformada de Fourier da func¢ao de resposta impulsiva h (t — 7).
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Dominio da frequéncia
—m o'U(w)tico U +kU(ow)=F(o) (

Y
HNw)= H(w) F(w)

1
(k—me)+icw

H(w)=

U(m)

/
Im(U{w)) /

u@=h@) /(0]

A

Dominio do tempo ‘m i(f) + ¢ u(f) + ku(t) =f()—

> ul)=F" (U)

Figura 2.5: Transformagao da equacao de equilibrio dindmico para o dominio da frequéncia, recor-

rendo a transformada de Fourier.

Analisando a equacdo (2.8) conclui-se que a amplitude da FRF tem um méaximo
para a abcissa w = wy+/1 — &2, que corresponde a frequéncia angular amortecida
de um oscilador. Visto que, no ambito das estruturas de engenharia civil, a gama de
valores do coeficiente de amortecimento relativo £ é baixa, conclui-se que a frequéncia

amortecida constitui uma boa aproximagao da frequéncia natural do oscilador (w =&

(,UN).

2.2 Sistemas de miiltiplos graus de liberdade

Em geral, a analise da resposta dinamica de estruturas envolve a consideracao de
vérios GL, nao sendo possivel a simplificagdo para apenas 1 GL [MENDES, 2005].
Nesta andlise, a determinacao da resposta dinamica é usualmente efectuada adop-
tando um modelo mateméatico adequado, que contemple as propriedades fisicas e

geométricas da estrutura analisada, bem como a aplicacao das leis da Mecanica Es-
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trutural, utilizando um sistema de equacoes diferenciais que caracterize o movimento

estrutural.

De modo a facilitar a apresentacao dos diversos conceitos necessarios para a gene-
ralizacao para sistemas de multiplos graus de liberdade recorre-se a um exemplo
de aplicagao dado pela andlise plana do modelo fisico do edificio de dois pisos (ver
Figura 2.6(a)), com a consideragao de apenas dois GL, os deslocamentos ao nivel de
cada piso (ver Figura 2.6(b)).

m

002 Tc————— 1
. — — —_—
u,()
0,51 0.53
0,02 U
. — — T T —
uyt)
0,50 0,51
v P -
% 0s7 % T T
6,03 ‘ 6,03 b a0 — )
(a) (b)

Figura 2.6: Exemplo de aplicacdo: (a) andlise plana do modelo fisico do edificio de dois pisos com

a respectiva (b) representacao dos GL e distancias considerados.

2.2.1 Equacao de movimento do sistema de multiplos graus

de liberdade

A equacgao que aproxima o comportamento dinamico de uma estrutura, discretizada
em N graus de liberdade, sujeita a uma forca exterior pode ser definida através de
um sistema de N equacoes diferenciais lineares de 2* ordem a N incdgnitas, dado

por:

mi(t) + ocu(t) + ku(t) = [(f) (2.9)
N—— N—— N—— N ,
Forca de Forca de Forca Forca

inércia amortecimento elastica exterior
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Em que m, ¢ e k correspondem respectivamente as matrizes de massa, de amor-
tecimento e de rigidez do modelo estrutural, e i(t), u(t) e u(t) correspondem res-
pectivamente aos vectores com as histérias das aceleracoes, das velocidades e dos

deslocamentos e f(t) representa o vector de forgas exteriores aplicadas em cada grau

de liberdade.
Matriz de massa

Para modelos em que a massa se encontra distribuida por toda a estrutura, é ne-
cessario considerar a transmissao de forcas de inércia. Nestes casos, a matriz de

massa que se obtém é uma matriz em “banda”, com a seguinte forma:

mip - Mip

E
I

Mp1 - Mpp

Os coeficientes desta matriz podem ser obtidos através do PTV ou do MEF [MENDES,
2012]. Por exemplo, utilizando o MEF, os coeficientes da matriz de massa m;; sao

definidos por:
v

Em que m representa a massa especifica do material (kg / m?) e V; e N; as fungoes

de forma.

No entanto, como se conhece a massa das lajes — a do piso superior tem 8,0 kg
e a do piso inferior tem 8,1 kg — opta-se por seguir uma abordagem na optica do
exposto em [PAz, et al., 2004], onde se acrescenta o contributo da massa dos pilares,

obtendo, por aproximagao, a matriz de massa do tipo “cheia” dada por:

mip M2 11,5 3,5
Mo1  Mog 3,5 15,0
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Matriz de rigidez

A matriz de rigidez é definida de acordo com o conceito de “forca de restituicao
elastica que deve actuar na direcgao ¢ quando é aplicado um deslocamento unitario
na direcgao j”, caracterizando-se assim o coeficiente k;;. Para o exemplo de aplicacao
do edificio de dois pisos, os coeficientes k;; da matriz de rigidez podem ser esquema-

tizados da seguinte forma (ver Figura 2.7):

T —-

kll

T —

(a) (b)

Figura 2.7: Componentes da rigidez a considerar para (a) deslocamento unitdrio em wu; e (b)

deslocamento unitario em wus.

Tendo o conhecimento da secgao transversal dos pilares (ver Figura 2.8(a)), pode-
se determinar a inércia I, assumindo que o modulo de elasticidade do material
E = 33 GPa, podem-se calcular os coeficientes k;; (sabendo que a rigidez do pilar

associada a um deslocamento unitério é a definida na Figura 2.8(b)).

Ficando assim a matriz de rigidez definida por:

ki ko 957569  —957569
k= = N/m]

ko1 koo —957569 2032269
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TSI SIS,

u=1
LLSLLL ALY f:kpilar

12 EI
kpilar = L}

o T A o A |

--[17 0,04
003

(a) (b)

Figura 2.8: (a) Secgao transversal dos pilares e (b) rigidez associada a um deslocamento unitério.
Matriz de amortecimento

A matriz de amortecimento ¢ pode ser obtida de forma explicita, recorrendo ao PTV
ou ao MEF (de forma anéloga & matriz de massa m ), embora seja usual a utiliza¢ao
do conceito de amortecimento de Rayleigh [MENDES, 2012]. Este conceito é definido
por uma proporcionalidade as matrizes de massa m e de rigidez k, fazendo com que

a matriz ¢ também seja uma matriz “cheia”, dada por:

c=cm+ck

Em que ¢; e ¢y sao constantes da matriz de amortecimento de Rayleigh que quanti-
ficam a proporcao existente entre as matrizes de massa m e de rigidez k, respecti-

vamente.

Para exemplo do edificio de dois pisos, assumem-se os valores ¢; = 0,01 e co = 0, 0001,

obtendo-se a seguinte matriz de amortecimento:

95,87 —95,72

[N/ms’l}
—95,72 203,38

1o
|
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Equacao de equilibrio dinamico

Apoés a definicao das matrizes de massa m, de rigidez k e de amortecimento ¢ para
o exemplo de aplicacao, pode-se escrever a correspondente equacao matricial de

equilibrio dinamico:

mir M2 iy (1) N C11 Ci2 Uy (1) N ki1 ko uy (t) B fi(t)

Ma1  Ma2 tig (1) Co1 €22 Uy (t) ka1 koo ug (t) fa (1)

Esta equacao matricial corresponde a um sistema de duas equagoes diferenciais
lineares de 2*ordem a duas incégnitas®, que correspondem aos deslocamentos u; ()

€ U9 (t)

2.2.2 Vibracao livre do sistema de multiplos graus de liber-

dade

Tal como na analise do sistema estrutural de 1 GL, a obtencao das frequéncias e
dos modos de vibragao naturais de um sistema estrutural de multiplos graus de
liberdade é conseguida com base na andlise do movimento estrutural em regime
livre, isto é, assumindo que nao existem forcas exteriores aplicadas a estrutura, e
nao considerando o efeito do amortecimento do material da estrutura. Assim, o
sistema de equacgoes a resolver é o seguinte:

mii (t) + ku (t) =0 (2.10)

Condigoes iniciais
Particularizando para o modelo do edificio de dois pisos, obtém-se um sistema de
duas equagoes diferenciais lineares de 2* ordem a duas incégnitas (equagdes depen-

dentes) com a seguinte forma:

mip Mi2 iy (1) N ki1 kg uy (t) 0

Ma1 Moo iig (1) ka1 koo ug (t) 0

4as equacoes diferenciais encontram-se dependentes.
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Para obter uma solucao do sistema de equagoes anterior pode-se proceder a trans-
formagao das coordenadas estruturais (correspondentes aos deslocamentos nos diver-
sos GL da estrutura) para coordenadas modais, através de uma combinagao linear

de solugbes linearmente independentes dada por [MENDES, 2012]:

0 (t) = b1 P12 aj cos (wy t) + by sen (wy t) _ 6 u(t) (2.11)

21 P22 ay cos (wo t) + by sen (wo t) wn

Em que ¢ corresponde a configuracao modal da estrutura e nao varia com o tempo
e u}(t) corresponde ao deslocamento ao longo do tempo em cada GL dado pela
fungao sinusoidal definida na equagao (2.4), dado por:

uy (t) = ap cos (wy t) + by sen (wy, t)

n

Onde as constantes a,, e b, podem ser também determinadas a partir das condi¢oes

iniciais, como foi referido anteriormente.

Substituindo a expressao (2.11) na equacao de equilibrio a resolver (2.10), obtém-se:

Visto que se trata de um problema dinamico, podem-se desprezar as solugoes triviais
da equac@o anterior: u*(t) = 0 (que originam relagoes de deslocamentos nulas)
e ¢ = (0 (que consideram que nao existem relagoes de deslocamentos). Assim,

desenvolvendo a igualdade anterior:

Adj [k — w?m]

|k —w2m]|

[k—wim] ¢ =0&¢ =[k—wim] 0=

n n
~Nn

Conclui-se que, para que o sistema de equagoes (2.10) tenha uma solug¢ao nao trivial,
é necessario que o denominador da fracgao anterior seja nulo, ou seja, é necessario

verificar a seguinte condicao:

3N

E
I

S

(2.12)

|7
|
&
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Desta forma, a obtencao das frequéncias e dos modos de vibragao naturais da estru-
tura é dada pela resolucao de um problema de valores e vectores préoprios definido

por:

|k —Am|¢ =0 (2.13)

Onde os valores préoprios dados por A correspondem aos quadrados das frequéncias
lares de vibragao (w? t Spri d t
angulares de vibragao (w; ) e os vectores proprios ¢ correspondem aos vectores com
~Nn
os modos de vibracao (configuracao modal da estrutura para cada frequéncia). Op-
tando por uma disposigao matricial, o conjunto dos valores w? podem ser arrumados
numa matriz Q2. usualmente designada por matriz espectral e os vectores ¢ numa

~Nn

matriz ¢, usualmente designada por matriz modal, com as seguintes formas:

W% b1 - OIN

2
W éN1 tr ONN
Note-se que, com esta disposigao garante-se que a cada valor de w? corresponde o
respectivo vector do modo de vibracdo ¢ e ambas as matrizes Q* e ¢ satisfazem o
T i

problema de valores e vectores proprios:

ko =moQ’

Recorrendo ao exemplo de aplicagdo, a resolu¢ao da condigao (2.12) resulta numa
equacao algébrica de 2° grau, em que as duas raizes correspondem as duas primeiras
frequéncias naturais do modelo fisico do edificio. A partir da funcao eig da ferra-
menta computacional MATLAB pode-se resolver o problema de valores e vectores
préprios (2.13), em que os valores préprios estao organizados na matriz espectral 02

e os vectores proprios na matriz modal ¢:

25500 0 -0,2133 —0,2193 [
0 251800 —0,1353 0,2312

I
no
I
@
IS-
|
|

25



Tendo o conhecimento dos coeficientes da matriz espectral Q2. é possivel obter as

frequéncias naturais de vibracao f,:

25500 0 £ = 25,42z
=
0 251800 fo = 79,86 Hz

Como se trata de um sistema de equagoes indeterminado, o sistema pode ser re-
solvido arbitrando um valor para uma das incégnitas e determinando as restantes,
assim, os coeficientes da matriz modal ¢ nao representam deslocamentos, apenas
relacoes entre os varios deslocamentos. Desta forma, a partir dos coeficientes da
matriz modal ¢ determinam-se as configuragoes modais associadas a cada frequéncia

natural de vibragao (ver Figura 2.9).

— -0.2193

ST T T T

(a) 1° modo — f; = 25,42 Hz (b) 2° modo — f» = 79,86 Hz

Figura 2.9: Modos de vibragao normalizados & matriz de massa obtidos no modelo plano em

MATLAB.

2.2.3 Condicoes de ortogonalidade

Os vectores que representam os modos de vibracao de diferentes frequéncias naturais

de vibragao (n # q) tém de satisfazer as seguintes condigoes:



Esta ortogonalidade dos modos de vibracao permite que as matrizes de massa m
e rigidez k sejam diagonalizadas através da matriz modal ¢, dando origem a duas
matrizes (diagonais) m* e k¥, usualmente designadas por matriz de massa modal e

matriz de rigidez modal, respectivamente, definidas por:

3
*

I
e
~

3
e

I

@
o
*

I
-
~
o
e

I

Em relacao a matriz de amortecimento ¢, sendo esta definida através da combinagao
linear das matrizes m e k (amortecimento de Rayleigh), as condigbes anteriores
também sao vélidas para a definicao da matriz de amortecimento modal ¢*, dada

por:

Aplicando a relagao u(t) = ¢ u*(f) na equacao (2.9) e pré-multiplicando ambos os
membros por @T, obtém-se:

mii* (1) + ¢t () + k' u* () = £ (¢) (2.14)

A equagao matricial de equilibrio dinamico anterior, definida em coordenadas mo-
dais, é constituida por matrizes diagonais, logo o sistema de N equagoes diferenciais
de 2* ordem a N incégnitas (equagdes dependentes) é simplificado para um sistema
de N equagoes diferenciais de 2* ordem a uma incdgnita cada (equagoes indepen-

dentes), podendo-se escrever:

my g () + i ai + K ui () = f1 (1)

miy iy () + ey iy + kyuy (1) = f3 ()

Assim, a resolucao da equagao de equilibrio dinamico (2.9) pode ser obtida pela

resolucao das N equacoes diferenciais independentes.
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2.2.4 Normalizagao dos modos de vibracgao

Como foi definido no ponto anterior, os modos de vibracao representam uma relacao
de deslocamentos modais da estrutura para uma determinada frequéncia de vibragao,
isto é, os valores das componentes nao tém qualquer significado. Assim conclui-se
que existem infinitas formas de representar o mesmo modo de vibracao. De modo
a facilitar a interpretacao e a comparagao dos varios modos de vibracao é habitual
representar os modos de vibracao recorrendo a uma norma. De seguida descrevem-se

algumas das normalizacoes mais comuns:

e Normalizacao a um dado elemento — considerando a mesma componente dos
vérios vectores dos modos de vibragao igual & unidade (p. ex. a componente
correspondente a relacao de deslocamento do piso superior de um modelo de

um edificio). Esta normalizagao é definida por:

PR

~n ¢zn
e Normalizagcao ao valor mdrimo — dividindo cada vector pelo seu maior valor
absoluto, fazendo com que as relacoes estejam sempre dentro do intervalo

[—1,1]. Esta normalizacao é definida por:

~Nn

n méx ((an>

e Normalizagao a norma — normalizando os modos em relagao a norma de cada

RSN

modo, sendo definida por:

5

e Normalizacao em relacao a matriz de massa® — normalizando cada modo de

vibragao através da seguinte expressao:

_
@ n

J— — ~Nn
"o g VM
~n ~n

50 programa MATLAB fornece a matriz modal ¢ normalizada em relagao a matriz de massa.
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Normalizacao em relagcao a matriz de massa

Em particular, a normalizacao em relacao a matriz de massa possui propriedades

que simplificam a equagao de equilibrio a resolver (2.14), obtendo-se:

|-
E
RS
Il
I
I~
D
>
|
>
I
I
@)
[\

E, em relacao a matriz de amortecimento, obtém-se:

286w
co= =2¢w

2&{nwy

Em que &, é o amortecimento modal relativo correspondente ao modo de vibragao
n. Desta forma, a equacao matricial de equilibrio dinamico a resolver (2.14) é

simplificada para:

(1) + 28w (t) + Q" (8) = [ (t)

Ficando o sistema de equacgoes definido apenas em funcao dos amortecimentos mo-
dais relativos &, e das frequéncias angulares de vibracao modais w, de cada modo

de vibracao.

Recorrendo ao exemplo do modelo fisico, uma vez que a matriz modal ¢ estd norma-
lizada em relacdo a matriz de massa (¢ = ¢), podem-se comprovar as propriedades

que simplificam a equacao de equilibrio:

25500 0
0 251800

T

-
E
[S->
I
I
|~
D
RSN
(B
>
I
Il
=)
no
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Capitulo 3

Métodos numéricos de integracao

no espaco

A maioria dos problemas de engenharia de estruturas estao ligados a determinacao
dos deslocamentos (e respectivos campos de deformages e de tensoes) de uma
estrutura ao longo do tempo, quando submetida a forcas estaticas ou dinamica
[MENDES, 2010]. Recorrendo a Mecanica Estrutural consegue-se relacionar os des-
locamentos, as deformagoes, as tensoes e as forgas que ocorrem em cada instante de
tempo, através de equagoes de equilibrio, de equacoes constitutivas e de equagoes

de compatibilidade.

Para abordar estes conceitos recorre-se, mais uma vez, ao exemplo do modelo fisico
do edificio de 2 pisos. Com vista a determinacao do campo de deslocamentos ao
longo do tempo de um determinado ponto da estrutura, pode-se definir um vector u
com uma dimensao (3 x 1) (ver Figura 3.1), representando o deslocamento em cada
uma das direcgoes (z, y e z) em cada instante de tempo t. Desta forma, pode-se

escrever:

w (z,y, 2, 1)

u=| uy(z,y,z2,1t)

us (l‘aya th)
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z
v
v X

Figura 3.1: Determinagao do campo de deslocamentos ao longo do tempo de um ponto da estrutura.

Recorrendo as equacoes de compatibilidade da Mecanica Estrutural podem-se rela-
cionar os deslocamentos u com as deformagoes ¢ (ver Figura 3.2). Assim, assumindo
a hipdtese de pequenos deslocamentos, pode-se determinar as deformacgoes obtidas

em cada instante de tempo ¢ no ponto considerado [SILVA, 2011]:

- . 2 0 0
€11 ox 9
0O — 0
€22 dy
0 O 8 uq
c -
g = L u < % = 0 %/ Uy
N~ 2693 0 -
1x6 6x3  3x1 0z %1/ Us
2e31 2 0 =
0 0
2e12 é 2 Ox
L Oy Oz i

Em que L é definido por operador diferencial de compatibilidade.

Através das equacoes constitutivas® e assumindo a hipdtese de isotropia, pode-se

relacionar o vector das deformagoes ¢ com o vector das tensoes g (ver Figura 3.2):

Pela lei de Hooke, num material que apresente um comportamento eldstico linear é verificada

uma proporcionalidade directa entre a tensao normal instalada e a deformacao normal resultante.
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011 2 1% + A A A 0 0 0 €11
022 2M + >\ >\ 0 O O £929
033 2 [L + )\ O O O £33

g =D ¢ <« =

AN

1x6  6X6 6x1 723 p 00 2e93

031 simétrica w0 2e31
| 912 | | po| 262 |

Em que D é uma matriz rectangular e simétrica e os parametros p e A correspondem
aos coeficientes de Lamé definidos por:
E Ev

e Y 7 R s g

Sendo G o moédulo de distorcao, £ o moédulo de elasticidade e v o coeficiente de

Poisson.

Na formulagao classica em deslocamentos, o problema de elasticidade linear tridi-
mensional pode ser definido através da equagao de Navier (ver Figura 3.2) — equagcao
diferencial (matricial) com derivadas parciais, em ordem as coordenadas espaciais

x, y, z e em ordem ao tempo t) — e de condigbes iniciais e de fronteira, ou seja:

L'g+F=0 ,emV
(3.1)
Condicoes iniciais e de fronteira
Em que o termo L”o corresponde as forcas eldsticas internas, e o termo F =
F(x,y, z,t) corresponde as restantes forgas massicas: forgas exteriores (como o peso
préprio —mg, por exemplo) e as forgas internas de inércia mii e de amortecimento

cu. O coeficiente m representa a massa especifica (kg/m?) e o coeficiente ¢ o amor-

tecimento especifico [(N/ms™!)/m3] dos materiais da estrutura em andlise.

Visto que a resolugao analitica deste problema sé é viavel para casos elementares,
recorre-se a métodos numéricos para obter a pretendida solucao. FEsta resolugao
numérica efectua-se em duas etapas: i) integracdo no espago (recorrendo ao MEF,

por exemplo); ii) integra¢do no tempo.
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Com vista a implementacao do MEF na ferramenta computacional freeFEM++, é
necessario deduzir a formulacao fraca do problema de valores iniciais e de fronteira

(3.1), que pode ser obtida da formulagao variacional ou do PTV.

3.1 Formulacao fraca do problema

Optando pela obtencao da forma fraca do problema através do PTV, que pode ser

enunciado por:

“Seja um corpo em equilibrio, submetido a um sistema de forgas externas. Se a este
corpo é imposto um campo de deslocamentos virtuais, compativel com os vinculos

da estrutura, o trabalho das forgas externas é igual ao trabalho das forgas internas.”

Denotando o campo dos deslocamentos virtuais por du e as deformacoes virtuais por

0e, o trabalho das forgas internas é dado por:

W= [ (o0 witav + [ o) caav+ [(e) qav 2)

\%4 1%

Onde ¢ corresponde as tensoes resultantes das forcas externas impostas a estrutura.

O trabalho destas forcas externas é igual a:

Wes = [ (60)" tav (3.3)

Igualando as expressoes (3.2) e (3.3), obtém-se:

/(5g)TmijdV+/(5g)Tcng+/(5§)ngV:/(5g)deV

Vv Vv Vv Vv

Fazendo du = v um campo de deslocamentos virtuais admissiveis e dc = ¢ (y) as

correspondentes deformacoes virtuais, pode-se escrever:

/ngng+/chng+/e(y)ngV:/nydV

%4 14 \% 14
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Admitindo a hipdtese de isotropia e de um comportamento elastico linear, pode-se
introduzir as relacoes constitutivas — que permitem relacionar as tensoes com as

deformacoes através de ¢ = De - obtendo-se:

/nggdv+/chgdv+/e(g)TQ5 (u) vV = /ngde (3.4)

|4 Vv Vv Vv

Ou seja, usando a notacao de Einstein:

[otmiav s [vreadr+ [ (i) e )+ 2psye)s) av = [ottav
1% 1% 1% 1%

i,7 € {1,2,3}

Que abreviadamente se pode escrever:

/miiNi av + / vTeudV + / (ADiv(v)Div(u) 4+ 2 pe(v)e(n)) dV = /nydV
v v v 1%
(3.5)
Atendendo a simplicidade de implementagao dos operadores diferenciais no pro-
grama freeFFEM++, recorre-se a formulagao em (3.5) para a resolu¢do do problema
inicial com o MEF, no entanto a implementacao classica faz-se retomando a equagao
(3.4) e aplicando a defini¢ao de deformacao através das equagoes de compatibilidade

¢ = Lu, obtendo-se a formulagao fraca do problema de valores iniciais e de fronteira:

/mingJr/chngJr/(LQ)TQ(LQ) dV = /yngv (3.6)
v v v v
Salienta-se que as expressoes (3.5) e (3.6), obtidas através do PTV, sdo as mesmas
que se obteria pelo método variacional (com recurso ao Teorema de Green), quando
as equagoes de equilibrio fossem multiplicadas pela variacao v e integradas em V

ambos os membros (ver Figura 3.2).
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Equacdes de
compatibilidade

‘ Calculo variacional 4 4

e =Lu
Relagdes Wy, 2 Y
constitutivas u=uyxyz 1)
\ u+(x, v, z, t)
o= Dg |
/ Ol 77_7_77_7_7\
(— PTV
\ quagdes \
de equilibrio o - N
§— T e ————— Equilibrio energético a verificar
T o em elementos de volume finito
L g + E - Q (em todo o volume)
L
fl z
| Equag@o de Navier (formulagdo fraca)
| o |
Equacao de Navier l (L U)TD (L L!) dV+oTFdV =0
(formulagéo forte) Y ] - =S TS =~ <
0

LDLu) + F =
L

+
Teorema de Green

Figura 3.2: Principios fundamentais da mecanica estrutural: abordagem do problema em for-

mulagao forte e em fraca.

3.2 Integracao no espaco. Método dos Elementos

Finitos

O MEF surge no desenvolvimento de métodos matriciais para a andlise estrutural no
ambito do desenvolvimento da industria aeroespacial americana, no final da década
de 1940. Contudo, s6 com o desenvolvimento de computadores mais potentes na
década de 60, o MEF foi amplamente divulgado em [ZIENKIEWICZ, 1967]. J4 em
Portugal este tema s6 foi introduzido na década de 70, pelo Prof. Eduardo Arantes

e Oliveira [OLIVEIRA, 1975] e pelo Eng. José Oliveira Pedro [PEDRO, 1977].

O objectivo deste método é a aproximagao a um dominio continuo em analise
através de um nimero finito de sub-dominios, chamados elementos finitos. Esta
aproximacao pode ser feita através do seguinte procedimento [ZIENKIEWICZ, 1967],

[HuGHES, 1987]:
e Discretizacao da estrutura: O dominio em anélise é separado por linhas ou
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superficies imaginarias, resultando um numero de elementos finitos. Assume-
-se que estes elementos encontram-se ligados através de um numero discreto
de pontos nodais situados na fronteira de cada elemento, podendo existir
também outros pontos nodais no interior de cada elemento (ver Figura 3.3). As

incégnitas do problema passam a ser os deslocamentos destes pontos nodais’.

Figura 3.3: Exemplos de elementos finitos: (a) elemento ctibico com 8 pontos nodais e (b) elemento

tetraédrico com 10 pontos nodais.

e Adopta-se um conjunto de fungoes de interpolacao — fungoes de forma —
que definem (aproximadamente) o campo de deslocamentos em cada elemento
finito, em funcao dos deslocamentos dos pontos nodais. Esta aproximacao ¢é

dada por uma equagao — a aproximacao fundamental do MEF — definida por:

u =N (3.7)
N~~~ M~
3x1 3x6  6x1

Em que IV é a matriz das funcoes de forma e u® é o vector de deslocamentos dos

pontos nodais do elemento finito que contém o ponto da estrutura considerado.

Visto que esta aproximagcao é véalida para os deslocamentos, de forma analoga,

ficam validas as aproximagoes das velocidades e das aceleragoes, dadas por:

a=Ni© e i=Ni (3.8)

"Matematicamente, estas funcoes correspondem & base no espaco vectorial dos deslocamentos

admissiveis.
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Em que u° e 1° sao os vectores de velocidades e de aceleragoes para o instante

de tempo t nos pontos nodais do elemento considerado, respectivamente.

Definindo a matriz B como a matriz que contém as derivadas das funcoes de
forma (resultante do produto das matrizes L e IN), substituindo v por cada
uma das fungoes de forma (ou seja, pela matriz N) e introduzindo as equagoes
(3.7) e (3.8) na equagdo em formulagao fraca do problema de valores iniciais e

de fronteira (dada pela equagao (3.6)), obtém-se:

[matnwavs [ex nwavs [Bopwav = [N tav

Ve Ve Ve Ve
Definindo as matrizes de massa, de rigidez e de amortecimento elementares
por mf, k° e c°, respectivamente, e o vector de forcas externas elementar por

[*, dados por:

mezfmﬂTﬂdV gez/cMTﬂdV
Ve Ve

- [BDpav po= [ Nsav
Ve Ve

Obtém-se a equacao de equilibrio dinamico elementar, dada por:

m () + ¢ (1) + & ul(t) = (1) (3.9)

Relativamente a matriz de amortecimento elementar c¢, de forma anéloga ao
referido no ponto 2.2.1 do presente trabalho, pode ser aproximada através do

conceito de amortecimento de Rayleigh, assim:

ge:/cﬂTﬂdV = =k +cm (3.10)

Ve
As matrizes de massa, de rigidez e de amortecimento globais (m, k e ¢) e o vec-
tor de forcas exteriores global (f) sdo obtidos por sobreposi¢ao das anteriores

matrizes e do vector elementares. Esta assemblagem permite obter a equagao
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de equilibrio dinamico global para todo o dominio analisado, que corresponde
a um sistema de equagoes diferenciais de 2* ordem dependentes, a resolver para
as condicgoes iniciais estabelecidas. Assim, na resolucao numérica do problema
de valores iniciais e de fronteira (3.1), ap6s a primeira etapa correspondente a
integracao no espago, a analise dinamica fica reduzida a resolugao do seguinte

problema de valores iniciais:

mi(t) +cu(t) +ku(t) = f(t) (3.11)
Condigoes iniciais

As matrizes m, k e ¢ tém uma dimensao de N x N. O vector u é constituido

pelos deslocamentos nos trés graus de liberdade em todos os nés da estrutura e

tem uma dimensao N x 1, e o vector Jf, também de dimensao N x 1, corresponde

ao vector de forcas nodais equivalentes as forcas volumicas, superficiais ou

concentradas aplicadas aos elementos.

3.3 Condicoes de fronteira

A ligacao entre a estrutura em estudo e o meio exterior é feita através das condigoes

de fronteira [MENDES, 2010], que podem ser do seguinte tipo:

e Forcas volumicas, superficiais ou concentradas simulando carregamentos apli-

cados a estrutura;

e Apoios eldsticos pontuais (“molas” de apoio) cuja calibragao do valor da rigidez
permite simular fronteiras com qualquer tipo de deformabilidade — condicoes

de fronteira em deslocamento;

e Apoios de amortecimento (“amortecedores” de apoio) permitindo simular fron-
teiras com maior ou menor capacidade de amortecimento de oscilagoes —

condicoes de fronteira em velocidade;

As condigoes de fronteira de forcas distribuidas ou concentradas sao introduzidas

através da soma do seu contributo em cada GL da estrutura no vector de forgas (na
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posicao correspondente a cada GL). As condigoes de fronteira em deslocamento sao
introduzidas através da soma das constantes de rigidez pontual k,, das “molas” de
apoio a diagonal da matriz de rigidez global (na posi¢ao correspondente ao GL apoi-
ado). De forma andloga, as condigdes de fronteira em velocidade sao introduzidas
através da soma das constantes de amortecimento pontual ¢4, dos “amortecedores”

de apoio a diagonal da matriz de amortecimento global.

No ambito deste trabalho utilizam-se as condig¢oes de fronteira em deslocamento do
tipo Dirichlet v = p, que permitem a restricao de movimentos em determinados

pontos e direcgoes (apoios elasticos pontuais).
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Capitulo 4

Métodos numéricos de integracao

no tempo

A resolucao numérica da segunda etapa do problema dinamico, correspondente a
integracao no tempo da equacao diferencial de equilibrio dinamico do problema
de valores iniciais (3.11), pode ser efectuada em coordenadas modais através de
uma analise modal ou em coordenadas estruturais através de uma analise histoérico-

temporal [MENDES, 2010].

No ambito deste trabalho, optou-se por abordar uma analise histérico-temporal, para
a qual se recorre aos métodos numéricos de integracao no tempo. Com a utilizacao
destes métodos pretende-se, em vez de satisfazer a equacao em todo o tempo t,
dividir o tempo ¢ em intervalos de tempo constantes (At), ou nao constantes (Aty),
e satisfazer a equacao apenas em instantes de tempo discretos ¢, distanciados pelos

intervalo de tempo At ou Aty.

Aty =t —tp

Os métodos numéricos de integragao no tempo encontram-se divididos em métodos

explicitos e implicitos.

Nos métodos explicitos, o vector de deslocamentos u para o instante de tempo ¢ é

calculado apenas através das caracteristicas dos instantes de tempo anteriores a t:
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u, = f (yt—At’ Y ner Ynp Yoone Yanp )

J& nos métodos implicitos, o vector de deslocamentos u para o instante de tempo ¢
depende das caracteristicas dos instantes de tempo anteriores a t e das velocidades

e aceleracoes calculadas nesse instante de tempo ¢:

u, = f <yt’ Up Uy Ap Y np Ynp Yone Y onp )

Nestes métodos implicitos, uma vez que nao se conhecem os vectores de velocidades
e de aceleracoes do instante de tempo ¢, é necessério recorrer a inversao de matrizes

para se obter a solugao da equagao de equilibrio dinamico (3.11).

Como ja foi referido anteriormente, no ambito deste trabalho optou-se por abordar

o método de Newmark, com vista a sua implementacao em free ’EM++.

4.1 Integracao no tempo. Método de Newmark

Em 1959, N. M. Newmark desenvolveu um método numérico de integracao de
equagoes diferenciais de segunda ordem de sistemas lineares (equagoes idénticas a
equagao (3.11)), o qual se baseou no desenvolvimento em serie de Taylor de u e @

(a derivada de u em ordem ao tempo) no tempo to:

)

3

@(to+€):g(to)+g(t0)5+g%+@(t0)g_+...
Q(t0+5):Q(t0)+@(to)s+@(to)2—2+---

Truncando ambos os desenvolvimentos no termo da 3* ordem, obtém-se (para &

pequeno):

e €

w

u(tot+e)~u(to) +a(to)e+d(to) 5 +U(to) = (4.1)
it +2) & i (b) 4+ (1) + 1 (1) 5 (42)
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Considerando u, o valor de u no instante t e ¢ = At, as equagoes (4.1) e (4.2)

induzem a seguinte sequéncia temporal:

At A
Upyny = U T LA Y5 + yt? (4.3)
. At?
Upype = U T 4AL+ Y (4.4)

Com vista a convergéncia do método definido por (4.3) e (4.4) escreve-se a equagao

(4.3) na forma:

E a equagao (4.4):

Uy np = Uy + UAL + U, A (4.6)

O método das diferencas divididas fornece uma aproximagao para u,:

i — 1
NI . . ~ .
u, = +T que se considera exacta, pois assume-se a acelera¢ao com variagao
linear. Assim, as expressoes (4.5) e (4.6) dao origem as expressoes de Newmark,
que permitem o cdlculo dos deslocamentos u e das velocidades % para o instante de

tempo (t + At):

1
tios = 100+ (- 8) 0, + AP, (@7)

Uy np = U, + (1 — ) Atd, + aAti (4.8)

t+At

As constantes « e § definem a variacao da aceleragao dentro de cada intervalo de

tempo At e determinam a estabilidade e exactidao do método.

A estas equagoes (4.7) e (4.8) acrescenta-se a equagao de equilibrio dinamico (3.11)

para o instante t + At, dada por:
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O conjunto das equagoes (4.7), (4.8) e (4.9) permite estabelecer um método para
a obtengao da solu¢ado numérica do problema dinamico (3.11). Assim, substituindo

as equagoes (4.7) e (4.8) na equagao (4.9) obtém-se a aceleragao i uma vez

t+AY

conhecidos o deslocamento, a velocidade, a aceleracao e a forca exterior aplicada

no instante ¢. Conhecido i recorre-se as equacoes (4.7) e (4.8) para calcular o

~t4+AL?

deslocamento u,, ,, € a velocidade 4

+A t+At’

Tal como ¢é referido em [WILSON, 2002], o método de Newmark é estdvel desde que:

V2
Wmaz VO — 26

Onde wy,q; € a frequéncia maxima da vibragao natural, nao amortecida, da estrutura.

< a , quando At < (4.10)

1
< Z
ﬁ_Q

Neste caso pode-se garantir que existe uma constante C' > 0 tal que, para qualquer

instante ¢, se tem:

[lue|| < C tel0,T]

Adicionalmente, pode-se garantir a convergéncia do método se a matriz de rigidez

k for simétrica e definida positiva, isto é, todos os valores préprios sao positivos.

Como exemplos de hipdteses de variacao da aceleracao podem-se referir dois casos:
uma variacao média constante da aceleracao dentro de cada intervalo de tempo At
(ver Figura 4.1(a)), considerando v = 1/2 e = 1/4 e uma variagao linear da

aceleracao (ver Figura 4.1(b)), considerando oo = 1/2 ¢ = 1/6.

i (£)A i (DA

Y~
Y~

(a) (b)

Figura 4.1: Exemplos de hipdteses de variagao da aceleragao dentro de cada intervalo de tempo

At no método de Newmark: (a) aceleracdo média constante e (b) acelera¢ao com variacdo linear.
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4.1.1 Algoritmo

Embora existam vérios algoritmos de calculo deste método numérico na literatura,

optou-se por desenvolver um processo de integracao de acordo com [CHOPRA, 1995].

Para dar inicio ao processo iterativo de resolucao da equacao de equilibrio dinamico
é necessario o conhecimento das condigoes iniciais do problema (que correspondem
aos vectores de deslocamentos iniciais u, e de velocidades iniciais ) e do vector de
forcas exteriores inicial f . bor forma a determinar o valor da aceleragao inicial i,

através da equagao de equilibrio dinamico (3.11), ou seja:

iy =m™ (f, - ciy— ku,)

~0

Calculada a aceleracao inicial deve-se agora adoptar um intervalo de tempo At

constante em todo o processo iterativo.

Tendo o passo de integragao At definido, determina-se uma matriz de rigidez efectiva
k, constituida por parcelas das matrizes de rigidez, de amortecimento e de massa,

através da seguinte expressao:

o 1
k, =k
M EY I T gar™

Admitindo a hipétese de comportamento eldstico linear, esta matriz k, é constante
ao longo do tempo, por isso pode ser determinada antes do processo de iteracao.
Ainda antes do processo iterativo, determinam-se duas matrizes A, e A, auxiliares

ao calculo e constituidas por parcelas das matrizes de massa e de amortecimento:

1 o 1 o
Alzﬁm+52 ; Azz_m—FAt(ﬁ—l)Q

Dentro do processo iterativo, determinam-se as variacoes que ocorrem nos deslo-
camentos, nas velocidades e nas aceleracoes em cada intervalo de tempo At por
consequéncia da variagao das forcas exteriores f. Assim, para a iteragdo s corres-
pondente ao instante de tempo ¢ e admitindo conhecida a aceleragao da iteragao

anterior (ver Figura 4.2):
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1. Resolugao da equagao de equilibrio dinamico para o célculo de Af ;
A = (£, =1, 0) + Aviy o + Aoy,

2. Variagoes do deslocamento, da velocidade e da aceleracoes:

Au, =k, Af
. o a « .
Au, = BAt Ay, — B Uy + A (1 - ﬁ) YAt
. 1 I . 1.
Aty = BAL Ay, — BAt Yne — 23 YAt
3. Actualizagao das varidveis u,, u, e ,:
U= Uyp A Y= F AL U =0, A
VAGL
1,
fI*Al‘
t
0 I=At t g

Figura 4.2: Processo de integracao do método de Newmark.

Como critério de paragem deste processo de integracao tem-se: atingir o final do

registo sismico.

4.1.2 Exemplo de aplicacao

Embora se pretenda implementar o método de Newmark na optica do programa
freeFEM++, foi previamente elaborada uma aplicagao deste método no programa
MATLAB, por ter uma linguagem mais intuitiva, com o objectivo de facilitar a

interpretacao do método.
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Para esta andlise recorreu-se ao modelo plano do modelo fisico do edificio de 2 pisos,
abordado anteriormente, o qual é sujeito a uma accao dinamica ao nivel da base do

edificio (ver Figura 4.3).

u,(?)

I . TW | t

uy(1)

> e

Figura 4.3: Edificio de 2 pisos com aceleracao na base e respectivas respostas ao nivel dos pisos.

Para este exemplo, como foi referido anteriormente, de modo meramente exemplifi-
cativo, considerou-se também o amortecimento da estrutura pelo conceito de amor-
tecimento de Rayleigh (com ¢; = 0,01 e ¢ = 0,0001) e as constantes de Newmark

a=1/2e=1/4.

Como acgao dindmica considerou-se a aceleracao devido a um sismo (ver Figura
4.4), sendo esta definida pelo registo de aceleragdo obtido durante a ocorréncia do

sismo de El Centro®.

Apoés a aplicacao do método de Newmark, isto é, da integracao no tempo em co-
ordenadas espaciais, obteve-se a resposta da estrutura ao longo do tempo em cada
grau de liberdade considerado, um ao nivel de cada piso da estrutura (ver Figura

4.5).

8Esta accdo exterior serd definida com melhor detalhe no ponto 6.6.1 do presente trabalho.
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Figura 4.4: Acgdo sismica considerada no exemplo de aplicacdo do método de Newmark.
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Figura 4.5: Deslocamentos ao nivel dos pisos para a acgao sismica considerada pelo método de

Newmark desenvolvido em MATLAB.
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Capitulo 5

Ensaios experimentais na analise

dinamica de estruturas

5.1 Consideracoes iniciais

Actualmente, os ensaios experimentais dinamicos sao considerados fundamentais
para caracterizar o comportamento dinamico das estruturas de engenharia civil
[CUNHA, 1990], [COSTA, et al., 2001], [RODRIGUES, 2004], [MAGALHAES, 2004],
[MENDES, 2010]. Embora neste dominio existam diferentes metodologias de ensaio,
das quais se destacam os ensaios de vibracao forcada, vibracao livre e vibragao ambi-
ental, no ambito deste trabalho apenas se abordam os ensaios de vibracao ambiental.
Os ensaios de vibragao ambiental baseiam-se na medicao de séries temporais de ace-
leracoes, em pontos criteriosamente escolhidos nas estruturas, a partir das quais
sao identificados os parametros modais (frequéncias naturais, modos de vibracao e
amortecimentos modais). Neste tipo de ensaios a excita¢ao presente na estrutura
é resultante das acgdes ambientais (vento, por exemplo) e acgdes operacionais (li-
gadas & exploragao/utilizagdo da estrutura), nao havendo qualquer controlo sobre
a excitagdo, inviabilizando a sua medi¢ao (quantificagdo) de forma deterministica

[RODRIGUES, 2004].

Assim, neste capitulo, abordam-se os principais aspectos a ter na preparacao e rea-
lizacao destes ensaios, discute-se o processo de selecgao do tipo de equipamento a uti-
lizar, referem-se os principais cuidados a ter no pré-processamento e processamento

da informacao experimental adquirida nos ensaios e introduzem-se os principais
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métodos utilizados para identificar os parametros modais a partir dessa informagao

experimental.

Finalmente apresenta-se uma perspectiva sobre a utilizacao dos parametros modais,
identificados a partir da informacao experimental adquirida nos ensaios de vibragao
ambiental, para validar e calibrar os modelos numéricos das estruturas, que serao
posteriormente utilizados para elaborar estudos de previsao de comportamento (p.
ex. em relagdo as acgoes sismicas), no ambito das actividades de controlo da sua

seguranga estrutural.

5.2 Planeamento e realizacao de ensaios

A preparacao de ensaios de vibragao ambiental segue usualmente um meticuloso pla-
neamento, que na generalidade das situagoes comeca com o desenvolvimento de um
modelo numérico, cujo principal objectivo é a avaliacao preliminar das configuragoes
modais dos primeiros (principais) modos de vibrac¢do, da estrutura a ensaiar, para
seleccionar os melhores locais a instrumentar e definir a frequéncia de amostragem

a utilizar na realizacao do ensaio [CAETANO, 2000], [MENDES, 2010].

O valor a adoptar como frequéncia de amostragem devera ser, no minimo, o dobro
do valor da frequéncia méaxima (fyq:) que se pretende identificar (frequéncia de
Nyquist? - fiy,), somando uma margem que garanta uma folga adequada para uma

correcta identificacdo dessa frequéncia [RODRIGUES, 2004].

Quando o ntimero de pontos a instrumentar é compativel com o niimero de senso-
res disponiveis e com o nimero de canais disponiveis no sistema de aquisi¢ao que
se estd a utilizar, o ensaio é realizado de uma s6 vez (ver Figura 5.1), contudo,
na generalidade das estruturas, nem sempre é possivel, pelo que é usual nestas si-
tuagoes recorrer-se a técnicas de ensaio baseadas em varias fases de ensaio. Nestas
circunstancias, alguns sensores permanecem sempre na mesma posi¢cao, durante as
varias fases de ensaio, designando-se como sensores de referéncia e os restantes sen-
sores mudam de posicao nas diferentes fases de ensaio, tomando por este motivo a

designacao de sensores volantes (ver Figura 5.2) [RODRIGUES, 2004].

9A frequéncia de Nyquist corresponde a metade do valor da frequéncia de amostragem.
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Figura 5.1: Exemplo de ensaio realizado numa tnica fase de ensaio.
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Figura 5.2: Exemplo de técnica de ensaio baseada em vérias fases de ensaio.

Relativamente aos sensores de referéncia é aconselhavel, sempre que possivel, con-
siderar dois ou mais com estas funcoes e deve-se evitar coloca-los em posicoes que
correspondam a nodos dos modos de vibracao das estruturas, isto é, em posig¢oes em

que os deslocamentos modais possam ser nulos.

Ainda na preparacao de um ensaio devera desenvolver-se uma anélise preliminar em
que se avaliam as condicoes de ensaio, nomeadamente devera ser efectuada a caracte-
rizacao da relagao sinal-ruido e da existéncia de possiveis frequéncias de ressonancia

devidas a efeitos nao estruturais [CUNHA, et al., 2006].

A partir deste tipo de andlise pode-se proceder a alguns reajustes ao planeamento
inicial do ensaio, isto é, podera ser necesséario rever o valor da frequéncia de amos-
tragem; em alguns casos pode existir a necessidade de aumentar o nivel de excitacao
para melhorar a qualidade da relagao sinal-ruido, podendo mesmo ser necessario

induzir excitagoes aleatérias [PEETERS, 2000].

Na preparagao de um ensaio de vibragao ambiental também é necessario definir o
comprimento dos registos a medir. Atendendo que o comprimento dos registos afecta

a resolucao em frequéncia e os erros de variancia associados aos sinais medidos, entao
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para se obter uma boa resolugao em frequéncia é necessario utilizar janelas de dados
com elevado comprimento e para minimizar os erros de variancia dos sinais medidos é
necessario efectuar muitas médias [BENDAT, et al., 2000]. E possivel efectuar muitas
médias utilizando janelas de dados compridas, adquirindo séries temporais com um
grande comprimento, sendo prética usual sobrepor as janelas de dados entre 1/2
a 2/3, para efectuar mais médias. O comprimento dos registos pode seguir uma
regra empirica que define uma duragao de 2000 ciclos do modo com periodo mais
longo (obtido na primeira frequéncia natural), no entanto esta regra d4 apenas uma

primeira indica¢do [RODRIGUES, 2004].

5.3 Seleccao do tipo de equipamento

A realizacao de ensaios de vibragoes, para caracterizar o comportamento dinamico
de estruturas, ¢ uma pratica que se tem generalizado, nao s6 na engenharia civil
como também em outras engenharias, nomeadamente em engenharia mecanica, ae-
ronautica e aerospacial. Esta generalizacao tem-se traduzido numa grande procura
de equipamentos, para realizar este tipo de ensaios, a qual o mercado tem correspon-
dido com diversas solucoes para medir séries temporais de aceleracao, no entanto,
tanta diversidade implica um cuidado especial na seleccao do equipamento que mais

se adequa a cada situacao.

Assim, nesta seccao apresentam-se e discutem-se alguns aspectos a considerar na
escolha do equipamento para realizar ensaios de vibracao ambiental em estruturas

de engenharia civil.

No ambito deste trabalho, efectuou-se um ensaio de vibragao ambiental para carac-
terizar o comportamento dinamico de uma pequena estrutura de um edificio de dois
pisos em betao armado, no qual se utilizou uma solucao de equipamento que tem
uma maior adequacgao a aplicacoes de engenharia mecanica e aeronautica, todavia a
utilizagao desta solucao neste enquadramento justifica-se plenamente uma vez que
as frequéncias naturais de vibragao desta estrutura sao relativamente elevadas (su-
periores a 10 Hz) como se verd no capitulo 6 e pelo facto de existir a necessidade de

utilizar acelerémetros com uma massa relativamente baixa.
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Na Figura 5.3 apresentam-se alguns exemplos de acelerometros, denominados ace-

lerémetros piezoeléctricos, utilizados neste tipo de solucao.

Marca: PCB Piezotronics
Modelo: 333B52 (uniaxial)

Sensibilidade: 1000 mV/g

Resposta dindmica: de 0.5 Hzaté 3000 Hz

Marca: PCB Piezotronics
Modelo: 356B18 (triaxial)
Sensibilidade: 1000 mVig
Resposta dinimica: de 1,0 Hzaté 10000 Hz

Marca: Briiel & Kjar (http:/www bksv.com)
Modelo: 4507-002 (uniaxial)

Sensibilidade: 1000 mV/g

Resposta dindmica: de 0.4 Hzaté 6000 Hz

Marca: Britel & Kjeer (http://www.bksv.com)
Modelo: 4524B-001 (triaxial)

Sensibilidade: 1000 mV/g

Resposta dindmica: de 0,25 Hz até 3000 Hz

Figura 5.3: Exemplos e caracteristicas de alguns acelerémetros piezoeléctricos.

Para efectuar o registo da grandeza medida, geralmente em forma de sinal eléctrico,
recorre-se a sistemas de aquisicao de dados, onde se armazenam as respostas medi-
das. A operacao mais importante nestes sistemas é a conversao analdgica digital,
onde os sinais continuos analégicos sao transformados em séries temporais discretas

[MENDES, 2010].

Na Figura 5.4 apresentam-se alguns exemplos de equipamentos para a aquisicao de

sinais de aceleragao, compativeis com os acelerémetros piezoeléctricos da Figura 5.3.

Por outro lado, a monitorizacao de estruturas de engenharia civil tem surgido como
um grande contributo no desenvolvimento do conhecimento do comportamento es-
trutural as acgoes dinamicas. O aumento do conhecimento do comportamento
dinamico tem permitido a construcao de estruturas inovadoras, com secgoes trans-
versais mais reduzidas e/ou com maiores vaos, melhorando o aspecto estético das
estruturas. De facto, nos tltimos anos a construcao de edificios vai batendo suces-
sivos recordes em termos de altitudes maximas, as pontes possuem vaos maximos

cada vez maiores e as barragens tém alturas cada vez maiores.

Como consequeéncia, as frequéncias naturais de vibracao deste tipo de estruturas sao

relativamente baixas, o que leva a adopc¢ao de solugoes de equipamento com melhor
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Marca: Oros g z
Modelos: OR34, OR335, OR 36, OF. 36 all-in-one, OR. 38
N° canais de medigio: de 2 a 32 canais

-
2l
ole H IJ
als)a
Marca: LMS = int] o )
Modelos: Scadas Mobile, Scadas Lab e Marca: Britel & Kj=r </ fwrerwy blcsv.com
Scadas Recorder _ MUdE_IONSZ Lan-XI . .
N° canais de medigio: de 4 até 160 canais N® canais de medigio: de 6 até 41 canais

Figura 5.4: Exemplos e caracteristicas de alguns sistemas de aquisicao de dados compativeis com

acelerémetros piezoeléctricos.

comportamento as baixas frequéncias!® para a monitorizacao destas estruturas.

Na Figura 5.5 apresentam-se alguns exemplos de acelerometros de tipo “force ba-

lance”.

As caracteristicas deste tipo de acelerémetros, nomeadamente a resposta dinamica
desde 0 Hz (DC) e a grande sensibilidade, fazem com que sejam os mais apropriados
para a identificacao modal de estruturas de engenharia civil, nomeadamente para
estruturas flexiveis (com frequéncias naturais de vibragdo com valores baixos) ou
para estruturas em que os niveis de resposta, induzidos pelas acgoes ambiente, sao

baixos (estruturas pouco solicitadas).

100s acelerémetros piezoeléctricos possuem algumas perturbacoes na leitura de aceleracoes re-

lativamente baixas.
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Marca: Kinemetrics (http:// www_kinemetrics. com)

Modelo: Episensor ES-T (triaxial)

Gama de amplitudes: configurivel em +0,25g, 0.5 g, 1 g, =2 gou
g

Gama dindmica: 155 dB+

Resposta dinimica: de DC até 200 Hz

Marca: Kinemetrics (http:// www_kinemetrics. com)

Modelo: Episensor ES-U2 (uniaxial)

Gama de amplitudes: configurivel em +0,25g, 0.5 g, 1 g, =2 gou
g

Gama dindmica: 140 dB+

Resposta dinimica: de DC até 200 Hz

Marca: Geosig (http://www.geosig.com)

Modelo: AC-23 (triaxial)

Gama de amplitudes: configuravel em +0,1g, =02 g, £0,5 g +1 g 22
gouzdg

Gama dindmica: 125 dB+

Resposta dinimica: de 0,1 Hzaté 100 Hz (opcicnal 200 Hz)

Figura 5.5: Exemplos e caracteristicas de alguns acelerémetros de tipo “force balance”.

Para efectuar o registo da grandeza medida, recorre-se a outro tipo de sistemas de
aquisi¢ao de dados (ver Figura 5.6), compativeis com os acelerémetros de tipo “force

balance” como os que se mostram na Figura 5.5.

Marca: Kinemetrics (http://www . ldnemetrics.com)
Modelo: Granite

Resolugioda placa de ADC: 24 Bits

Memoria: Interna até 64 Gb

Transdutores: familia Kinemetrics

Marca: Kinemetrics (http://www kinemetrics.com)
Modelo: Ema

Resolugioda placa de ADC: 24 Bits

Memoria: Cartio de memdria de 32 Mb (suporta cartSes
superiores)

Transdutores: familia Kinemetrics

Marca: Guralp (http:/www.guralp.com}
Modelo: DM2456EAM

Resolugioda placa de ADC: 24 Bits
Memoria: Até 256 Gb

Transdutores: familia Guralp

Marca: GeoSIG (http://www.geosig.com)
Modelo: GMS NetQuakes Recorder (Wi-Fi)
Resolugioda placa de ADC: 24Bits
Memoria: De 2 até 32 Gb

Transdutores: familia GeoSIG

Figura 5.6: Exemplos e caracteristicas de alguns sistemas de aquisicao de dados compativeis com

acelerémetros de tipo “force balance”.
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5.4 Tratamento da informacao experimental

A primeira fase do tratamento dos registos de resposta obtidos nos ensaios de vi-
bracao ambiental deve incidir numa verificagao da qualidade dos dados. Algumas
anomalias encontradas nos sinais de resposta sao, por exemplo [VENTURA, et al.,

2000], [BRINCKER, et al., 2000]:
e Baixa relacdo sinal/ruido;
e Ruido intermitente;

e Influéncia da frequéncia da rede de distribuicao de energia eléctrica;

e Perdas de sinal.

Apo6s a detecgao de problemas na informagao recolhida pela via experimental (como
os indicados anteriormente), é necessario uma remogao dessa parte da informagao
através de um pré-processamento dos resultados experimentais que atenue ou eli-
mine essas anomalias, salientando os aspectos importantes que se encontravam dis-
simulados. Apds este pré-tratamento dos dados, podem-se recorrer a métodos de

identificacao modal estocdstica para a analise da informacao obtida nos ensaios.

5.4.1 Pré-processamento da informacao experimental

Para a atenuacao ou eliminacao das anomalias detectadas nos sinais registados
recorre-se a diversas operagoes, enunciando-se algumas delas de seguida [RODRIGUES,

2004]:

e Juncao de amostras com colocagao de janelas de transicao;

Introducao de factores de escala nos registos;

Correccao dos registos tendo em conta a resposta em frequéncia dos equipa-

mentos utilizados;

Remocgao de média e de tendéncias lineares;

Filtragem do sinal.
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Por exemplo, a filtragem do sinal possibilita a eliminacao de certas bandas de
frequéncias indesejadas. Assim, exclui-se o conteido energético de certas partes do
sinal onde tal energia é indesejavel quando este é observado no dominio da frequéncia

[MENDES, 2005]. Em termos genéricos, existem trés tipos de filtros ideias:

e Filtro ideal “passa baixo”, é um filtro que deixa passar todas as frequéncias,
desde zero até um determinado valor (frequéncia de corte - f¢) e atenua todas

as frequéncias acima da frequéncia de corte!! (ver Figura 5.7(a));

e Filtro ideal “passa alto”, é um filtro que tem caracteristicas inversas ao caso
anterior, ou seja, atenua as frequéncias desde a frequéncia zero até uma de-
terminada frequéncia e deixa passar as frequéncias daf para cima'? (ver Fi-

gura 5.7(b));

e Filtro ideal “passa banda”, resulta da combinagao dos dois filtros referidos
anteriormente, apresentando caracteristicas que atenuam as frequéncias fora

de uma determinada banda e deixa passar as frequéncias dentro dessa banda!?

(ver Figura 5.7(c)).

W (1)

W(t)
—— Filtro ideal 4 —— Filtro ideal
***** Filtro real ----- Filtro real
1 — 1 —
AY //
\\ //
Je f Je f

W (1)

A

— Filtro ideal
***** Filtro real

Figura 5.7: Aplicacdo de filtros: (a) “passa baixo”, (b) “passa alto” e (c) “passa banda”.

E de salientar que com a aplicacao destas metodologias se modifica a informagao
experimental, assim, é conveniente ter uma nocao prévia da natureza do sinal que
se pretende extrair ou do tipo de ruido que se pretende eliminar. Uma utilizacao

deste tipo de ferramentas pode gerar resultados incorrectos.

HFiltro usualmente utilizado como elemento condicionador de sinal.
12Util para eliminar ruido nas baixas frequéncias, como é o caso de certos acelerémetros.

13Util para eliminar fontes de ruido previamente conhecidas.
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Caso nao tenha sido possivel detectar e/ou corrigir algumas anomalias nos sinais
medidos, deve-se ponderar a sua utilizacao na fase da andlise de identificacao mo-
dal, podendo-se simplesmente nao considerar essa parte da informagao danificada.
Nestes casos perde-se a informacao relativa aos respectivos GL instrumentados
nos ensaios, no entanto, podem-se obter melhores resultados sem esta informacao

[RODRIGUES, 2004].

5.4.2 Processamento da informacgao experimental

Apo6s uma abordagem dos aspectos relacionados com a medicao, armazenamento e
pré-processamento da informagao obtida experimentalmente, procura-se agora ca-
racterizar a resposta dinamica recorrendo aos métodos de identificacao modal, exis-

tindo dois grandes grupos [MENDES, 2010]:

e 0s métodos de identificacao modal deterministicos, baseados na medicao da
resposta sob a actuacao de forgas com variagao harménica ao longo do tempo,
(bem conhecida) utilizando geralmente vibradores rotativos com massa excén-

trica [GOMES, et al., 1994], [CANTIENT, 2001]; e

e 0s métodos de identificacao modal estocasticos, baseados apenas na medicao
da resposta da obra (“output-only”) sob a excita¢do que ocorre usualmente
na estrutura (desconhecida), ou seja, excitacao resultante das acgoes ambien-
tais (vento, por exemplo), e operacionais (ligadas a exploragao/utilizagao da

estrutura).

No entanto, os métodos de identificacao modal deterministicos nao sao aplicaveis a
resultados de ensaios de vibragao ambiental. Como jé foi referido, nos ensaios de
vibragao ambiental nao hd medicao da excitacao que ocorre na estrutura, assim,

aborda-se com maior detalhe os métodos de identificacao modal estocasticos.

Dentro destes métodos ainda se podem considerar dois grupos de métodos:

e o0s métodos de andlise de sinal (também denominados métodos nao paramétri-
cos ou no dominio da frequéncia) - analisam-se as séries temporais de resposta,

medidas em diferentes pontos da estrutura, as quais sao relacionadas entre
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si, mediante a sua transposicao para o dominio da frequéncia, normalmente

através da transformada discreta de Fourier (TDF); e

e os métodos de ajuste de modelos (também designados por métodos paramé-
tricos ou no dominio do tempo) - ajustam-se modelos com base em diferentes
técnicas, as quais sao aplicadas as funcoes de correlacao da resposta das es-

truturas, ou directamente as préprias séries temporais.

No ambito do presente trabalho, ird recorrer-se ao programa ARTeMIS FExtractor,
versao 3.2 [SVS, STRUCTURAL VIBRATION SOLUTIONS APS., 2002], por ter dispo-
nivel um algoritmo de um método de andlise de sinal (método no dominio da
frequéncia) para a identificagao modal do comportamento dindmico da estrutura

ensaiada.

5.4.3 Interpretacao de resultados experimentais e compara-

cao com resultados numéricos

Como nos ensaios do tipo “output-only” nao se tem conhecimento das excitagoes
aplicadas, apenas da resposta da estrutura, podem ser identificadas frequéncias nao-
estruturais provenientes de perturbagoes e/ou fontes de ruido na estrutura ou na sua
imediagao (por exemplo, maquinas industriais ou sistemas mecanicos, que funcionam

com uma determinada frequéncia) [CUNHA, et al., 2006], [MENDES, 2005].

Assim, a comparacao de resultados experimentais, obtidos a partir de métodos de
identificacao modal, com resultados de modelos numéricos previamente elaborados
(o modelo previamente elaborado na fase do planeamento do respectivo ensaio, e/ou
outro modelo desenvolvido) podem facilitar a interpretagao e validacao dos resulta-

dos obtidos experimentalmente [MENDES, 2010)].

Esta comparacao de resultados permite também a calibracao e validagao dos mode-
los numéricos, pela comparagao das frequéncias estruturais (frequéncias naturais de
vibragao) e respectivas configuragoes dos modos de vibracao dos resultados experi-

mentais [MENDES, 2005].

Apos este processo de calibracao e validagdo dos modelos numeéricos, é possivel
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elaborar andlises de previsao do comportamento da estrutura ensaiada, no ambito
do controlo e manutencao de estruturas de engenharia civil, podendo-se estudar,
entre outros, o comportamento dinamico da estrutura sujeita a uma acgao sismica.
Esta calibracao e validacao dos modelos numéricos permitem ter maior confianca

nos resultados obtidos por esta via [MENDES, 2010].
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Capitulo 6

Caso de estudo

6.1 Consideracoes iniciais

Com vista a aplicacao dos conceitos abordados nos capitulos anteriores, estuda-se
neste capitulo um caso pratico de um modelo fisico de um edificio de dois pisos em
betao armado. Apds uma abordagem a formulacao do problema estrutural dinamico,
pretende-se desenvolver uma metodologia de cdlculo no programa free FEM++ que
permita o célculo das frequéncias naturais de vibracao e as respectivas configuragoes
modais e um modelo numérico em SAP2000. Segue-se a execucao de um ensaio
experimental ao modelo fisico de forma a comparar os resultados experimentais
com os resultados obtidos nos modelos numéricos. Esta comparacao tem em vista
a validacao dos modelos numéricos desenvolvidos, e a posterior calibragao. Apds
esta resolucao modal, pretende-se analisar os modelos numéricos sujeitos a uma
accao sismica, sendo necessario implementar uma metodologia em free FEM++ que
permita uma andalise dindmica ao longo do tempo. Por fim, procede-se a respectiva

comparagao entre os resultados dinamicos dos modelos numéricos.

6.2 Caracterizacao do modelo fisico

A estrutura a analisar corresponde a um modelo fisico de um edificio de 2 pisos
constituido por quatro pilares e duas lajes (ver Figura 6.1(a)), com uma altura total

de 1,05 metros e dimensoes em planta de 0,43 x 0,43 metros (ver Figura 6.1(b)).
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Figura 6.1: Caso de estudo: (a) modelo fisico de um edificio de 2 pisos e respectivas (b) dimensoes

totais [MIOREIRA, 2009)].

As ligagoes entre pilares e lajes foram executadas através de umas saliéncias dos
pilares, em forma de cachorros, que permitem o apoio das lajes nos pilares. Estas
ligacoes entre os pilares e lajes encontram-se seladas com uma bucha quimica que
garante a continuidade entre os elementos. Os pilares estao ligados na sua base a
uma laje de fundagao, que se considera indeformavel e estatica, podendo-se assumir

um perfeito encastramento na base dos pilares [MOREIRA, 2009].

6.2.1 Caracteristicas do material

O material utilizado na construgao deste modelo foi um betao especial com carac-
teristicas similares a um betao auto-compactavel, visto que as reduzidas dimensoes
nao permitiam a vibracdo de um betdao normal [MOREIRA, 2009]. Para o valor
do médulo de elasticidade, optou-se por considerar E = 33 GPal*, j4 em relacao
as restantes caracteristicas do material considerou-se o peso especifico do betao
7 = 25kN/m3, o coeficiente de Poisson v = 0,2 e o médulo de distor¢ao G obtido

pela seguinte expressao:

E
G=—"" —13,75 GPa
2(1+v)

14No entanto, a calibracdo dos modelos numéricos serd feita pela variacio desta propriedade.
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6.3 Modelos numéricos
6.3.1 Modelo freeFEM++

Como j4 foi referido no capitulo 3, o programa freeFFEM++ [HECHT, 2012] é um
programa que permite a resolugao numérica de equacgoes diferenciais de problemas
da Fisica, da Engenharia e da Matematica, baseando-se no MEF. E um pacote
programado inteiramente em linguagem C++, mas que oferece ao utilizador uma
linguagem de input que se aproxima a escrita mateméatica (ver Figura 6.2(a)). O
problema ¢é descrito em formulagao fraca e a geometria da estrutura pode ser definida
usando comandos préoprios. Em termos de elementos finitos, este programa permite
considerar elementos finitos triangulares, ou tetraédricos (lineares, quadraticos, entre
outros). Este programa apresenta ainda a possibilidade de importar e exportar
ficheiros .txt, .edp, .pos, .gnu e .mesh, facilitando assim a manipulacao de dados de

mput e output.

O dominio do problema, designado por V' C R?, corresponde ao volume da estrutura

a analisar, e a fronteira deste dominio é denotada por I' = V.
Construcao da malha

Embora o programa freeFFEM++ suporte a criacao da malha da estrutura desejada,
optou-se por recorrer ao programa GMSH, pela maior eficiéncia e facilidade no
processo de criacao da malha. Este programa permite ainda a definicao de regioes,
para a imposicao das condicoes de fronteira do tipo Dirichlet. A malha criada é
constituida por elementos finitos tetraédricos, de acordo com o indicado no Anexo

A e guardada com a extensao .mesh (ver Figura 6.2(b)).
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By FreeFem++-cs Newmark TFM.edp [e[@][=] A Gmsh

ElEiE

IEile Edit Compute Graphics Options Help l
CIEAE ifs

=
/7 c: de i version|
load "msh3"
toad Tmediet Komsh (o] =[]
// Impertagde da malha File Tools Help
mesh3 Th{"Malha TFM.mesh"); q

» [Mesh =

// Constantes do problema
real £ = 38.26, // médulo de elasticidade

Define

gamma = 25., // pese velimice betdc

10
tho = gamma/9.80665, // massa volimica betdo
nu = 0.2, // coef. de Poisson 20
mu = E/(2%(1+nu)), // médule de distorgde 0
lambda = E*nu/{{(1+nu)*(1-2*nu)), // cosf. de Iamé
vmg = 1.e30; // valor muito grande - imposigdo das c.front. Optimize 30

Optimize 3D (Netgen)
// Macros,
macro epsilon(ul,u2,u3) [dx(ul),dy(u2),dz(u3), (dz (u2)+dy(u3))/sqre(2), Set order

(dz (ul) +dx (u3) ) /sqrt (2) , (dy (ul) +dx(u2) ) /sqrt(2)] // EOM p——
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM =

Refine by spltting
// Espage des aproximacio

fespace Vh(Th,P2), Sh(Th,[P2,P2,P2]); Partition
Vh ux; sh [ul,u2,u3], [wl,w2,w3]; Reclassity 20
// construcie das matrizes Delete
varf kk([ul,u2,u3], [wl,w2,w3]) = =
int3d(Th) ( (lambda*div(ul,u2,u3)*div(wl,w2,w3)

+ 2.%mu* (epsilon(ul,u2,u3d) '*epsilon(wl,w2,w3)))); // k

varf mm([ul,u2,u3], [wl,w2,w3]) =
int3d(Th) { rho*(ul*wl + u2*w2 + u3*w3) ); /i m
< A

SEXYZIQUBMLS Mesh

(a) (b)

Figura 6.2: (a) Interface do programa freeFEM++ com parte da linguagem da programacao utili-

zada e (b) interface do programa GMSH com a representagdo da malha da estrutura.

Calculo das frequéncias naturais e modos de vibragao

Apbs o procedimento para o calculo das frequéncias naturais e dos modos de vi-
bracao, como se encontra indicado no Anexo B.1, através do programa GMSH é
possivel obter uma representacao das configuragoes modais e as frequéncias naturais

de vibragao da estrutura (ver Figura 6.3).

A primeira configuracao modal corresponde a translagdo na direccao Oz, com os
deslocamentos modais dos dois pisos em fase. A segunda configuragao é idéntica
a anterior, sendo que a translagdo ocorre na direccao Oy, perpendicular a Oz. A
terceira configuracao modal corresponde a torcao da estrutura em torno do eixo
Oz. A quarta e quinta configuragoes modais sao translacoes nas direcgoes Oz e Oy,

respectivamente, com os deslocamentos modais dos pisos desfasados.
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(a) 1° modo: f; = 22,16 Hz. 2° modo: fy = 24,20 Hz. 3° modo: f3 = 37,41 Hz.

|
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(b) 4° modo: f, =69,79 Hz. 5° modo: f5 = 84,53 Hz.

Figura 6.3: Configuracoes modais e respectivas frequéncias de vibragao obtidas pelo modelo

numérico do programa freeFEM++.

65



6.3.2 Modelo SAP2000

No programa SAP2000 foi elaborado um modelo tridimensional em elementos finitos
cibicos de 8 nés (ver Figura 6.4). O material utilizado neste modelo numérico
também tem um mdédulo de elasticidade F = 33 GPa. Em relagao as condigoes de
fronteira, assumiu-se encastramentos perfeitos nas bases dos pilares e assumiu-se

uma continuidade perfeita nas ligacoes lajes-pilares.

B¢ 5AP2000 ¥15.0.0 Ultimate - o= ][ =]
File Edit View Define Draw Select Assign Analze Display Design Options Tools Help
DeE@oa/|[arPacaaaa¥dyezwvae| s d|BMp Dbt |SO@E /| 0EE L-@-%- -
B 3-D View B
R
W
| AT A
N
= !i'
S o
44
4
x4
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3D View (GLOBAL ~kimc -

Figura 6.4: Modelo numérico desenvolvido no programa SAP2000.

A resolucao modal disponivel neste programa, permite obter as configuragoes modais

e respectivas frequéncias naturais de vibragao (ver Figura 6.5).
Comparacao de resultados numeéricos

Analisando as Figuras 6.3 e 6.5 pode-se considerar que o aspecto das configuragoes

modais obtidas por ambos os modelos numéricos é semelhante.

Para uma anadlise aos valores das frequéncias naturais de vibragao, foi calculado o

erro relativo (ver Tabela 6.1), obtido pela seguinte expressao:

. ABS (usaP2000 — UfreeFEM 1+ )
lativo —
relatvo ABS (usap2000)
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(a) 1° modo: f; = 22,37 Hz. 2° modo: fo = 24,48 Hz. 3° modo: f3 = 37,63 Hz.

(b) 4° modo: f4 = 70,36 Hz. 5° modo: f5 = 85,27 Hz.

Figura 6.5: Configuragoes modais e respectivas frequéncias de vibracao obtidas pelo modelo

numérico do programa SAP2000.
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freeFEM ++4 | SAP 2000 Erro
Ne° [Hz] [Hz] dif. [%)]
1 22,16 22,37 0,9
2 24,20 24,48 1,1
3 37,41 37,63 0,6
4 69,79 70,36 0,8
) 84,53 85,27 0,9

E [GPa] 33 33

Tabela 6.1: Comparagao dos resultados das frequéncias naturais de vibragao dos modelos numéricos

freeFEM++ e SAP2000.

Como se pode ver na Tabela 6.1, os valores das frequéncias naturais de vibracao
obtidos por ambos os modelos sao préximos, com erros relativos na ordem de 1%.
Ainda se pode referir que o modelo desenvolvido em freeFEM++ é menos rigido,

pois possui valores de frequéncia inferiores ao modelo desenvolvido em SAP2000.

6.4 Ensaio dinamico

Com o desenvolvimento dos modelos numéricos, obteve-se um conhecimento aproxi-
mado das configuragoes modais dos primeiros modos de vibracao. Assim, assumindo
que a resposta da estrutura fica bem definida considerando apenas os 5 primeiros
modos de vibragao, a frequéncia de amostragem (fs) a utilizar em ensaios dinamicos

deve cumprir a seguinte condigdo [RODRIGUES, 2004]:

fs =2 X fnyg = 2 X frras fs>2x90,0=180,0 Hz

De forma a considerar uma margem ao valor anterior, adoptou-se o valor de

fs = 204,8 Hz, de forma a identificar frequéncias até 102,4 Hz.

O conhecimento dos 5 primeiros modos de vibracao permitiram seleccionar os me-
lhores locais a instrumentar, adoptando-se a disposicao indicada na Figura 6.6, por
forma a identificar os modos referentes a translacoes nas direccoes Oz e Oy e a

torgoes em torno do eixo Oz.
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(a)

Figura 6.6: (a) Disposigao espacial de acelerémetros no modelo fisico a ensaiar e respectiva (b)

representagao no programa ARTeMIS Testor.

No ambito deste trabalho, foi realizado um ensaio dinamico de vibragao ambiental,
no qual se utilizaram 8 acelerémetros piezoeléctricos da marca “PCB Piezotronics”
e modelo “333B52”, ligados por cabos coaxiais a um sistema de aquisi¢ao de dados
da marca “OROS”, modelo “OR35”, com a ligacao a um computador que configura

e controla o sistema ao longo da realizagao dos ensaios (ver Figura 6.7).

e
TP,
. -
: o
N fo
Tt 2o
] J ||
R e PR |

Figura 6.7: Equipamento utilizado na realizagao dos ensaios experimentais ao modelo fisico.

O ensaio de vibragao ambiental foi realizado no Laboratorio de Estruturas do ISEL,
que por se tratar de um local em que se verificam baixos niveis de vibragao ambiental
entendeu-se aplicar alguns impactos aleatorios na base do modelo para melhorar as

condicoes de excitacao e assim obter uma melhor relacao sinal ruido, que permite
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obter melhores resultados experimentais. O ensaio teve 60 segundos como duragao

total e 204, 8 Hz de frequéncia de amostragem, como referido anteriormente.

Apoés a realizacao do ensaio, sabendo que este tipo de acelerémetros possui alguns

problemas associados as baixas frequéncias, procedeu-se a aplicacao de um filtro do

tipo “passa alto”, atenuando as frequéncias abaixo de 1 Hz. Na Figura 6.8 mostra-se

os resultados obtidos no dominio da frequéncia por um canal de medi¢ao, no caso

de nao proceder a este pré-processamento. Ja na Figura 6.9 evidencia-se a alteracao

proveniente da aplicacao deste filtro nos resultados obtidos pelo mesmo canal de

medicao: na parte inicial do grafico hd uma atenuacao das frequéncias abaixo de

1 Hz.
[dB | {1 Mone)® fHz] Spectral Densities of
Channel 3
-20
B
A0
1 | T
-B0
B I A .......... \\ .....
B S S O T //J,J/f ........................
an X X
1) 30 60 a0 120
Frequency [Hz]
Figura 6.8: Dados de medigoes sem a aplicacao de filtros.
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Figura 6.9: Dados de medigdes com a aplicagao do filtro “passa alto” a 1 Hz.
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Para a aplicacao deste tipo de filtros a casos de estruturas de engenharia civil, a
escolha da frequéncia de corte igual a 1 Hz pode ser elevada, conduzindo a resultados
incorrectos. Note-se que no caso de pontes de vaos elevados, a primeira frequéncia
pode estar abaixo dos 0,1 Hz e no caso de edificios com 12 andares, a primeira
frequéncia natural de vibragao pode rondar 1 Hz [MENDES, 2005]. No entanto, para
a estrutura analisada neste trabalho, como o valor da primeira frequéncia natural é

da ordem dos 20 Hz, nao existem problemas a este nivel.

Recorrendo ao programa ARTeMIS Testor, versao 3.0 [SVS, STRUCTURAL VI-
BRATION SOLUTIONS APS., 2006], definiu-se a geometria da estrutura analisada e

identificou-se a posi¢do e orientacdo dos acelerémetros utilizados nos ensaios (ver

Figura 6.10).
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Figura 6.10: Interface do programa ARTeMIS Testor.

Utilizando o programa ARTeMIS FExtractor, procedeu-se a identificacao modal a
partir das séries temporais adquiridas nos ensaios dinamicos realizados no modelo
fisico, com o recurso ao método de decomposi¢ao no dominio da frequéncia (FDD -

Frequency Domain Decomposition), disponivel no programa (ver Figura 6.11).
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Figura 6.11: Interface do programa ARTeMIS FExtractor.

A aplicacao desta técnica FDD permite a obtencao de um espectro dos valores
singulares da matriz das densidades espectrais de poténcia da resposta em aceleragao
[MAGALHAES, 2004], onde os picos indicam, de uma forma clara, as frequéncias

naturais de vibragao da estrutura analisada (ver Figura 6.12).

dB | {1.0 Nenef / Hz Freguency Domain Decomposition - Peak Picking
Awverage of the Normalized Singular Values of
Spectral Density Matrices of all Data Sets.

o Il f,=253 Hz

f,= 96,1 Hz

o— [ f,=40,6 Hz

1EOO an 120
Frequency [Hz]

Figura 6.12: Espectro dos valores singulares da matriz das densidades espectrais de poténcia da

resposta em aceleragao.

Como ja foi referido, a cada frequéncia natural de vibracgao esté associado um modo

de vibragao, desta forma, recorrendo a geometria criada no programa ARTeMIS
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Testor, também é possivel obter as configuragoes dos modos de vibracao associados

a cada pico identificado no espectro da Figura 6.12 (ver Figura 6.13).

Os modos de vibracao obtidos pelo ensaio de vibracao ambiental realizado no mo-
delo fisico tém uma configuracao semelhante as configuragoes modais dos modelos
numéricos, no entanto observam-se pequenas contribuicoes nas direcgoes perpendi-

culares (principalmente nos dois primeiros modos de vibracao).

As frequéncias naturais de vibracao identificadas a partir do ensaio de vibragao
ambiental realizado no modelo fisico também sao préximas das frequéncias naturais
de vibracao dos modelos numéricos, contudo, na seccao 6.5 do presente trabalho,

aborda-se o grau de aproximacao dos modelos numéricos calibrados ao modelo fisico.

6.5 Analise e comparacao de resultados

Apds o conhecimento dos valores das frequéncias naturais de vibracao identifica-
das a partir do ensaio de vibracao ambiental realizado no modelo fisico do edificio
de dois pisos, os modelos numéricos foram calibrados de forma a aproximar o va-
lor da primeira frequéncia natural de vibracao ao valor obtido no modelo fisicol®
(f1 = 23,3 Hz). Esta calibragao consistiu no ajuste do médulo de elasticidade em
cada modelo numérico. Na Tabela 6.2 apresentam-se os valores das frequéncias na-

turais de vibracao ajustadas ao modelo fisico, e o respectivo valor do moédulo de

elasticidade considerado.

Como se pode verificar pela Tabela 6.2, obtém-se uma boa aproximagao das frequén-
cias naturais, quer pelo programa SAP2000, quer pelo freeFEM++ que, no geral,
apresenta uma melhor aproximagcao. E de referir ainda que, a medida que os valores
das frequéncias naturais de vibragao aumentam, maior ¢é a diferencga entre os valores

experimentais e os valores dos dois modelos numéricos (freeFEM++ e SAP2000).

5Optou-se por esta calibracdo pois o primeiro modo de vibracdo é o que melhor caracteriza a

resposta de uma estrutura.
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(a) 1° modo: f; = 23,3 Hz. 2° modo: fo = 25,3 Hz. 3° modo: f3 = 40,6 Hz.

(b) 4° modo: fy = 78,4 Hz. 5° modo: f5 = 96,1 Hz.

Figura 6.13: Configuragoes modais e respectivas frequéncias naturais de vibragao obtidas pelo

modelo experimental no programa ARTeMIS Extractor.
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Modelo freeFEM ++ Erro | SAP 2000 Erro
N° fisico [Hz] [Hz] dif. [%)] [Hz] dif. [%]
1 23,3 23,30 0,0 23,30 0,0
2 25,3 25,45 0,6 25,50 0,8
3 40,6 39,34 3,1 39,19 3,5
4 78,4 73,39 6,4 73,29 6,5
) 96,1 88,90 7,5 88,81 7,6

E [GPa] 36,5 35,8

Tabela 6.2: Comparagao dos resultados das frequéncias naturais de vibragao calculadas nos modelos

numéricos com as identificadas no modelo fisico.

6.6 Analise sismica dos modelos numéricos cali-

brados

Apés o ajuste dos valores das frequéncias naturais de vibracao dos modelos numéricos
as identificadas experimentalmente no modelo fisico pretendeu-se analisar o modelo
quando este é submetido a uma acgao variavel ao longo do tempo. Visto se tratar
de uma anélise no tempo, recorreu-se ao método numérico de integracao no tempo
abordado na seccao 4.1 do presente trabalho, o método de Newmark, implementado

em freeFEM++ e disponivel em SAP2000.

Para esta andlise considerou-se o contributo do amortecimento da estrutura, através
do conceito de amortecimento de Rayleigh. Analogamente ao modelo desenvolvido
em MATLAB para a analise plana do método de Newmark apresentado no ponto
4.1.2 deste trabalho, as constantes c¢; e ¢y foram admitidas iguais a 0,01 e 0,0001,

respectivamente, e as constantes de Newmark o =1/2 e = 1/4.

6.6.1 Accao exterior

Como accao exterior optou-se por considerar a accao de um sismo na direc¢ao Ozx.
Assim, considerou-se um registo de aceleracoes na base gb(t) (ver Tabela 6.3 e Figura

6.14) do sismo que ocorreu em El Centro, Califérnia, Estados Unidos da América,
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no ano 1940. Este registo sismico possui o valor da aceleracao sismica medida na

base a cada 0,01 segundos, com uma duracao total de 40 segundos.

Tempo | Aceleragao

[s] [m/s’]
0,00 -0,06282
0,01 -0,05914
0,02 0,00520

39,97 0,00107
39,08 0,00101
39,99 0,00093

Tabela 6.3: Parte de um registo de aceleragoes do sismo em El Centro, 1940, Califérnia, EUA.

[fét)z] f
3.0 a,= 2,90 m/s
1,5+
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i\ [ AR
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Figura 6.14: Representacao grafica de um registo de aceleragao sismica obtido no sismo em FEl

Centro, 1940, Califérnia, EUA.
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Uma vez que este registo sismico contém o valor das aceleracoes, o vector de forcas

exteriores f foi definido a partir de aceleragoes, assim:

]f = _ml Qb(t)

Em que 1 é um vector com valor unitario para os graus de liberdade que tém a
direccao da acgao sismica (direccdo Ox) e nulo para os restantes graus de liberdade

(direcgoes Oy e Oz) e a, corresponde ao vector com o registo de aceleragoes do solo.

b

6.6.2 Passo de integracao

De modo a utilizar o método de Newmark para a integracao no tempo, é necessario
adoptar um intervalo de tempo At constante em todo o processo de integracao.
Assim, voltando a assumir que a resposta da estrutura fica bem definida com a
consideracao dos 5 primeiros modos de vibracao, a escolha do intervalo de tempo
At deve ser 10 vezes inferior ao menor periodo dos 5 primeiros modos de vibracao
[COELHO, 1997]. Desta forma, assumindo ainda as restrigdes que conferem a esta-
bilidade ao método (expressao 4.10), considera-se que o passo de integragao At é
dado por:
T 1

t = 0= 10 7 ~ 0,001 segundos

Optou-se por esta hipotese pois permite a obtencao das componentes de vibracao
até ao modo de vibragao m sem ter um volume de calculos elevado por considerar

passos de integracao At demasiado pequenos.

No entanto, como o registo sismico tem um passo de 0,01 segundos e tem uma
duragao total de 40,00 segundos, o processo de integragao teria 40,00/0,001 = 40000
passos de calculo, o que cria algumas restrigoes computacionais. Desta forma, optou-
se por considerar um passo de calculo de 0,01 segundos, obtendo 4000 passos de
calculo. Contudo, a metodologia em freeF’EM++ foi desenvolvida para casos em
que os passos de calculo nao coincidam, onde o valor da aceleracao na base devido a
accao do sismo a considerar em cada instante de integracao é obtido por interpolacao

dos dados do registo sismico.
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6.6.3 Comparagao dos modelos numéricos

A comparacao dos modelos numéricos consistiu na determinacao dos deslocamentos
na direccao Ox de um ponto situado na laje do piso superior dos modelos desenvol-
vidos em freeFEM++ e SAP2000 (ver Figura 6.15). Este ponto apenas pertence a
malha do programa SAP2000, no caso do modelo em free FEM++, os deslocamentos

sao obtidos por interpolacao dos pontos nodais mais préximos.

Figura 6.15: Indicagao do ponto a considerar para a determinagao do deslocamento ao longo do

tempo. Coordenadas (0.03, 0.215, 1.05).

6.6.4 Modelo freeFEM++ calibrado

Apoés a calibragao do modelo desenvolvido em free FEM++ para aproximar a pri-

16

meira frequéncia natural de vibracao'®, a implementacao do método numérico para

integracao no tempo seguiu a metodologia indicada no Anexo B.2.

De forma a possibilitar a comparacao deste modelo numérico com o modelo em

SAP2000, dentro do processo de integracao é criado um ficheiro “dponto.data”,

16Pela alteracio do médulo de elasticidade E = 36,5 GPa.
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onde se guardaram os deslocamentos do ponto coincidente com a malha criada em

SAP2000 (ver Figura 6.16).

u(t) a
[m]
3,0x107%

u=2,11x10"*m

1,5%107

|‘Hll|“ ||ﬂl||||u |||I|l“‘i.|l|lhnllil g LA Aa, {
”]lll TV LR AN

~1,5x107%

~3,0x107%4

u=-348x10"*m

Figura 6.16: Representacao gréafica do deslocamento ao longo do tempo do ponto da laje superior

em freeFEM++.

6.6.5 Modelo SAP2000 calibrado

No modelo desenvolvido em SAP2000, apds a respectiva calibragao para aproximar
a primeira frequéncia natural de vibracao!”, pretendeu-se analisar o modelo & mesma

acgao sismica na base (ver Figura 6.17).

Para analisar os deslocamentos devidos a esta accao, obteve-se a representagao
grafica do deslocamento na direccao Ox do mesmo ponto da laje do piso superior

do modelo em freeFEM++ (ver Figura 6.18).

17Pela alteracio do médulo de elasticidade E = 36 GPa.
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Figura 6.18: Representacao gréafica do deslocamento ao longo do tempo do ponto da laje superior

em SAP2000.

Para facilitar a comparacao com os resultados obtidos em free FEM++, optou-se por
representar os resultados obtidos em SAP2000 de forma analoga a apresentada para

o caso do modelo em freeFEM++ (ver Figura 6.19).
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Figura 6.19: Representacao gréfica dos resultados obtidos em SAP2000.

6.6.6 Analise e comparagao de resultados

Para comparar os resultados obtidos na analise sismica desenvolvida nos dois mo-

delos numéricos, calculou-se o erro absoluto dado pela expressao:

€absoluto = ABS (USAP2OOO - ufreeFEMJrJr)

Através da representagdo deste erro calculado (ver Figura 6.20) concluiu-se que
existe uma maior discrepancia no periodo até aos 5 segundos iniciais, sendo este
o periodo em que a acgao sismica e as respostas calculadas em ambos os modelos

apresentam valores maximos.

81



(DA

[m]
3 OXIOfS_ eabS: 2,8X1075111

Figura 6.20: Representacdo grafica do erro absoluto entre os resultados em freeFEM++ e em

SAP2000.

No entanto, analisando a Figura 6.16 e a Figura 6.19 pode concluir-se que ambos
os modelos tém uma resposta em deslocamentos idéntica, podendo-se comparar os
méximos obtidos em ambos os modelos através do célculo do erro relativo (ver

Tabela 6.4).

Valores | freeFEM++ | SAP2000 | Erro relativo
[m] [m] [70]

Miaximo | 2,11 x107* 2,11 x1074 0,1

Minimo | -3,48 x10™* |-3,45 x1074 0,8

Tabela 6.4: Erro relativo dos valores maximos dos modelos numéricos desenvolvidos.
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Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Conclusoes do trabalho

Com o presente trabalho apresentou-se uma ferramenta alternativa (o programa
freeFFEM++) para resolver problemas de dindmica de estruturas, utilizando o método
dos elementos finitos (MEF). Para mostrar a aplicabilidade desta ferramenta eviden-
ciou-se a importancia de dominar os principais fundamentos matematicos que per-
mitem estudar o comportamento dinamico de estruturas de engenharia civil. Neste
sentido, foram apresentados no trabalho, para além dos fundamentos da dinamica de
estruturas, os principios em que assenta o MEF, nomeadamente as metodologias de
integracao no espago e os métodos de integracao no tempo, em particular o método

de Newmark.

Apresentou-se o algoritmo de calculo do método de Newmark que se implementou
computacionalmente no ambito deste trabalho, tendo-se utilizado numa primeira
fase o programa MATLAB para estudar e compreender o método (utilizando um

pequeno exemplo de teste), antes de o implementar no programa free'EM++.

Mostrou-se um enquadramento sobre a utilizacao de ensaios de vibracao ambi-
ental para caracterizar o comportamento dinamico de estruturas de engenharia
civil. Nesta perspectiva abordaram-se sumariamente assuntos que vao desde o
planeamento dos ensaios, a aquisicao de séries temporais de aceleragao, o pré-
processamento da informacao experimental e a aplicagao de métodos de identificagao

modal para obter estimativas dos parametros modais.
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De forma a aplicar os conceitos abordados ao longo do trabalho, estudou-se um
modelo fisico de um edificio de dois pisos. Neste estudo desenvolveram-se mo-
delos numéricos em freeFEM++ e em SAP2000 e realizou-se um ensaio de vi-
bragoes para identificar os parametros modais do modelo fisico (nomeadamente, as
frequéncias naturais de vibragao e as respectivas configuragoes modais). Pela com-
paracao dos resultados dos dois modelos concluiu-se que a metodologia desenvolvida
em free'EM++ possui uma boa aproximacao aos resultados numéricos obtidos com
o programa SAP2000. Comparando os resultados numéricos, obtidos com os progra-
mas antes referidos, com os resultados experimentais obtidos no ensaio de vibragoes,
verificou-se a necessidade de calibrar um parametro (o médulo de elasticidade) nos
modelos numéricos com vista ao ajustamento dos valores das frequéncias naturais

de vibracao.

Apés o ajuste dos valores numéricos aos identificados experimentalmente no modelo
fisico, concluiu-se que a metodologia desenvolvida em free FEM++ obtém, no geral,

menores diferengas quando comparados com as diferengas obtidas no SAP2000.

Depois de calibrados os modelos numéricos procedeu-se a uma andlise dinamica do
edificio de dois pisos (utilizando uma acc¢ao sismica na forma de uma histéria de
aceleracoes obtida durante a ocorréncia de um sismo intenso bem conhecido - Sismo
em El Centro, 1940, EUA), pelo recurso ao método de Newmark implementado em
freeFEM++ e disponivel em SAP2000, para a integracao no tempo. Analisando
e comparando as histérias de deslocamentos obtidas num ponto comum as malhas
de discretizagao de ambos os modelos numéricos verificaram-se algumas variagoes
nos resultados, as quais podem estar associadas a diversos aspectos, dos quais se

destacam:

e as diferencas na consideracao das condigoes de fronteira, que apresenta dife-

rencas entre os dois modelos numéricos;

e a adopcao de diferentes tipos de elementos finitos nos dois modelos numéricos,

o que obrigou a gerar malhas diferentes; e

e anecessidade de proceder a uma interpolagao para o calculo dos deslocamentos

no ponto de comparacao no modelo desenvolvido em free FEM++.
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7.2 Propostas de desenvolvimentos futuros

Na sequéncia do presente trabalho sugerem-se agora algumas propostas para desen-
volvimentos futuros, designadamente o aprofundamento do conhecimento do estudo
dos métodos numéricos utilizados na andlise do comportamento dinamico de estru-
turas e dos métodos de identificacao modal. Assim, sugerem-se alguns aspectos a

desenvolver:

e Para a integracao no tempo, podem ser desenvolvidas metodologias através de
outros métodos, para além do método de Newmark abordado neste trabalho
(recorrendo, por exemplo, ao método das diferencgas finitas, ao método das

diferengas centrais ou ao método de Euler);

e Em relagao a metodologia desenvolvida em free FEM++, é conveniente a adap-
tagao/aperfeigoamento deste modelo com vista ao estudo de estruturas com

mais graus de liberdade e/ou com diferentes condigoes de fronteira; e

e Ao nivel de anédlises de identificacao modal, deve-se aprofundar o conheci-
mento sobre o método utilizado neste trabalho (o método de decomposi¢ao no
dominio da frequéncia - FDD) e a versao melhorada deste método (Enhanced
Frequency Domain Decomposition - EFDD), que permite estimar os valores
dos amortecimentos modais. Para além destes métodos de identificagao mo-
dal no dominio da frequéncia, também é oportuno o estudo de métodos de

identificacao modal.
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Anexo A

Programa GMSH

A.1 Construcao da malha
A geometria da estrutura foi obtida pela seguinte sequéncia:
1°) definigao das coordenadas dos pontos extremos da estrutura.

Point(n) = {x, y, z, p};
Exemplo: Point(22) = {0.38, 0.39, 0.49, 0.04};

[l

Em que “p” é o parametro de discretizacgao.

2°) defini¢ao dos pontos inicial e final de cada linha da estrutura.
Line(n) = {1°ponto, 2°ponto}; Exemplo: Line(1) = { 1, 2};
3°) defini¢ao do conjunto de pontos que definem cada superficie.

Line Loop(n) = {1®*linha, 2%linha, ... , dltima linha};
Plane Surface(m) = {n};
Exemplo: Line Loop(101) = {1, 2, -3, -4};

Plane Surface(1001) = {101};

4°) definigao do conjunto de superficies que definem cada volume.
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Surface Loop(n) = {1®superf., ... , tdltima superf.};
Volume(m) = {n};
Exemplo: Surface Loop(501) = {1021,1022,1031,1032,1041,1042,1052,
1053,1060,1061,1064,1065,1066,1067};
Volume (5001) = {501};

Ainda é possivel a definicao das superficies para a imposicao das condi¢oes de fron-
teira do tipo Dirichlet, através de superficies fisicas identificadas por uma etiqueta

W,

n

Physical Surface(n) = {1®superficie, ... , tdltima superficie};

Exemplo: Physical Surface(2500) = {1001,1002,1003,1004};

92



Anexo B

Programa freeFEM+ -+

B.1 Frequéncias naturais e modos de vibracao

Para a importagao da malha no programa free’EM++ € necessario o carregamento
de dois comandos, de forma a permitir a resolucao do problema com malhas 3D e a

importar malhas guardadas, em GMSH, com o formato Medit INRIA:

// Carregamento de comandos__________________________________________
load "msh3"
load "medit"

// Importagdo da malha

mesh3 Th("Malha_TFM.mesh");

Em relacao as constantes necessarias para a resolucao do problema, é necessario
definir o tipo de nimero (int — nimero inteiro, real — nimero real ou complex —
nimero complexo), a constante e o valor (ou a expressao para calcular o seu valor),

da seguinte forma:

// Constantes do problema

real E = 33.e6, // médulo de elasticidade
gamma = 25., // peso volimico betdo
rho = gamma/9.80665, // massa volumica betdo
nu = 0.2, // coef. de Poisson
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mu = E/(2x(1+nu)), // médulo de distorgdo
lambda = E#nu/((1+nu)*(1-2*nu)), // coef. de Lamé

vmg = 1.e30; // valor muito grande - imposigdo das c.front.

De forma a facilitar o calculo da matriz de rigidez k, o programa free FEM++ permite
a definicao de macros. As macros permitem definir novos operadores, assim, para a
resolucao do problema, define-se o tensor das deformagdes € e o operador diferencial

divergencia:

// Macros__________ _
macro epsilon(ul,u2,u3) [dx(ul),dy(u2),dz(u3), (dz(u2)+dy(u3))/sqrt(2),
(dz(u1)+dx(u3))/sqrt(2), (dy(ul)+dx(u2))/sqrt(2)] // EOM

macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM

O espago dos deslocamentos admissiveis é definido pela escolha do grau das fungoes
de forma (assumindo que estas fungdes sdo polinomiais nas varidveis z, y, e z, pode-
se escolher entre P1, P2 ou P3). No caso escalar, estas fungdes tomam o valor
unitdario no GL correspondente e sao nulas nos restantes. A solucao aproximada
do problema pelo MEF obtém-se por uma combinacgao linear de todas as fungoes
de forma definidas no espaco de deslocamentos admissiveis. A definicao do espaco
de aproximacao e das respectivas variaveis necessarias é feita em free FEM++ da

seguinte forma:

// Espago de aproximag¢do_____________________________________________

fespace Vh(Th,P2), Sh(Th, [P2,P2,P2]);
Vh ux; Sh [ul,u2,u3], [v1,v2,v3];

A construcao das matrizes de massa m e de rigidez k é feita através do comando

varf (de “variational formula”):

// Construgdo das matrizes___________________________________________
varf kk([ul,u2,u3], [v1,v2,v3]) =
int3d(Th) ( (lambda*div(ul,u2,u3)*div(vl,v2,v3)

+ 2.xmu*(epsilon(ul,u2,ud) ’*epsilon(vl,v2,v3)))); // k
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varf mm([ul,u2,u3], [vl,v2,v3]) =
int3d(Th) ( rho*(ul*vl + u2*v2 + u3*v3) ); // m

matrix K,M; M = mm(Sh,Sh); K = kk(Sh,Sh); // matrizes m e k

As condigoes de fronteira normalmente sao impostas por penalizacao ou substituicao
no sistema linear. No presente caso, usa-se o método de penalizacao recorrendo a
funcao varf, que permite criar um vector nulo, excepto nas componentes correspon-
dentes aos GL localizados sobre as superficies com condicoes de fronteira, do tipo
Dirichlet, onde toma o valor unitario. De seguida, multiplica-se o vector por um
valor muito grande, com vista a penalizar a matriz de rigidez e o o vector de forcas

exteriores nos GL convenientes.

varf cf([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])

on(2500, ul =1, u2 =1, u3 = 1); // c_fronteira

real[int] CF(0:Sh.ndof-1); CF = cf(0,Sh); // vector com as c.f.

for(int i = 0; i<Sh.ndof; i++) K(i,i) = CF(i) ? vmg : K(i,1i);

Tendo as matrizes m e k definidas, com a imposicao das respectivas condicoes de
fronteira, pode-se resolver o problema de valores e vectores préprios'®, de forma
a obter as frequéncias naturais de vibracao e os modos de vibracao associados.
Assumindo que a resposta da estrutura fica bem definida com a consideracao dos 5
primeiros modos de vibracao, apenas se calculam os 5 primeiros valores e vectores

préprios.

//Problema de valores e vectores préprios
set (M, solver=UMFPACK) ;
set (K,solver=UMFPACK) ;

int nvp=5.; // n° de val. e vect. a considerar

BQue em freeFEM++ se faz com o pacote de subrotinas UMFPACK

(http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/umfpack/).
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real s =0.; // 1% aproximagdo aos val.préprios
reall[int] vp(avp),w(nvp),f(nvp); // vector com val. p., w e f

real[int,int] Vp(Sh.ndof,nvp); // matriz com vectores préprios

int k=EigenValue(K, M, sym=true, sigma=s, value=vp, rawvector=Vp,

tol=1e-10, maxit=0, ncv=0); //

w=sqrt (vp); // frequéncias angulares naturais

f= w; £/=(2%pi); // frequéncias naturais de vibragédo

Para a andlise de cada modo de vibragao da estrutura, recorre-se ao programa
GMSH, pela melhor qualidade gréfica das imagens. Assim, foi necesséario exportar
as coordenadas dos pontos nodais e os “deslocamentos” associados em cada modo

de vibracao para um ficheiro com extensao .pos:

// Definigdo da directoria para guardar resultados

string pasta; pasta = "res/";
// Guardar parametros modais

for(int i = 1; i<=nvp; i++)

{Vh wl,w2,w3;

for (int k=0; k<Vh.ndof; k++)
{will[k] = Vp(k*3, i-1);
w2[]1[k] = Vp(k*3 + 1, i-1);
w3[1[k] = Vp(k*3 + 2, i-1);}

string modos=pastat+"modo_vibracao"+i+".pos";

ofstream fmodos(modos) ;

fmodos<<"View \" "<<"Modo de vibracao "<<i<<" \"{"<<endl;

// Registo das coordenadas dos pontos nodais dos tetraédros

for (int k=0; k<Th.nt; k++) // elemento finito - k
{fmodos << "VS(";
for (int j=0; j<3; j++) // vértice do tetraédro - j

fmodos<<Th[k] [j].x<<","<<Th[k] [j].y<<","<<Th[k] [j].z<<",";

fmodos<<Th[k] [3] .x<<","<<Th[k] [3].y<<","<<Th[k] [3].z;
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fmodos << "){" << endl;
// Registo dos "deslocamentos" em cada ponto nodal

for (int j=0; j<3; j++)

fmodos << wi[][Vh(k,j)] << "," << w2[][Vh(k,j)] << ", "
<< w3[][Vh(k,j)] << "," << endl;
fmodos << wi1[][Vh(k,3)] << "," << w2[]1[Vh(k,3)] << " "

<< w3[][Vh(k,3)] << "};" << endl;
}

fmodos << "};" << endl;

B.2 Analise dinamica

Para a consideracao do amortecimento de Rayleigh procedeu-se da seguinte forma:

real ¢ = 0.,
cl = .01, // constante de Rayleigh
c2

.0001; // constante de Rayleigh

// Matriz de amortecimento de Rayleigh ______________________________

varf cc([ul,u2,u3], [vl,v2,v3])=int3d(Th) (c* (ul*vi+u2*v2+u3d*v3)); // c

matrix C; C = c1xM + c2%K; // matriz c

Para a leitura do registo de aceleragao foi necessario importar os dados do sismo de

um ficheiro .txt com a forma da Tabela 6.3.

//Leitura do registo de aceleragdo___________________________________
int n = 4000.;

real[int] abase(0:n-1),instante(0:n-1);

string sismo = "El_Centro_1940.txt";

real ab,t;

int ndata;

// Leitura dos dados do ficheiro



func int readval(real[int] &instante, real[int] &abase, string &sismo)
{
abase=instante=-1.;
ifstream indata(sismo);
int ndata=0;
for(int i=0; i<n; i++) indata >> instante(i)>>abase(i);
for(int i=0; i<n; i++) if( instante(i) != -1.) ndata++;
return ndata;

X

ndata = readval( instante, abase, sismo);

Com o objectivo de aplicar a accao sismica na direccao Oz, foi criado um vector
com o valor unitario nos graus de liberdade da direccao Ox e nulo nas restantes

direcgoes.

real[int] x1(0:Sh.ndof-1);

for (int i=0; i< Vh.ndof; i++){
x1(3*%i)=1.; // direccdo $0x$
x1(3%i+1)=0.; // direcgdo $0y$
x1(3*%i+2)=0.;} // direccdo $0z$

Para a definicao do passo de iteracao no processo de integragao no tempo, como ja
se tem conhecimento das frequéncias naturais de vibracao, pode-se calcular o valor
a considerar. No entanto, como ja foi justificado, substitui-se o passo de iteracao

pelo valor assumido (At = 0,01 segundos):

// Passo de iteragdo___________ ____ _ __

real dt = 1/(10*f.max);

dt=.01; // valor assumido

De forma a analisar os deslocamentos obtidos por esta metodologia, optou-se por
escolher um ponto da laje do piso superior do modelo estrutural compativel com a
malha do modelo numérico do programa SAP2000, sendo necessario criar um ficheiro

“dponto.data” para guardar os deslocamentos neste ponto ao longo do tempo:
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string rdponto; rdponto = pastat+"dponto.data";
// Definicdo das coordenadas do ponto de comparagdo com o SAP2000

ofstream fdponto(rdponto); real ax=.03,ay=.215,az=1.05;

Antes do inicio do processo iterativo definem-se as constantes « e (3, calcula-se a

matriz de rigidez efectiva k, e as duas matrizes auxiliares A, e A,:

// Parametros de Newmark

real alfa .5,
beta = .25;
// Matriz de rigidez efectiva________________________________________
matrix Ke;
Ke = K + alfa/(betaxdt)*C + 1/(betaxdt”2)*M;
// Matrizes auxiliares A eB__________________ ___ ___ ____ _____________

matrix Al, A2;

Al

1/ (betaxdt)*M + alfa/betaxC;
A2

1/(2%beta)*M + dt*(alfa/(2*xbeta) - 1)*C;

Para o processo iterativo foi necessario criar os vectores A ft, f o f A

Au,, Ni,, Aiiy

NI NT

Sh [v1,v2,v3], [al,a2,a3];

ull] =0.; vi[] =0.; a1[]=0.; wi[]=0.;

real[int] dfi(0:Sh.ndof-1), Fi(0:Sh.ndof-1), F(0:Sh.ndof-1),
dui(0:Sh.ndof-1), dvi(0:Sh.ndof-1), dai(0:Sh.ndof-1);

dfi=0.; F=0.; Fi=0.; dui=0.; dvi=0.; dai=O0.;

No instante inicial, com vista ao cdlculo do vector de aceleragao inicial i, foi ne-
cessario calcular o vector de forcas exteriores inicial f . através do registo de ace-

leragao g,

// Vector de forgas inicial
F = Mxx1; F*x= -abase[0]; // FO = -M.x1.ab0

// Vector de aceleragles inicial



wil] = Cxvi[l; will*=-1; w2[] = K+ut[]; wil]l-=w2[]; wi[]+=F;

alll = M~-1*wi[];

Dentro do processo iterativo, foi desenvolvido uma interpolacao do vector de ace-
leracao para um instante qualquer ¢, no entanto o valor podia ter sido lido directa-
mente do registo de aceleragoes, visto que se assumiu um passo de iteracao igual ao

passo do registo de aceleragao a;:

for (int i=1; i<= n; i++)
{t=ixdt; // incremento temporal
// Interpolacgdo do registo sismico para o instante t
func real interval( real[int] &instante,real[int] &abase ,
int &ndata, real &t)
{real ab;
for(int i=0; i<(ndata-1); i++)
if( (t-instante[i] >=0) && (t-instante[i+1]<=0) )
ab = (t - instante[i])*(abase[i+1] - abasel[i])
/(instante[i+1] - instante[i]) + abasel[i];
return ab;
}

ab = interval( instante, abase , ndata, t);

Segue-se o calculo do vector de forcas exteriores no instante ¢, a resolucao da equagao
de equilibrio estatico e as variagoes de deslocamento, de velocidade e de aceleragao

do instante t — 1 para o instante ¢:

// Célculo do vector de forgas no instante t

Fi = Mxx1; Fix= -ab;

// Equagio de equilibrio estatico

dfi = Alxvi[]; dfi+= A2*al[]; dfi+=Fi; dfi-=F;

// Variacdes de deslocamento, de velocidade e de acelerag3o
set (Ke,solver=CG); dui = Ke -1*dfi;

wi[] = alfa/(beta*dt)*dui; dvi = wi[]l; wi[] = alfa/betaxvi[];
dvi-=wil[]; wi[] = (1 - alfa/(2xbeta))*dt*all[]; dvi-=wll[];
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dai = 1/(betaxdt~2)*dui; wi[] = 1/(betaxdt)*vi[]; dai-= wi[];
wil[l = 1/(2xbeta)*all]l; dai-= wi[];

Por fim procede-se a actualizacao das variaveis, pela soma das variacoes existentes
do instante ¢ — 1 para o instante ¢, a criacao de um ficheiro .pos para guardar as
coordenadas dos pontos nodais e os respectivos deslocamentos (de forma anéloga ao
desenvolvido para guardar os modos de vibragao) e ainda a introdugao dos desloca-

mentos do ponto da laje do piso superior do modelo no ficheiro “dponto.data”:

// Actualizacdo de variaveis
F = Fi; ul[l+=dui; vi[]l+=dvi; all[l+=dai;
// Guardar resultados dindmicos
string resul; resul = pasta+"d"+i+".pos";
ofstream fresult(resul);
fresult<<"View \" "<<"DESLOCAMENTOS NEWMARK t = "<<ixdt<<
" \" {"<<endl;
// Registo das coordenadas dos pontos nodais dos tetraédros
for (int k=0; k<Th.nt; k++) // elemento finito - k
{fresult << "VS(";
for (int j=0; j<3; j++) // vértice do tetraédro - j
fresult<<Th[k] [j].x<<","<<Th[k] [j].y<<","<<Th[k] [j].z<<",";
fresult<<Th[k] [3].x<<","<<Th[k] [3].y<<","<<Th[k] [3].z;
fresult << "){" << endl;
// Registo dos deslocamentos em cada ponto nodal
for (int j=0; j<3; j++)
fresult<<ul(Th[k] [j].x,Th[k] [j].y,Th[k] [j].z)<<","
<<u2(Th([k] [j].x,Th(k] [j].y,Th(k] [j].z)<<","
<<u3(Th([k] [j].x,Th{k] [j].y,Th(k] [j].z)<<","<<endl;
fresult<<ul(Th[k] [3].x,Th[k] [3].y,Th[k] [3].z)<<", "
<<u2(Th[k] [3].x,Th[k] [3].y,Th[k] [3].z)<<","
<<u3(Th([k] [3].x,Th[k] [3].y,Th[k] [3].z)<<"};"<<endl;
}

fresult << "};" << endl;
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// Registo dos deslocamentos no ponto de comparagéo
fdponto << t <<";"<< ul(ax,ay,az) <<";"<< u2(ax,ay,az)<<";"

<< u3(ax,ay,az) << endl;
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