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Ha& um tempo em que é preciso abandonar as roupas usadas, que ja
tém a forma do nosso corpo, e esquecer 0S NOSSOS caminhos, que
nos levam sempre aos mesmos lugares. E o tempo da travessia: e,
se ndo ousarmos fazé-la, teremos ficado, para sempre, a margem de

ndés mesmos.

Fernando Pessoa




RESUMO

O estudo insere-se no ambito da educagdo matematica, mais especificamente
na area da geometria. Com esta investigacdo pretende-se compreender qual o
contributo do Ambiente de Geometria Dinamica (AGD), GeoGebra, e do material
manipulavel (geoplano) na identificacdo das propriedades e relagdes entre
quadrilateros: trapézio, paralelogramo, retangulo, losango e quadrado.

De acordo com o objetivo do estudo formularam-se trés questbes: Qual o
papel das representacfes na identificacdo das propriedades dos quadrilateros? Que
influéncia tem a visualizacdo na identificacdo das propriedades dos quadrilateros?
Quais os contributos da utilizacdo do AGD, GeoGebra, e do material manipulavel
(geoplano) na compreenséao das propriedades e relagfes entre os quadrilateros?

Atendendo a problematica em estudo, optou-se por uma metodologia de
investigacdo predominantemente qualitativa, baseada em trés estudos de caso. A
recolha de dados empiricos foi realizada numa turma de 4.° ano do 1.° ciclo do
ensino basico onde se implementou uma experiéncia de ensino, envolvendo todos
os alunos e recorrendo ao geoplano e ao GeoGebra. Essa recolha incidiu na
observacao participante, em sala de aula, no registo de notas da investigadora, nos
documentos produzidos pelos alunos e nos registos audio e video das discussoes
Nnos grupos e no coletivo da turma.

Em termos de resultados, salienta-se que a utilizacdo de representactes
evidenciou a compreensédo que os alunos tém dos conceitos, facilitou a identificacao
das propriedades dos quadrilateros e a compreenséao das relagdes entre eles. Os
alunos identificaram as propriedades com base nas representacfes, no entanto
focaram-se em casos particulares, de acordo com a imagem mental que tém da
figura, especificamente o protétipo, indiciando a influéncia da visualizagdo. Dos
resultados sobressai também a dificuldade que os alunos sentiram em considerar
uma figura como representante de uma classe e em distinguir atributos essenciais e
nao essenciais.

Da andlise dos dados ressalta também que tanto o geoplano como o
GeoGebra foram uma mais-valia na concretizacdo da experiéncia de ensino deste
estudo. Os dois possuem vantagens e limitagbes e podem ser usados de maneira
gue um complemente o outro, podendo dessa forma contribuir, favoravelmente, para

a aprendizagem da geometria.

Palavras-chave: Geometria, representacfes, visualizacdo, propriedades dos

quadrilateros, ambientes de geometria dinamica, materiais manipulativos.
i



ABSTRACT

The study falls within the scope of mathematics education, specifically in the
area of geometry. This research aims to understand the contribution of the Dynamic
Geometry Environment (GeoGebra) and manipulative material (Geoboard) in the
identification of properties and relations of quadrilaterals: trapezium, parallelogram,
rectangle, diamond and square.

According to the purpose of the study three questions were formulated: What
is the role of the representations in the identification of the properties of
quadrilaterals? What is the influence of visualization on the identification of the
properties of quadrilaterals? What are the contributions on the use of Dynamic
Geometry Environment (GeoGebra) and manipulative material (Geoboard) to
understand the properties and relationships among quadrilaterals?

Given the problem under study, it was chosen a predominantly qualitative
research methodology based on three case studies. The empirical data collection
was carried out on a fourth primary grade class, where it was implemented a
teaching experience, involving all students and the use of Geoboard and GeoGebra.
This collection was focused on participant observation in the classroom, in the record
of the researcher’s notes, the documents produced by the students and the audio
and video recordings of group discussions and collective class.

In terms of results, it is noted that the use of representations showed the
students understanding of the concepts and that it has facilitated the identification of
the properties of quadrilaterals and understanding of the relationships between them.
The students identified properties based on representations, however they focused in
particular cases, according to the mental image that they have of the figure,
specifically the prototype, indicating the influence of visualization. Results also
highlights the difficulty that students felt in considering a figure as a representation of
a group and distinguishing essential and nonessential attributes.

Data analysis also highlights that both Geoboard and GeoGebra have been an
asset in the delivery of teaching experience in this study. Both have advantages and
limitations and they may be used to complement each other and contribute favorably

to the learning of geometry.

Keywords: Geometry, representations, visualization, properties of quadrilaterals,

dynamic geometry environments, manipulative materials.
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CAPITULO 1
PROBLEMA E CONTEXTO DO ESTUDO

O primeiro capitulo deste trabalho identifica o problema e objetivo do estudo,
a sua pertinéncia, as questdes que justificam a realizacdo da investigacdo a que se

refere esta dissertacdo. Apresenta, ainda, a estrutura do estudo.

1.1. Problema e Objetivo do Estudo

E indubitavel a importancia da geometria e essa importancia assume-se
também nas reformas curriculares, onde ocupa, agora, um lugar de destaque. Para
o National Council of Supervisors of Mathematics, a geometria € uma das doze
componentes essenciais de matematica para o século XXI (Geddes et al., 2001).
Todavia, também é do conhecimento geral que, apesar da sua importancia, apesar
de todos os esforcos empreendidos pelas novas orientagdes e por alguns
professores, esta continua a ser relegada para segundo plano, conjuntamente com
todas as suas potencialidades.

Existe no nosso pais, desde ha algumas décadas até hoje, preocupacdo na
introducdo das Tecnologias da Informacdo e Comunicagcdo no ensino. Essa
introducdo tem vindo a acontecer, também a nivel do 1.° ciclo, concretizada mais
recentemente através do programa e. escolinha, uma iniciativa do Plano Tecnoldgico
da Educacéo que visa garantir o acesso dos alunos do 1.° ciclo do ensino basico a
computadores portateis pessoais adequados a este nivel de ensino. Surge, entdo, o
computador magalhdes tornando, mais facil, a utilizacdo deste instrumento no
processo de ensino-aprendizagem.

O National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), refere-se a
tecnologia nos seus principios, mais precisamente, no Principio para a Tecnologia —

(Principios e Normas para a Matematica Escolar, 2008). Neste principio pode ler-se:
A tecnologia € essencial no ensino e na aprendizagem da matematica; influencia a

matematica que € ensinada e melhora a aprendizagem dos alunos. (p. 26)

Também as indicacBes curriculares atuais sobre o ensino da geometria dao
énfase a utilizacdo de tecnologias, nomeadamente aos softwares de Geometria
Dinamica.

Assim, e podendo o computador ser mais uma ferramenta presente na sala

de aula pretende-se, de algum modo, compreender de que forma a interacdo dos

1



alunos com essa ferramenta facilita a aprendizagem, especificamente compreender
quais os contributos do AGD (GeoGebra) e do material manipulavel (geoplano) na
compreensao das propriedades e relagdes entre quadrilateros. Para isso propus-me
produzir, implementar e analisar um conjunto de tarefas a desenvolver num AGD
(GeoGebra) e com o material manipulavel (geoplano) com alunos do 4.° ano de
escolaridade, salientando o papel das representacbes e da visualizagcdo na
identificac&o das propriedades dos quadrilateros: trapézio, paralelogramo, retangulo,
quadrado e losango.

O interesse pela Geometria prende-se com o facto de sentir necessidade em
aprofundar o meu conhecimento nesta area de modo a melhorar a qualidade das
aprendizagens dos alunos, pois estudos recentes (Battista, 2007), referem que 0s
estudantes continuam a ter dificuldades em aprender geometria com a profundidade
desejada e de forma significativa. Alguns autores como Clements e Sarama (2000)
afirmam, ainda, ser surpreendente o pouco que as criangas aprendem sobre as
figuras geométricas, do pré-escolar ao ensino secundario.

Outros, ainda, referem que os alunos ndo conseguem atingir o nivel da
geometria descritiva, em parte, porque nao sao confrontados com problemas
geometricos nos seus primeiros anos (van Hiele, 1997 citado em Clements, Sarama
et al., 1999) ou consideram que o "periodo prolongado de inatividade geométrica"
(Wirszup, 1976 citado em Matos, 1999) dos primeiros anos leva a criangas
"geometricamente necessitadas" (Fuys, Geddes, e Tischler, 1988 citados em
Clements, Sarama et al., 1999).

A opcéao pelo estudo das propriedades dos quadrilateros, para além das
indicacdes no programa de matematica relativamente a descricdo, construcao de
figuras no plano e identificacdo de propriedades e classificacfes, deveu-se ao facto
de ser um tema rico em conceitos geométricos indicados no programa de
matematica, 3.° e 4.° anos, nomeadamente, o paralelismo, perpendicularidade e

angulos. Além disso séo figuras retomadas no topico da area.

1.2. Questdes de investigacao

Para um melhor aprofundamento do tema, definiram-se as seguintes
questdes de investigagao:
¢ Qual o papel das representacdes na identificacdo das propriedades dos

quadrilateros?



¢ Que influéncia tem a visualizacdo na identificacdo das propriedades
dos quadrilateros?

e Quais os contributos da utilizagcdo do ambiente de geometria dinamica
(GeoGebra) e do geoplano na compreensdo das propriedades e

relagdes entre quadrilateros?

1.3. Pertinéncia do estudo

De acordo com o Programa de Matematica do Ensino Basico (ME, 2007), o
recurso a programas computacionais de geometria dindmica, favorece a
compreensao dos conceitos e relagcdes geométricas (2.° ciclo) e deve ser utilizado
em tarefas exploratdrias e de investigacdo (3.° ciclo). Relativamente ao 1.° ciclo este
documento, embora néo faca referéncia a utilizacdo destes programas, menciona a
importancia da utilizacdo do computador em sala de aula de modo a possibilitar
exploragbes que podem enriquecer as aprendizagens realizadas no ambito da
geometria. No mesmo documento, nas orientagcdes metodologicas gerais, pode ler-

S€:l

Ao longo de todos os ciclos, os alunos devem usar calculadoras e computadores na
realizacdo de calculos complexos, na representacdo de informacdo e na
representacdo de objectos geométricos. O seu uso é particularmente importante na

resolucéo de problemas e na exploragéo de situacoes. (p. 9)

Nas indicacdes metodoldgicas para o 1.° ciclo, pode ler-se:
O computador possibilita exploracdes que podem enriquecer as aprendizagens
realizadas no ambito deste tema, nomeadamente através de applets — pequenos
programas ou aplicagcdes disponiveis na Internet — e permitir a realizagdo de jogos e

outras atividades de natureza interativa. (p. 21)

Também o National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), se refere a
tecnologia nos seus principios, mais precisamente, no Principio da Tecnologia —
(NCTM, 2008). Neste principio pode ler-se:

A tecnologia é essencial no ensino e na aprendizagem da matematica; influencia a

matematica que é ensinada e melhora a aprendizagem dos alunos. (p. 26)

Ainda, neste documento, mais adiante, sobre normas respeitantes a

geometria, pode ler-se:
Os programas de geometria dindmica propiciam um ambiente onde os alunos podem

explorar relacdes e formular e testar conjeturas. (p. 44)
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Assim, a meu ver, as razfes fundamentais que justificam a pertinéncia deste
estudo sdo, por um lado, a preocupacdo com a melhoria da qualidade das
aprendizagens dos alunos; por outro, a importancia das Tecnologias da Informacéo
e Comunicacdo, nomeadamente, o contributo do AGD na compreensdo de
propriedades de figuras no plano, especificamente, dos quadrilateros: trapézios,
paralelogramos, retangulos, losangos e quadrados.

Finalmente e atendendo a preocupacdo de alguns investigadores
relativamente ao facto de uma mudanca nas praticas letivas, nomeadamente no que
concerne a geometria e ao papel dos AGD, poder levar a uma melhoria no ensino e
aprendizagem desta disciplina. Assim, esta investigacdo podera ser um contributo
para o aumento do conhecimento da comunidade de educacdo matematica.

A questdo central desta investigacdo baseia-se na utilizacdo do AGD,
GeoGebra, e do geoplano na representacdo de quadrilateros, de modo a analisar os

contributos de um e de outro na compreensao das suas propriedades e relacoes.

1.4. Organizacéo geral

A dissertacdo encontra-se organizada em seis capitulos. O primeiro capitulo
procura contextualizar o estudo, apresentando o problema de partida, os objetivos
do mesmo e a sua pertinéncia.

No segundo capitulo é apresentada a revisdo de literatura realcando os
referenciais teoricos que fundamentam este estudo, nomeadamente, 0 ensino e
aprendizagem da geometria, figuras geométricas, representagcdes, visualizacao,
propriedades dos quadrildteros e aprendizagem com recurso a meios
computacionais com destaque para os AGD.

O terceiro capitulo engloba as op¢des metodoldgicas adotadas, descrevendo
os participantes e os procedimentos relativos a recolha e anélise dos dados.

No quarto capitulo apresenta-se a experiéncia de ensino, descrevendo 0s
objetivos, tarefas e os aspetos respeitantes a sua implementacdo. E feita uma
descricdo da resolucao das tarefas pelos alunos envolvidos.

No quinto capitulo é feita a analise dos dados recolhidos com base nos trés
estudos de caso, referindo-se a atitude perante as tarefas, o papel das
representacbes e da visualizagdo na identificacdo das propriedades dos
quadrilateros.

Por fim, no sexto capitulo, apresentam-se as principais conclusdes baseadas
na analise de dados, limitagdes do estudo e recomendacdes para investigacoes

futuras.



CAPITULO 2
REVISAO DA LITERATURA

O enquadramento tedrico de um estudo é de tal modo importante que o seu
valor global deriva tanto das suas propriedades intrinsecas como da forma como ele
se situa em relacdo a estudos anteriores e expande os seus resultados (Merriam,
1988 citada por Ponte, 1994). Assim, este capitulo pretende dar a conhecer alguma
da literatura que orientou este estudo, realcando as perspetivas de autores de
referéncia relativamente a temética abordada.

Numa primeira fase contextualiza-se a geometria, analisando a evolugéo
especifica dos conteddos dos programas e orientacdes curriculares internacionais e
nacionais e realgcam-se perspetivas do ensino-aprendizagem abordando a teoria de
van Hiele, os materiais manipulaveis, o papel das representacdes e da visualizacdo
espacial.

Segue-se uma analise as figuras geométricas 2D, destacando as
propriedades e classificacdo dos quadrilateros.

Por ultimo, é feita uma alusdo a aprendizagem com recurso a meios

computacionais destacando-se os AGD.

2.1. Geometria— 0 que é?

As primeiras experiéncias das criangas, ao tentarem compreender o mundo
que as rodeia, ao distinguirem um objeto de outro e ao descobrirem o grau de
proximidade de um dado objeto, sdo geométricas e espaciais. Enquanto estudo das
formas e das relacGes espaciais, a geometria oferece as criancas uma das melhores
oportunidades para relacionar a matematica com a realidade, refere Freudenthal
(1973). De acordo com 0o mesmo autor a geometria é, essencialmente, conhecer o
espago “em que a crianga vive, respira e se movimenta” (p. 403).

A geometria € essencial na formag¢é&o dos individuos, pois segundo Lorenzato
(1995) possibilita uma interpretagdo mais completa do mundo, uma comunicag¢ao
mais abrangente de ideias e uma visdo mais equiliborada da matematica. E o grande
campo de treino para o raciocinio logico, e alguns matematicos e educadores
matematicos entendem que o0 seu estudo proporciona ao estudante um treino
elementar nesse tipo de raciocinio (Davis e Hersh, 1995).

Goldenberg, Cuoco e Mark (1998) dao suporte e significado a nocédo de

“‘geometria amplamente concebida” com a proposicdo que ajuda os alunos a
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conectar-se, a alegacdo de que essa conexdo € com a mateméatica e a nogao de
perspetiva “habitos da mente” e sua importancia. As conexdes da geometria podem
construir boas pontes para atrair mais alunos e um grupo mais diversificado para a
matematica em geral.

Alsina (1999) afirma:

A Geometria no ensino da Matemética deve ser a Geometria util para todos: o
conhecimento mateméatico do espagco. Uma Geometria baseada na intuicdo e na
experimentacdo aconselhada pelo sentido comum; rica em temas de representacéo e
interpretacdo; capaz de ordenar, classificar e mover figuras planas e espaciais; audaz
na combinagéo de linguagens diversas (graficas, analiticas e simbdlicas...); apoiada
no rigor das definicbes e das dedugbes sobre factos relevantes; com técnicas
diversas para medir, construir e transformar; induzindo a compreenséao do dialogo

plano-espaco; (...) esta € a Geometria com a qual nos gostariamos de educar todos.
(p.65)

Como é referido em Ponte e Serrazina (2000) a geometria, ao fornecer formas
de representacdo com forte apelo visual para outros topicos da matematica, como
por exemplo “as figuras geométricas que podem auxiliar a compreensdo das
fracdes, e em particular, dos numeros decimais” (p.165), pode constituir-se um tema
unificador na aprendizagem da matematica. Segundo estes investigadores, outra
das razbes para valorizar o seu estudo nos primeiros anos de escolaridade € que a
geometria “da-nos ainda a oportunidade de ensinar a resolucao de problemas e pela
resolugao de problemas” como, por exemplo, a constru¢gdo de figuras no geoplano,
que possibilita trabalhar o nome e as caracteristicas das figuras ou a construcéo de
figuras com dois angulos retos que € uma tarefa problematica, pois envolve grande
variedade de solugcbes requerendo, a sua realizacdo, 0 uso de conceitos
geométricos importantes.

O estudo da geometria contribui, segundo Jones (2002), para ajudar os
alunos a desenvolver as habilidades de visualizagcdo, o pensamento critico, a

intuicdo, a resolucao de problemas, o raciocinio dedutivo, a argumentacéo e prova.

2.1.1. Geometria no curriculo

H& umas décadas o ensino e aprendizagem da geometria em Portugal, assim
COmO em muitos outros paises, assumiu um papel secundario como consequéncia,
em grande parte, do movimento da Matemética Moderna que trouxe para 0 seu
estudo o carater excessivamente formal e abstrato da teoria de conjuntos. Esta
situacdo era agravada pelo facto de os curriculos anteriores a Nova Reforma

proporcionarem que a geometria fosse “trabalhada” no final do ano letivo, tornando-
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se propicia a sua nao lecionagcado ou o seu tratamento apressado, desvalorizando-se
as abordagens manipulativas e intuitivas dos problemas geométricos. Agravando
esta crise emerge, nas décadas de 70 e 80, a geometria encarada com um
desinteresse intrinseco para o prosseguimento dos estudos (Abrantes, Serrazina e
Oliveira, 1999).

Porém, no final dos anos 80, o papel da geometria comecou a ser repensado,
destacando-se a importancia do Seminario de Vila Nova de Milfontes realizado em
1988, do qual surgiu a Renovacdao do Curriculo de Matematica (Associacdo de
Professores de Matematica, APM), documento que preconizava uma nova
perspetiva relativamente a objetivos e orientagdes para 0 ensino da matematica.

Estas novas orientagdes tiveram uma forte influéncia na elaboragdo do novo
Programa de Matemaética para o 1.° ciclo do ensino bésico (publicado em 1990, pela
Direcdo Geral do Ensino Basico e Secundério), tendo a geometria, como conteldos
essenciais: (i) a organizacdo espacial, (ii) solidos geométricos, (iii) figuras
geomeétricas planas, (iv) transformac@es no plano, e (v) utilizacdo de instrumentos de
desenho.

A revalorizagédo da geometria foi continuada ao longo dos anos 90, nacional e
internacionalmente, sendo a geometria apresentada como um dos varios dominios
da competéncia matematica, em documentos como: Curriculo Nacional do Ensino
Basico — Competéncias Essenciais (ME, 2001), Principios e Normas para a
Matematica Escolar (NCTM, 2008) e Programa de Mateméatica do Ensino Basico
(ME, 2007).

Atualmente e, de acordo com o Programa de Mateméatica do Ensino Basico
(ME, 2007), o ensino da geometria centra-se no desenvolvimento do sentido
espacial dos estudantes e o estudo da figuras bi e tridimensionais tem um papel
importante neste tema. Logo desde o 1.° ciclo estudam-se as diversas
transformagdes geométricas, primeiro de forma intuitiva e depois com crescente
formalizagdo. O ensino da geometria, no 1.° ciclo, deve privilegiar a exploracéo,
manipulacdo e a experimentagcao utilizando objetos do mundo real e materiais
especificos, devendo os alunos ser capazes de agir, prever, ver e explicar o que se
passa no espaco que percecionam, desenvolvendo, progressivamente, a
capacidade de raciocinarem com base em representacdes mentais. Foram definidos
como objetivos gerais de aprendizagem:

e desenvolver a visualizacdo e ser capazes de representar, descrever e construir
figuras no plano e no espaco e de identificar propriedades que as caracterizam,;

e ser capazes de identificar e interpretar relagdes espaciais;
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e ser capazes de resolver problemas, raciocinar e comunicar no ambito deste tema;

(adaptado de ME, 2007, p. 20)

Também a nivel internacional, o documento de referéncia, Principles and
Standards for School Mathematics publicado pelo NCTM em 2000 (e pela APM em
2008 com o titulo Principios e Normas para a Matematica Escolar), define
orientacdes para a educacdo matematica do pré-escolar ao 12.° ano e preconiza que

no ambito da geometria, os alunos devem ser capazes de:

e analisar as caracteristicas e propriedades de formas geométricas bi e tridimensionais
e desenvolver argumentos matematicos acerca de relagcdes geométricas;

e especificar posicdes e descrever relagBes espaciais;

e aplicar transformacdes geométricas e usar a simetria para analisar situacfes
matematicas;

e usar a visualizagdo, o raciocinio espacial e a modelacdo geométrica para resolver

problemas.
(adaptado de NCTM, 2008, p.44)

Além destas orientagdes sdo, ainda, apresentadas algumas expetativas para
os alunos do 3.° ao 5.° anos que deverao:

e identificar, comparar e analisar atributos de formas bi e tridimensionais e desenvolver
vocabulario para descrever esses atributos;
e classificar formas bi e tridimensionais através das propriedades e criar definicbes de
classes de formas;
o formular e testar conjeturas sobre propriedades e relagcdes geométricas, e justificar as
conclusdes com argumentos ldgicos.
(adaptado de NCTM, 2008, p.190)

Uma outra orientagdo comum aos documentos acima apresentados é 0 uso
da tecnologia que deve ser largamente utilizada com o intuito de enriquecer a
aprendizagem matematica dos alunos, nomeadamente, a utilizacdo de programas
de geometria dinAmica para investigar as propriedades das formas. Em consonéancia
com esta orientacdo, varios estudos foram desenvolvidos (Battista, 2001, 2007;
Clements, 2004; Clements e Battista, 1992; Clements, Battista, Sarama,
Swaminathan e McMillen, 1997; Clements e Sarama, 2000; Gutiérrez, 1996;
Hershkowitz, 1990; Jones, 2000) reforcando a importancia que o software de

geometria dindmica assume na aprendizagem dos conceitos.



2.2. Ensino e aprendizagem da geometria

A geometria € um dos temas do ensino da matematica que mais controversia
tem levantado. Questionam-se os conteudos, as finalidades e também as
metodologias a utilizar na sala de aula. Ha, no entanto, grandes linhas de
concordancia sobre o que deve ser o ensino da geometria nas escolas: reforco da
intuicdo espacial, recurso a utilizagcdo dos computadores, com especial destaque a
programas de geometria dindmica e manipulacdo das figuras elementares
valorizando a investigacao de algumas propriedades.

Matos e Serrazina (1996) sugerem um modelo de ensino assente numa visao
gue valoriza a aprendizagem da geometria como um fendmeno gradual, pois
pressupBe que a intuicdo, o raciocinio e a linguagem geométrica sdo adquiridos
gradualmente; global, porque uma figura ou propriedade n&o s&o abstracOes
isoladas mas relacionam-se umas com as outras, pressupondo niveis mais simples
ou mais complexos que lhes dao outros significados e possuem ligacbes com outras
areas da matemaética e do proprio saber; € um fendmeno construtivo, porque nao
existe transmissdo de conhecimentos, mas antes o aluno constréi ele préprio os
seus conceitos e, finalmente, a aprendizagem da geometria deve ser um ato social
exercido entre alunos, alunos e professor e entre alunos e a comunidade envolvente
da escola. Os mesmos autores referem que a aprendizagem da geometria deve
desenvolver nos alunos diversas capacidades como a visualizag&do, a construcdo e
manipulacdo de objetos geométricos, a organizacdo légica do pensamento
matematico e a aplicacdo dos conhecimentos geométricos a outras situacoes,
fundamentais para toda a matematica.

Também o documento NCTM (2008), que define orientagdes para a educacéo
matematica, refere a importancia do estudo da geometria, propondo Normas e
Expetativas, do pré-escolar ao 12.° ano. De acordo com o0 estipulado neste
documento, de referéncia internacional, o estudo da geometria permite aos alunos
aprender as formas e estruturas geométricas e o modo de analisar as suas
caracteristicas e relagbes, constituindo-se como um contexto natural para o
desenvolvimento das capacidades de raciocinio, de argumentacdo e, em anos mais
avancados, da demonstracdo. O raciocinio espacial e a modelacdo geométrica
podem ser ferramentas importantes na resolucdo de problemas, pois proporcionam
formas de interpretar e descrever ambientes fisicos.

As ideias geométricas séo de grande utilidade na representacédo e resolugcao

de problemas em outras areas da matematica pelo que, sempre que possivel, a
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geometria deverd ser relacionada com outras areas. A titulo de exemplo, podemos
referir as representacdes geométricas para ajudar a compreender areas e fracdes,
os histogramas e os diagramas de dispersdo para clarificar a informagdo e os
gréficos de coordenadas para estabelecer a ligac&o entre a geometria e a algebra. O
raciocinio espacial facilita a utilizacdo de mapas, o planeamento de trajetos, a
construcdo de plantas e a criacdo artistica. Ainda, através da utilizacdo de modelos
concretos, desenhos e programas informaticos de geometria dinamica, os alunos
poderdo envolver-se ativamente com conceitos geométricos. Assim, “com atividades
bem concebidas, com ferramentas adequadas e com apoio do professor, poderéao
formular e explorar conjeturas e poderdo aprender a raciocinar cuidadosamente
sobre as nogbes geométricas, logo desde os primeiros anos de escolaridade’
(NCTM, 2008, p. 44).

Nesta perspetiva e de acordo com Jones (2002), apresentar a geometria de
uma forma que estimule a curiosidade e incentivar a exploragdo pode melhorar a

aprendizagem do aluno e as suas atitudes em relacdo a matematica.

2.2.1. Teoriade van Hiele

No final da década de 50, os educadores holandeses Pierre e Dina van Hiele,
preocupados com as dificuldades apresentadas pelos seus alunos ao lidar com
conceitos geomeétricos, principalmente em relacdo ao processo dedutivo e
demonstracdes, desenvolveram um modelo para o ensino e aprendizagem nesse
campo da matematica, no qual o pensamento geométrico evolui ao longo de uma
sequéncia de cinco niveis de complexidade crescente.

De acordo com a teoria de Pierre e Dina van Hiele (van Hiele, 1999), os
estudantes progridem através de niveis sequenciais e hierarquicos de pensamento
em geometria:

Nivel 1 — Visualizagdo — Neste nivel os alunos veem 0 espago apenas como
algo que existe em torno deles. Reconhecem as figuras geométricas apenas pela
sua forma (aparéncia fisica), ndo conseguindo identificar as suas partes ou
propriedades. S&o capazes de reproduzir figuras dadas e aprender um vocabulario
geomeétrico basico. Por exemplo, sdo capazes de reconhecer um retangulo, porque
este se parece com uma porta;

Nivel 2 — Descricdo/Andlise — E onde comeca a andlise dos conceitos. Os
alunos comecam a distinguir as caracteristicas e as propriedades das figuras, mas
nao conseguem, ainda, estabelecer relacbes entre essas propriedades, né&o

entendem as definicbes e ndo veem relagdes entre as figuras;
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Nivel 3 — Deducéo Informal — Neste nivel os alunos comecam a estabelecer
relacdes de propriedades dentro das figuras e entre figuras, deduzindo propriedades
e reconhecendo classes de figuras. As definicbes comecam a ter significado, mas
ainda ndo compreendem a deduc¢&o como um todo ou o papel dos axiomas;

Nivel 4 — Deducdo Formal — Os alunos entendem a geometria como um
processo dedutivo;

Nivel 5 — Rigor — Os alunos estudam diversos sistemas axiomaticos para a
geometria.

De acordo com a interpretacdo dominante da teoria, no final do primeiro nivel,
os alunos, sdo capazes de identificar retangulos, quadrados, losangos, e outras
figuras. No final do segundo nivel, sdo capazes de enumerar varias propriedades
gue cada uma dessas figuras tem. Somente no terceiro nivel concordam com a
usual classificagdo hierarquica dos quadrilateros, ou seja, que um quadrado € um
tipo especial de retangulo e que ambos s&o paralelogramos especiais. A razdo para
esta mudanca é que, no terceiro nivel, os alunos sdo capazes de compreender a
l6gica de conexdes entre as propriedades e, consequentemente, sdo capazes de
aceitar as consequéncias logicas de uma definicdo (van Hiele, 1984).

Porém, os van Hiele propuseram que a incluséo de classes pode ocorrer no
Nivel 2 desde que uma crianca possa perceber que um quadrado é um losango, pois
tem todas as suas propriedades (citado em Villiers e Njisane, 1987), interpretacao
gue nao tem sido aceite pela comunidade cientifica.

Burger e Shaughnessy (1986 citado em Villier, 2010) usaram entrevistas com
base em tarefas e apresentam uma caracterizacdo dos niveis de pensamento dos

alunos nos primeiros quatro niveis de maneira mais completa:

Nivel 1

(1) Costumam usar propriedades visuais irrelevantes para identificar figuras, comparar,
classificar e descrever. (2) Normalmente referem-se a protétipos visuais de figuras e sdo
facilmente enganados pela orientacdo das figuras. (3) Incapacidade de pensar em uma
variagao infinita de um tipo especifico de figura (por exemplo, em termos de orientacédo e
forma). (4) ClassificagBes inconsistentes de figuras, por exemplo, uso de propriedades
incomuns ou irrelevantes para classificarem as figuras. (5) Descrigcbes (definicbes)
incompletas de figuras ao ver condi¢cbes necessarias (normalmente visuais) como
condigBes suficientes;

Nivel 2

(1) Uma comparacédo explicita de figuras com relacédo as suas propriedades subjacentes.
(2) Evitam inclusdes de classe entre as diferentes classes de figuras, por exemplo,
gquadrados e retangulos sé@o considerados disjuntos. (3) Classificacédo de figuras somente

com relacdo a uma propriedade, por exemplo, propriedades dos lados, enquanto outras
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propriedades, como simetrias, angulos e diagonais, sao ignoradas. (4) Exibem uma
utilizac@o n&o econémica das propriedades das figuras para descrevé-las (defini-las), em
vez de usar apenas as propriedades suficientes. (5) Rejeicdo explicita de definicdes
fornecidas por terceiros, por exemplo, um professor ou livro, favorecendo apenas as
suas proprias definicdes pessoais. (6) Abordagem empirica no estabelecimento da
verdade de uma declaracéo, por exemplo, o uso de observacdo e medi¢cdo com base em
diversos rascunhos;

Nivel 3

(1) Formulagédo de definicdes econdémicas e corretas para as figuras. (2) Capacidade de
transformar definicbes incompletas em definicbes completas e uma aceitacdo e uso
espontaneo de definicdes para novos conceitos. (3) A aceitacdo de diferentes definices
equivalentes para o mesmo conceito. (4) Classificacdo hierarquica de figuras, por
exemplo, quadrilateros. (5) Uso explicito da forma légica “se... entdo” na formulagdo e
tratamento de conjeturas, além do uso implicito de regras légicas, como modus ponens.
(6) Incerteza e falta de clareza com relacéo as respetivas funcbes de axiomas, definicbes
e provas;

Nivel 4

(1) Compreenséo das respetivas funcdes (papéis) de axiomas, definicbes e provas. (2)
Realizac@o espontanea de conjeturas e esfor¢os iniciados por vontade propria para

verifica-los de maneira dedutiva. (Villier, 2010. p. 404)

A teoria de van Hiele tem sido grandemente discutida e questionada devido a
sua natureza e a sua limitagéo as figuras no plano (Battista, 2007). Varios autores,
nomeadamente, (Clements e Batista, 1992; Gutierrez, Jaime e Fortuny, 1991;
Lehrer, Jenkins e Osana, 1998; Pegg e Davey, 1989; Battista, 2007) tém
guestionado o0s niveis, tal como era interpretacdo comum, especificamente,
conceituar um nivel puramente visual seguido e substituido por um nivel puramente
descritivo e verbal. Estes autores defendem que raciocinios de diferentes niveis
coexistem num individuo podendo desenvolver-se simultaneamente, embora a
ritmos diferentes.

Estudos feitos demonstraram que criangas, mesmo em niveis iniciais, podem
atender conscientemente a um subconjunto de caracteristicas visuais da forma e
usé-las como um subconjunto para identificar formas geomeétricas, incluindo as suas
descri¢cOes alguns termos e atributos (Clements, Swaminathan, Hannibal e Sarama,
1999). Assim, vao de encontro a Clements e Battista (1992) que defendem existir um
nivel pré-recognitivo antes do Nivel 1 de van Hiele (nivel visual). Constataram,
ainda, que algumas criangas parecem usar, simultaneamente, a correspondéncia a
um protétipo visual e o raciocinio sobre os componentes e as propriedades para

resolver tarefas de selecdo de figuras. Ficou, assim, evidente que o Nivel 1 de
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pensamento geométrico, tal como proposto pela teoria de van Hiele é mais sincrético
do que visual, como Clements e Battista (1992) sugeriram. Isto porque este nivel é a
sintese do conhecimento declarativo verbal e imagistico, cada um interagindo com o
outro. Neste nivel sincrético, a crianca mais facilmente usa o conhecimento
declarativo para explicar porque uma figura em particular ndo € um membro de uma
classe, uma vez que o0 contraste entre a figura e o protétipo visual provoca
descri¢cOes das diferencas (Gibson, 1985 citado em Clements, Sarama et al., 1999).

Na transicdo para o nivel seguinte, as criancas experienciam, por vezes,
conflitos entre as duas combinacdes, correspondéncia de protétipo versus analise de
componentes e propriedades, levando a execucdo de tarefas de forma errada e
inconsistente. Isto porque comecam a depender dos atributos que determinam para
definir a categoria em vez de confiar exclusivamente na comparacdo com um
protétipo mental.

Para formar o conhecimento sdlido que suporta a transi¢do para o Nivel 2, as
criangas devem construir e atender conscientemente aos componentes e
propriedades de formas geométricas como objetos cognitivos (um processo de
aprendizagem que requer a mediacdo e, provavelmente, auxiliado pelo uso de
materiais manipulaveis em tarefas de construgéo fisica, bem como reflexdo, muitas
vezes solicitado por meio da discusséao), (Clements, Sarama et al., 1999).

Clements e Battista (2001 citados em Battista, 2007)) propuseram a ideia de
que os niveis de van Hiele (vistos como tipos de raciocinio) se desenvolvem
simultaneamente (embora a ritmos diferentes). Conhecimento visual-holistico,
conhecimento descritivo verbal e, inicialmente, em menor medida, o conhecimento
abstrato simbdlico cresce simultaneamente, assim como as interconexdes entre 0s
niveis. No entanto, embora estes tipos diferentes de raciocinio crescam em grau
conjunto, um nivel tende a tornar-se ascendente ou privilegiado na orientacdo de
uma crianga em direcdo a problemas geométricos. O nivel que € privilegiado, é
influenciado pela idade, experiéncia, intengdes, tarefas e habilidade no uso dos
varios tipos de raciocinio. Nos primeiros anos, enquanto o raciocinio visual
(chamado sincrético para significar combinacéo, analise e sintese sem coeréncia) €
dominante, o conhecimento descritivo-analitico comeca a surgir e interage com o
conhecimento visual. O dominio inicial do raciocinio visual-holistico da lugar,
gradualmente, ao raciocinio descritivo-analitico. Como o raciocinio abstrato comeca
a sua ascendéncia, as conexdes entre todos 0s tipos de raciocinio sao reforcadas e

reformuladas. Consistentes com este ponto de vista “crescimento continuo“, estes
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pesquisadores encontraram poucas evidéncias nas suas proprias pesquisas ou de
outros, de descontinuidades entre os niveis como postulado pela teoria de van Hiele.

De acordo com esta concec¢ao, Battista (2007) apresenta uma alternativa para
entender o desenvolvimento do raciocinio em geometria, redefinindo os niveis de
van Hiele expandindo-os em dois campos: o desenvolvimento do pensamento
baseado nas propriedades e o desenvolvimento de inferéncias sobre as
propriedades. O autor traca assim o progresso dos alunos na passagem de
conceptualizagbes informais intuitivas de formas geométricas 2D para o formal

baseado nas propriedades. Assim:

Nivel 1 (Raciocinio visual-holistico): os alunos identificam, descrevem e raciocinam
sobre as formas e outras configuracdes geométricas de acordo com sua aparéncia como
um todo visual. Assim, a orientacéo das figuras pode afetar fortemente a identificacéo de
figuras, ao mesmo tempo que os alunos podem justificar as suas respostas usando
transformacfes visuais imaginadas, dizendo por exemplo, que uma forma é um
guadrado, porque se é rodado, parece um quadrado. O autor apresenta subniveis: - pré-
reconhecimento: os alunos ndo sédo capazes de identificar muitas formas comuns e -
reconhecimento: os alunos identificam corretamente muitas formas comuns;

Nivel 2 (Raciocinio Analitico-componencial): os alunos concetualizam e especificam
as formas descrevendo as suas partes e as relacdes espaciais entre as partes. De
acordo com a sofisticacdo das descricbes e concetualizagbes dos alunos, o autor
apresenta como subniveis: - raciocinio componencial Visual-informal: os alunos
descrevem partes e propriedades das formas de maneira informal e imprecisa pois nao
possuem as concetualizagbes formais que permitem especificacbes precisas das
propriedades. As descricdes baseiam-se no visual, concentrando-se inicialmente em
partes de formas e depois em relacBes espaciais entre as partes e usando linguagem
estritamente informal, aprendida na experiéncia quotidiana, - raciocinio componencial
informal e insuficientemente formal: os alunos usam uma combinacdo de descricdes
informais e formais, de formas. As descricdes formais utilizam conceitos geométricos
padrdo e termos ensinados nos curriculos de mateméatica, no entanto sédo insuficientes
para especificar completamente formas. Embora os alunos apresentem propriedades
abstratas para uma classe de formas o seu raciocinio é ainda baseado visualmente e a
maioria das suas descricdes e concetualizacdes ainda parecem ocorrer de forma
extemporanea enquanto eles inspecionam formas, - raciocinio baseado na
propriedade formal suficiente: os alunos usam explicita e exclusivamente conceitos
geométricos e linguagem formal para descrever e concetualizar formas atendendo a um
conjunto suficiente de propriedades para as especificar. Este subnivel é caracterizado
por uma mudanca consideravel pois o principal critério para a identificacdo de uma forma
€ se satisfaz um conjunto preciso de propriedades formais verbalmente declaradas,

deixando longe o raciocinio visual dominante. Os alunos podem usar e formular

L Em inglés: Componential - sobre as componentes (partes) da figura
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definicdes formais para as classes de formas mas essas definicdes ndo sdo minimas,
pois que formular definicbes minimas requer relacionar uma propriedade a outra usando
algum raciocinio de tipo inferencial (que ocorre no Nivel 3). Eles enunciam um conjunto
de propriedades para uma classe de formas, listando todas as caracteristicas visuais que
tém vindo a associar a esse tipo de forma, descritas em termos de conceitos
geométricos formais. Progredir para este subnivel exige que os conceitos formais, como
0 comprimento dos lados e a medida dos angulos, devem ter atingido um nivel suficiente
de abstracdo para que possam ser usados na formacao de concetualiza¢des relacionais,
tais como "todos os lados iguais" que descrevem as relacdes espaciais entre as partes
da forma;

Nivel 3 (Raciocinio relacional inferencial baseado na propriedade): os estudantes
interrelacionam explicitamente e fazem inferéncias sobre as propriedades geométricas
de figuras. A sofisticacdo das interrelacdes das propriedades dos alunos varia muito
comecando com associacBes empiricas (quando a propriedade X ocorre, 0 mesmo
acontece com a propriedade Y), progredindo para a andélise componencial que explica
por que razdo uma propriedade “causa’ outra propriedade depois infere logicamente
uma propriedade de outra e, finalmente, para usar inferéncias para organizar
concetualizagdes de figura geométrica num sistema de classificagdo hierarquica. No
entanto, porque uma propriedade pode "sinalizar" outras propriedades, os alunos podem
organizar logicamente conjuntos de propriedades, especificando corretamente figuras
geométricas sem nomear todas as suas propriedades, formar definicbes minimas, e
distinguir entre conjuntos de condi¢Bes necessérias e suficientes. Os alunos podem
raciocinar com sentido sobre as declaracdes de propriedades formais que descrevem
relacbes espaciais, em muitos casos, sem ter de representar visualmente as
estruturacdes espaciais reais que as declaragbes descrevem. Subniveis: - relagdes
empiricas: os alunos usam a evidéncia empirica para concluir que se uma figura tem
uma propriedade, tem outra, - andlise componencial: ao analisar como os tipos de
figuras podem ser construidas, um componente de cada vez, os alunos concluem que,
quando ocorre uma propriedade, uma outra propriedade deve ocorrer. Os alunos
realizam esta analise, fazendo desenhos ou imaginando construir figuras peca por peca,
- inferéncia l6gica: os alunos fazem inferéncias légicas sobre as propriedades, eles
operam mentalmente em declaracdes de propriedade e ndo em imagens. Por exemplo,
um aluno pode raciocinar dessa maneira porque se um quadrado tem todos os lados
iguais, tem os lados opostos iguais. Tal raciocinio permite que os alunos fagcam as
inferéncias necessarias para a classificacdo hierarquica. Por exemplo, um estudante cuja
definicao de um retangulo é "4 angulos retos e lados opostos iguais” pode inferir que um
quadrado € um retangulo porque "um quadrado tem quatro angulos retos, que um
retdngulo tem que ter, e porque um quadrado tem 4 lados iguais, tem os lados opostos
iguais, que um retangulo tem que ter. " Mas os estudantes ndo usam esta capacidade de
inferéncia para reorganizar logicamente as suas redes concetuais sobre figuras, pois
eles ndo adotam o sistema de classificacdo logica e hierarquica de figuras (ou seja, eles
ainda resistem a ideia de que um quadrado é um retangulo embora possam seguir a
I6gica que justifica tal afirmacéo), - classificacdo hierarquica de figuras baseada em
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inferéncia logica: os alunos utilizam inferéncia ldgica para reorganizar a sua
classificagdo de figuras geométricas numa hierarquia l6gica. Os alunos dao argumentos
I6gicos para justificar as suas classificagcbes hierarquicas. O uso da logica dos alunos
para tirar conclusdes proporciona-lhes uma nova forma de acumular conhecimentos ou
seja, novos conhecimentos podem ser gerados ndo apenas por meios empiricos ou
intuitivos, mas através de deducdo légica;

Nivel 4 (Prova dedutivo formal): os alunos podem compreender e construir provas
geométricas formais. Isto €, dentro de um sistema axiomatico, podem produzir uma
sequéncia de instru¢bes que justifica logicamente uma conclusdo como consequéncia
dos "dados". Eles reconhecem as diferencas entre termos indefinidos, definicdes,

axiomas e teoremas. (p. 851-853)

Neste estudo e tendo em conta a idade dos alunos envolvidos (8/9 anos), dar-
se-a maior atencdo aos dois primeiros niveis da teoria de van Hiele ou de acordo
com a redefinicdo de Battista (2007) aos niveis 1 e 2, atendendo aos subniveis:
raciocinio componencial visual-informal e raciocinio componencial informal e
insuficientemente formal pois, supostamente, sera entre estes niveis que as criangas

se movimentam.

2.2.2. Materiais manipulaveis

A utilizacdo de materiais manipulaveis no desenvolvimento do pensamento
geométrico e espacial em criancas mais novas é sugerida em varias pesquisas
(Clements e McMillen, 1996; Ponte e Serrazina, 2000), pois fornecem, muitas vezes,
0 suporte visual e experimental.

Também o Programa de Matematica (ME, 2007) enfatiza a importancia da
utiizacdo de materiais manipulaveis (estruturados e nao estruturados) na
aprendizagem da geometria e da medida. De acordo com este documento, “estes
materiais permitem estabelecer relacbes e tirar conclusdes, facilitando a
compreensao de conceitos” (p. 23). Alguns materiais como geoplano, tangram,
pentaminds, pecas poligonais encaixaveis, espelhos, miras, modelos de sdlidos
geométricos, puzzles, mosaicos, réguas, esquadros e compassos Sao
especificamente apropriados para a aprendizagem da geometria. Na abordagem da
geometria e medida devem também ser utilizados instrumentos como, por exemplo:
réguas, esquadros, metros articulados, fitas métricas, balancas, recipientes
graduados e reldgios.

Também Ponte e Serrazina (2000) referem que a manipulacdo de materiais,
juntamente com a reflex@o sobre as atividades realizadas, tem um papel primordial

na construgcdo dos conceitos geomeétricos. Ao nivel do 1.° ciclo do ensino basico
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podemos considerar o uso de materiais como fundamental, por um lado, porque as
criancas estdo fortemente dependentes do ambiente e dos materiais a sua
disposicéo e por outro, porque sendo os conceitos e relagbes matematicas entes
abstratos, € necessario encontrar ilustragdes, representagcdes e modelos que
facilitem a construcao desses conceitos.

Assim, devem ser proporcionadas, aos alunos, oportunidades para realizar
experiéncias que lhes permitam explorar, visualizar, desenhar e comparar objetos do
dia-a-dia e outros materiais concretos que deverado constituir a base para um ensino
mais formal. E, porém, imprescindivel que os materiais sejam de facto usados pelos
alunos e que estes saibam realmente qual a tarefa para a qual é suposto usar o
material, pois “é tao ineficaz ser o professor a usar o material, com o alunos a ver,
como ter o aluno a mexer no material sem saber o que esta a fazer” (Ponte e
Serrazina, 2000. p. 116).

No entanto, a utilizagcdo de materiais, s6 por si, ndo garante a aprendizagem
(ME, 2007) pois tal como é referido em Matos e Serrazina (1996), os conceitos
matematicos que a crianca deve construir ndo estdo em nenhum dos materiais de
forma a podé-los abstrair empiricamente, mas “formar-se-8o pela acéo interiorizada
da crianga, pelo significado que da as suas ac¢Oes, as formulagbes que enuncia, as
verificagdes que realiza” (p. 197). Assim os professores tém um papel fundamental
neste processo devendo disponibilizar os materiais e organizar adequadamente o
ambiente de aprendizagem, de modo a encorajar os alunos a explorar as figuras e
as suas propriedades.

Neste estudo optou-se pelo recurso ao geoplano (5X5) porque € um recurso
estimulante que possibilita discussdes ricas acerca das caracteristicas dos
poligonos. Também por se considerar um recurso facilitador na resolucdo de
problemas geométricos e no estudo das figuras planas, possibilitando o apoio a
representacdo mental dessas figuras. E ainda, por ser uma etapa no caminho da
abstracdo e por se adequar as tarefas da experiéncia de ensino deste estudo,
nomeadamente, a representacdo de quadrilateros enfatizando a identificacdo e a

nomenclatura e, ainda, a emergéncia de algumas propriedades das figuras.

2.3. As figuras geométricas (2D)

A compreensdo basica das figuras geométricas, conforme teorizado por
Hannibal (1999), é essencial no estudo da geometria e os professores devem ajudar

as criancas a desenvolver a compreenséao de categorias de figuras.
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Mas ndo podemos falar de figuras geométricas sem pensar no espacgo, pois
interagir com figuras reais envolve a compreensdo do mundo visual que nos rodeia e
também a interpretagcdo da informacdo visual e, acima de tudo, compreender as
mudancas nas figuras que povoam 0 nosso espaco. O espaco e as figuras, como
defendido por Freudenthal (1973), fornecem o ambiente no qual o aluno pode obter
a percecdo de uma teoria matematica. Este ambiente, numa fase mais avancada
adquire um aspeto mais amplo e mais abstrato, sem a necessidade de um ambiente
real como base. No caso mais abstrato lidamos com as figuras e algum tipo de
espaco, mesmo quando elas sdo representacdes visuais, ou seja imagens mentais
ou, por outras palavras, representacdes tedricas.

De acordo com Senechal (1990 citada em Hershkowitz, Parzysz e Dormolen,
1996) a interacdo significativa com figuras reais no nosso espaco tem trés objetivos
principais: "Para descobrir semelhangas e diferencas entre objetos, para analisar os
componentes da figura, e reconhecer as figuras em diferentes representacdes” (p.
161). Ela sugere que o estudo das figuras devera ser orientado, em todos 0os anos
de escolaridade, por trés instrumentos principais: identificacdo e classificacdo de
figuras, a analise de figuras e representacdes e visualizagao de figuras.

Desde 1950, foram feitas pesquisas por psicologos para observar o
desenvolvimento de niveis nha compreensdo geométrica (Piaget e Inhelder, 1967).
Estes autores teorizaram que inicialmente as criancas discriminam objetos com base
em caracteristicas "topologicas", tais como ser fechada ou de outra forma
topologicamente equivalente e sO as crian¢cas mais velhas podem discriminar figuras
retilineas de curvilineas e, finalmente, figuras retilineas fechadas, tais como
guadrados e losangos, através de exploracdes sistematicas e coordenadas.

Vérias investigagcOes tém sido desenvolvidas, nomeadamente as de Clements
e Battista (1992), com o intuito de conhecer o que as criangas sabem sobre as
formas geométricas.

Segundo Clements e Sarama (2007) as criangas atribuem nomes de formas a
alguns exemplos concretos, de seguida combinam essa habilidade para produzir
nomes corretos de figuras para exemplos prototipicos de figuras comuns e somente
apos essas experiéncias constroem categorias de figuras.

Laborde (1993) enfatiza uma natureza dual das figuras (aqui principalmente
figuras geométricas), como expressou: “As figuras podem ser vistas como
desempenhando o papel da realidade no que diz respeito a teoria, bem como

desempenhando o papel de modelo para uma teoria geométrica” (p. 49).
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Também Fischbein (1993) prop6s uma teoria em que o objeto geométrico é
tratado como tendo duas componentes, uma conceptual e a outra figural. A
componente conceptual, através da linguagem escrita ou falada, expressa
propriedades que caracterizam uma certa classe de objetos. A componente figural
corresponde a imagem mental que associamos ao conceito e, no caso da geometria,
essa imagem pode ser manipulada por transformacdes geométricas mas mantendo
invariantes certas relagcdes. A harmonia entre estas duas componentes determina a
nocdo correta sobre o objeto geométrico. Na formacdo da imagem mental, o
desenho associado ao objeto geométrico desempenha um papel fundamental. Para
o aluno nem sempre é claro que o desenho é apenas uma instancia fisica da
representacdo do objeto. Se por um lado o desenho é um suporte concreto de
expressdo e entendimento do objeto geométrico por outro lado, pode ser um
obstaculo a este entendimento, isto porque guarda caracteristicas particulares que
nao pertencem ao conjunto das condigdes geométricas que definem o objeto.

Duval (1994,1998) e Matos (1992) vdo de encontro a esta teoria, pois
mostraram que a apreensao percetiva pode constituir-se como um obstaculo a uma
interpretacdo geomeétrica, sobretudo desenhos prototipos e as interpretacdes a eles
associados. O tratamento de objetos geométricos baseado em desenhos
particulares, os ditos desenhos prototipicos faz com que os alunos nao reconhecam
desenhos desses mesmos objetos quando diferem desses modelos prototipicos. E
mais, para os alunos, a posicao relativa do desenho ou o seu tragcado particular,
passam a fazer parte das caracteristicas do objeto, quer no aspeto conceptual ou
quer no figural, estabelecendo desequilibrios na formagédo do conceito.

Assim, no sentido de minorar esses desequilibrios, varios autores, entre os
quais Laborde (1992) defendem o recurso a AGD uma vez que tém a vantagem de
permitir a manipulacéo do desenho no ecrd do computador, nomeadamente, medir,
deslocar um elemento do desenho observando as modificagdes e verificar certas
relacbes geomeétricas entre os objetos. Na descoberta das propriedades, as
caracteristicas dindmicas das figuras (desenhos em movimento) implicam que as
particularidades da representacédo fisica mudem fazendo emergir os invariantes, ou

seja as reais propriedades da figura.

2.3.1. Representacodes

As representacdes matematicas tém sido alvo de crescente atencao por parte

da investigacdo em Educacdao Matematica (por exemplo, Bishop e Goffree, 1986;
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Dufour-Janvier, B., Bednarz, N., Belanger, M., 1987; Janvier, 1987), a0 mesmo
tempo que tém vindo a ocupar um lugar de destaque na aprendizagem da
matematica, em especial na resolucdo de problemas. Esta relevancia traduz-se, por
exemplo, na integracdo da norma Representagcdo no grupo dos processos
transversais estipulados nos Principles and Standards for School Mathematics
(NCTM, 2008).

Também a investigacdo sobre a importancia da visualizacédo e do papel das
imagens mentais na atividade matematica tem contribuido para o reconhecimento da
utiidade das representacdes na formacdo dos conceitos matematicos. Porém, a
definicdo de representacdo ndo é consensual entre pesquisadores em educacao
matematica embora, no sentido de clarificar o sentido de representacdo matematica,
encontremos algumas propostas de definicdo. Uma definicdo amplamente utilizada é
a de que a representacdo € uma configuragdo que pode representar uma outra
coisa, como referiu Gerald Goldin (2008), um dos autores que mais tem escrito
sobre representacdes matematicas. Por exemplo, “uma palavra pode representar um
objeto real, um numeral pode representar o nimero de elementos num conjunto, ou
a posicao de um numero numa reta numérica” (Goldin, 2008, p. 178).

Duval (2002 citado em Dindyal, 2003) afirmou que n&o ha acesso direto a
objetos matematicos se ndo através das suas representacbes e, portanto, sO
podemos trabalhar em e a partir das representacfes semidticas, porque fornecem
um meio de processamento. Na geometria, isto implica trabalhar em registos
diferentes (linguagem natural, simbdlico e figurativo) e mover-se entre 0s registos.
Um simbolo € um som ou algo visivel, mentalmente ligado a uma ideia (Skemp,
1987 citado em Dindyal, 2003). A ideia a que o simbolo esta ligado é chamada
referente. O simbolo é chamado significante e aquilo que simboliza chamado
significado. A tradicdo de Piaget refere-se ao "significado” como o mental (interno) e
construir o "significante", como o fisico (externo). Segundo Goldin e Kaput (2006),
esta relacdo pode ser invertida, sempre que uma representacdo externa é
interpretada por um individuo, especialmente se a representacdo externa nao foi
produzida pelo intérprete, a construcdo interna estd a atuar para representar a
configuracdo externa, fisica.

Skemp (1987) acrescentou que é, em grande parte, através do uso de
simbolos que alcancamos o controle voluntario sobre os nossos pensamentos.
Simbolizamos quando queremos algo que esta ausente ou em falta, de alguma

maneira, e entdo trabalhamos com o simbolo como um substituto (Pimm, 1995). Em
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algebra simbolos literais sdo usados como variaveis, incognitas, constantes, etc.,
enguanto que em geometria sdo utilizados simbolos visuais como diagramas.

Janvier (1987) acrescenta que uma representacdo poderia ser considerada
como uma combinacdo de trés componentes: simbolos escritos, objetos reais e
imagens mentais. Van de Walle (2004) vai mais além e refere que as
representacfes podem assumir uma variedade de formas, incluindo imagens (por
exemplo, desenho, tabelas, graficos), simbolos escritos (por exemplo, numeros,
equacOes, palavras), modelos de manipulacdo, linguagem oral (por exemplo, falar
entre pares de alunos e situacdes de discussdo na turma), e do mundo real (Van de
Walle, 2004).

Em geral, pode considerar-se que o0 termo representacdo se refere
simultaneamente ao processo e ao produto (NCTM, 2008), ja que, se for entendida
como um processo, corresponde ao ato de captar um conceito matematico numa
determinada forma, por outro lado, sendo vista como um produto trata-se da forma
propriamente dita.

Assim, a representacdo é uma parte essencial da atividade matemética e um
veiculo para a apreensdo de conceitos matematicos (Cobb, 2003; Cobb et al., 2002
citados em Stylianou, 2010; Dufour-Janvier et al., 1987.; Gravemeijer et al., 2003;
Kaput et al., 2008; Meira, 2003; Stylianou, 2010). A compreensdo das relacdes
existentes entre as varias representacfées de um mesmo conceito e a identificacdo
das suas semelhancas e diferengcas contribui para uma melhor compreensdo do
conceito por parte dos alunos (Goldin e Shteingold, 2001).

Da andlise da literatura existente constata-se que as representacfes sao
consideradas de duas formas. Uma delas refere-se a construcao de representacdes
pelo aluno: “O estudo das representacdes construidas pelos alunos deve dar-nos
sugestdes para formular representacbes alternativas para a aprendizagem de
conceitos matematicos” (Dufour-Janvier et al., p. 119). Outra forma refere-se a
apresentacao de representacdes para serem usadas pelo professor e pelo aluno
com o objetivo de construir conceitos: “Diagramas, graficos e expressoes simbdlicas
fazem parte do ensino da matemética, mas infelizmente essas representacoées,
assim como outras, tém sido aprendidas e ensinadas como um fim” (NCTM, 2008, p.
75).

Além disso, representacdes podem ser externas, como entidades observaveis
gue sao utilizadas para ilustrar ideias ou conceitos ou internas que ocorrem na
mente dos estudantes e que simbolizam ideias matematicas (Dufour-Janvier,
Bednarz, Belanger, 1987; Goldin e Kaput, 2006; Goldin, 2008) e “s6 podemos fazer
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inferéncias sobre as representacdes internas dos alunos através da producéo de
representacdes externas” (Goldin e Shteingold, 2001, p. 6). E através das conexdes
entre representagfes internas e externas que a sua utilizagdo em mateméatica
assume um contributo significativo no processo de ensino e aprendizagem. Goldin e
Shteingold (2001) focam esta ideia referindo que a interagcdo entre as
representacbes externas e internas é fundamental para um ensino e uma
aprendizagem significativos.

Um outro autor com uma influéncia marcante no tema das representacdes €
Jerome Bruner (1966), que fala em representacdes ativas, icénicas e simbdlicas.
Considera que estes sistemas de representacdo sdo sequenciais, come¢cando no
ativo, passando pelo iconico e culminando no simbdlico. Segundo o autor, numa
fase inicial, as experiéncias concretas contribuem para a formacdo de uma nocéao
intuitiva do conceito (modo ativo), seguindo-se a utilizacdo de imagens para
interiorizar o significado desse conceito, sejam imagens mentais ou imagens
externas, como figuras e diagramas que descrevam ou representem esses conceitos
(modo iconico). Finalmente as imagens sao substituidas por simbolos que
representam os objetos (modo simbdélico). Estes trés sistemas de representacao nao
sO constituem diferentes contextos de trabalho ou diferentes formas de raciocinar,
mas salientam a importancia de encorajar os alunos a interrelacionar a componente
fisica com a formacao de imagens, bem como esta fase com a simbdlica.

Existe ainda uma vasta teoria acerca da representacdo em geometria, em
especial no que se refere as figuras geométricas. Estas, por um lado, sdo usadas
para retirar ideias que conduzem ao conceito geométrico, por outro lado, séo
entendidas como meios para representar um conceito geométrico formal. Uma das
dificuldades que esta teoria reconhece é a de que os alunos se fixam, por vezes, em
aspetos concretos de uma figura particular, esquecendo que esta pretende
representar uma situagdo mais geral, uma classe. “Os alunos costumam atribuir
caracteristicas de um desenho ao objeto geométrico que representa” (Clements e
Battista, 1992, p. 448) ou frequentemente conferem atributos e caracteristicas
irrelevantes dos diagramas aos conceitos geométricos (Clements e Battista, 1992;
Yerushalmy e Chazan, 1993 citados em Battista, 2007). Na mesma linha, Fishbein
(1994) defende que certos assuntos podem ligar uma representagcao particular a um
dado conceito o que provoca um forte impacto nas decisdes cognitivas dos alunos.

Duval (1998) refere que a aprendizagem da geometria envolve trés tipos de
processos cognitivos: visualizagdo, construcéo e raciocinio. Embora o processo de
visualiza¢do seja, geralmente, considerado Util, para apoiar a intuicdo e a formacéao
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de conceitos na aprendizagem da matematica, Dreyfus (1991), refere que uma figura
pode ser, as vezes, enganosa pois os alunos sdo muitas vezes influenciados por
figuras paradigmaticas (modelos) podendo a simples visualizagdo interferir com o
processo de deducdo. Duval argumentou, no entanto, que “esses trés tipos de
processo cognitivo estdo intimamente ligados e a sua sinergia é cognitivamente
necessaria para a proficiéncia em geometria” (p. 38). Por outras palavras, raciocinio
e visualizagdo completam-se mutuamente. Mas, a fim de evitar a influéncia das
imagens paradigmaticas, podemos utilizar uma figura de geometria dindmica. Duval
(2000) sugeriu, ainda, que somente através da coordenacdo de diferentes
representacfes os alunos podem desenvolver capacidades para resolver problemas
de geometria.

Nesta perspetiva, as novas tecnologias proporcionam novas formas de
representacdo matemética pois mudam o modo como os alunos usam as formas
convencionais de representacdo em matematica e alargam o conjunto de
representacbes com que eles podem trabalhar (Ponte e Serrazina 2000). Desta
forma os alunos desenvolvem as suas imagens mentais das ideias matematicas.

Uma figura em geometria dindmica € também uma representacao visual. Num
AGD, o aluno pode arrastar um objeto geométrico como um vértice dum quadrado e
alterar a figura dinamicamente, preservando as condicdes dadas da figura e os
invariantes geométricos, que sdo consequéncia das condicbes dadas. Um aluno
pode interagir com uma figura dindmica, que fornece uma imagem clara das ideias
matematicas abstratas por meio do arrastamento do objeto concreto. Assim, e de
acordo com Wong (2011), o aluno pode comparar multiplas perspetivas fornecidas
por diferentes representacdes e alterar conjeturas e conceitos incorretos. Ao
manipular uma figura dindmica e observar como ela muda, os alunos podem ser
capazes de evitar a sobregeneralizacdo de teoremas a partir de imagens
paradigmaticas.

No entanto, alguns pesquisadores descobriram que, apesar de professores e
alunos estarem despertos para a importancia da compreensdo de cada tipo de
representacado, os alunos podem deixar de notar regularidades e discrepancias entre
as representacfes (Kaput, 1987; de Jong et al., 1998; Kozma, 2003 citados em
Wong et al., 2011). Sweller (1988 citado em Wong, 2011) apontou que quando
aprendem com Vvarias representacdes, os alunos sao obrigados a relacionar
diferentes fontes de informacao, o que pode causar uma carga cognitiva pesada que

deixa poucos recursos para a aprendizagem real.
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2.3.2. Visualizacdo espacial e imagens

“A visualizagcdo engloba capacidades relacionadas com a forma como o0s
alunos percecionam o mundo que os rodeia. Envolve observacdo, manipulacao e
transformacdo de objetos e as suas representacOes, a interpretacdo de relacdes
entre os objetos e entre estes e as suas representagdes” (ME, 2007, p. 20).

Muitos conceitos em geometria ndo podem ser reconhecidos ou
compreendidos a menos que, visualmente, o aluno possa perceber exemplos e
identificar figuras e propriedades associando-os a experiéncias anteriores (Ponte e
Serrazina, 2000).

Van Hiele (1986) considera que a visualizagdo tem uma importancia vital no
processo de construcdo do conhecimento. Segundo este autor, a representacao
mental dos objetos geométricos, a analise e a organizacdo formal (sintese) das
propriedades geométricas relativas a um conceito geométrico sdo passos
preparatorios para o entendimento da formalizacdo de um conceito.

Embora haja um elevado nimero de pesquisas na area da visualizacdo e
pensamento visual, ndo ha consenso para a terminologia utilizada neste campo.

Presmeg (1986) pensa que a imagem visual esta na mente: “A imagem visual
€ um esquema mental que descreve a informagéao visual ou espacial”’ (p. 42), e ela
afirma que este esquema mental pode existir com ou sem a presenca do objeto
externo.

Por outro lado, Zimmerman e Cunningham (1991) definem a visualizacdo
como “o processo de producdo ou utilizagcdo de representacbes geométricas e
gréficas de conceitos matematicos, principios, ou problemas, se desenhado a méo
ou produzido por computador” (p. 1) ou, ainda, “... que € o processo de formacéo de
imagens (mentalmente, ou com papel e lapis, ou com o auxilio de tecnologia)” (p. 3).

Para Dreyfus (1991) a visualizagdo € um processo pelo qual as
representacfes mentais ganham existéncia e Mariotti e Pesci (1994) chamam a
visualizacdo o pensar que é naturalmente acompanhado e apoiado por imagens.

A visualizagcdo em matematica é caraterizada por Gutiérrez (1996) como o
tipo de atividade que tem por base o recurso a elementos visuais ou espaciais,
sejam mentais ou fisicos, utilizados na demonstracdo de propriedades ou na
resolucdo de problemas. Sublinha que a visualizacdo é composta por quatro
elementos principais: imagens mentais, representacfes externas, processos de

visualiza¢do e capacidades de visualizagéo.

24



Arcavi (2003) apresenta uma definicdo de visualizagdo que se enquadra nas
ideias defendidas por Zimmermann e Cunningham (1991): “A visualizagdo é a
capacidade, o processo e o produto de criagao, interpretacéo, utilizacdo e analise de
figuras, imagens e diagramas, na nossa mente, no papel ou por intermédio de
ferramentas tecnoldgicas, com o propésito de descrever e comunicar informacao,
pensar sobre e desenvolver ideias previamente desconhecidas e progredir no
conhecimento” (p. 217).

Pode, ainda, acontecer um autor utilizar, por exemplo, o termo "visualizacdo"
e outro usar "raciocinio espacial", com o mesmo significado. Por outro lado, um
Gnico termo, como "imagem visual”, podem ter significados diferentes, de acordo
com os autores e os contextos. “Essa confusédo aparente € apenas um reflexo da
diversidade de areas em que a visualizacédo é considerada relevante e a variedade
de especialistas que estéo interessados nela” (Guttierez, 1996, p. 4), pois tal como
referem Zimmermann e Cunningham (1991), a visualizagdo esta relacionada com
diversos ramos e, tendo raizes na matematica, compreende aspetos historicos,
psicolégicos, pedagdgicos e tecnologicos importantes.

A visualizagdo €, hoje em dia, considerada uma a¢gdo matematica como o
céalculo ou a simbolizagdo, quando os estudantes procuram modelos matematicos e
relagbes (NCTM, 2008; Senechal, 1991). A conducdo e a apresentacdo da
matematica estdo cada vez mais a tornar-se visuais, diz Mason (1995), devido a
presenca de ecrds inteligentes, conjuntamente com o0 reconhecimento da
importancia das imagens.

De acordo com o NCTM (2008), a visualizagcdo espacial constitui um aspeto
essencial do raciocinio geométrico:

Desde o inicio dos primeiros anos de escolaridade, os alunos deverdo desenvolver
capacidades de visualizacdo através de experiéncias concretas com uma diversidade
de objectos geométricos e através da utilizacdo das tecnologias, que permitem rodar,
encolher e deformar uma série de objectos bi e tridimensionais. Mais tarde, os alunos
deverdo sentir-se a vontade na andlise e no desenho das vistas, na contagem das
partes componentes das figuras e na descricdo das propriedades que ndo podem ser
vistas, mas apenas inferidas. Os alunos necessitam de aprender a alterar quer fisica
guer mentalmente, a posicdo, a orientagdo e a dimensdo dos objectos de forma

sistematizada, a medida que vdo desenvolvendo os seus conhecimentos sobre

congruéncia, semelhanca e transformacgdes. (p.47)

No entanto, ha autores que consideram que nem sempre a visualizacao ajuda
o raciocinio. Rieber (1994) aconselha a que sejamos cautelosos, ndo sO porque a

visualizagdo € um processo cognitivo fortemente influenciado pelo conhecimento
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anterior, podendo levar a conclusfes falsas, mas também devido a forma como as
pessoas desenvolvem cognitivamente a sua realidade, podendo esta tornar-se
confusa quando submersa em ambientes dominados completamente pelo visual.

Na mesma linha de pensamento, Mariotti (1995) aponta o papel complexo que
as imagens tém num contexto geométrico, sendo essa complexidade expressa por
um lado, na impossibilidade de introduzir um conceito geométrico sem dar exemplos,
isto & desenhar figuras ou construir modelos e, por outro, estes exemplos
particulares do conceito, podem ndo ser suficientes para determinar o0 conceito
corretamente.

No dizer de Dreyfus (1991), a visualizacdo € geralmente considerada Gtil para
apoiar a intuicdo e a formacdo de conceitos na aprendizagem da matemaética, no
entanto resume as muitas dificuldades sentidas, pelos estudantes, com a
visualiza¢éo:

* incapacidade de ver um diagrama de diferentes maneiras;

« dificuldades em reconhecer as transformagdes implicadas nos diagramas;

* interpretagdes incorretas ou ndo convencionais de variagdo e covariagdo em

gréficos;

« falha na distingdo entre uma figura geométrica e o desenho que representa

essa figura,

« falha em unir as suas visualizagdes com o pensamento analitico.

No sentido de colmatar estas e outras dificuldades, varios autores defendem o
recurso a ferramentas computacionais, (por exemplo, Clements et al., 1997), para
guem a visualizacdo e o raciocinio espacial sdo melhorados pela interacdo com
animacdes computorizadas e com outros tipos de meios tecnoldgicos, ja que a
manipulacdo das ferramentas computacionais favorece a formacdo de imagens
mentais, contribuindo para o desenvolvimento da capacidade de visualizacdo e
raciocinio espacial (Abrantes et al., 1999).

Também Gravina (1996) argumenta que os AGD com recurso a “desenhos
em movimento” podem ser ferramentas ideais na superagao de dificuldades. A partir
de exploracdo experimental em ambientes informatizados, os alunos conjeturam e,
com o feedback constante oferecido pela maquina, refinam ou corrigem as suas
conjeturas, chegando a resultados que resistem ao “desenho em movimento”,
passando entdo para a fase abstrata de argumentacao e demonstracdo matemaética.

Yerushalmy e Chazan (1990) referem que ambientes de software podem
ajudar a atenuar algumas das desvantagens de imagens visuais, em particular a
dependéncia de um unico diagrama, pois que uma das potencialidades destas
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ferramentas é a repetibilidade que possibilita um elevado nimero de representacfes
para o mesmo objeto, a0 mesmo tempo que permitem a visualizagc&o quase imediata
das imagens geradas quando os alunos fazem conjeturas sobre propriedades e
relacbes e procuram testa-las e justifica-las (Bishop et al., 2000). Também o
movimento e a modificacdo dos desenhos, permitidas por estes ambientes,
possibilitam uma mais facil visualizacdo das propriedades e das relacGes
geomeétricas, uma vez que € possivel fazer constru¢des e manipula-las, conservando
invariantes as propriedades e relacfes estabelecidas (Laborde, 1993).

Apesar da controvérsia relacionada com a visualizagdo, muitos investigadores
realcam a sua importancia para o desenvolvimento de competéncias ao nivel da
geometria, assim como o contributo das ferramentas computacionais para o
desenvolvimento dessa capacidade (visualizagao).

Dado que, na literatura, como ja referido, sdo identificadas multiplas
interpretacdes do significado de visualizagdo, nesta investigacdo, e com base nos
objetivos delineados, adota-se uma perspetiva de visualizagdo baseada na definicdo
de Arcavi (2003): “A visualizagao é a capacidade, o processo e o produto de criagao,
interpretacao, utilizagdo e analise de figuras, imagens e diagramas, na nossa mente,
no papel ou por intermédio de ferramentas tecnolégicas, com o propésito de
descrever e comunicar informacéo, pensar sobre e desenvolver ideias previamente

desconhecidas e progredir no conhecimento” (p. 217).

2.3.3. Propriedades dos quadrilateros

E comum as criancas identificarem as figuras pela sua aparéncia fisica,
porém também podem atender conscientemente a caracteristicas visuais da forma e
usé-las para identificar formas geométricas. De acordo com o NCTM (2008), a
identificacdo de formas é importante, mas as suas propriedades e relacbes deverao
ser fortemente privilegiadas devendo os alunos mais novos aprender sobre formas
geomeétricas utilizando objetos concretos, observaveis, palpaveis e manipulaveis.
Recomenda, ainda, que os estudantes estudem exemplos e ndo-exemplos de
objetos bidimensionais para comecar a classificar formas.

Pesquisas indicam que mesmo criancas mais novas referem componentes e
atributos das formas quando as descrevem (Clements, Battista, e Sarama, 2001
citados em Battista, 2007; Lehrer, Jenkins, Osana, 1998), no entanto, segundo
Clements e Sarama (2007), muitas vezes, elas apenas atendem a um subconjunto
préprio de caracteristicas visuais de uma forma e sdo incapazes de identificar muitas

formas comuns. As criangcas mais velhas podem atender a propriedades (igualdade
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dos lados, angulos retos e paralelismo dos lados) separadamente, enquanto as
criangas mais novas nao sdo capazes ou ndo estdo predispostas a concentrar-se
nas caracteristicas individuais (Smith, 1989 citado em Clements, Sarama et al.,
1999) ao mesmo tempo que podem produzir protétipos na classificacdo de figuras
sem atender, necessariamente, as propriedades e componentes especificos dessas
figuras (Clements e Sarama, 2007). Estes autores referem, também, que o
pensamento matematico baseado em imagens limitadas pode causar dificuldades,
pois uma ideia pode estar muito ligada a uma imagem. Deste modo, 0 ensino
baseado em protétipos deve ser questionado, pois de acordo com Clements e
Battista (1992) pode estabelecer bases que podem comprometer o desenvolvimento
do pensamento hierarquico (nivel abstrato e relacional de van Hiele).

Segundo Markopoulos e Potari (1996) os alunos, partindo de consideragdes
visuais das formas geométricas, desenvolvem relagdes entre as figuras e as suas
propriedades, e constroem relagdes hierarquicas entre diferentes classes de figuras.
Também Casa e Gavin (2009) argumentam que com um curriculo de qualidade,
materiais e ensino, que suportem os conceitos e o desenvolvimento da linguagem,
podem ajudar a mover os estudantes do nivel visual, identificando as formas
isoladamente para a definicdo dos seus atributos classificando-as e reconhecendo
relacdes entre elas.

No entanto, estudos dao conta que, relativamente as propriedades de figuras
geométricas, os estudantes possuem diferentes conceg¢des acerca do mesmo
conceito. Por exemplo, € comum os estudantes ndo considerarem os angulos como
uma propriedade saliente das figuras geométricas (Clements et al., 1996). Outro
estudo nesta area (Matos, 1999) revela que a imagem mental de angulo dos alunos
€ 0 agudo e o reto, constituindo-se estes como o protétipo de angulo. Além disso, a
posicdo prototipica de um angulo € aquela em que um dos lados esta na posicao
horizontal ou vertical. Também, a propésito do conceito de angulo, Mitchelmore
(1992) considera que o mesmo tem uma natureza complexa, pelo que se torna
essencial relacionar as representacdes estaticas com modelos dindmicos. E a nogcéo
de perpendicularidade ndo €& “perceptualmente primitiva” como a nocao de
paralelismo, pois a relacdo entre retas paralelas é visualmente 6bvia o que nédo
acontece com retas perpendiculares.

Vinner (1991) refere que a imagem do paralelogramo no conceito dos alunos
€ um em que nem todos os angulos ou lados podem ser iguais. Dai que o0s
estudantes ndo possam considerar retangulos, quadrados e losangos como
paralelogramos.
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Outros, como Abrantes et al. (1999) sustentam que o0s programas
informaticos, por exemplo o Logo, ou de geometria dindmica, podem auxiliar na
descoberta de propriedades na medida em que, por exemplo, desenhando uma
figura geométrica, os alunos podem desloca-la, amplia-la, reduzi-la e observar que
certas caracteristicas se mantém inalteradas (regularidades fundamentais no
processo de compreensédo do conceito de propriedade).

Nesta perspetiva ndo sera de mais realcar que, logo no inicio da escolaridade,
os alunos devem trabalhar os conceitos de paralelismo, perpendicularidade,
congruéncia, semelhanca e simetria, bem como conhecer as propriedades das
figuras planas e dos sdlidos geométricos. Sheffielf e Cruikshank (2000) referem que
as criangas organizam 0s conceitos, as propriedades e as caracteristicas das formas
com que trabalham, durante o processo comunicativo, escrito ou oral, pois a escrita
individual ou cooperativa de ideias geométricas € uma atividade essencial porque,
enquanto se descrevem raciocinios, desenvolvem-se conceitos e competéncias
geomeétricas que ficam registados, podendo ser partilhados a qualquer momento.

Assim, o professor devera proporcionar materiais aos alunos e estruturar a
sala de aula, de forma a encoraja-los a explorar as figuras geomeétricas e as suas

propriedades.

2.3.4. Classificacéao

A classificacdo de quadrilateros, a semelhanca da definicdo de quadrilatero,
nao é consensual entre a comunidade cientifica. Nao existe uma definicdo “padrao”
para quadrilatero. Alguns matematicos incluem como exigéncia para ser um
quadrilatero o facto de ser uma linha simples fechada, enquanto outros ndo (Matos,
1999). Também o desenho abaixo, onde a intersecdo de duas linhas ndo € um
vértice, € um quadrilatero para alguns (Vinner e Hershkowitz, 1983) e nem mesmo

uma figura geométrica para outros.

Desacordo semelhante acontece em relagdo ao trapézio, pois para alguns um
paralelogramo € um tipo especial de trapézio e para outros néao.
Este “desacordo” relativamente as formas pode estar, segundo Edwards e

Harper (2010) ligado a definicdo que se adota para determinada forma e que resulta
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do facto de, erroneamente, a matematica ser entendida como um corpo estatico de
conhecimento descoberto ha muito tempo. Segundo estes investigadores, 0s
estudantes devem saber que a matematica é uma atividade humana negociada por
meio da interacdo social e como tal pode mudar. Consideram que a definicdo é
essencial para a matematica, assercdo defendida por varios autores,
nomeadamente, Veloso (2006), Marioti e Fischbein (1997, citados em Gomes A. E
Ralha E., 2005) e os alunos devem reconhecer a necessidade de clareza da
definicdo em todos os assuntos onde o pensamento preciso € essencial. “Para
entender como a imprecisdo e ambiguidade das palavras comuns leva a erros
graves no pensamento reflexivo é valorizar a importancia de definir claramente
conceitos em qualquer vocabulario técnico” (Fawcett, 1938, p. 30 citado em Edwards
e Harper, 2010).

Porém matematicos e educadores de matemética criticam bastante o ensino
direto de definicbes de geometria sem énfase no processo subjacente da defini¢éo,
pois o facto de saber a definicdo de um conceito ndo garante a compreensdo do
mesmo (Vinner,1991). Os alunos devem, pois, estar envolvidos na acdo de definir e
terem a possibilidade de selecionar as suas proprias definices (Freudenthal, 1973;
Villiers, 2010).

Vinner e Hershkowtiz (1980 citado em Clements e Battista, 1992, p.447)
referem que muitas vezes, na classificacdo de figuras, sdo utilizadas imagens
conceptuais (modelos mentais) em vez de definicbes conceptuais (combina¢cédo dos
modelos mentais com propriedades associadas ao conceito), € o “fendmeno
protétipo” (Hershkowitz, 1990 citado em Fujita e Jones, 2007). Este autor argumenta
gue cada conceito tem um ou mais exemplos de protétipos que sao obtidos em
primeiro lugar, existindo na imagem conceito da maioria dos individuos. Na maior
parte das vezes, essas imagens conceptuais sdo coerentes com o tipo de definicbes
que utilizam: partitivas ou exclusivas, em vez de hierarquicas ou inclusivas (Heinze,
2002; Jones, 2000; Villiers, 1994)).

Embora as criangas mais novas sejam capazes de compreender inclusdes de
classes, estudos realizados dao conta das dificuldades que os estudantes
apresentam nas definicfes hierarquicas de figuras geométricas, compreendendo-as
mas com dificuldades na sua aceitacéo (Clements e Battista, 1992). A compreensao
das definicdes inclusivas depende dos modelos visuais pessoais, pois é necessario
gue as imagens conceptuais sejam coerentes com as definicdes conceptuais. Por
exemplo, a classificacdo do quadrado como um retangulo parece depender das
propriedades em que os estudantes se focam (Matsuo, 1993).
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Pesquisas relatadas por Villiers (1994) demonstram que os alunos preferem
definir os quadrilateros de forma partitiva pois é uma estratégia espontanea e
natural. Assim, defende o mesmo autor, que os alunos deveriam receber a
oportunidade de formular as suas proprias definicbes independentemente delas
serem partitivas ou hierarquicas. E, no entanto, importante que os alunos sejam
confrontados com as vantagens e desvantagens relativas a esses dois diferentes
modos de classificacdo e definicdo de quadrilatero. Refere, ainda, o mesmo autor
qgue envolver os alunos na definicdo de conceitos geométricos como os quadrilateros
também proporciona uma oportunidade valiosa para que os alunos aprendam a
construir contraexemplos para definicdes incompletas ou erradas criadas por eles
mesmos.

No entanto, defendem muitos autores (Craine e Rubenstein, 1993 citados em
Villiers, 2010; Casa e Gavin, 2009) que os alunos deveriam desenvolver uma
compreensao solida de uma classificacdo hierarquica (inclusiva) de quadrilateros
antes de se envolverem com a definicdo formal dos quadrilateros e que esse
desenvolvimento pode ser alcancado pelo uso de softwares interativos de geometria,
onde podem confirmar as propriedades que se mantém durante a transformacéo
dindmica das figuras (Leung, 2008), podendo facilitar a aceitacdo de uma
classificacdo hierarquica dos quadrilateros, mesmo nos niveis inferiores de van
Hiele.

Considerando a classificagdo como a organizagdo de um conjunto de objetos
segundo um determinado critério (Loureiro, 2008), Smith (1995) descreve o ato de
classificar como um processo individual de apelo as representacdes mentais das
varias categorias para decidir em qual incluir determinado objeto. De facto o
pensamento geométrico das criancas ndo é apenas visual (Clements et al., 1999)
mas, na verdade, decidem se um objeto pertence a uma categoria se for
suficientemente similar a outro objeto anteriormente observado (Smith, 1995).
Inclusivamente, Clements e Battista (1992) sugerem que as criangas diferenciam as
formas através da combinacéo de protétipos visuais (exemplares de figuras) e algum
conhecimento das suas propriedades. Os protétipos sdo importantes na fase inicial
da aprendizagem da geometria, pois proporcionam exemplos que permitem as
criangas associar nomes a varios tipos de figuras (Edwards e Harper, 2010). Porém,
as formas limitadas de protétipos dos estudantes conduzem a centralizacdo da
observacdo numa caracteristica em especial, em detrimento de outros atributos.
(Battista, 2007; Clements e Sarama, 2000).

31



Zaslavsky, Chapman e Roza (2003 citados em Loureiro, 2008) afirmam que a
classificacdo de diferentes objetos matematicos de acordo com varios critérios pode
salientar a consciéncia que temos dos modos como eles se relacionam entre si.
Embora ndo haja consenso relativamente a classificagdo, varios investigadores
parecem estar de acordo quanto ao conceito de classificacdo como um dos
conceitos essenciais no ensino da geometria para os primeiros anos (Albuquerque et
al., 2008; Jones e Mooney, 2003; Loureiro, 2008).

Varios estudos tém sido realizados acerca da classificacdo de
formas/quadrilateros, dando conta de algumas conceptualizacdes erradas das
criancas capazes de influenciar as classificagcbes. De acordo com Hannibal e
Clements (2000) certas caracteristicas matematicamente irrelevantes afetaram as
categorizacOes das criancas: assimetria/obliquidade, relativamente ao aspeto, e,
para determinadas situacfes, a orientacdo. Outro aspeto que leva a erros de
classificacdo é o facto de basearem as suas analises na semelhanca (quase
perpendicular) em vez de identidade (perpendicularidade) (Smith, 1989 citado em
Clements e Sarama, 2007). As criancas negligenciam atributos relevantes
(identidade) e atributos ou dependéncia de atributos irrelevantes levam a erros de
classificagéo (Clements e Sarama, 2007).

Também Fujita e Jones (2007) referem dificuldades dos alunos em classificar
quadrilateros, indicando que tais dificuldades estdo relacionadas com a
complexidade em aprender a analisar as caracteristicas de diferentes quadrilateros e
distinguir entre os aspetos essenciais e ndo essenciais, aprendizagem que requere

deducéo légica e interacdes adequadas entre conceitos e imagens.

2.4. Aprendizagem com recurso a meios computacionais

A proposito de computadores na escola, Borba e Penteado (2003), escrevem
gue enquanto os computadores estdo cada vez mais presentes em todos o0s
dominios da atividade humana, € fundamental que eles também estejam presentes
nas atividades escolares. Também o National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM), se refere a tecnologia nos seus principios, mais precisamente, no Principio
para a Tecnologia — (NCTM, 2008). Neste principio pode ler-se: “A tecnologia é
essencial no ensino e na aprendizagem da matematica; influencia a matematica que
€ ensinada e melhora a aprendizagem dos alunos” (p.26).

Mais adiante neste documento, sobre normas que dizem respeito a

geometria, pode ainda ler-se: “Através da utilizagdo de modelos concretos,
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desenhos e programas de geometria dinamica, os alunos poderdo envolver-se
ativamente com conceitos geométricos (...) formular e explorar conjeturas e poderao
aprender a raciocinar cuidadosamente sobre as nogdes geométricas” (p.44).

Também Laborde (2008) apresenta duas principais hipoteses subjacentes a
analise do papel da tecnologia nos processos de ensino e aprendizagem.

Primeira hip6tese — assume-se que uma ferramenta ndo é transparente e que
0 uso dessa ferramenta para fazer matematica, ndo s6 muda a maneira de fazer
matematica, mas também exige uma apropriacdo especifica da ferramenta. Na
tltima década, alguns psicologos (Vérillon e Rabardel, 1995 citados em Laborde,
2004) tém mostrado através de pesquisa empirica, como a ferramenta da origem a
uma construcdo mental por parte do aluno usando a ferramenta para resolver
problemas;

Segunda hipétese — as ferramentas oferecidas pela tecnologia da informagéo
incorporam conhecimentos matematicos (como por exemplo, ja é visivel no Cabri
nas denominacdes dos itens do menu - mediatriz, linha paralela...) e o uso dessas
ferramentas exige a integracdo de ambos os conhecimentos, matematicos e sobre a
ferramenta.

Resumidamente, a resolucdo de tarefas matematicas num ambiente
tecnolégico exige dois tipos de conhecimento, mateméatico e instrumental. A maior
parte das vezes, sobretudo porque as TIC utilizadas no ensino da matematica
incorporam matematica, os dois tipos de conhecimento interagem na utilizacdo da
tecnologia.

O computador é referido sistematicamente como propiciador de ambientes de
ensino/aprendizagem (Laborde, 1993; Laborde e Laborde, 1992; Healy, Hoelzl,
Hoyles e No0ss,1994) e a geometria como a éarea particularmente adaptada a
explorar as virtualidades dos micromundos computacionais. Os computadores
vieram aumentar a importancia de certas ideias, tornar alguns problemas e tpicos
mais acessiveis, valorizar contelddos e pedagogias e proporcionar novas formas de
representacdo e dominio da informagcdo matematica, que nunca antes tinha sido
possivel (Goldenberg, 2000).

Num grande estudo, Clements, Battista, e Sarama, (2001 citados em
Clements e Sarama, 2007) constataram que ambientes de computador podem
catalisar o pensamento das criancas sobre quadrados e retangulos pois que
algumas criancas do jardim de infancia formaram o seu proprio conceito (por
exemplo, "é um quadrado retangulo ") em resposta ao seu trabalho com o Logo. Foi,

ainda, evidente que os computadores sdo especialmente Uteis pois as ferramentas
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do ecra possibilitam movimentos mais acessiveis a reflexdo, e, assim, trazem-nos
para um nivel explicito de consciéncia para as criancas (Clements e Sarama, 2007,
Sarama, Clements e Vukelic, 1996).

Ja ao nivel das representagdes, os computadores podem funcionar como
manipulaveis fisicos, pois eles podem fornecer representacfes que, para as crian¢cas
mais novas, sdo tdo reais e Uteis como o0s manipulaveis fisicos. Mas o uso do
computador tem outras vantagens: as criancas e os professores podem guardar e
depois recuperar para qualquer arranjo posterior; permitem armazenar mais
configuracbes estaticas; podem gravar e reproduzir sequéncias de acdes em
manipulaveis, ajudando as criancas a formar imagens dindmicas e podem ajudar as
criancas a tornar-se conscientes e a matematizar as suas acdes (Clements e
McMillen, 1996).

A manipulagcdo das ferramentas computacionais favorece a formagcdo de
imagens mentais, contribuindo para o desenvolvimento da capacidade de
visualizacdo e raciocinio espacial (Abrantes et al., 1999).

Apesar da literatura de referéncia evidenciar a importancia do uso da
tecnologia no processo de ensino/aprendizagem, a verdade € que estudos recentes
referem que passados mais de vinte anos, a integracdo da tecnologia é, ainda, uma
guestdo muito debatida na investigacdo, bem como na realidade das salas de aula e
gue apesar de muitos paises apoiarem esta integracéo a nivel institucional, a pratica
quotidiana de grande parte dos professores, em geral, ndo segue essa demanda
institucional (Laborde, 2008).

De facto os professores continuam muito hesitantes no uso da tecnologia. Se
€ importante conhecer as razdes de tal atitude, ndo menos importante é ter
consciéncia que apesar de todas as vantagens que podem advir da sua utilizacéo,
nao significa, de maneira alguma, como salientam Méndez, Estévez e del Sol
(2003), que estas venham substituir completamente os meios tradicionais, como 0
uso de modelos ou os instrumentos de desenho. Antes, trata-se de combinarmos os
VArios recursos para conseguir aumentar a qualidade do processo de
ensino/aprendizagem sem esquecer o ambiente de sala de aula, o tipo de tarefas, o
papel do professor, entre outros, pois o que funciona com uns alunos e um professor
pode ndo funcionar com outros. Assim, e como é salientado por Goldenberg (2000)
e King (1999), o que é realmente importante € como as tecnologias sdo usadas e

como orientamos os alunos na forma como aprendem.
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Parafraseando Ponte:

“E impossivel falar de efeitos genéricos das novas tecnologias no processo de
aprendizagem. A sua utilizacdo na educacdo pode assumir formas radicalmente
diferentes, com efeitos diametralmente opostos. Tudo depende das interac¢des que
se estabelecem entre alunos, o computador e o professor. (...) Mas, globalmente, a
maioria das indicacdes aponta para a possibilidade de desenvolver novas estratégias
cognitivas, para a criagcdo de sentimentos e autoconfian¢a, maior responsabilizacédo
do aluno pelo seu préprio trabalho, novas relagbes professor-aluno e lagos de
cooperacdo e interajuda entre os alunos. Estas indicagBes sdo altamente
encorajadoras, fazendo-nos crer que as novas tecnologias podem dar, de facto, um
importante contributo para o desenvolvimento multifacetado dos alunos em harmonia

com um mundo de alta tecnologia.” (Ponte, 1997, p. 121)

Assim, a tecnologia, nomeadamente o computador, deve fazer parte do
ambiente de sala de aula pois, para além das vantagens acima referidas €
preconizado no Programa de Matematica (ME, 2007) que o computador possibilita
exploragcdes que podem enriquecer as aprendizagens realizadas no ambito deste
tema, nomeadamente através de applets — pequenos programas ou aplicacdes
disponiveis na Internet — e permite a realizacdo de jogos e outras atividades de
natureza interativa.

Os ambientes computacionais mais recentes para 0 ensino da geometria
permitem realizar constru¢cbes geométricas no ecrd do computador, utilizando
explicitamente as propriedades das figuras, e possibilitam a manipulacédo direta
dessas constru¢des, conservando as propriedades utilizadas. A esses ambientes da-

se 0 nome de Ambientes de Geometria Dindmica (AGD).

2.4.1. Os ambientes de geometria dindmica

Como referido ao longo da investigacdo, o objeto geométrico € tratado como
tendo duas componentes, uma conceptual e a outra figural. A componente
conceptual expressa propriedades que caracterizam uma certa classe de objetos e a
componente figural corresponde a imagem mental que associamos ao conceito. A
harmonia entre as componentes determina a nogdo correta sobre o objeto
geomeétrico. Fischbein (1993) refere que, a proposito da confusdo entre o desenho e
o0 conceito, um dos maiores obstaculos para a aprendizagem da geometria é a
tendéncia para negligenciar o aspeto conceptual devido a presséao das restricdes do
desenho. Frequentemente, condicdes de desenho escapam, do controle conceptual,
e determinam interpretacfes que do ponto de vista de desenho sdo consistentes,

mas que nao sao condi¢cbes conceptuais.
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De acordo com Dreyfus e Schwarz (2000), a dualidade da construcéo de
figuras € responsavel por trés obstaculos:

e A natureza particular de um diagrama conduz o aluno a ter em
consideracao as caracteristicas desse diagrama; essas caracteristicas
ndo tém relacdo com as propriedades da figura e, por isso,
provavelmente ndo estardo adaptadas ao problema;

e A natureza padréo de certos esquemas ou diagramas induz no aluno a
aparéncia de esteredtipos, o que mais tarde pode prejudicar o
reconhecimento das propriedades em situacdes nao padronizadas;

¢ A inabilidade para visualizar um diagrama de maneiras diferentes ou,
em particular, para abarcar o todo e a parte em simultaneo.

Para minorar estas dificuldades, varios autores, defendem a utilizacdo de
programas de geometria dinamica no ensino/aprendizagem da geometria.

De acordo com Jones (2001), o software de geometria dindmica possui
alguns atributos cruciais. Um atributo que distingue tais aplicacdes dos programas
de desenho simples é a possibilidade de especificar as relagdes geométricas entre
objetos criados no ecra do computador, tais como pontos, linhas e circulos, ou seja,
pode especificar que é um ponto sobre uma linha ou que uma linha é paralela a
outra linha. O segundo atributo e, provavelmente, o que define tal software é a
possibilidade para explorar, graficamente, as implicacdes das relacbes geométricas
estabelecidas na construcdo da figura. Isto é conseguido através do arrastamento.
Arrastando um elemento da figura, com o rato do computador, € possivel observar
como as varias partes da figura respondem, dinamicamente, ao arrastamento do
elemento escolhido. Enquanto o arrastamento acontece, da a impressao que a figura
esta a ser, continuamente, deformada mas, ao mesmo tempo, mantém as relacdes
geométricas que foram especificadas na construcdo original. Isto significa que
guando uma linha é arrastada, qualquer linha que tenha sido especificada para ser
paralela a essa linha, mantém-se paralela a primeira, quando arrastada.

Estes programas podem ajudar o aluno a atingir niveis mais abstratos do
conhecimento em geometria, jA que ele pode modificar os objetos geométricos e
generalizar os conceitos (Melo et al.,, 2000). Nesta abordagem ¢é possivel
disponibilizar representacdes graficas de objetos geométricos que aproximam o
objeto representado no ecrd do computador (desenho) ao objeto tedrico
(figura/conceito), favorecendo o desenvolvimento de uma leitura geométrica dos
desenhos e contornando, assim, uma das grandes dificuldades no ensino da

geometria (Bellemain, 2001).
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De acordo com Battista (2007) sdo dois os principais aspetos didaticos de
utiizacdo dos programas de geometria dindmica: a) os alunos constroem 0s
desenhos de objetos ou configuragcdes, quando o objetivo é o dominio de
determinados conceitos através da construcdo; b) recebem desenhos prontos,
projetados pelo professor, sendo o objetivo a descoberta de invariantes através da
experimentacdo e, dependendo do nivel de escolaridade dos alunos, num segundo
momento, trabalham as demonstrac6es dos resultados obtidos experimentalmente.

Assim, “estas ferramentas computacionais (Cabri-Geométre, Geometer’s
Sketchpad, GeoGebra, etc.) sdo geradoras de uma nova abordagem no ensino e
aprendizagem da geometria, pois permitem a construcdo e manipulacédo de objetos
geométricos e a descoberta de novas propriedades desses objetos, através da
investigagao das relagbes ou medidas que se mantém invariantes” (Abrantes,
Serrazina e Oliveira, 1999, p. 68).

Tal como refere Laborde (1993), aprender geometria com papel, lapis, régua
e compasso € diferente de aprender recorrendo a materiais manipulaveis, que por
sua vez é diferente de aprender geometria recorrendo a ambientes computacionais
dindmicos, como o Cabri-Géomeétre ou 0 Geometer’s Sketchpad. Estes libertam os
alunos de tarefas mecanicas e rotineiras, de construcédo, de medi¢céo e de calculos,
deixando tempo para um trabalho mais dindmico e ativo em geometria. Destaca,
ainda, que o movimento e a modificacdo dos desenhos possibilitam uma mais facil
visualiza¢do das propriedades e das relagdes geomeétricas, uma vez que € possivel
fazer construcbes e manipula-las, conservando invariantes as propriedades e
relacdes estabelecidas.

Ainda de acordo com Gravina (1996), nestes ambientes, os conceitos
geométricos sao construidos com equilibrio conceptual e figural; a habilidade em
perceber representacOes diferentes de uma mesma configuracdo desenvolve-se; 0
controlo sobre configuracdes geométricas leva a descoberta de propriedades novas
e interessantes. Quanto as atitudes dos alunos frente ao processo de aprender:
experimentam; criam estratégias; fazem conjeturas; argumentam e deduzem
propriedades matematicas. A partir da manipulagdo concreta, “o desenho em
movimento”, passam para manipulagao abstrata atingindo niveis mentais superiores
da deducdo e rigor e, desta forma, entendem a natureza do raciocinio matematico.

Os AGD vieram, entdo, dar um novo contributo ao processo de
ensino/aprendizagem da geometria, uma vez que estes permitem, de uma maneira
muito mais viva e eficaz (Villiers, 1996), explorar, descobrir e desenvolver conceitos
matematicos e ndo somente verificar resultados ou realizar experiéncias.
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As experiéncias num AGD, de acordo com Laborde (1992), ndo sdo apenas
mais numerosas mas de natureza diferente, pois que o comportamento do desenho
€ controlado por uma teoria geométrica. Esta caracteristica €, na perspetiva desta
investigadora, fundamental para a aprendizagem, ja que permite o confronto das
tentativas do aluno com o observado no ecrd do computador, que acontece
independentemente da sua vontade. Assim, o computador torna-se suscetivel de
desmentir aquilo que o aluno supunha, nascendo desta contradicdo um desequilibrio
cognitivo que pode ser o motor para a evolugdo dos conhecimentos.

No National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2008), sobre normas

gue dizem respeito a geometria pode ler-se:

Através da utilizacdo de modelos concretos, desenhos e programas de geometria
dindmica, os alunos poderdo envolver-se ativamente com conceitos geométricos (...)
formular e explorar conjeturas e poderdo aprender a raciocinar cuidadosamente sobre

as nocdes geométricas. (p. 44)

O aumento do uso de AGD levou a realizacdo de varios estudos com o
objetivo de observar as suas potencialidades no ensino e na aprendizagem da
matematica, e em especial, da geometria. Destaco alguns que vdo de encontro as
guestdes deste estudo, especificamente, os que abordam os contributos do AGD na
identificac&o das propriedades dos quadrilateros.

Hazzan e Goldenberg (1997) estudaram de que forma alunos do 9.° e 10.°
anos utilizam processos de refinamento sucessivo para resolver duas tarefas. A
primeira envolvia a constru¢cdo de um quadrado onde um aluno foi refinando a sua
construcdo até o obter. Desta experiéncia sobressaem trés aspetos: (i) matematico,
pois existe a possibilidade de entender experimentalmente as formas das figuras
como invariantes, o que seria muito mais dificil de conseguir num ambiente estatico;
(i) epistemoldgico, a hierarquia que existe entre as relacdes de objetos geométricos,
evidenciando que forma é mais geral ou mais especifica (neste caso o
paralelogramo requer menos condicdes do que o retangulo, que requer menos
condi¢des do que o quadrado); (iii) educacional, os erros que os alunos vao fazendo
nas construcdes permitem que foquem a sua atencdo no que falta fazer para refinar
a sua solucéo e a respetiva construgcdo mental. Na outra tarefa, em que se pretendia
verificar que figura se obtinha pela unido dos pontos médios dos lados de um
quadrilatero, os autores constataram que a definicdo que os alunos tém de
quadrilatero vai mudando quando arrastam os veértices do quadrilatero original
obtendo figuras que pensam ja ndo ser um quadrilatero (caso do quadrilatero em
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gue dois lados se cruzam). Este tipo de ambiente permitiu, segundo os autores,
‘reexaminar e reformular a definicdo de quadrilatero, levando a um refinamento da
primeira definicdo ou a criagdo de um novo conceito que englobe todas as formas
das figuras para as quais o teorema € verdadeiro (da unido dos pontos meédios de
um quadrilatero qualquer resulta sempre um paralelogramo)’, (Hazzan e
Goldenberg, 1997 citados em Candeias, 2005, p. 20).

Num estudo desenvolvido com seis alunos do 6.° ano, utilizando o Cabiri-
Géometre como ferramenta de trabalho, Coelho (1995) procurou compreender 0s
processos dos alunos na resolucdo de problemas que envolvem conceitos
relacionados com quadrilateros e simetria, o efeito deste software na aprendizagem
e 0s pontos de vista dos alunos sobre o seu uso. Concluiu que o Cabri e as suas
funcdes desempenharam um papel importante na aprendizagem dos alunos que
recorreram com alguma frequéncia a “ajuda disponibilizada pelo software e ao
“historico” das construgdes para relembrarem uma ou outra construgao”. Salienta,
ainda, que “a eficacia mais evidente do software se relaciona com a possibilidade de
utilizacdo de estratégias de tentativa e erro e com o movimento, com a manipulacao
direta, caso em que a geometria assume a sua natureza dindmica” (p. 239).

Jones (1997, 1998, 1999, 2000) tem apresentado em varios artigos, as
conclusbes do seu trabalho de investigacdo com alunos de doze anos e que
trabalharam durante algum tempo, com o Cabri, nas aulas de matematica. Num
artigo, Jones (1998 citado por Candeias, 2005) indica que os alunos: (i) centram a
sua atencdo no que estd no monitor para poderem refletir sobre as suas
construcdes; (ii) tém algumas dificuldades em utilizar conhecimentos matematicos
anteriores; (iii) tendem a modificar a figura até ficar com a forma pretendida, em vez
de fazerem a respetiva construcdo; (iv) fazem generalizagfes indutivas, mas tém
dificuldades em aplica-las a uma situacdo nova; (v) tém dificuldade em distinguir
entre problemas conceptuais e os que surgem da utilizacdo do software; (vi)
manipulam as figuras no ecrd, o que nao significa que apreciem as respetivas
propriedades conceptuais.

Um outro estudo, realizado por Hoyles e Jones (1998), com alunos de doze
anos de uma escola inglesa, onde foi pedido aos alunos que construissem um
losango, as respetivas diagonais e as explicacdes sobre os passos dados na
respetiva construcao, ilustra as potencialidades que o software de GD tem no
desenvolvimento das capacidades de explicacdo e, como tal, de demonstracao,
desde que esteja inserido num curriculo que encoraje atividades de exploracdo e de

investigacdo. Segundo os autores, 0 sucesso da experiéncia deveu-se ao ambiente
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da sala de aula, na qual foi valorizado o pensamento matematico, a sequéncia bem
definida e estruturada das atividades e a ajuda do professor e colegas para superar
dificuldades momentaneas relacionadas com algum aspeto matematico ou do
préprio Cabri.

Jones (2000) continuou a apresentar os resultados da sua investigacao
baseando-os nos niveis de van Hiele. O autor seguiu trés etapas. Na primeira, 0s
alunos desenvolveram varias tarefas com o objetivo de se familiarizarem com o
software e compreenderem a diferenca entre desenhar figuras e construi-las neste
tipo de ambientes. Na segunda, os alunos tinham que construir um losango, um
guadrado e um papagaio de modo a que as suas formas se mantivessem quando
arrastadas. A terceira consistiu num conjunto de seis tarefas que envolviam as
relacbes existentes entre os varios quadrilateros. Na Ultima atividade pretendia que
os alunos completassem uma classificagdo hierdrquica dos quadrilateros e
explicassem as relagdes entre eles. Dos dados recolhidos, o autor constatou que, na
fase inicial do estudo, os alunos descreviam o que viam e ndo o que tinham feito. Na
segunda etapa, as explicacfes jA4 eram matematicamente precisas, mas estavam
influenciadas pelos termos do préprio software. No final do trabalho, as explicacfes
dos alunos estavam inteiramente relacionadas com o0 contexto matematico das
tarefas. O investigador concluiu que: quando os alunos comecam a utilizar o
software, desenham as figuras em vez de as construir; os AGD dé&o aos utilizadores
a possibilidade de arrastar elementos das construgdes permitindo-lhes focar a sua
atencdo na procura de invariantes; a utilizacdo de termos matematicamente corretos
em conjunto com a utlizacdo deste tipo de programas leva os alunos a
desenvolverem a compreensao do significado desses termos.

Furinghetti e Paola (2002) fizeram um estudo (sobre a classificacdo de
quadrilateros), com o objetivo de demonstrar que os AGD também podem
desempenhar um papel importante quando se pretende que os alunos construam
definicbes, pois podem ajuda-los a definirem e redefinirem conceitos matematicos.
Da andlise dos dados sobressai um caso particularmente interessante. Um dos
alunos apresentou um esquema que as autoras chamaram de classificagédo “por
defeito”, uma vez que apresentava uma hierarquia “inversa’, ou seja, o aluno
comecava do quadrilatero com mais propriedades, o quadrado, e retirava
progressivamente propriedades até chegar aos outros quadrilateros. Dos dados as
autoras afirmam que “O Cabri pode ser Util para alterar comportamentos, uma vez
gue enfatiza os aspetos de construcdo-orientada em detrimento da pura reproducéao,
0 que permite atribuir significados as agdes dos alunos” (Furinghetti e Paola, 2002,
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p. 396 citados em Candeias, 2005, p. 32). Esses aspetos de construcdo-orientada
levaram os alunos a construir definicdes.

Outros investigadores, (Assude e Gelis, 2002), defendem que a integracao de
um software de geometria dindmica “faculta aos alunos uma pratica experimental da
geometria, através do construir, descrever, reproduzir, transformar, analisar,
comunicar e resolver situacdes problematicas, que pode possibilitar passar de uma
geometria de observacdo, da constatacdo e do desenho, a uma geometria da figura
e assim conjeturar certas propriedades da mesma” (p. 2).

Bravo (2005) investigou o contributo de um AGD no ensino-aprendizagem em
alunos do 4.° ano do 1.° ciclo do ensino basico. O autor concluiu que “as
competéncias decorrentes da utilizacdo do AGD, manifestadas pelos alunos foram
as seguintes: i) identificaram conceitos; ii) reconheceram formas geométricas
simples; iii) descreveram e identificaram figuras geométricas e suas propriedades; iv)
construiram figuras geomeétricas simples; v) formularam, pontualmente, argumentos
véalidos recorrendo a visualizacéo e ao raciocinio espacial” (p. 141).

Os vérios estudos apresentados sugerem que, quando os alunos contactam
com estes ambientes computacionais, comegcam por explorar as suas
potencialidades e sO depois, utilizando diversos tipos de arrastamento, iniciam a
investigacdo, pois este software respeita as propriedades das figuras geométricas
construidas (ao construir-se, por exemplo, um retangulo, ele continuara a sé-lo
quando arrastado, transformando-o noutra figura que continua a ter angulos retos e
lados paralelos iguais dois a dois). A esta fase sucede-se a formulacdo de
conjeturas acompanhadas de descricfes, dando-se a comunicacdo dos resultados
ao professor e colegas. Uma caracteristica deste tipo de software que surge dos
estudos apresentados € a facilidade com que os alunos se adaptam e familiarizam
com a sua utilizacéo.

Na verdade, sdo muitas as potencialidades dos softwares de geometria
dindmica, no entanto, é necessario ter consciéncia, no dizer de Villiers (2007), das

suas potenciais “armadilhas”. O autor refere as seguintes:

e Nao muda o estilo tradicional de ensino. E usado, por alguns professores como um
“glorificado quadro”. A este propésito, Sutherland, (2005, citado por Villiers, 2007, p.
47) escreveu: Muitos professores sdo propensos a usar software de geometria
dindmica como uma extensdo de geometria do papel e lapis. Nesta perspetiva é
provavel que rejeitem a nova tecnologia digital... porque utilizado desta forma a nova
tecnologia digital ndo é tdo boa quanto a tecnologia antiga;

e Dominar totalmente o software antes de o usar. O autor defende que nado é

preciso dominar totalmente o software antes de o poder usar para explorar, aprender,
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conceptualizar conjeturar, etc., os alunos podem recorrer a construcdes ja prontas do
préprio software. Outra possibilidade pode ser desenvolver ou expor 0s alunos a um
tipo especifico de ferramentas necessarias para um contexto particular de
aprendizagem,;
Construcdo de figuras de geometria dindmica antes de explorar as suas
propriedades. Isto porque a atividade construir, além de exigir um bom nivel de
experiéncia e conhecimento do software exige, fundamentalmente, um nivel cognitivo
mais elevado do que explorar as suas propriedades ao mesmo tempo que requer
uma solida compreensédo das condicGes necessdrias e suficientes, que segundo a
teoria Van Heile ocorre no Nivel 3. O autor argumenta que a construcdo é uma
estratégia de aprendizagem muito boa mas s6 pode ocorrer depois de os alunos
explorarem e compreenderem todas as propriedades da respetiva figura;
Imaginar que usar a geometria dindmica, por si s6, torna automaticamente a
aprendizagem da geometria "mais facil" e “sem dor”. O aluno precisa envolver-se e
ser orientado a observar e analisar o que vai acontecendo no ecrd do computador,
caso contrario muita pouca aprendizagem ocorrerd. O colorido e o exibido pelo
din@mico pode apenas impressionar e até “confundir’;
Visualizacdo mais facil, como distrator. Os “dados e sobrecarga visual’ fornecido
pelo software pode tornar mais dificil os alunos identificar as varidveis cruciais
necessarias a realizacéo de problemas;
Avaliacdo insuficiente. Para usar a geometria dindmica é essencial repensar 0s
conteddos e abordagem de ensino que se usa, pois como uma das principais
vantagens da geometria dindmica € a sua precisao visual imediata e a capacidade de
verificar muitos casos em um curto espago de tempo, os alunos facilmente ficam
convencidos, considerando como desnecessaria a prova dedutiva;
Faz préticas obsoletas. Pode seduzir, excluindo atividades com manipulaveis e
experiéncias conceptuais muito importantes que nenhum software pode reproduzir.
Os softwares nunca foram destinados a essas importantes atividades mas podem ser
usados de diferentes maneiras para melhorar e ampliar as experiéncias de
aprendizagem das criancgas;
Prova de Verificacdo. O grande problema pedagdgico com a geometria dindmica
continua a ser, segundo o autor, convencer os alunos da necessidade de uma prova
como forma de verificagdo. O facto de ver no ecrd parece tornar desnecessaria a
prova.

(adaptado de Villiers, M. 2007, p. 46-52)

Assim, e independentemente dos inconvenientes, € minha conviccdo que

estes recursos computacionais devem, cada vez mais, estar integrados no processo

de ensino/aprendizagem porque toda a sociedade esta organizada em torno de

processos informaticos de comunicagao e informacé&o. Além deste fator essencial, €

de referir que os computadores sdo extremamente motivadores para os alunos.
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Neste estudo, optou-se pelo AGD GeoGebra dado ser uma aplicacdo de
manipulacdo relativamente facil, mas sobretudo porque os alunos ja o tinham
utilizado anteriormente (3.° ano), quando trabalharam os conceitos de paralelismo e
angulo.

De acordo com o descrito no Instituto GeoGebra, € um software matematico
gue reune geometria, algebra e célculo. Foi desenvolvido por Markus Hohenwarter
da Universidade de Salzburg para educacdo matematica nas escolas. Por um lado,
0 GeoGebra é um sistema de geometria dindmica, permite realizar constru¢des tanto
com pontos, vetores, segmentos, retas, secdes conicas, como com fun¢cdes que se
podem modificar, posteriormente, de forma dinamica. Por outro lado, equacdes e
coordenadas podem estar interligadas diretamente através do GeoGebra.

Assim, o software tem a capacidade de trabalhar com variaveis vinculadas a
nameros, vetores e pontos; permite achar derivadas e integrais de fungdes e oferece
comandos, como raizes e extremos. Essas duas visGes sdo caracteristicas do
GeoGebra: uma expressdo em algebra corresponde a um objeto concreto na
geometria e vice-versa.

A interface do software é constituida por uma janela gréfica que se divide
numa area de trabalho, uma janela algébrica e um campo de entrada de texto. A
area de trabalho possui um sistema de eixos cartesianos onde o usuario faz as
constru¢cdes geométricas com o rato.

Ao mesmo tempo as coordenadas e equagOes correspondentes sao
mostradas na janela de algebra. O campo de entrada de texto € usado para escrever
coordenadas, equacdes, comandos e funcdes diretamente e estes sdo mostrados na
area de trabalho imediatamente ap0s pressionar a tecla Enter.

O GeoGebra pode ser utilizado para qualquer propésito e é distribuido
livremente de acordo com a GNU (General Public License). Podera ainda efetuar-se
o download a partir da Internet, de forma a obter as versées mais recentes da

aplicacéo.
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CAPITULO 3
METODOLOGIA

Neste capitulo da-se a conhecer a metodologia seguida no estudo. E feita
uma analise das op¢bes metodoldgicas adotadas, a caracterizacdo dos participantes
envolvidos no estudo, respetivos critérios de selecdo e descrevem-se 0s

procedimentos relativos a recolha e analise dos dados.

3.1. Opcdes metodologicas

A investigacdo seguiu uma abordagem qualitativa possuindo as seguintes
caracteristicas, referidas por Bogdan e Biklen (1994): (i) a fonte direta de dados € o
ambiente natural, onde o investigador sera o principal instrumento da recolha de
dados; (ii) € descritiva, ja que os dados recolhidos serdo em forma de imagens ou
palavras e ndo quantitativos; (iii) sera dada maior énfase ao processo do que aos
resultados ou produtos; (iv) a analise de dados sera feita de forma indutiva, pois nao
se sabe o suficiente para reconhecer as questdes importantes antes de efetuar a
investigacao; (v) o investigador qualitativo atribui importancia vital & compreenséo do
significado que os participantes atribuem as suas experiéncias e ao modo como as
interpretam.

O método qualitativo “implica uma énfase nos processos e significados que
ndo sdo examinados ou medidos em termos de quantidade, intensidade ou
frequéncia” (Garcia; Quek, 1997 citado em Oliveira e al., 2009), onde “se procura
fazer andlises em profundidade, obtendo-se até as percepcdes dos elementos
pesquisados sobre os eventos de interesse” (Campomar, 1991 citado em Oliveira e
al., 2009).

Assim, a metodologia € de natureza interpretativa, dada a adequacdo as
questdes orientadoras do estudo: a) Qual o papel das representagcdes na
identificacdo das propriedades dos quadrilateros? b) Que influéncia tem a
visualizacdo na identificacdo das propriedades do quadrilateros? e c) Quais 0s
contributos da utilizacdo do AGD (GeoGebra) e do geoplano na compreensao das
propriedades e relagdes entre os quadrilateros?

O formato de investigacdo a utilizar foi o estudo de caso multiplo na medida
em que se foca a atencdo especifica em trés diades, no seu ambiente natural, de
modo a estudar como viveram as aulas onde se implementou uma sequéncia de

tarefas com recurso ao GeoGebra e ao material manipulativo, geoplano, no sentido
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de perceber quais os contributos de um e de outro na identificacdo das propriedades
dos quadrilateros e compreenséao das relacdes entre eles.

De acordo com Merriam (1988 citada em Bogdan e Biklen, 1994), o estudo de
caso consiste na observacao detalhada de um contexto ou individuo, de uma Unica
fonte de documentos ou de um acontecimento especifico. Assume-se como uma
investigacado particularista, procurando descobrir o que nela ha de mais essencial e
caracteristico, ou seja, pretende-se, prioritariamente, descrever e compreender 0
fendmeno em estudo, ndo havendo a preocupacdo de generalizar os resultados.

A opcdao pelo estudo de caso prendeu-se com o facto de ser uma abordagem
indicada para o estudo de situacdes em que o investigador tem pouco controle sobre
0s acontecimentos intrinsecos ao fendbmeno a estudar. O “estudo de caso é a
estratégia escolhida para examinar acontecimentos contemporaneos, quando nao se

podem manipular comportamentos relevantes” (Yin, 1994, p. 27).

3.2. Participantes e critérios de selecéao

Participaram neste estudo os alunos duma turma de 3.°/4.° anos, constituida
por vinte e cinco alunos, (trés de 3.° ano, um dos quais com NEE e vinte e dois de
4.° ano), duma escola do Concelho de Cascais. A selecdo desta turma prende-se
com o facto de tencionar fazer a pesquisa na turma onde leciono. Apesar de autores
como Bodgan e Biklen (1994) considerarem a conveniéncia de o investigador néo
escolher um assunto em que esteja pessoalmente envolvido, referindo que “as
pessoas intimamente envolvidas num ambiente tém dificuldade em distanciar-se,
quer de preocupacdes pessoais, quer do conhecimento prévio que possuem das
situagdes”, outros como Lessard-Hébert, Goyette e Boutin (1990), defendem que a
investigagdo interpretativa se baseia numa aproximagdo do investigador aos
participantes, centrada na construcao de sentido. Ponte (2004) vai de encontro ao
referido por estes Ultimos, afirmando que essa distancia pode existir, tendo o
investigador trés recursos para a conseguir: (i) recorrendo a teoria, (ii) tirando partido
da sua vivéncia num grupo, e (iii) tirando partido do debate no exterior do grupo.

Também Sierpinska e Kilpatrick (1998 citados em Candeias, 2005)
argumentam que os professores que sdo simultaneamente investigadores das suas
praticas estdo numa posicdo privilegiada, pois para além de planificarem e
ensinarem, também analisam e refletem sobre as suas aulas. Reflexdo que tentam

fazer a luz de teoria existente ou, por vezes, criando teoria a partir da sua pratica.
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Foram selecionados seis alunos com niveis de aproveitamento diferente, na
area de matematica: dois com bom aproveitamento (Luisa e Maria), dois com
aproveitamento médio (Miguel e Diogo) e dois com aproveitamento mais fraco (Isa e
Mauro). Parece-me um numero viavel, atendendo as questbes do estudo, néo
demasiado pequeno, nem muito grande para que possa permitir o estudo do
fendmeno, em profundidade. A delimitacdo da matéria de estudo, escolhendo trés
diades em particular, relaciona-se com a necessidade de controlar a investigagéao.
No entanto, tal como referido por Bodgan e Biklen (1994), “a escolha de um
determinado foco é sempre um acto artificial, uma vez que implica fragmentacéo do
todo onde ele estd integrado” (p. 91), pelo que o investigador tenta ter em

consideracao a relagao desta parte (grupo) com o todo (turma).

3.3. Procedimento de recolha de dados

Uma vez que a investigacdo seguiu uma abordagem qualitativa, os dados
foram de natureza, essencialmente, descritiva. Manter as questdes do estudo
presentes e procurar reformula-las e aperfeicoa-las durante a recolha de dados foi
uma preocupacao presente.

A recolha de dados foi feita, diariamente, de 10 de janeiro a 13 de fevereiro de
2012, tendo as aulas duracao variavel de acordo com as exigéncias da tarefa. Em
cada aula era realizada uma tarefa e apresentados/discutidos os resultados no
grupo turma.

Foram utilizadas as seguintes técnicas de recolha de dados: observagcao
participante, andlise documental (producdes dos alunos) e entrevistas a alguns
alunos. Como complemento a estas técnicas recorreu-se, também, a gravacao audio
e video das discussfGes nos grupos e no coletivo da turma. Registaram-se, ainda,
ideias, estratégias, reflexdes e palpites, bem como os padrdes que emergiram. S&o
as notas de campo: “o relato escrito daquilo que o investigador ouve, vé, experiencia
e pensa no decurso da recolha e reflectindo sobre os dados de um estudo
gualitativo” (Bogdan e Biklen, 1994, p. 150).

Sendo, simultaneamente, professora da turma e investigadora, fui o
instrumento principal da recolha de dados, o que permitiu que fossem recolhidos em
situacdo e complementados com a informag¢do obtida através do contacto direto.
Assim, “as accdes podem ser melhor compreendidas quando s&o observadas no
seu ambiente habitual de ocorréncia” (Bogdan e Biklen, 1994, p. 48). O recurso a
diversas formas de recolha teve como objetivo a triangulagcdo de dados de modo a

dar maior fiabilidade ao estudo.
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A opcéo pela observacdo participante baseou-se no facto de permitir
compreender o fendbmeno em estudo, ver factos que os participantes ndo veem,
possibilitar a experiéncia com o fenomeno e favorecer uma abordagem indutiva,
reduzindo as preconcec¢des. Consciente da impossibilidade de observar tudo, antes
de iniciar a observacao, houve todo um trabalho de planificagc&o, no sentido de ter
sempre presente 0s conceitos sintese do trabalho a fazer, nomeadamente a
descricéo do espaco fisico e do ambiente, dos participantes em atividade incidindo
no que fazem, o que dizem, como se envolvem, como interagem.

As notas de campo foram fundamentais para a observacdo participante.
Foram um complemento a gravacao audio e video, pois estes nem sempre captaram
aspetos significativos como expressdes dos participantes, comentarios extra,
impressoes, reagdes e ideias do observador ... perante os quais o investigador, no
decurso da recolha, registou ideias, estratégias e fez, até mesmo, alguma
interpretacdo e reflexdo sobre os dados. Atendendo a que as notas de campo
devem ser detalhadas e descritivas, foi dificil, sendo investigadora e professora,
tomé-las durante as aulas pelo que, as mesmas, foram registadas tdo rapido quanto
possivel de modo a ndo esquecer aspetos importantes, fossem claras e o mais
completas possivel. Houve, também, a preocupacdo com a separagdo das notas
descritivas das interpretativas, de modo a facilitar a sua andlise.

Em conjunto com a observacado participante e a analise documental foram
utilizadas entrevistas “para recolher dados descritivos na linguagem do proprio
sujeito” (Bogdan e Biklen, 1994, p. 134). Atendendo ao duplo papel na pesquisa,
investigadora e professora, foi dificil separar a entrevista das outras atividades de
investigacdo, dado que ocorreram no contexto da observacdo participante e em
outros momentos considerados pertinentes, nomeadamente, no final das tarefas.
Estas entrevistas ocorreram de modo informal, procurando-se esclarecer apenas
situacdes decorrentes da realizacdo das tarefas, quando foi impossivel fazé-lo no
momento da ocorréncia. De acordo com Bogdan e Biklen (1994), procurou-se ouvir
cuidadosamente, clarificar as questbes reformulando-as; solicitar clarificacdes,
quando necessario; evitar reacfes que deixassem o entrevistado desconfortavel,
relativamente aos seus pensamentos; encorajar os entrevistados a expressarem 0
que pensavam e sentiam; evitar perguntas que pudessem ser respondidas com
“sim” e “nao”; ndo induzir a resposta; traduzir em linguagem verbal, reagdes, gestos,
sinais e outras manifestagcfes do entrevistado.

No final de algumas tarefas e também do estudo, os alunos registaram as
suas opinides sobre aspetos inerentes a tarefa, nomeadamente, onde sentiram mais
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facilidade ou mais dificuldade e fizeram, ainda, uma apreciacao sobre 0s recursos
usados.

As produgdes dos alunos, bem como a apresentagcado/discussdo dos
resultados no grupo turma, também foram usadas como dados tendo, a sua analise,
contribuido para complementar e aumentar as evidéncias dos resultados.

Ainda, em relacdo a recolha de dados, varias questdes éticas sdo colocadas
ao investigador, as quais procurei respeitar. Foi solicitada, por escrito, ao Orgédo de
Gestdo do Agrupamento, autorizacdo para realizacdo do estudo (Anexo 1) e aos
Encarregados de Educacdo o consentimento para a participacdo dos seus
educandos no estudo, nomeadamente, na recolha de registos audio e video e
realizagdo da entrevista, sendo garantido o direito a confidencialidade (Anexo 2).

Para além do referido, a veracidade dos relatos foi outro aspeto considerado.

3.4. Procedimento de analise de dados

Parafraseando Bogdan e Biklen (1994), a andlise de dados é o processo de
busca e de organizacdo sistematico de transcricGes de entrevistas, de notas de
campo e de outros materiais que foram sendo acumulados. Essa andlise “envolve o
trabalho com os dados, a sua organizacdo, divisdo em unidades manipulaveis,
sintese, procura de padrdes, descoberta dos aspectos importantes e do que deve
ser aprendido e a decisdo sobre o que vai ser transmitido aos outros” (Bogdan e
Biklen, 1994, p. 205).

A semelhanca do que acontece nos estudos qualitativos, a analise dos dados
iniciou-se a medida que a recolha foi sendo feita, uma vez que o estudo nédo estava
completamente definido. Esta analise incidiu sobre o que se foi descobrindo,
nomeadamente aspetos inesperados, evidéncias e regularidades de modo a
proceder a possiveis alteracdes e reformulacdes. No final da recolha procedeu-se a
andlise mais formal que comecou pela organizacao de todo o material recolhido de
modo a poder manipula-lo facilmente. Procedeu-se a varias leituras para que 0s
dados pudessem ser “arrumados” em categorias de codificacdo (Bogdan e Biklen,
1994), utilizando palavras e frases dos sujeitos sem, no entanto, perder de vista o
todo recolhido.

A analise dos dados recolhidos ndo teve por base um modelo tedrico
especifico, pois ndo consegui encontrar nenhum que se adaptasse a natureza do
estudo e as caracteristicas dos alunos. Assim, os dados foram “arrumados” em
categorias emergentes, definidas de acordo com o objetivo do estudo, as questdes

de investigacdo e a fundamentacdo tedrica. Inicialmente, fez-se uma breve analise
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do desempenho dos pares em todas as tarefas e, posteriormente, agrupando
situacbes semelhantes, encontraram-se regularidades que permitiram construir
cadeias l6gicas de evidéncia. Estas fizeram emergir as categorias: atitude perante
as tarefas, representacdes e identificacdo de propriedades e visualizacdo e
identificac&o de propriedades que permitiram responder as questdes do estudo. Fez-
se uma analise, caso a caso, apreciando o seu desempenho e realcando as
competéncias e dificuldades evidenciadas.

Neste estudo fez-se, também, uma andlise indutiva, pois as sequéncias e
padrées de analise ndo estavam, a partida, definidos emergindo dos dados
recolhidos (Goetz e LeCompte, 1988), por outro lado, os dados n&o foram recolhidos
com o objetivo de confirmar ou infirmar hipoteses previamente construidas mas
construiu-se um quadro que foi ganhando forma a medida que se recolheram e
examinaram as partes.

Por outro lado, ndo se pretendia saber se os alunos atingiam um ou outro
nivel de desenvolvimento mas sim compreender o modo como as aprendizagens
ocorriam enquanto resolviam as tarefas, utilizando um ou outro recurso didético.
Esta analise possibilitou aferir até que ponto a utilizacdo do geoplano e/ou do AGD

contribuiu ou néo para a identificacdo das propriedades dos quadrilateros.
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CAPITULO 4
A EXPERIENCIA DE ENSINO

Neste capitulo, descreve-se a implementacdo da experiéncia de ensino,
dando a conhecer a dinamica de sala de aula e o modo como foi vivida pelos
intervenientes. Apresentam-se 0s objetivos, 0 contexto em que a mesma se
desenvolveu, os participantes e as tarefas implementadas com referéncia aos
objetivos e ao que era esperado dos alunos. Faz-se, ainda, uma descricdo da
concretizagcdo da experiéncia com referéncia ao desempenho dos alunos e a
eventuais tarefas resultantes de questdes emergentes. Por fim, apresentam-se as

razdes da selecdo das tarefas que foram objeto de analise neste estudo.

4.1. Objetivos

De acordo com as questdes de investigacao, foram delineados os seguintes
objetivos:
¢ Implementar uma sequéncia de tarefas promotoras da construcdo de
guadrilateros e identificacdo das suas propriedades;
o Estabelecer relagdes entre os quadrilateros: trapézio, paralelogramo,
retangulo, quadrado e losango;
e Compreender quais as vantagens e/ou limitagcdes do AGD (GeoGebra)
e do geoplano na compreensdo das propriedades e relacdes entre os

quadrilateros.

4.2. As tarefas

A teoria de van Hiele sobre a constru¢ao do pensamento geométrico serviu de
referéncia a elaboracdo desta sequéncia de tarefas. Contudo, o objetivo ndo é
avaliar os niveis de conhecimentos dos alunos, mas sim promover o
desenvolvimento desses niveis e compreender quais os contributos e/ou limitacdes
do software de Geometria Dinamica, GeoGebra, e do geoplano, no estudo das
propriedades dos quadrilateros.

As tarefas relacionam-se com os dois primeiros niveis da teoria de van Hiele.
O nivel 1, “visualizagdo”, caracteriza-se pela capacidade de identificacéo,
comparacdo e nomenclatura de figuras geométricas com base na sua aparéncia

global. O nivel 2, “analise”, tem como caracteristicas a analise dos componentes de
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uma figura geométrica, o reconhecimento das suas propriedades e o uso dessas
propriedades para resolver problemas. Outro aspeto considerado na selecao das
tarefas € o defendido por Laborde (1998) relativamente ao tipo de tarefa a escolher,
argumentando que “os alunos devem ser capazes de realizar a tarefa com todos os
conhecimentos que disp6em até ao momento, sem contudo estes conhecimentos
lhes permitirem realiza-la imediatamente” (p. 209).

Na concecdo das tarefas foi dado énfase ao carater exploratorio e
investigativo das mesmas por se adequarem as questdes do estudo e ao tema em
causa, a geometria, e por ndo exigirem dos alunos um grande numero de
conhecimentos anteriores. As tarefas incidem na investigacdo de figuras planas
podendo os alunos descobrir e explorar um grande numero de propriedades e
conexdes. Tal como teorizado por Abrantes (1999), as atividades investigativas em
geometria sdo apropriadas para lidar com diversos aspetos essenciais da natureza
da propria matematica, nomeadamente, formular e resolver problemas, fazer
conjeturas, testa-las, valida-las ou refuta-las, procurar generalizacbes, comunicar
descobertas e justificacdes, podendo fazer-se em todos os niveis de escolaridade e
a diversos niveis de desenvolvimento.

Para a realizagcdo das tarefas apresenta-se a diferenca entre desenhar e

construir no contexto da geometria dindmica, segundo Bongiovanni (2006).

“Desenhar é reproduzir a imagem mental que temos de um objeto geométrico. E uma
das representacdes de um objeto tedrico. Construir € utilizar as propriedades do
objeto geométrico para obter a sua representacdo. A construgcdo, quando realizada
num software de geometria dindmica, preserva, quando do deslocamento de um dos
seus pontos, as propriedades ligadas ao objeto geométrico que representa. Podemos
dizer que, nesse caso, a construcdo € um desenho dinamico que nao perde as suas

propriedades quando do deslocamento de um dos seus pontos de base.” (p.3)

A sequéncia de tarefas foi pensada de modo a abranger representacdo no
geoplano para os alunos se familiarizarem com os quadrilateros (tarefas 1, 2, 3,4 e
5); exploracdo do software (tarefas 6 e 7); desenho para fazer emergir as
propriedades (tarefas 8, 9 e 10); construcao para identificar propriedades (tarefas 11,
12 e 13); construcao para relacionar as propriedades e fazer emergir a classificagao
(tarefas 14, 15, 16 e 17). No final foi introduzida uma nova tarefa (tarefa 18) por
considerar necessario complementar a tarefa 17 — classificagdo de quadrilateros.
Este facto deveu-se a duvida manifestada pela maioria dos alunos relativa ao critério
a usar, considerando estes que um critério € apenas uma propriedade. Nesta tarefa

era apresentada uma classificacdo hierarquica dos quadrilateros e os alunos tinham
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de identificar o critério de cada um dos grupos e justificar a concordancia ou néo
com esta classificacdo. As tarefas podem, ainda, ser agrupadas em atividades de
exploracao, atividades de investigacao e exercicios ou de construcao.

As atividades desenvolvidas com o GeoGebra envolveram o desenho e a
construcao de figuras com o software e a andlise de constru¢des ja prontas de modo
que, através da funcdo “arrastar”, os alunos identificassem as propriedades
presentes em cada figura. As propostas para 0 geoplano envolveram a
representacdo de quadrilateros, enfatizando a identificacdo e a emergéncia de
algumas propriedades das figuras.

O quadro especifica o tipo de tarefa, a designacdo e o instrumento de
trabalho pensado para cada tarefa, Ambiente de Geometria Dinamica (AGD) ou
geoplano (G).

Quadro 1 — Tarefas a realizar ao longo da experiéncia de ensino.

Tipo de tarefa Tarefa Instrumento
Exercicio/constru¢ao 1 — Desenho de quadrilateros e diagonais G
Investigacéo 2 — Descoberta de quadrados G
Investigagao 3 — Quadrilateros com todos os lados G
iguais

Investigagao 4 — Quadrilateros com lados iguais dois a G
dois

Investigagao 5 — Quadrilateros com apenas dois lados G
paralelos

Exploracao 6 e 7 — Explorar o GeoGebra AGD

Exercicio/construcao 8 — Desenho de um quadrilatero qualquer AGD

Exploracéo 9 — Desenho de quadrilateros a partir de AGD
diagonais dadas

Exploracéo 10 — Desenho de quadrilateros (soma dos AGD
angulos internos)

Exploracao 11 — Construcéo de um trapézio AGD

Exploracao 12 - Construgédo de um paralelogramo AGD

Exploragéo 13 - Construgao de um retangulo AGD

Exploracao 14 — Analise da construcao do quadrado AGD

Exploracao 15 — Analise da construgéo do losango AGD

Exploracao 16 — Elaborar um plano de construcao AGD/G
(jogo dos telegramas)

Exploracao/Investigacdo | 17 — Classificar quadrilateros AGD/G

Exploragao/Investigacdo | 18 — Classificar quadrilateros (11) Papel e lapis
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As tarefas foram construidas com base no estudo empirico La dialectique
ancien-nouveau dans l'integration de Cabri-géométre a I'école primaire de Assude e
Gelis (2002), outras adaptadas de Ponte et al. (2009): Triangulos e quadrilateros.
Materiais de apoio ao professor com tarefas para o 3.° ciclo — 7.° ano e de José

Manuel dos Santos dos Santos, http://viajarnamatematica.ese.ipp.pt

Tarefas1ab

Objetivos:

Desenhar quadrilateros identificando-os pela sua aparéncia.

Identificar os elementos de quadrilateros: n.° de lados, vértices, angulos e
diagonais.

Desenhar quadrados de diferentes tamanhos e em diferentes posi¢oes.

Desenhar quadrilateros para fazer emergir as propriedades.

Formular conjeturas.

Percurso Esperado

Esperava-se que, nas tarefas 1 e 2, os alunos desenhassem diferentes
quadrilateros (prototipos) e identificassem os elementos: lados, vértices, angulos e
diagonais. Deveriam, também, representar quadrados de diferentes tamanhos e
posicdes de modo a compreenderem a conservacao da forma. Com as tarefas 3 a 5,
pretendia-se trabalhar as propriedades dos quadrilateros, onde se esperava que 0s
alunos, desenhando no geoplano, identificassem as propriedades de cada um dos

quadrilateros a nivel de lados, angulos e diagonais.

Tarefas6a7

Objetivos:

Consolidar o conhecimento e uso das ferramentas do GeoGebra.

Percurso Esperado

Com estas tarefas pretendia-se que os alunos se familiarizassem com as
ferramentas do GeoGebra e consolidassem algum conhecimento instrumental:
pontos, segmentos de reta, retas paralelas, perpendiculares, fungao “arrastar”... Os
alunos deveriam identificar os trés tipos diferentes de pontos existentes no

GeoGebra: pontos livres, pontos fixos e pontos sobre objetos.

Tarefas 8 al3
Objetivos:

Desenhar quadrilateros para fazer emergir as propriedades.

o4
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Determinar a soma dos angulos internos de um quadrilatero.
Formular conjeturas.
Construir quadrilateros (trapézio, paralelogramo, retangulo), a partir de um

plano de construgcdo dado e investigar as suas propriedades.

Percurso Esperado

Este conjunto de tarefas, através das quais se pretendia trabalhar as
propriedades dos quadrilateros, podem separar-se em dois grupos. Um primeiro
grupo (8 e 9) onde se esperava que o0s alunos, desenhando no GeoGebra,
identificassem as propriedades de cada um dos quadrilateros a nivel de lados,
angulos e diagonais. No segundo grupo (10 a 13) esperava-se que 0s alunos
construissem os quadrilateros e, através da manipulacdo, do arrastamento no
GeoGebra e da andlise do que se mantém ou altera, investigassem propriedades
comuns aos quadrilateros: trapézio, paralelogramo, retangulo, quadrado e losango.
Pretendia-se, também, que a observagao da deformacgéao de “quadrilateros” pudesse
fazer emergir as propriedades comuns contribuindo para a compreensdo dessas
propriedades e das relacOes entre as formas. Poderia ter surgido a inclusdo entre as
classes de quadrilateros, ainda que para tal pudesse ser necessaria alguma

intervengao do professor no sentido de levar os alunos a observar invariancias.

Tarefas 14 e 15

Objetivos

Analisar planos de construcéo (quadrado e losango).

Descrever as propriedades de um quadrilatero.

Percurso esperado

As tarefas 14 e 15 foram realizadas a partir de figuras pré-construidas e
gravadas num arquivo do GeoGebra. Os alunos abriram o arquivo e, sem
movimentar, descreveram as caracteristicas de cada uma. Pretendia-se que o0s
alunos compreendessem as semelhancas e diferencas entre o quadrado e o losango
e que identificassem o quadrado como um caso particular do losango. Estas tarefas
permitiriam tomar consciéncia, tanto ao professor como ao aluno, do grau de

compreensao dos conceitos fundamentais que descrevem os quadrilateros.

Tarefas 16 e 17
Objetivos
Descrever as propriedades de um quadrilatero.

Classificar quadrilateros.
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Percurso Esperado

Os alunos desenvolveram um plano de construcao, relacionando a construgcao
com as propriedades. Um grupo descreveu o plano e o outro foi realizando a
construcdo conforme as indicagdes. Esperava-se que 0s alunos recorressem ao
histérico e identificassem as propriedades necesséarias a constru¢cdo do retangulo.
Na ultima tarefa, era pedido aos alunos que relacionassem os quadrilateros e os
agrupassem de acordo com as propriedades.

Com a concretizagdo desta experiéncia de ensino esperava-se que,
progressivamente, os alunos identificassem as propriedades dos quadrilateros
(trapézio, paralelogramo, retangulo, quadrado, losango), estabelecessem relacées
entre eles de modo a progredir no pensamento geométrico a nivel da inclusdo entre

as classes de quadrilateros indo, assim, além do nivel 1, visual, de van Hiele.

4.3. Aturma

A turma que participou neste estudo € constituida por vinte e cinco alunos,
vinte e dois do 4.° ano e trés do 3.°. Treze sao raparigas e doze sao rapazes e, a
excecao de dois alunos (um do 3.° e outro do 4.° ano) que integraram a turma este
ano letivo, vém juntos desde o 1.° ano de escolaridade e com a mesma professora.
Trés dos alunos (duas raparigas e um rapaz) tém uma retencdo, sendo que um
deles esta abrangido pelo Decreto-Lei n.° 3/2008, de 7 de janeiro e desenvolve o seu
processo de ensino aprendizagem de acordo com o seu Plano Educativo Individual
(PEI).

Os alunos apresentam, no geral, bom comportamento e bom aproveitamento
embora com alguma disparidade a nivel dos ritmos de trabalho. Sdo empenhados e
com vontade de aprender. Envolvem-se nas atividades de forma ativa e apreciam
muito as aulas de matematica.

O uso do computador em sala de aula € habitual (uma vez por semana)
desde o 1.° ano de escolaridade embora o AGD, GeoGebra, tenha sido usado
apenas no 3.° ano, para trabalhar o topico “retas paralelas e perpendiculares” e o
conceito de “angulo”.

O trabalho em grupo e o recurso a materiais manipulaveis € também pratica
corrente, bem como a realizacéo de atividades de exploracao/investigacao.

A selecédo dos trés pares de alunos que sédo o foco deste estudo, para além
do critério de formar diades simétricas, teve em considera¢cdo o bom entendimento
entre os elementos de cada par e a capacidade de expressdo oral e nivel de

participacéo na aula.
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4.4. Os pares

Par bom

Maria € uma aluna muito empenhada, comunicativa, critica e perspicaz.
Relaciona-se bem com os pares e com os adultos, é extrovertida e muito
participativa. Tem facilidade na aprendizagem, tanto em mateméatica como nas
restantes areas. Assume, normalmente, a lideranca no trabalho de grupo sendo boa
mediadora a nivel de interacbes. Revela conviccdo e seguranca nas suas
aprendizagens e questiona tudo o que |he causa divida ou insatisfacdo. Nas aulas
de matematica faz intervencdes de nivel elevado, utiliza bons raciocinios e um
vocabulario avangado para a sua idade

Luisa tem uma postura perante a escola semelhante a Maria mas é mais
curiosa e demonstra grande valorizagdo da escola. Traz muitas questdes para a sala
de aula e tenta saber mais sobre os assuntos abordados. Revela, também,
facilidade na aprendizagem, embora na area de lingua portuguesa apresente
algumas lacunas a nivel da expressdo oral e escrita. E comunicativa e muito
participativa. No trabalho de grupo assume também o papel de lider mas tem
alguma dificuldade em gerir as interagdes. Nas aulas de matematica faz
intervencdes de nivel elevado, utiliza bons raciocinios mas tem alguma dificuldade
em 0s comunicar.

Maria e Luisa sdo alunas da turma desde o 1.°© ano de escolaridade.

Par médio

Miguel integra a turma desde o 1.° ano de escolaridade. E um aluno
interessado e adepto do computador. Utiliza-o com bastante destreza e gosta de o
explorar livremente. E participativo e gosta de expor as suas descobertas. E
persistente na execucao das tarefas e ndo desiste enquanto ndo encontra a solugéo.
Envolve-se ativamente nos trabalhos e anda sempre a procura de padrbes e
regularidades. Relaciona-se bem com os pares, € respeitador e todos gostam de
trabalhar com ele. Executa os trabalhos sem dificuldade e com bastante autonomia.
N&o apresenta raciocinios muito elaborados mas vai diversificando as estratégias de
resolucdo dos problemas. Nas atividades investigativas, faz sempre descobertas
embora nem sempre as essenciais.

Diogo €, também, um aluno que usa bem o computador. E um pouco mais
introvertido que o seu par mas envolve-se nas atividades e intervém de forma clara e
pertinente. A area de matematica € a sua preferida executando as tarefas sem

dificuldade, de forma autébnoma. Esta sempre pronto a participar, contrariamente ao
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gue acontece nas restantes areas. Apresenta estratégias diversificadas na resolucéo
de problemas mas nem sempre claras. E educado e relaciona-se bem com os

outros. Integra a turma desde o 1.° ano de escolaridade.

Par fraco

Isa e Mauro sé&o alunos da turma desde o 1.° ano de escolaridade. Tém bom
comportamento, embora o Mauro tenha tendéncia para liderar o trabalho em grupo
criando, por vezes, conflitos com os colegas. Apresentam aproveitamento razoavel
em todas as areas curriculares, a excecdo da area de matematica onde o
aproveitamento é fraco.

Mauro € um aluno que tem algumas dificuldades na area de matemaética,
nomeadamente na compreensao dos enunciados dos problemas. Tem facilidade no
célculo e raramente recorre aos algoritmos. Envolve-se nos trabalhos que lhe sé&o
propostos e gosta de trabalhar em grupo. Gosta mais de trabalhar com raparigas
onde assume o papel de lider. Tem revelado grandes progressos a nivel de
interesse e desempenho escolar. Participa nas aulas e adora ir ao quadro
apresentar o que fez. Apresenta bom dominio no uso do computador. E educado e
relaciona-se bem com os pares.

Isa é também uma aluna com dificuldades na é&rea de matematica,
nomeadamente a nivel de resolucdo de problemas. E empenhada, envolve-se nos
trabalhos e gosta de trabalhar em grupo. E introvertida mas gosta de participar na
aula, embora na maioria das vezes nao o faca de forma adequada e pertinente. E
uma crianga docil e relaciona-se bem com todos. Tem muita vontade de aprender e
esforca-se para realizar os trabalhos propostos. Usa o computador com bastante

destreza.

4.5. Organizacao do trabalho

Os alunos trabalharam em pares a exce¢ao de um grupo, constituido por trés
alunos do 3.° ano, uma vez que a turma é constituida por vinte e dois alunos do 4.°
ano e trés alunos do 3.°. Optou-se por esta dinamica de trabalho por ser prética
habitual e por ir de encontro ao defendido por varios autores sobre a importancia do
trabalho cooperativo na aula de matematica, considerando que “a cooperagao é
inerente a propria criatividade matematica e consequentemente o trabalho
cooperativo € particularmente relevante nesta disciplina® (Schoenfeld, 1989);
“‘quando os alunos trabalham cooperativamente podem ajudar os outros a perceber

0os conceitos mais basicos” (Fernandes, 1997, p. 564); “trabalhando
58



cooperativamente os alunos ganham confiangca nas suas capacidades individuais,
além de que os conceitos matematicos sdo melhor apreendidos como parte de um
processo dindmico em que os alunos interagem” (Johnson e Johnson, 1990 citados
em Fernandes, 1997).

Foram formadas diades simétricas (César, 1997), atendendo a proximidade
de nivel de desempenho em matematica e no uso do computador pretendendo-se,
ao mesmo tempo, que fossem diades com interacdo, pois foi apresentada apenas
uma solugéo para os problemas propostos de acordo com a concordancia de ambos
os alunos. A opcdao por diades com alunos de niveis de desempenho proximo teve
em conta o observado por Laborde (1998) relativamente a escolha dos parceiros —
“as observagbes de situagdes de interagdo que fizemos levam-nos a pensar que a
'distancia cognitiva' entre os parceiros ndo deve ser grande para permitir que haja
confrontagao” (p. 209). A observagao deste estudo incide em trés diades, uma de
nivel bom de desempenho em matematica, outra de nivel médio e outra de nivel
fraco.

Os alunos estédo habituados a trabalhar com o computador e também com o
AGD, GeoGebra. Realizaram, no ano letivo transato, algumas atividades
relacionadas com o conteudo programatico “retas paralelas e perpendiculares” e o
conceito de “angulo”, tendo explorado algumas ferramentas do software.

A implementacao das tarefas decorreu em janeiro e fevereiro, na sala de aula,
utilizando o computador pessoal, na maioria 0 “magalhdes”, um por diade, e o
geoplano, um por aluno. As tarefas foram realizadas de forma sequencial e, no final
de cada tarefa, foi feita uma discussdo, com toda a turma, para partilhar os
resultados a que os alunos chegaram e as dificuldades sentidas. Foi um momento
muito importante pois, parafraseando Ponte (2010), as principais ideias relacionadas
com a tarefa foram clarificadas, formalizadas e institucionalizadas como novo
conhecimento, dai em diante aceite como tal na comunidade da sala de aula. Foram,
assim, elaborados cartazes com as propriedades dos quadrilateros resultantes das
descobertas feitas em grupo e em discusséo coletiva. Estes foram expostos na sala
de aula para poderem ser consultados. Ao longo da experiéncia de ensino, houve
necessidade de atualizar/corrigir os cartazes expostos com outras propriedades que
os alunos iam descobrindo através da construgcdo de outros exemplos. Estes
momentos de discussdo foram também uma boa ocasido para promover a reflexao
sobre o trabalho pois, como referem Bishop e Goffree (1986), a aprendizagem nao
resulta simplesmente da atividade, mas sim da reflexdo sobre a atividade. Esta
discussédo levou a reformulacdo do inicialmente previsto, incluindo tarefas
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necessarias a clarificacdo de conceitos, nomeadamente, o conceito de diagonal,
linhas obliquas, coordenadas... Para além desta discussao final houve, em varias
tarefas, necessidade de proporcionar um momento de discussdo durante a sua
realizacdo com o objetivo de ajudar os alunos a ultrapassar certas dificuldades, de
motiva-los em fases mais criticas do trabalho ou mesmo de enriquecer a
investigacao.

Cada aluno tinha um enunciado da tarefa, recolhido no final da aula. Os
trabalhos realizados no GeoGebra foram guardados no computador pessoal, numa

pendrive e transferidos para o computador pessoal da investigadora.

4.6. Concretizacdo da experiéncia de ensino

A realizacdo das tarefas englobou trés momentos: apresentacdo da tarefa,
trabalho auténomo dos alunos, em pares, e discusséo coletiva com toda a turma. No
primeiro momento foram dadas indicagdes sobre a realizagcéo da tarefa e o modo de
trabalho, distribuindo o enunciado escrito e referindo oralmente os aspetos mais
evidentes da tarefa. Pretendia-se que os alunos compreendessem bem a tarefa e
quando necessario clarificaram-se termos desconhecidos ou alguma questdo
relacionada com a descricdo da mesma.

De seguida, no segundo momento, os alunos trabalharam autonomamente
nas questbes propostas. A investigadora circulou pelos grupos verificando se
existiam duvidas impeditivas da resolucdo das questdes. Procurou esclarecer os
alunos tendo, contudo, cuidado para nado esclarecer demasiado, respondendo as
suas questdes com outras questdes que 0s obrigassem a pensar um pouco mais de
modo a ultrapassarem as dificuldades manifestadas. Quando estas se manifestaram
num numero consideravel de alunos, a tarefa foi interrompida proporcionando-se um
momento de discussao coletiva que permitiu a resolucéo da dificuldade retomando,
de seguida, o trabalho autbnomo.

No terceiro momento, os pares apresentaram o trabalho realizado. Todos
puderam participar, colocando questdes e apresentando justificacdes, de modo a
sistematizar as ideias fundamentais aprendidas na aula. Estas foram escritas no
quadro, registadas por todos os alunos, na folha de registo e em cartazes que
ficaram afixados na sala de aula. A analise e discussao dos resultados promoveram
o desenvolvimento de capacidades de raciocinio, comunica¢do e argumentacao.

Finalmente e, em algumas tarefas, antes de terminar a aula, cada aluno
elaborou um pequeno registo de opinido incidindo nas dificuldades sentidas e no que

mais e menos |lhe agradou, justificando.
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Tarefa 1. Desenho de quadrilateros e diagonais

Os alunos leram o guido da tarefa, esclareceu-se a questdo relativa as
diagonais e angulos opostos, parecendo que tinha ficado claro para todos os alunos,
0 que na realidade n&o aconteceu. Pretendia-se que os alunos desenhassem
diferentes quadrilateros (protétipos) e que identificassem os elementos: lados,
vértices, angulos e diagonais, o que de facto se verificou. Realizaram
autonomamente a tarefa, sempre muito envolvidos e contrariamente ao planeado
nao foi finalizada, ficando a discusséo para a aula seguinte.

Salienta-se a diversidade de quadrilateros representados por todos os alunos,
a identificacdo correta dos lados, vértices e angulos e alguma dificuldade nas
diagonais. Notou-se que, na generalidade, os alunos entendem a diagonal como
obliqua e como tal o “quadrado, o losango e o papagaio ndo tém diagonais” (quando
estas ficam posicionadas vertical ou horizontalmente). Outra questdo que mereceu
atencéo foi o facto de um aluno apagar o boomerang porque dizia que nao tinha
duas diagonais, por isso ndo era um quadrilatero. No entanto a maioria descobriu as
diagonais desse quadrilatero, embora tenham revelado alguma hesitacdo e
questionassem a professora para validar a descoberta.

Os nomes surgidos foram: quadrado, retangulo e trapézio (apenas o
isosceles), corretos na maioria e alguma troca na identificacdo do losango, papagaio
e paralelogramo. O trapézio retangulo foi identificado por alguns alunos como “meio
trapézio”, justificando que era “metade do trapézio” (isosceles). Varios alunos, ao
desenharem as diagonais, uniram todos os pontos opostos do papel ponteado e néo
sé os vértices.

Ainda se iniciou a apresentacdo das figuras representadas mas nao houve
tempo para concluir. Por isso, retomou-se, ha aula seguinte, a apresentacdo dessas
figuras no data show. Dos comentérios ficou evidente a importancia da visualizacao
na comparacao das figuras “é parecida”, resposta tipica, visual (Clements, Battista, e
Sarama, 2001 citados em Clements e Sarama, 2007); “se rodarmos”, “se virarmos”,
‘um losango é como se fosse um paralelogramo com os lados todos iguais”, “uma
diagonal € uma linha meio horizontal e meio vertical’... e a dificuldade em descobrir
se algumas figuras eram ou n&o iguais, pois a analise visual nem sempre era facil.
Comparavam as figuras usando transformag¢des visuais imaginadas “¢ a mesma
porque se a rodarmos fica igual”’. Esta dificuldade foi ultrapassada recorrendo a
sobreposicdo através de geoplanos transparentes, pois manipular mentalmente as
figuras, nomeadamente rodar, € muito dificil para os alunos. Notou-se pouca
referéncia as propriedades que aconteceu apenas no momento da discusséo,
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guanto aos angulos, sobretudo os retos (que verificaram com o canto da folha) e
quando compararam uma figura com o paralelogramo, um aluno referiu “este
(apontando para o paralelogramo) tem todos os lados paralelos” e ainda outro que
referiu “o losango tem os lados todos do mesmo comprimento”, para justificar que o
nome losango, atribuido ao paralelogramo, estava errado.

O conceito de diagonal foi neste momento abordado, tendo surgido a seguinte
definicdo, construida por um aluno “é a linha reta que liga dois vértices opostos
ficando um vértice no meio deles”.

Desta aula, ainda, surgiu a proposta de pesquisa em TPC (trabalho para

casa) sobre linhas diagonais, obliquas e perpendiculares.

Tarefa 2. Descoberta de quadrados diferentes no geoplano

A tarefa foi desenvolvida com facilidade mas apenas trés grupos conseguiram
descobrir todos os quadrados. A maioria dos grupos usou uma estratégia para 0s
guadrados de lados horizontais (1x1; 2x2; 3x3; 4x4 e 5x5), que facilitou a descoberta
de todos 0s quadrados por todos 0S grupos, mas apenas um grupo usou uma
estratégia para descobrir os de lados ndo horizontais e apenas trés grupos 0s

descobriram na totalidade.

Figura 1 - Descoberta de quadrados diferentes no geoplano, apresentada pela Maria
e Luisa.

Pretendia-se, com esta tarefa, que representassem quadrados de diferentes
tamanhos e posicdes de modo a compreenderem a conservacao da forma, o que ja

era evidente para estes alunos.

Tarefa 3. Quadrilateros com todos os lados iguais
Trabalhar as propriedades do quadrado e do losango a nivel de lados,
angulos e diagonais era o pretendido nesta tarefa. Todos 0s grupos executaram a

tarefa corretamente, ndo havendo grande discrepancia na identificagcdo das
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propriedades, embora a linguagem usada nao fosse muito correta: “tamanho dos
lados”, “tamanho da figura®. Salienta-se a verificacdo da medida do comprimento dos
lados e o recurso ao detetor de angulos retos. Uma dificuldade detetada nesta
tarefa, apesar de ndo a terem revelado na tarefa anterior, foi considerar que dois
quadrados, um com lados horizontais e outro ndo, mas diferentes na area, tinham
forma diferente. Talvez o modo como a proposta estd redigida evidencie

quadrilateros diferentes e a aluna nao tenha valorizado a expresséo na forma.

Tarefa 4. Quadrilateros com lados iguais dois a dois

Esta tarefa tinha como objetivo fazer emergir propriedades dos quadrilateros.
Foi executada com facilidade, salientando-se o facto de alguns alunos terem
dificuldade em incluir o quadrado e o losango neste critério (lados iguais dois a dois).
Os mesmos alunos também né&o consideraram o quadrado como tendo lados iguais
dois a dois e todos os angulos iguais, o que era de esperar, de acordo com 0
representado na questao anterior.

Da discussao desta tarefa surgiu a questdo “um quadrado € um retangulo”
embora a justificacdo de grande parte dos alunos nao seja correta “porque com dois
quadrados fazemos um retangulo”, outros ha que o fazem corretamente “o quadrado
tem todas as caracteristicas do retangulo”. Surgiu ainda uma proposta para

investigacao “todos os quadrilateros se podem construir com dois triangulos”.

Tarefa 5. Quadrilateros com apenas dois lados paralelos

A semelhanca das tarefas anteriores e ap6s a leitura do gui&io foi esclarecida
a questao “apenas dois lados paralelos”, embora ndo tenha sido suficiente e se
tenha interrompido a tarefa para prestar esse esclarecimento novamente, uma vez
gue estavam a considerar o quadrado e o retangulo. Outros tinham dificuldade em
considerar os lados obliquos como paralelos. Alguns sentiram dificuldade em
descobrir trapézios, talvez porque possuam poucos protétipos. A maioria desenhou

o trapézio retangulo e o isdsceles, e poucos desenharam o escaleno.

Tarefas 6 e 7. Explorar o GeoGebra

Com estas tarefas pretendia-se que os alunos relembrassem as ferramentas
do GeoGebra e consolidassem algum conhecimento instrumental: pontos,
segmentos de reta, retas paralelas, perpendiculares, fungdo “arrastar’... o que foi
conseguido. Salienta-se, nestas tarefas, a dificuldade em seguir o guido,

manifestada pela maioria dos alunos, bem como a referéncia ao que veem no
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monitor para responder a questao “O que observas?”, sobretudo as medidas. Surgiu,
ainda, novo conhecimento instrumental Protocolo de construgéo, tendo-se analisado

0 protocolo desta tarefa.

Tarefa 8. Desenho de um quadrilatero qualquer

Com esta tarefa pretendia-se que os alunos desenhassem um quadrilatero
qualquer e identificassem algumas propriedades, 0 que ndo aconteceu. Os alunos, a
semelhanca das tarefas anteriores, executaram corretamente a tarefa mas quando
arrastavam qualquer ponto, focaram-se apenas no que veem mudar no monitor, as
medidas (amplitude dos angulos, comprimento dos lados) e as coordenadas. A
realizacdo desta tarefa deu origem a mais uma tarefa ndo prevista sobre a
explicitagdo de coordenadas, que surgiu no momento da discussdo por um dos

grupos. Realizaram uma tarefa de localizagéo de pontos, no GeoGebra e no quadro.

Tarefa 9. Desenho de quadrilateros a partir de diagonais dadas

Mais uma tarefa, com a qual se pretendia a identificac&o de propriedades das
diagonais e a identificacdo dos quadrilateros. Notou-se maior corre¢cdo na atribuicao
dos nomes mas ainda alguma confusdo entre o paralelogramo e o losango. Muita
referéncia ao visual para comparar as figuras, havendo mesmo um grupo que
rodava o computador para verificar se duas figuras eram a mesma, em posicao
diferente ou mesmo para as identificar, pois que um quadrilatero foi identificado
como trapézio, baseado no paralelismo de dois lados que de facto pareciam ser.
Apenas os grupos que foram confirmar, desenhando retas paralelas sobre os lados,

puderam constatar que de facto ndo eram paralelos.

Figura 2 - ldentificagédo do Figura 3 - Identificacdo do
quadrilatero pela Isa e Mauro. guadrilatero pela Maria e Luisa.
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Este facto serviu para os alunos ficarem despertos para a necessidade de nao
confiar demasiado naquilo que parece ser. As propriedades das diagonais referidas
foram a sua perpendicularidade ou obliquidade e a igualdade ou ndo do seu
comprimento. E de referir que alguns grupos tiveram dificuldade em registar a
propriedade de perpendicularidade ou obliquidade, ou porque ndo mediram oS
angulos por elas formados, ou porque néo as distinguem conforme o referido por um

grupo “Todos os quadrilateros tém diagonais perpendiculares na forma obliqua.”

Tarefa 10. Desenho de quadrilateros (soma dos angulos internos)

Pretendia-se com esta tarefa que os alunos investigassem mais uma
propriedade dos quadrilateros, somando os angulos internos. A resolucéo da tarefa
foi facil mas a discusséo foi muito polémica pelos resultados obtidos e pelas atitudes
dos alunos. Houve casos em que a soma dava 360° e ndo houve problema e os
alunos conjeturaram que “a soma dos angulos internos dos quadrilateros & 360°”.
Outros, cuja soma nao dava 360°, arrastavam a figura até conseguirem obter 360° ja
gue a maioria dava 360° e fizeram a mesma conjetura. Outros, ainda, referiram que
“se somarmos a medida de todos os angulos internos, em algumas figuras da 360° e
em outras nao”.

Também desta tarefa surgiu um prolongamento que ocupou mais uma aula,
pois era necessario que os alunos ficassem esclarecidos e constatassem que o
GeoGebra apresenta falhas no célculo de medidas e que de facto a soma dos
angulos internos dos quadrilateros é 360°. Houve necessidade de recorrer as tiras
articuladas para que os alunos compreendessem esta conjetura que alguns
pareciam ja terem entendido. Construiram um quadrado ou retangulo, pois tinham a
certeza que os angulos eram todos retos para demostrar que quando fecham dois
angulos os outros dois abrem mas a soma das suas amplitudes nédo se altera. A

teoria mais aceite foi o facto de as medidas do GeoGebra ndo serem exatas.

Tarefa 11. Construcao de um trapeézio

Com esta tarefa esperava-se que os alunos construissem um trapézio a partir
do plano dado e identificassem as propriedades dos lados, angulos e diagonais e
ainda obtivessem poligonos com dois pares de lados paralelos. A tarefa foi
concretizada com facilidade, embora alguns grupos nao tenham seguido todos os
passos do guido, dificuldade ja evidenciada em tarefas anteriores. A semelhanca de
outras tarefas, salientam-se as descobertas baseadas mais no que veem no monitor

e nao tanto no que fizeram. Referéncia a propriedades ja incluidas noutras “4
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angulos”; “2 angulos obtusos e 2 angulos agudos” ou desnecessarias “dois lados

consecutivos”.

Tarefa 12. Construcao de um paralelogramo

Pretendia-se, com esta tarefa, que os alunos construissem o paralelogramo a
partir do plano dado e através da observagao da deformagao de “quadrilateros” e do
qgue se altera e se mantém, identificassem as propriedades comuns contribuindo
para a compreensdo dessas propriedades e das relacdes entre as formas. Esta foi
uma tarefa muito demorada salientando-se, no entanto, o envolvimento e interesse
durante todo o tempo de realizacdo da mesma. A maioria dos alunos construiu o
paralelogramo protétipo e quando surgiu o retangulo, os alunos consideravam que
se tinham “enganado” e arrastavam os pontos até obter o protétipo do
paralelogramo. Estava claro que estes alunos ndo aceitavam o retangulo como
paralelogramo. Foi uma tarefa que exigiu algumas pausas para esclarecer questdes
relacionadas com a compreensdo do que era pedido, bem como de questdes
relacionadas com o software (ponto de intersecao).

Notou-se maior referéncia as propriedades, o que facilitou a comparacao
entre o paralelogramo, retéangulo, quadrado e losango. Mesmo assim, alguns grupos
continuaram a focar-se em propriedades ndo essenciais como a soma dos angulos
internos. Parece-me que a manipulacdo das constru¢des dinamicas e a constatacao
da conservacao das propriedades facilitou o estabelecimento de relagcbes entre os
quadrilateros. No momento da discussao referiram “o retdngulo tem quase todas as
caracteristicas do paralelogramo”, “as caracteristicas do quadrado s&o as mesmas
que as do retangulo”, “ao losango so6 falta uma caracteristica para ter todas as do
paralelogramo”... no entanto, quando registaram as propriedades do paralelogramo
tiveram necessidade de encontrar uma carateristica que excluisse o quadrado e o
retdngulo e um aluno referiu “eu descobri que ha pelo menos uma caracteristica

diferente em cada figura”.

Tarefa 13. Construcao de um retangulo

A semelhanca da tarefa anterior, também nesta se pretendia que os alunos
construissem um retangulo a partir do plano dado e através da observacdo do
arrastamento dos pontos verificassem as propriedades que se alteram ou mantém,
guando o transformam num quadrado. Esperava-se que os alunos identificassem as
propriedades comuns contribuindo para a compreensao dessas propriedades e das

relacbes entre as formas de modo a compreenderem que um quadrado € um
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retdngulo. Os alunos executaram a tarefa com facilidade, embora alguns néo
tenham seguido o guido corretamente, desmanchando-se a figura quando arrastada,
dificuldade que resolveram confrontando o plano de construgdo com o guido e
repetindo a construcdo. Salienta-se, mais uma vez, o facto de as descobertas
incidirem no que veem no ecra do computador “os lados horizontais sdo o dobro dos
verticais”, ao mesmo tempo que se focam em propriedades ndo essenciais “a soma

dos angulos opostos € 180°”.

Tarefas 14 e 15. Analise dos planos de construcédo do quadrado e do losango

As tarefas 14 e 15 foram realizadas a partir de figuras pré-construidas e
gravadas num arquivo do GeoGebra. Os alunos analisaram as figuras e, sem as
movimentar, descreveram as caracteristicas de cada uma. De seguida e com
recurso a ferramenta “mover” observaram o que se alterava e o que se mantinha
invariante. Pretendia-se que os alunos compreendessem as semelhancas e
diferencas entre o quadrado e o losango e que identificassem o quadrado como um
caso particular do losango. A maioria dos alunos identificou as propriedades comuns
ao quadrado e ao retangulo e notou-se maior preocupacdo na validacdo das
propriedades através das ferramentas do GeoGebra e menos referéncia ao “parece”
na identificacdo das mesmas. Desenharam retas paralelas sobre os lados do
losango para confirmar se os lados eram paralelos; construiram outro losango para
validar a conjetura “os angulos obtusos s&o o dobro dos agudos”, facto né&o
confirmado. No momento da discussao foi referido por um aluno que “o quadrado
pode ser um losango” e ainda que “o quadrado € retangulo e € losango”, aceite por

todos os alunos, mas ndo compreendido por todos.

Tarefa 16. Elaborar um plano de construcéao

Esta tarefa, diferente de todas as outras, exigia que os alunos analisassem
um plano de construgao e identificassem as propriedades necessarias a construgcao
do retangulo. Um par descreveu o plano que trocou com outro para realizar a
construcdo conforme as indicacdes. Esperava-se que o0s alunos recorressem ao
histérico e identificassem as propriedades necessarias a construcao do retangulo. A
tarefa foi um pouco dificil de realizar sobretudo porque varios grupos tentaram
descrever o plano de construcdo a partir da imagem que tinham no ecra e outros
consultaram o protocolo de constru¢cdo mas nao retiraram apenas 0S passos

necessarios, o que dificultou a construcdo do retangulo, exigindo a correcdo do
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plano através da consulta do protocolo. Houve, no entanto, alguns que executaram a

tarefa corretamente.

Tarefa 17. Classificar quadrilateros

Nesta tarefa era pedido aos alunos que relacionassem os quadrilateros,
identificando as propriedades comuns, e 0s agrupassem de acordo com as
propriedades. A identificacdo das propriedades comuns néao foi dificil, se bem que
alguns alunos se tenham fixado em propriedades nao essenciais 0 que dificultou a
classificac&o. E de referir que os alunos desenharam no GeoGebra os protétipos dos
quadrilateros trabalhados, baseando a classificacdo no que viam no ecra (EX. no
caso do trapézio indicaram como propriedade “angulos iguais 2 a 2”, era o trapézio
isosceles). Alguma confusdo de linguagem também pode ter condicionado a
classificagao ja que foi referido que pensavam que era sé um “critério”, ou seja, uma
“propriedade”.

Surgiram classificagdes com critérios diferentes:

e Atendendo ao paralelismo: duas classes — apenas um par de lados paralelos

(trapézios) e dois pares de lados paralelos (paralelogramos);

¢ Numero de angulos retos: trés classes — todos os angulos retos, sem todos os

angulos retos e sem nenhum angulo reto;

e Numero de angulos retos: duas classes — com angulos retos; sem angulos

retos;

e Atendendo as diagonais: duas classes — diagonais perpendiculares, diagonais

obliquas.

No momento da discussdo e quando focalizados no grupo dos que tém dois
pares de lados paralelos, pareceu-me ser evidente para a maioria dos alunos que
podiam formar subgrupos: angulos retos/angulos néo retos; lados todos iguais/lados
iguais dois a dois; diagonais perpendiculares/diagonais obliquas, no entanto nenhum
grupo o fez inicialmente. Os alunos referiram ter sido dificil agrupar os quadrilateros

pois como foi referido “as caracteristicas sao tantas que é dificil agrupa-los.”

Tarefa 18. Classificar quadrilateros (ll)

Por considerar que houve alguma dificuldade na compreenséo da tarefa 17 e
por constatar que os alunos se focaram em propriedades n&o essenciais, optou-se
por fazer mais uma tarefa (Anexo 20). Consistia na analise de uma classificacao

hierarquica adaptada de Van de Walle (2004), com o intuito de perceber que critério
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os alunos identificavam em cada um dos grupos e qual o grau de compreenséo de
uma classificacao deste tipo.

Um numero consideravel de alunos identificou corretamente o critério usado
mas outros nem por isso pois misturaram critérios: igualdade dos lados, paralelismo,
angulos retos e diagonais. Salienta-se que houve critérios que excluiam todos os
contra exemplos mas apenas dos quadrilateros representados, o que evidencia a
importancia que as representacdes tém na identificacdo das propriedades. A maioria
interpretou bem o diagrama mas poucos o justificaram indiciando a compreensao da

classificacdo baseada na incluséo de classes.

4.7. As tarefas analisadas

Dadas as limitagdes que um estudo como este exige, optou-se por selecionar
apenas algumas das tarefas realizadas. A escolha das tarefas teve por base trés
aspetos: a adequacao as questdes do estudo; a discussao que provocaram entre 0s
alunos e a pertinéncia dos dados para analise, nomeadamente a identificacdo de
propriedades dos quadrilateros.

A analise recaiu assim nas seguintes tarefas:

Quadro 2 — Tarefas analisadas

Tarefa Objetivos Percurso Esperado
1 - Desenho de | Desenhar quadrilateros para | Esperava-se que o0s alunos desenhassem
guadrilateros e | relembrar a nomenclatura diferentes quadrilateros e identificassem o0s
diagonais. Identificar os elementos: n.° | elementos: lados, vértices, angulos e diagonais.

de lados, vértices, angulos e

diagonais.

Pretendia-se trabalhar as dos

4 — Quadrilateros com

lados iguais dois a dois.

Desenhar quadrilateros para
fazer emergir a nocdo de

propriedade.

propriedades
quadrilateros, onde se esperava que o0s alunos,
desenhando no geoplano, identificassem as
propriedades de cada um dos quadrilateros a nivel

de lados, angulos e diagonais.

12 - Construcdo de um
paralelogramo.

Construir um paralelogramo
preservando as suas
carateristicas e investigar as

suas propriedades.

Pretendia-se que os alunos ao medirem os angulos
internos do paralelogramo verificassem que o0s
angulos opostos sédo iguais, que investigassem as
propriedades relativas aos lados, aos angulos e as
diagonais de um paralelogramo e estabelecessem
relagBes entre quadrado, paralelogramo, retangulo
e losango.

ainda,

Pretendia-se, que a observacdo da

deformacado de “quadrilateros” fizesse emergir as
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propriedades, trabalhando a inclusdo entre as
classes de quadrilateros.

Esperava-se a necessidade de alguma intervencéo
do professor no sentido de levar os alunos a

observar invariancias.

14 — Analise do plano | Analisar um plano de | Pretendia-se que os alunos compreendessem as
de construgdo  do | construcgéo. semelhancas e diferencas entre o quadrado e o
guadrado. losango e que identificassem o quadrado como um
caso particular do losango.

15 — Analise do plano | Analisar um plano de | Esperava-se que o0s alunos identificassem o
de construcdo do | construcéo. gquadrado como caso patrticular do losango.

losango.

17 - Classificar | Classificar quadrilateros. Pretendia-se que os alunos relacionassem o0s

quadrilateros.

quadrilateros e os agrupassem de acordo com as
propriedades.

Esperava-se que fizessem uma classificacdo por
partig&o.

18 -
quadrilateros (Il)

Classificar

Analisar

uma classificacéo

hierarquica de quadrilateros.

Pretendia-se perceber que critério os alunos
identificavam em cada um dos grupos e qual o grau

de compreensado de uma classificac@o deste tipo.
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CAPITULO 5
ANALISE DOS DADOS RECOLHIDOS

Neste capitulo descreve-se e interpreta-se o trabalho desenvolvido ao longo
das tarefas, recorrendo as gravacdes de audio e video, as notas de campo e a
andlise dos trabalhos dos pares constituidos como estudos de caso. E feita uma
breve caracterizacdo dos alunos com referéncia a atitude perante as tarefas.
Descreve-se, ainda, a forma como exploraram as questdes propostas, discutindo-se
0 papel das representacdes e da visualizacdo na identificacdo de propriedades dos
quadrilateros. No final é feita uma sintese, apresentando o balanco do trabalho

desenvolvido por cada um dos pares.

Estudos de caso

Foram constituidos trés estudos de caso, formados por trés pares de alunos
com niveis de aproveitamento diferente, na area de matemética: dois com bom
aproveitamento (Luisa e Maria), dois com aproveitamento médio (Miguel e Diogo) e

dois com aproveitamento mais fraco (Isa e Mauro).

5.1. O par Maria e Luisa

Maria e Luisa s&o alunas com facilidade na aprendizagem em todas as areas
curriculares e tém bom aproveitamento e comportamento. Trabalharam bem em
grupo, no entanto foi Maria que, geralmente, assumiu a lideranca no trabalho de
grupo. Nas discussfes coletivas levantaram questdes pertinentes e contribuiram

para o esclarecimento de duvidas e aprofundamento de conhecimentos.

5.1.1. Atitude perante as tarefas

As tarefas foram sempre recebidas com grande entusiasmo, por este par. Ao
longo da sua realizacéo foi evidente a preocupacdo com a apresentacdo das suas
respostas e a persisténcia na resolucdo das questdes propostas. As alunas
trabalharam de forma colaborativa, dividindo entre elas a lideranca na resolugao das
tarefas. Envolveram-se ativamente dando, cada uma delas, o0 seu contributo para o
trabalho realizado. Dialogaram sobre as estratégias de resolugao e as “descobertas”
foram, na maioria dos casos, muito discutidas até chegarem a um consenso quanto

a solucdo. Realizaram as tarefas com maior rapidez do que a maioria dos alunos, o
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que Ihes possibilitou maior exploracéo das ferramentas do GeoGebra. O trabalho

com o computador foi bastante partilhado tendo havido equidade na sua utilizagao.

5.1.2. Representacdes e identificacdo das propriedades

Neste estudo, s&o entendidas como representa¢cdes/imagens construidas pelo
aluno para representar conceitos geométricos, mas também para identificar
propriedades que conduzam ao conceito geomeétrico.

Este par representou diferentes quadrilateros e revelou ter bem adquirida a
conservagdo da forma pois, de acordo com o observado na tarefa 1, néo

representaram figuras repetidas (Figura 4).

Figura 4 - Representacdes dos quadrilateros, no geoplano, identificacdo e registo

dos seus elementos, apresentadas pela Maria e Luisa.

Representaram um numero elevado de quadrilateros mas revelaram conhecer
um numero limitado de nomes de formas. Identificaram corretamente o quadrado, o
retangulo e o trapézio (apenas o isosceles) e chamaram losango ao paralelogramo.

Os quadrilateros representados foram diversificados mas notou-se a forte
influéncia das imagens prot6tipos, nomeadamente do quadrado, retangulo, trapézio,
paralelogramo e papagaio reto.

A comparacéo das figuras foi feita, maioritariamente, de forma visual e, em
alguns casos, com referéncia a imagem prot6tipo, como ficou claro na comparacao

das representacoes feitas.
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Prof. — Fizeram diferente? Entdo vamos olhar para ali e vamos ver se ha ali algum
repetido.

Maria — Sim ha. Ha dois meios trapézios...

Prof. — H& dois qué?!

Maria — Agqueles que sdo metade do trapézio.

Prof. — Metade do trapézio! Explica |4 isso. O que € isso de meio trapézio? Explica l&.
Maria — E assim professora. E a metade do trapézio.

(Maria foi mostrar a representacdo ao quadro)

Maria — Este € 0 meio trapézio, professora. [Maria apontava o trapézio retangulo]

Prof. — Porque é que dizes que € um meio trapézio?

Luisa — Porque se nés fizermos outro ao lado, forma um trapézio. [Completou a
Luisa]

(Maria desenhou a outra metade do trapézio isosceles)

Maria — Eu ndo consigo muito bem, mas assim forma o trapézio.

Figura 5 - Representagbes para explicar a ideia de “meio trapézio”, apresentadas

pela Maria e Luisa.

O par usou a imagem prot6tipo de trapézio (isoésceles) para o0 comparar com 0
trapézio retangulo. Na verdade visualizaram um eixo de reflexdo no trapézio

isosceles e como ndo sabiam o nome dessa figura, nomearam-no “meio trapézio”.

Outro — Professora eu cheguei a conclusao que o “meio trapézio” nao existe.

Prof. — Tu achas que nao existe “meio trapézio™?!

Outro — E trapézio ou n&o trapézio.

Luisa — Nelson, nés estamos a chamar “meio trapézio” porque se nés o partirmos em
metade [referia-se ao trapézio isésceles] ficava como este [referia-se ao trapézio
retdngulo] e nés ndo sabemos como se chama mesmo.

Ficou claro que tanto Luisa como Maria compararam as figuras pela

aparéncia global e segundo a imagem que tém de trapézio. A influéncia da imagem
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protétipo de trapézio, esteve também presente quando o par representou um outro
@ (] %ﬂ

Figura 6 - Representacdo de quadrilateros diferentes (tarefa 1), apresentada pela

trapézio (ndo isosceles).

Maria e Luisa.

Prof. — Mais alguém tem um diferente?

Luisa — Nés temos dois, professora.

[...]

Outro — J& esta repetido. E o trapézio.

Maria — Nao é o trapézio.

Luisa — Porque tem um lado maior do que o outro.

[Maria comparava os dois trapézios e acompanhava a explicacdo apontando para o
desenho]

Maria — Porque este lado aqui é maior do que este [Referia-se aos lados opostos nao
paralelos do trapézio escaleno] e este é igual a este. [Referia-se aos lados opostos

nao paralelos do trapézio is6sceles]

Mais uma vez, foi notéria a influéncia da imagem prot6tipo na representacao
da ideia de trapézio construido por estas alunas. Essa representacdo influencia
também as propriedades a ela associadas, pois ficou claro que as alunas formaram
a ideia de trapézio como uma figura com os dois lados néo paralelos iguais.

Como foi referido anteriormente, a comparacdo das figuras, nas tarefas
iniciais, foi feita, maioritariamente, de forma visual. Rodaram e viraram o geoplano
de modo a facilitar a comparacdo de figuras representadas em diferentes
orientacdes, tendo recorrido, frequentemente, a sobreposicdo. No entanto,
sobretudo durante a apresentagdo/discussdo das figuras a turma surgiram,
juntamente com a comparacao baseada na percecao visual, as primeiras referéncias
a propriedades, como aconteceu na comparacao de figuras dificeis de discriminar
visualmente. Salienta-se que as propriedades mencionadas tiveram sempre como

referéncia o desenho da figura.
Luisa — A mim parece-me um paralelogramo.
[...]
Luisa — Tem 2 angulos obtusos e 2 agudos. E este [apontava para o paralelogramo]
porque este também tem 2 angulos agudos e 2 angulos obtusos.
[...]

Luisa — Este aqui é mais parecido com um papagaio.
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Maria — O Nelson, este aqui [apontava numa representacdo] € um angulo reto e este

aqui [apontava na outra representagdo] também é um angulo reto.

bY

Tanto Luisa como Maria recorreram a percecdo visual mas também as
propriedades para compararem as figuras. Em relacdo as propriedades a mais
usada para estabelecerem a comparacdo era a relativa aos angulos, o que nem
sempre era facil pois os desenhos ndo eram feitos com a precisdo necessaria que
permitisse uma medi¢ao correta da amplitude dos angulos.

E de salientar, ainda, nesta tarefa, a utilidade das representacdes na

aprendizagem do conceito de diagonal:

Maria — Eu antes também pensava que eram as diagonais [referia-se a retas
obliquas] mas eu depois vi quando comecei a fazer umas figuras assim, outras assim
[referia-se a figuras com lados horizontais e verticais ou figuras com lados obliquos] e
depois comecei a perceber que diagonais sdo nomes de ... retas que unem dois
vértices opostos.

[...]

Prof. — O que quer dizer “s&o opostos”, Luisa? Explica la.

Luisa — Opostos é estar frente em frente.

Maria — (Completou a ideia da Luisa) N6s temos os 4 vértices. Um deles tem de estar
com o que... Assim, tem de estar um no meio p’ra chegar a outro.

Prof. — Toda a gente percebeu?

Luisa — Eu ndo estou a perceber nada.

Prof. — Maria, explica la outra vez.

[Maria desenha um retangulo]

Maria — [Apontava para os vértices e verbalizava a sua ideia] Este estd no meio deste
e deste. Estes sdo opostos. Este estda no meio destes dois, por isso estes sao
opostos. Por isso diagonal € um segmento de reta que une 2 vértices opostos e

descobrem-se [os Vértices opostos] deixando 1 vértice entre eles;

ou também na clarificacdo de conexdes erradas:

Maria — O professora, se n6s pusermos s6 paralelos, os lados s&o iguais dois a dois.
Outro — Pois é.

Prof. — O qué? Para serem paralelos tém que ser iguais?

Outro — N&o.

Maria — O professora, mas... eu acho que sim.

[...]

Outro — Ontem ndo estiveste a fazer o trapézio?

Maria — Sim.
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(O colega ia representando o trapézio retangulo)

Outro — (Apontava para os lados opostos paralelos) Este é mais pequeno do que
este.

Luisa — Pois, e sdo paralelos.

Outro — E ndo séo iguais.

Foi com a ajuda de diferentes representacfes de diagonais dos quadrilateros
gue Maria corrigiu a ideia errada que tinha de diagonal e construiu a imagem correta
desse conceito, chegando mesmo a verbalizar uma definicdo que, apesar de carecer
de rigor cientifico e de linguagem, expressa a ideia correta do que é uma diagonal. O
mesmo aconteceu na clarificacdo da ideia errada que Maria tinha sobre a relagcao
“se os lados sdo paralelos s&o iguais dois a dois”.

Como ja referido, os alunos identificaram as propriedades focando-se no
desenho das figuras e, inicialmente, compararam-nas com maior influéncia da
aparéncia global do desenho, sobretudo dos modelos mentais (protétipos). Também
na tarefa 4 “quadrilateros com lados iguais dois a dois” a representagao no geoplano
revela a influéncia das imagens prototipicas na imagem mental que as alunas tém

dos quadrilateros (Figura 7).

Figura 7 - Representagcdes, no geoplano, de quadrilateros com lados iguais dois a

dois, apresentadas pela Maria e Luisa.

Assim, foi partindo da representacdo dos modelos mentais e da comparagao
das diferentes representacdes, que exigiram reflexdo sobre as carateristicas visuais,

gue este par constatou ndo ser suficiente uma comparacdo apenas baseada no
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visual, como ficou claro na discussao da tarefa 4 “quadrilateros com lados iguais

dois a dois”.
Prof. — Mais alguma coisa importante que tenham descoberto hoje com este trabalho?
Maria — Nem tudo o que parece é.
Prof. — A Maria diz aqui “nem tudo o que parece €”. O que queres dizer com isso
Maria?
Maria — Sim porque ndés tinhamos dito que pareciam angulos agudos e obtusos mas
afinal ndo eram e houve outros que nao eram os que nds diziamos. Eu dizia que nao

erareto e a Luisa estava farta de dizer que nao era, depois fomos ver e era.

Maria usou as representacdes das figuras e comparou-as recorrendo ao
aspeto visual e a imagem mental que delas tem, no entanto o par constatou que
essa comparacdo ndo era suficiente e essa necessidade fez emergir as
propriedades, surgindo assim a comparacdo baseada no visual mas ao mesmo
tempo baseada, também, nas propriedades das figuras. O mesmo aconteceu

quando compararam duas representacdes diferentes do papagaio:

Luisa — E o papagaio s6 que é mais gordo.

Prof. — E tu achas que tém a mesma forma?

Maria — N&o.

Prof. — Porqué?

Maria — Porque ndo tém as mesmas propriedades.
Prof. — Nao? Quais séo as propriedades que ndo tem?

Maria — Agquela do angulo reto.

ou quando justificaram que uma diagonal dividia um quadrilatero em dois triangulos
ou como referido pela Luisa, que com dois triangulos € possivel fazer um

quadrilatero:

Luisa — Professora, acho que fiz uma descoberta. Eu acho que cada quadrilatero tem
2 tridngulos.

Prof. — Tem 2 tridngulos?

Luisa — Da para fazer com 2 triangulos!

Prof. — E sera que da com todos, todos os quadrilateros?

Outros — Sim.

Outros — Todos, todos, néo.

Maria — P’ra ter a certeza é preciso experimentar, professora. P’ra termos a certeza
temos sempre de experimentar. [Reforgou]

Outro — O quadrado nem é preciso fazer.

Prof. — Ent&o e o losango?

Luisa — O losango é quase parecido com o quadrado.
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Luisa recorreu a aparéncia global das figuras, considerando o papagaio com
a mesma forma, apenas com area maior, ou o losango parecido com o quadrado,
enquanto Maria fez a comparacao recorrendo a propriedades considerando que néo
tinha a mesma forma pois ndo tinha apenas um &angulo reto como o papagaio
representado. Mas foi nas tarefas realizadas no AGD (GeoGebra), que
pressupunham representaces de ordem diferente, que a referéncia as propriedades
se intensificou. Os alunos representavam as figuras seguindo um plano dado pela
professora ou analisavam figuras pré-construidas e gravadas num arquivo do
GeoGebra.

Apesar de seguirem, corretamente, o plano de construcdo dado, as alunas
representaram as figuras conforme a imagem mental que delas tinham. Foi o caso
do paralelogramo, tarefa 12, pois quando desenharam o terceiro ponto (C),
colocaram-no de modo a obter uma linha obliqua, representando a imagem que tém

de paralelogramo (figura sem angulos retos).

- Q Protocolo de Construgdo - paralelogramo - l:n_@__[_ﬁ 7 3
EEE \A iE_g =
EEIEEREIR
N° [Nome | Definigdo [Legenda I

1 Ponto A -

2Ponto B

3Retaa Reta AB

4Ponto C

5Retab Retaparalelaaa
passando por C -
6Retac Reta AC

7Retad Retaparalelaac
passando por B
8 Ponto D Ponto de interseccdo

(12.4,-0.86)

9 Angulo a

EERIEREGAENIEED

Figura 8 - Representacdo do paralelogramo realizada com o Geogebra e seguindo o

protocolo de construcao, apresentada pela Maria e Luisa.

Luisa — Sou eu que vou medir os angulos. 45, o mesmo, é igual. 135 é igual. Sao
inteiros os numeros!

Maria — Vou medir os lados.

Luisa — Nés ndo queremos o perimetro.

Maria — Ja vai. Luisa, ja vai!

Luisa — Estou a dizer ao GeoGebra.

Maria — Eu sei. Ok. Eu ja vou apagar o perimetro.

Luisa — Olha! Tem os angulos iguais dois a dois.

[.]

Prof. — Entao, estdo nas descobertas?
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Maria — Ainda nao. Nos estivemos aqui a discutir aquilo sobre...N6s ontem estivemos
a ver aquilo do Alexandre, Mauro e Isa... que ja tinham descoberto e nés agora
também vimos melhor... porque agora tinhamos o computador ligado, vimos e

pusemos aquela descoberta dos 180°.

Ficou evidente que o trabalho no GeoGebra possibilitou que as carateristicas
visuais das representacfes, nomeadamente as medidas, sobressaissem, 0 que
facilitou as alunas a reflexdo sobre essas carateristicas, possibilitando-lhes o
reconhecimento das propriedades. Constatamos que as experiéncias anteriores dos
alunos, no caso concreto, a apresentacdo/discussdo da resolucdo das tarefas,
ajudaram a identificacdo de propriedades, pois como é referido pela Maria, a
descoberta feita pelos colegas em tarefas anteriores, foi por elas confirmada
influenciando as suas descobertas nesta tarefa.

O par fez uma descricdo de tudo o que observou, mencionando
caracteristicas desnecessarias como € o caso da soma dos angulos internos ou 0s

angulos consecutivos, tal como se pode verificar no registo feito:

Regista as caracteristicas do paralelogramo?

Quadrilatero: Angulos ; Lados | Diagonais:
2 ogudg 1 2 Y 0. redida dy) m&m 9o 4 wdidlo Z?
},\"\‘l o ““_({"\' NG| £ O SOPOT AOQ 3 10 9. 1o\ & (ék:\ % dJ&%OVVICUw -
0 (N A@YY\Q r‘&ﬁ QN &uo)\ ”'\(\m (@ () ’\M ®) QO\G \.9
éﬂW\\Q 4(1()& 0& N ”LJL'Z (y;A QJA&S
. -A@M 4 ' rngd ﬂ o by by
O DOAN® g o ij"‘}%wo‘#? |
bOo L o65TAA

Figura 9 - Listagem das caracteristicas do paralelogramo, apresentada pela Maria e

Luisa.

E de salientar que o par teve sempre presente a representacdo visual das
figuras pretendidas e foi com base nela que identificou as suas propriedades. Focou
a atencdo no observado no ecrd do computador, nomeadamente, as medidas dos
lados, angulos e diagonais, mas também no que fizeram, por exemplo, quando
referiram “lados opostos sdo paralelos 2 a 27, ja que era condigdo dada no plano de
construcdo do paralelogramo.

O recurso as caracteristicas dinamicas do software facilitou a visualizagdo das
propriedades da figura que se mantém e que se alteram e nota-se que as alunas
analisaram as representacfes dinamicas fazendo uma comparagcdo rigorosa dos

invariantes e das alteracdes observadas, levando-as a concluir que as figuras
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partiham muitas caracteristicas, o0 que aparenta que compreenderam as

regularidades entre as representacdes (Figura 10).

Movimenta os pontos de modo a obter um:
> retangulo;
O que se manteve? | O que se alterou?
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Figura 10 - Registo de alteracGes e invariantes entre o retangulo, o quadrado, o

losango e o paralelogramo, apresentado pela Maria e Luisa.

O par movimentou o0s pontos da construcdo feita (paralelogramo
obliquangulo) até obter um losango. Recorreram as ferramentas do GeoGebra e
exibiram o quadriculado na folha de trabalho para mais facilmente arrastarem o
paralelogramo para a forma de retangulo, quadrado ou losango. O recurso ao
quadriculado para, através do arrastamento, obterem as representacdes pretendidas
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parece indiciar a importancia da imagem mental e a sua interacdo com o
conhecimento de conceitos e propriedades.

As alunas arrastaram a construcdo até obterem a representacdo mental do
retangulo, do quadrado e do losango, embora associada ao conhecimento das
respetivas propriedades, pois 0 movimentar os pontos e transformar a construcao
em retangulo pressupde o conhecimento de que este tem os angulos retos, ou em
relacdo ao quadrado que este tem os lados congruentes, ou em relacdo ao losango,

que tem os lados congruentes mas ndo os angulos retos.

Figura 11 - Representacao do losango, no GeoGebra, apds arrastarem os pontos do

paralelogramo obliquangulo, apresentada pela Maria e Luisa.

Como referido anteriormente, a utilizagcdo da geometria dindmica permitiu a
experimentacdo, exploracdo e analise dos invariantes, ajudando as alunas a
estabelecer conexdes entre as propriedades dos paralelogramos. Referiram que o
guadrado mantém quase todas as caracteristicas e quase todas as alteragdes, como
o retangulo.

Do concluido pelas alunas parece sobressair que o losango € o que partilha
mais caracteristicas com o paralelogramo (Figura 10). Recorde-se que na tarefa 1 o

grupo chamou losango ao paralelogramo.

Prof. — Mais alguma conclusdo? Diz Maria. [Maria tinha o dedo no ar]
Maria — A nossa € sobre o losango e o paralelogramo. Concluimos que so6 falta uma

para ter todas as caracteristicas.
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Prof. — Qual é a que falta? Concordam?

[..]

Maria — Para ter todas mantidas! S6 mantidas e ndo ter nenhuma alteracéo.
Prof. — Entdo, e qual é a que falta?
Maria — Os angulos formados pelas diagonais.

Luisa — As diagonais sao perpendiculares.

Como referido acima, Luisa e Maria fizeram uma listagem de tudo o que
observaram na representacdo do paralelogramo e foi com base nas propriedades
em gue se focaram que estabeleceram a comparacdo entre as suas propriedades e
as do losango, dai a conclusdo registada pelas alunas. Porém, e durante a
discusséao na turma, Maria foi obrigada a clarificar a concluséo ja que os colegas néo

concordavam.

Prof. Toda a gente concorda que a diferenca do losango para o paralelogramo é s6
nas diagonais? Ou ha mais alguma diferenca?

Outro — Os lados. O comprimento dos lados. Os lados séo todos iguais.

Prof. — Maria, o que achas? Esta aqui o teu colega a dizer que os lados sdo todos
iguais, no losango.

[...]

Maria — Eu acho que nés aqui ndo pusemos “tem os lados todos iguais”, por isso é
gue nds ndo temos assim porque nds, cada um [referia-se a cada par] fez as suas
descobertas e nods...agora € que eu percebi professora! Nos estamos a dizer o que
concluimos, a dizer que falta uma ou faltam duas, quando n&o faz sentido estarmos a
dizer isso porque cada um fez as conclusdes de acordo com as caracteristicas que

escreveu.

De facto a conclus&o do losango fazia sentido pois as alunas tinham referido
como caracteristica dos lados do paralelogramo “a medida dos lados opostos €&
igual” e “os lados opostos s&o paralelos 2 a 2”. Assim, a unica caracteristica
diferente entre o paralelogramo e o losango eram as diagonais que neste passaram
a ser perpendiculares. Esta conclusdao e o relatado pela Maria revela que as
conexdes entre as propriedades das figuras depende das propriedades em que 0s
alunos se focam, no entanto parece indicar, também, que as alunas compreendem
que os atributos essenciais do paralelogramo estdo incluidos nos atributos
essenciais do losango, aspeto importante na compreensdo de uma classificagcéo
inclusiva. E de salientar que as alunas listaram todas as propriedades observadas
no ecrda do computador e referiram, em todas as representacdes, o paralelismo dos
lados, condi¢g&o com que construiram o paralelogramo.
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A interacdo com a representacao dinamica, nomeadamente a observacdo da
sua deformacao fez emergir as propriedades comuns e contribuiu para a constru¢éo
de uma imagem mais clara das propriedades das figuras, facilitando a compreensao
dessas propriedades e das relacfes entre as formas.

Como tem vindo a ser referido, as representacfes, quer estaticas quer
dindmicas, influenciaram grandemente a identificacdo de propriedades. Porém, foi
na utilizacdo do GeoGebra (nomeadamente o recurso a ferramenta “arrastar”) que,
através da observacdo do que permanece invariante, as alunas estabeleceram
relacdes entre as figuras e suas propriedades, como se pode constatar na resolucao

das tarefas 14 e 15, onde tinham de relacionar o quadrado com o losango.

Regista as caracteristicas do quadrado?

Quadrilatero Angulos Lados Diagonais
¢ ™
¢w&mwg/m,‘ QUOILE- Wh%u_ ‘Sufm I@,d% oA -5 Of
m 'L\.tg\’s \ 1\ \ r_/ A} »}‘ “A‘-. \ CLL}“J \,‘s. (‘Lml_}:
¢ : CL& J\%ua_bb

Figura 12 - Listagem das caracteristicas do quadrado, apresentada pela Maria e

Luisa.

O par analisou o quadrado pré construido e identificou as suas propriedades.
Revelou alguma compreenséo dos atributos essenciais, pois apesar de lhes ser
pedido que medissem os angulos internos e as diagonais, a referéncia a medidas ja
nao prevalece, bem como excluiram as propriedades desnecessarias,

nomeadamente, a soma da medida dos angulos internos.

Luisa — Professora, nés agora s6 estamos a pOr aquelas que nés achamos
necessarias.

Prof. — Sé estao a por quais, Luisa?

Maria — Diga?

Prof. — Nao percebi o que a Luisa disse.

Luisa — S6 estamos a pbr as descobertas que nés achamos que sao mesmo
necessarias, porque aquela dos 360° 180° nds ontem, sexta-feira, chegadmos a
acordo que nao era preciso porque tém todos.

Luisa e Maria referiram apenas os atributos essenciais. Para isso, muito

contribuiu a discussao na turma.
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Tens a certeza que é um quadrado? fgwﬁ”ﬂ Porqué? é —':“7,(4}4/\1
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Figura 13 - Registo da justificacdo do que é um quadrado, apresentado pela Maria e

Luisa.

As alunas rodaram, ampliaram, reduziram e arrastaram a figura, mas parece
ter ficado claro para elas que se as caracteristicas se mantém a figura é a mesma,
apesar das diferentes representacdes que fizeram. Penso que esta € uma vantagem
da utilizacdo da geometria dindmica pois facilita a compreenséo do que observam no

ecrd do computador.

H T H ""0 A "y
Existem caracteristicas semelhantes entre o quadrado e o losango?__ ./}

Quais? \
L (\éﬁ}ym ,+ f}’dt"’\ N & O éu.% AU OAS,
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Figura 14 - Registo das semelhancas entre o losango e o quadrado, apresentado

pela Maria e Luisa.

O par identificou corretamente as semelhancas entre o losango e o quadrado
e tal como aconteceu no quadrado, ja néo referiram semelhancas desnecessarias,
ou seja, as que sdo comuns a todos os quadrilateros.

Pode-se pensar que os registos revelam que as alunas ja ndo se focam tanto
nas medidas registadas no ecrd do computador, mas sim nas propriedades
conceptuais. Outro aspeto a destacar e que confirma a atitude das alunas desde o
inicio da experiéncia de ensino é o facto de sentirem necessidade de confirmar

algumas caracteristicas visuais, como evidenciado em varias tarefas.

Outro — A diagonal AC é o dobro da diagonal BC.

[...]

Luisa — Professora, agora temos de ver mesmo se é bem porque podemos fazer um
paralelogramo que ndo tenha mesmo essa. [Referia-se a descoberta sobre as
diagonais]

[...]

Maria — A ela é que deve ter mesmo acontecido, por coincidéncia.

[..]
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Outros — Os obtusos séo o dobro dos agudos.
Maria — Professora, nés ndo sabemos. Podemos desenhar outro losango?

[..]

Outros — Os angulos agudos sdo metade dos angulos obtusos.
Maria — Ndo. Eu e a Luisa também tinhamos feito essa descoberta e depois, logo a
seguir, fizemos outro losango e deu-nos outros niimeros e ndo dava. E fizemos duas

vezes!

Luisa e Maria identificavam as propriedades das figuras mas, varias vezes,
recorreram a confirmacdo das suas conjeturas, como foi o caso da suposta
caracteristica dos angulos do losango ou das diagonais do paralelogramo. Esta
atitude poderd apontar para o desenvolvimento da compreensdo de uma figura
como representativa de uma classe e ndao um desenho particular e a distingdo entre
uma caracteristica particular e uma propriedade do paralelogramo. O par reforgou,
ainda, a sua opinido de que para ter a certeza é preciso experimentar, ja que fizeram
varios exemplos para confirmar as suas conjeturas, mostrando alguma tendéncia
para a generalizagao.

Também a classificacdo que as alunas fizeram revela mais do que um
agrupamento baseado no visual, pois além de agruparem atendendo as
propriedades, aparenta a compreensao da inclusdo de classes, ja que fizeram uma

classificacéo inclusiva (Figura 15).
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Figura 15 - Classificagdo dos quadrilateros: trapézio, paralelogramo, reténgulo,

losango, quadrado, apresentada pela Maria e Luisa.

No entanto a decisdo de como agrupar nao foi tarefa facil, pois Luisa e Maria
ndo chegavam a acordo quanto ao critério a usar. Este desacordo manifestou-se

logo quando registaram as caracteristicas comuns.
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Figura 16 - Registo das caracteristicas comuns ao quadrado, retangulo,

paralelogramo, trapézio e losango, apresentado pela Maria e Luisa.

Luisa — Fazemos a tua ou a minha?

Prof. — Porque é que tu preferes os desenhos?

Maria — Porque nédo € preciso fazer legenda e porque é mais facil, sendo baralho-me.
Prof. — E tu Luisa?

Luisa — Eu nao prefiro fazer os desenhos porque depois temos de demorar tempo a

fazer com a régua, a fazer perfeitinho.

Ficou claro pelo relatado que a representacdo através do desenho ajuda
Maria a visualizar as caracteristicas comuns entre os quadrilateros e torna a tarefa
mais facil, enquanto Luisa considera que os desenhos tém de ser perfeitinhos, o que
nos leva a pensar que para as alunas, os desenhos sdo as proprias figuras
geométricas e sao modelos que facilitam a visualizac&o das propriedades.

Ao listarem as propriedades comuns, as alunas estabeleceram relagdes entre
as figuras mas, como referido anteriormente, a dificuldade em optar por um critério

era grande.
Maria — N&o Luisa, estas aqui é as caracteristicas comuns! E melhor os lados. Ou
lados todos iguais ou lados iguais 2 a 2.
Luisa — Mas o papagaio?
Maria — O papagaio ndo é. Sao s6 aquelas. E séo iguais 2 a 2.
Luisa — E se houver mais um quadrilatero com lados iguais 2 a 2?
Prof. — O Luisa, tu so tens de te preocupar com os trapézios, os paralelogramos, 0s
retdngulos, os quadrados e os losangos.
Maria — Lados todos iguais.

Luisa — Com os angulos € melhor caracteristica.

[.]
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As alunas ndo conseguiam chegar a acordo quanto ao critério a usar na
classificacdo dos quadrilateros. Maria sentia-se mais a vontade a agrupar atendendo
a igualdade dos lados, mas Luisa via naquele critério a dificuldade em excluir outros
quadrilateros como era o caso do papagaio. Note-se que Luisa manifestou esta
atitude, de exclusdo dos ndao-exemplos, também quando se registaram as
caracteristicas dos diferentes quadrilateros.

Porém né&o desistiram e tentaram encontrar um outro critério em que as duas

estivessem de acordo.
Maria — Que outro critério, Luisa?
Luisa — Deve haver.
[Maria desenhava, novamente, os quadrilateros]
Maria — Nao é... é dos lados. Tem 2 lados paralelos. Luisa, os lados...
perpendiculares.
Luisa — Angulos é melhor.
Maria — N&o, lados!
Luisa — Nédo, angulos é melhor.
Maria — Lados pode ser... Olha o quadrado.
Luisa — Ok, mas pdes aqui...
Maria — Este é o quadrado, este é o retdngulo. Este tem estes, este tem estes, estes
tém estes, percebeste? [Maria cobria os lados das figuras, prolongando-os e
mostrava a colega]. Estes dois vao para o outro grupo. [Referia-se aos trapézios]
Luisa — Estes tém os lados iguais 2 a 2. [Luisa ainda n&o tinha percebido que Maria
se referia ao paralelismo]
Maria — Estes também tém lados iguais 2 a 2, Luisal
Luisa — Tem 2 lados iguais.
Maria — Luisa, ndo é isso. Tem as paralelas. Este tem 2 paralelas. Este tem 4
paralelas. [Maria cantarolava de felicidade]

Luisa — Ja percebi! Aqui tem 2 lados paralelos, aqui tem 4 lados paralelos.
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Figura 17 - Representacao dos quadrilateros para serem classificados, apresentada

pela Maria e Luisa.
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O par acabou por fazer uma classificacdo inclusiva a nivel dos
paralelogramos, porém excluiram estes dos trapézios para 0 que parece ter
contribuido, além do exigido na tarefa, (fazer grupos pressupfe, a partida, mais do
gue um grupo) a representacdo que fizeram, onde sobressaem as caracteristicas
com que agruparam: “dois pares de lados paralelos” e “apenas 1 par de lados
paralelos”. Nesta representacédo, que se revelou facilitadora da classificacdo que as
alunas fizeram, foi dado a conhecer o conceito que Maria tem de paralelismo.

Também na tarefa 18, que consistia na andlise de uma classificagdo
hierarquica com o intuito de perceber que critério os alunos identificavam em cada

um dos grupos, o par evidenciou compreender uma classificacao inclusiva.

TRAPEZIOS PARALELOGRAMOS
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Figura 18 - Registo do critério de classificagcdo usado em cada grupo, apresentado

pela Maria e Luisa.

O par identificou corretamente as propriedades dos quadrilateros e
estabeleceu relacbes entre as figuras revelando compreensdo de incluséo de
classes. A semelhanca do evidenciado na tarefa 17, parece que as alunas tiveram
necessidade de prolongar os lados das figuras para identificarem o paralelismo. Ao
contrario do que aconteceu na sua classificacdo, que excluia os paralelogramos dos
trapézios, aqui e da forma como redigiram o critério, “tém 1 par de lados paralelos”,

os paralelogramos estédo incluidos nos trapézios.
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2. Concordas com esta classificagao dos quadrilateros? Justifica a tua opiniao.
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Figura 19 - Justificacdo da concordancia com uma classificacdo hierarquica,

apresentada pela Maria e Luisa.

O par concorda com uma classificagcdo hierarquica e apresenta uma
justificacdo que, a partida, parece revelar compreensdo das propriedades dos

quadrilateros e das relagdes entre eles.

5.1.3. Visualizacao e identificagcéo de propriedades

Inicialmente, nomeadamente nas tarefas executadas no geoplano, o par
baseou a identificagcdo de propriedades dos quadrilateros nas caracteristicas visuais
das representacoes feitas.

A referéncia a propriedades tornou-se mais evidente a partir da tarefa 4.
Contudo a representacdo mental das figuras parece ter influenciado essa referéncia,
como ficou evidente na tarefa 12 quando tentavam registar as propriedades do

paralelogramo.

Outro — Os lados tém medida diferente.

[.]

Prof. — Perceberam esta descoberta?

Maria — Ela disse...

Prof. — Disse “os lados tém medidas diferentes”.

Maria — Pois tém medidas diferentes.

Luisa — Tém porque o paralelogramo tem 2 parale... tem 2 lados paralelos que sdo

grandes, depois 0s outros 2 sao pequenos.

Luisa identificou a igualdade dos lados dois a dois do paralelogramo
baseando essa identificacdo na sua imagem mental de paralelogramo, uma figura
em que os lados consecutivos tém comprimento diferente. Repare-se que quando
definiram um critério para agrupar os paralelogramos, além do paralelismo,

registaram também a igualdade dos lados dois a dois (Figura 18).
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Ainda durante a discusséo coletiva da tarefa 12, aquando do registo das
propriedades dos paralelogramos, as alunas também evidenciaram a necessidade
de encontrar uma propriedade do paralelogramo representado (obliquangulo), que
excluisse o quadrado e o retangulo, indicativo da influéncia da imagem mental de

paralelogramo (proto6tipo).

Prof. — O Mauro acha que devemos pér: os lados opostos sédo paralelos e iguais 2 a
2.

Luisa — Eu ndo concordo com o 2 a 2 porque o quadrado também pode ser.

Maria — Eu acho que também dava para pér la que... nés la podemos pér aquela
frase [Referia-se a frase dita pelo Mauro], certo? E depois juntdvamos uma parte “que
os lados consecutivos eram diferentes” para nao dizer... assim ja nao pode ser o
quadrado.

Luisa — Mas o retangulo pode ser. Pode ser o retangulo.

Diogo — Sim, mas 0 Luisa, 2 a 2... hum...

Luisa — Mas nés temos de dizer mais uma coisa para dizermos que estamos a falar
do paralelogramo. [Referia-se a imagem que tem de paralelogramo, aquela que todos
representaram]

[...]

Luisa — Esta bem mas uma pessoa pode olhar diretamente naquela frase [referia-se a
frase “os lados sado paralelos e iguais 2 a 2”] e ndo perceber que figura é. Pensar que
€ um quadrado.

[...]

Luisa — Nos temos de dizer também naquela frase que o paralelogramo tem 2 lados
paralelos na diagonal, depois 2 na horizontal.

Prof. — Tem dois lados paralelos na diagonal! O que é isso Luisa?

Luisa — 2 lados paralelos na posi¢cdo obliqgua e os outros 2 paralelos na posicao
horizontal ou vertical. E agora... temos de encontrar uma maneira de explicar.

Maria — Sim. Do paralelogramo, nés vemos logo se nds girarmos mais ou menos
[rodava com as ma&os], conseguimos ver que ha sempre 2 obliquos e os outros

podem estar na vertical ou na horizontal.

Com a caracteristica referida pela Luisa e reforcada pela Maria, baseada
sobretudo no aspeto visual, consideraram ficar excluidos o quadrado e o retangulo,
embora ndo figue o losango, mas ninguém levantou essa questdo, pois a
preocupacao era excluir o quadrado e o retangulo, talvez porque visualmente o
losango é mais parecido com o paralelogramo e como tal ndo despertou os alunos
para a sua exclusdo. Outro aspeto evidenciado na intervencdo da Maria é a nocao
de imagem dinamica, para o que tera contribuido a manipulacdo e 0 movimento das

figuras no ecrd do computador.
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Também manifestaram essa preocupacdo, neste caso excluir o losango,

guando tentaram definir o quadrado.

Prof. — E preciso dizermos isso tudo para dizermos que é um quadrado?

Luisa — E preciso dizer que tem todos os lados iguais porque pode ser qualquer
guadrilatero se nao dissermos isto. E também temos de dizer 4 angulos retos porque
se s dissermos que tem todos os lados iguais, entdo pode ser também o losango.

Luisa manifestou, ao longo da experiéncia de ensino, a necessidade de
identificar a figura como Unica, referindo propriedades que excluissem os néao-
exemplos.

Também na tarefa 17, a imagem mental das figuras fez sobressair as
propriedades comuns tendo facilitado a classificacdo dos quadrilateros optando, o

par, por uma classificagdo inclusiva.
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Figura 20 - Representagcdo dos quadrilateros para serem classificados, apresentada

pela Maria e Luisa.

As representacdes feitas parecem deixar perceber que o seu conceito de
paralelismo estd mais associado a retas do que a segmentos de reta. Isto talvez
porque a representacdo do paralelismo esta muito relacionado com retas que nao se
cruzam, e como tal prolongaram os segmentos de reta para justificarem que sé&o
paralelos pois, mesmo prolongando-os, ndo se cruzam. Também se podera pensar
na influéncia do GeoGebra no estudo do paralelismo pois, quando usam a
ferramenta reta paralela, representam retas e ndo segmentos de reta.

Parece, no entanto, que as alunas ja abstrairam a propriedade de paralelismo
comum a estes quadrilateros e usaram as representacfes para tornar esse conceito

mais concreto.
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Recorrendo as caracteristicas dindmicas do software, as alunas
estabeleceram relacGes entre o quadrado e o losango através da visualizacdo do

arrastamento dos pontos, como ficou claro durante a discusséo da tarefa 14.

Outro — Maria tu tens um quadrado e esticas 0s pontos p’ra cima e imagina que
formas um losango. Logo, as caracteristicas que eram do quadrado... e se tu fores la
no magalh@es ao mover até as diagonais mudam.

Maria — Mais facil de ver é que ficam 2 agudos e 2 obtusos... € ndo € igual.

[...]

Prof. — E o quadrado tem todas as caracteristicas do losango?

Luisa — O quadrado ndo tem o comprimento das diagonais diferente e o losango néo
tem 4 angulos retos.

Maria — O losango ndo tem as caracteristicas para ser um quadrado.

Prof. — O losango? E o quadrado tem as do losango?

Luisa — O quadrado nédo tem algumas do losango.

Prof. — Nao. Quais séo as que ndo tem?

Luisa — Porque o quadrado tem todos os angulos retos e o losango tem 2 agudos e 2

obtusos.

Era claro para as alunas que o quadrado e o losango tém propriedades que
os distinguem, mas reconhecem que tém algumas comuns. Na opinido da Maria, 0
losango néo tem as caracteristicas para ser um quadrado, no entanto, pelo que a
Luisa afirma, ndo parece tao evidente que o quadrado ndo possa ser um losango.
De qualquer maneira e, apesar de terem muitas caracteristicas em comum, nao
estavam a aceitar que o quadrado fosse losango. Foi quase no final da discusséo da

tarefa 15 que a aceitagcdo do quadrado como losango ficou mais clara.

Prof. — Entdo o que € que acham em relacdo ao losango e ao quadrado?

Outro — E a mesma coisa.

Luisa — E a mesma coisa?

Maria — N&o é bem a mesma coisa!

Luisa — Sao parecidos.

Prof. — Mas tem muitas ou poucas caracteristicas?

Maria — Muitas coisas em comum.

Luisa — Eu acho que o quadrado tem as caracteristicas do losango e o losango tem
as caracteristicas do quadrado, s6 algumas.

Maria — Entdo ndo tem as caracteristicas, tem algumas.

[...]

Maria — Quando nds estavamos a fazer outro losango... antes de fazer um losango,

fizemos imensos quadrados.
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Apesar de terem verificado que a partir do quadrado podiam fazer um
losango, ndo era suficiente para o considerar como losango. Consideram partilhar

muitas caracteristicas com o quadrado mas “néo é bem a mesma coisa’!

Prof. — Entdo qual é a caracteristica diferente entre o losango e o quadrado?
Outro — S&o os angulos. E que um tem todos iguais e o0 outro s6 tem 2 a 2.
Prof. — Entdo, no losango os angulos séo iguais 2 a 2 e no quadrado?

Luisa — Também.

Outro — O quadrado podia ser um losango.

Maria — Pois pode.

Outro — O quadrado pode ser um retangulo e um losango.

Prof. — O que acham desta opiniao?

Luisa — Eu também ia dizer isso.

Foi neste momento da discussdo que Luisa e Maria parecem ter
compreendido que o quadrado é losango. Para esta compreensdao penso que
contribuiu o facto de relacionarem as figuras, néo so através das semelhangas mas
também das diferencas, para o qual contribuiu a questdo “se o quadrado tinha os
angulos iguais dois a dois” que facilitou a compreensdo de que os atributos
essenciais do losango entéo incluidos nos atributos essenciais do quadrado.

A utilizacdo da geometria dinamica facilitou a visualizacdo das propriedades
gue se mantém invariantes, permitindo estabelecer relagbes entre o quadrado e
losango. O movimento e a modificacdo das figuras promoveram maior facilidade de
visualiza¢do das suas propriedades geométricas e a discussdo na turma clarificou as
ideias dos alunos e contribuiu para a compreensao de que o quadrado é losango.

Mesmo assim e apesar de aceitarem o quadrado como losango ou o
guadrado como retangulo, a compreensao desta inclusdo nao é facil pois varias
vezes aconteceu as alunas hesitarem quando relacionavam as figuras. Ficam na
davida relativamente a o quadrado é retangulo ou o retangulo é quadrado, como

mostra o relatado durante a discussao da tarefa 4.

Prof. — Um quadrado é um retangulo? Porqué?

Maria — Um retangulo é um quadrado! [Desenhou um retangulo e um quadrado e
comparava-0s apontando para um e outro] Tem 4 vértices, tem 4 angulos retos, 2
diagonais, os lados iguais 2 a 2. Eu disse que o retangulo é um quadrado, nédo disse
gue o quadrado € um retangulo.

Prof. — Maria, o retdngulo tem todas as propriedades do quadrado?

Maria — O retadngulo ndo, mas o quadrado tem todas as propriedades do retangulo.

Prof. Entdo quem é quem?
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Maria — Ah! Ja percebi professora, eu estava a dizer o mesmo que eles mas eu disse
mal.

Prof. — Entdo?

Maria — J& percebi. E o quadrado um retangulo.

Prof. — E porqué?

Maria — Nao pode ser o retangulo o quadrado porque nao tem todos os lados iguais.

Fica claro com esta intervencdo da Maria que nao é facil saber se o quadrado
€ retangulo ou, contrariamente, é o retangulo um quadrado. No entanto e ap0s a

discusséo e a reflexdo sobre o que a aluna estava a dizer, parece ter ficado claro

7

gue o quadrado é retangulo, pois tem todas as propriedades do retangulo e o
contrario ndo pode ser pois o retangulo ndo tem os lados todos iguais.
Porém o que parecia tdo claro voltou a ndo ser quando na tarefa 14 surgiu,

novamente, a afirmacéo de que “o quadrado € um retangulo”.

[...]

Outro — Porque um quadrado é um retangulo.

[...]

Maria — Eu acho que é o quadrado um retangulo. Eu dizia que o retangulo é um
quadrado porque tem lados iguais 2 a 2. O quadrado também mas o quadrado tem
uma caracteristica que o retangulo ndo tem que é os lados todos iguais.

Prof. — E entdo? Nés dizemos que um quadrado € um retangulo ou que o retangulo é
um quadrado?

Maria — Um retangulo é um quadrado.

Prof. — E? O retangulo tem todas as caracteristicas do quadrado?

Maria — N&o.

Prof. — E o quadrado tem todas as do retangulo ou ndo?

Maria — Tem.

Prof. — E entdo?

Maria — O quadrado é um retangulo. Eu estou-me sempre a baralhar porque eu digo
sempre a mesma coisa mas ... assim, eu digo que € um retangulo um quadrado,

porque tém quase as mesmas caracteristicas.

Apesar de saber e dizer que o quadrado tem todas as caracteristicas do
retdngulo, Maria revela dificuldade em ter isso em conta quando estabelece a
relacdo entre as duas figuras, pois acha que eles “tém quase as mesmas
caracteristicas”. Este facto foi, novamente, evidenciado quando, na tarefa 17, os
questionei sobre a ndo inclusdo do quadrado no grupo dos retangulos nem no dos
losangos, ja que durante a experiéncia de ensino foi, varias vezes, mencionada essa

inclusao.
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[..]

Prof. — E que eu ouvi dizer, quando estivemos a explorar, que “o quadrado é um

retdngulo”, “que um quadrado é um losango”...
Maria — Eu ia dizer mas s6 que eu ndo me lembrava se é o quadrado, retangulo ou se

€ o retangulo, quadrado.

Apesar de parecer que Maria tinha compreendido a inclusdo do quadrado no
grupo dos retangulos, ela hesitou quando teve de agrupar, pois ja ndo sabia qual era
qual. Este facto revela a dificuldade em compreender a relacdo assimétrica entre o
guadrado e o retangulo, pois o quadrado € um retangulo mas o retangulo ndo € um
quadrado. Parece que Maria tem dificuldade em compreender que os atributos
essenciais do retangulo estdo incluidos nos atributos essenciais do quadrado. A
hesitacdo da Maria pode dever-se ao facto de constatar que ter angulos retos € uma
caracteristica comum, o que a leva a inferir que tanto possa ser o quadrado um
retdngulo como o retangulo um quadrado. O que julgo levar a compreensdo dessa
relacdo assimétrica € pensar que se o quadrado tem os lados todos iguais
(caracteristica do quadrado), implica ter lados iguais dois a dois (caracteristica do
retangulo) dai, o quadrado ter todas as propriedades essenciais do retangulo.
Porém, e como ja& foi referido, a imagem mental tem grande influéncia na
identificac&o de figuras e propriedades e tendo a aluna a imagem de retangulo como
um quadrilatero cujos lados tém comprimento diferente, podera, assim, justificar-se

esta hesitagcdo quando se refere a relagdo entre o quadrado e o retangulo.

5.1.4. Sintese

Apés a analise pormenorizada do trabalho desenvolvido pela Luisa e pela
Maria, ao longo da experiéncia de ensino, apresenta-se uma sintese centrada no
papel das representacfes e da visualizacdo na identificagcdo das propriedades dos
guadrilateros.

O par executou corretamente todas as tarefas e conseguiu construir todos 0s
quadriladteros a partir do plano de construcdo dado. No momento de discussdo no
grupo turma, as alunas deram um grande contributo para a reflexdo conjunta sobre
propriedades e conceitos que emergiram. Revelaram uma grande motivacéo
relativamente a execucdo das tarefas e um progresso significativo em termos de
conhecimentos e competéncias desenvolvidas.

Inicialmente, nomeadamente nas tarefas executadas no geoplano, o par

baseou a identificacdo de propriedades dos quadrilateros nas imagens mentais das
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figuras e nas caracteristicas visuais das representacdes feitas, passando depois
para o GeoGebra onde, atravées do uso das ferramentas de medicdo e do
movimento, analisaram as propriedades, desenvolveram e aperfeicoaram conceitos
geomeétricos, avancando no pensamento geométrico. As alunas construiram
representacfes visuais das figuras pretendidas e usaram-nas tanto para retirar
ideias que conduziram ao conceito geométrico, como para representar um conceito
geométrico formal. Usaram a representacdo visual das figuras para identificar as
propriedades e aproveitaram as caracteristicas dindmicas da aplicacdo, que lhes
permitiu relacionar os conceitos geométricos com as caracteristicas da figura e
estabelecer relacdes entre as figuras, através da analise dos invariantes
geometricos.

Nas primeiras tarefas, a preocupacdo em registar tudo o que observavam era
grande, traduzindo-se numa atenc&o em atributos ndo essenciais das figuras. Isto foi
sendo corrigido & medida que construiram os quadrilateros e aprofundaram o
dominio dos conceitos geométricos necessarios para a sua constru¢ao, conduzindo-
as, assim, ao reconhecimento dos atributos essenciais da figura. E de salientar que
a imagem mental que as alunas tém das formas influenciou as representagdes, bem
como a identificacdo de propriedades. No entanto foi, também, evidente uma
constante experimentacdo, exploracdo e analise das representacfes de modo a
confirmarem se uma caracteristica que se revelou verdadeira num caso particular,
se mantinha noutros casos, estabelecendo a sua generalizagdo. Puderam, ainda,
verificar visualmente e atraves de varias possibilidades de manipulacdo dos objetos
geomeétricos, se as conjeturas formadas durante a investigacdo eram ou nao validas.

O recurso ao arrastamento dos elementos da figura e o movimento
possibilitaram a constatacdo das suas propriedades através da observacdo dos
invariantes geomeétricos, permitindo estabelecer relagcbes entre os diferentes
quadrilateros, ao mesmo tempo que levou a uma correta representacdo mental dos
conceitos geomeétricos envolvidos e facilitou a compreenséo da inclusdo de classes.
Penso que o par demonstrou compreender as relacbes entre os quadrilateros
estudados e a inclusdo de classes. Também foi evidente que embora cada figura
possa formar, juntamente com outras, uma classe, ela é entendida como tendo uma
identidade propria e cuja definicdo a devera tornar Unica.

Em suma, as alunas construiram diferentes representac6es dos quadrilateros,
analisaram as suas componentes, descobriram semelhancas e diferencas entre as
formas e identificaram relagdes de incluséo entre classes. As propriedades foram

descobertas experimentalmente através da observacdo, medicdo, desenho e
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fazendo modelos. Pode dizer-se que com o auxilio das tarefas de construcao fisica
no geoplano, com o recurso ao AGD, GeoGebra, nomeadamente a possibilidade de
visualizar uma mesma construcdo de diversas formas, juntamente com a reflexao
surgida por meio da discussao no grupo turma, as alunas avangaram no raciocinio
geomeétrico tendo ido além do nivel visual. Desenvolveram uma compreensao mais
avancada de quadrilateros, pois identificaram os seus atributos e reconheceram

relacdes entre eles e construiram e aperfeicoaram conceitos geomeétricos.

5.2. O par Miguel e Diogo

Miguel e Diogo sdo alunos com bom comportamento e aproveitamento
razodvel em matematica. Envolveram-se nas atividades e partilharam o uso do
computador. Trabalharam em grupo de forma cooperativa e discutiram as solucoes
antes de acordarem uma solu¢gdo comum. Participaram nas discussdes coletivas e

transmitiram as suas ideias de forma clara.

5.2.1. Atitude perante as tarefas

As tarefas foram sempre recebidas com grande entusiasmo, por este par. Ao
longo da realizacdo das mesmas foi evidente a preocupacdo com a apresentacao
das suas respostas e a persisténcia na resolucdo das questdes propostas. Embora
Miguel tivesse um papel mais interventivo, ambos revelaram interesse e motivagao
na resolugéo das tarefas, tendo trabalhado, efetivamente, de forma colaborativa,
envolvendo-se ativamente dando, cada um deles, o seu contributo para o trabalho
realizado. Dialogaram sobre as estratégias de resolucdo e discutiram as
“descobertas” de modo a chegarem a consenso quanto a solugao. O trabalho com o

computador foi, também, partilhado tendo havido equidade na sua utilizagcao.

5.2.2. Representacdes e identificagdo das propriedades

Este par representou diferentes quadrilateros e revelou ndo ter grande
dificuldade em identificar, com a mesma forma, figuras com dimensdes diferentes ou
desenhadas em diferentes posicdes pois, de acordo com o0 observado na tarefa 1,
repetiram apenas duas figuras (trapézio retangulo e paralelogramo), dificeis de
discriminar visualmente, isto porque além de terem dimensdo diferente, estéo

desenhadas em posicéo diferente (Figura 21).
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Figura 21 - Representacbes do paralelogramo e do trapézio, apresentadas pelo

Miguel e Diogo.

Representaram um numero elevado de quadrilateros mas revelaram conhecer
um numero limitado de nomes de formas. Identificaram corretamente o quadrado, o
retangulo e o trapézio (apenas o isosceles), apesar de os desenhos feitos terem sido
os prototipos (quadrado e reténgulo, desenhados em posi¢cao “direita”). Chamaram

losango ao paralelogramo.

Figura 22 - Identificacdo dos quadrilateros e registo dos seus elementos,

apresentada pelo Miguel e Diogo.

A comparacdo das figuras foi feita visualmente. Rodaram e viraram o
geoplano de modo a facilitar a comparacéo de figuras representadas em diferentes
orientagdes, tendo recorrido frequentemente a sobreposigao.
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Apés a descoberta de diferentes quadrilateros, no trabalho a pares, estes
foram apresentados em grande grupo. Foi proposto que cada par desenhasse na
malha ponteada representada no quadro, um quadrilatero que ai ainda néo
estivesse, e assinalasse, na sua folha de registo, as figuras ja representadas.

A semelhanca do constatado durante o trabalho a pares, as figuras sédo

comparadas visualmente e as referéncias a propriedades inexistentes.

A B
Figura 23 - Quadrilateros representados no geoplano, pela turma, e projetados

no data show.

Prof. — Ha ali mais algum repetido?

Maria — Sim. Este aqui. [indica o quadrilatero concavo representado]

Miguel — N&o, professora, ndo é. Por causa que aquele [indica o quadrilatero A],
aquela parte ali vai p’ra baixo e ali [indica o quadrilatero B] vai p’ro lado.

[...]

Miguel — Aquela parte ali do lado direito, aquela parte ali do angulo ... aquela ali vai a
descer e aquela ali vai p'ro lado.

[...]

Prof. — Diz 14 Diogo.

Diogo — E que se nds tentarmos fazer um tridngulo vé-se que séo diferentes.

Prof. — Se tentarmos fazer um tridngulo vé-se que séo diferentes?!

Diogo — [...] Aquela figura [A], se for um tridngulo, fica com uma forma diferente
daquele. [fig. B]

Mesmo sabendo o nome correto das figuras, a identificacdo das mesmas €&

feita através de referéncias visuais.

Prof. — Miguel, porque é que disseste que era um paralelogramo?

Miguel — Esta parte € igual a esta. [comparava com outro paralelogramo]
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E mesmo quando se referem a atributos da figura como os angulos, estes sao
baseados em caracteristicas visuais, como aconteceu quando desenharam um

paralelogramo e o compararam com outras figuras ja representadas.

Prof. — [repetindo o referido por um aluno] O quadrado tem angulos retos e aquele?
[referindo-me ao paralelogramo] Ter4 angulos retos?
Miguel — Eu acho que também s&do angulos retos por causa que [...] parece um

retangulo.

O Miguel reconheceu a figura globalmente, considerando-a parecida com um
retadngulo, o que o levou a identificar os &ngulos como retos. Associou 0 angulo reto
ao retangulo e usou o aspeto visual do desenho para justificar a sua ideia, ainda que
incorreta.

Como ja foi referido, os alunos identificaram as propriedades focando-se no
desenho das figuras, embora tenham tido necessidade de recorrer a medicéo para
justificar/validar as suas ideias. Foi 0 que aconteceu na resolucdo da tarefa 4
“‘quadrilateros com lados iguais dois a dois”, onde houve desacordo quanto a

inclusdo do quadrado e do losango neste critério.

Miguel — O quadrado tem os lados todos iguais.

Diogo — Mas também da. Este com este, este com este. [aponta para os lados
opostos do quadrado desenhado no geoplano]

Miguel — Os lados sao todos iguais. Olha aqui [relé parte da questdo] ... os lados
iguais 2 a 2. (mede com a régua): 4cm, 4cm, 4cm, 4cm, todos iguais. [mede os lados
do retangulo]. Por exemplo: 4cm, 4cm, 2cm, 2cm, 2 a 2.

Diogo — [insistia] Olha l4. Mas este € igual a este, este é igual a este. [mostrava os
lados opostos do quadrado].

Miguel — Mas nao d4, tem de ser iguais 2 a 2 e o0 quadrado tem todos iguais.

Diogo — Mas também da.

Miguel — Esquece. Contigo ndo da para explicar.

Diogo, contrariamente a Miguel, aceitou que ter os lados todos iguais incluia
ter os lados iguais dois a dois, porém Miguel ndo concordou com esta incluséo,
justificando a sua ideia através da medicao dos lados. A ideia do Miguel prevaleceu
e 0 par ndo considerou o quadrado, nem o losango na questdo 1, da tarefa 4,
(Figura 25) “quadrilateros com lados iguais dois a dois”, e ndo considerou o
guadrado na questdo 2 (Figura 24), “quadrilateros com lados iguais dois a dois e

todos os angulos iguais”.
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1. Constréi quadrilateros que tenham lados iguais dois a dois 2. Constréi quadrilateros que tenham lados iguais dois a dois e todos os &ngulos iguais
Quantes tipos diferentes, na forma, encontras? \

Desenha os quadriléteros que descobriste Desenha os quadrilateros que descobriste:

° ° ° ° °
? o @ ° ° L] L] ° ° b = : s "

|
¢ L 3 —o ° ° ° ° . ° ° ° 3 ° ° . ° ° ° °

Figura 24 - Representacdo, no
geoplano, de quadrilateros com lados
iguais dois a dois e todos os angulos

iguais, apresentada pelo Miguel e Diogo.

Figura 25 - Representacédo, no geoplano, de quadrilateros com lados iguais dois a

dois, apresentada pelo Miguel e Diogo.

Porém, Diogo manteve a ideia de que “ter os 4 lados iguais” incluia “ter os
lados iguais dois a dois” e foi durante a discussao no grupo turma que a reafirmou

quando explicou e registou que o quadrado é um retangulo.

Diogo — [registou] Um quadrado é um retangulo porque: ambos tém 4 vértices, 4

lados, 4 angulos retos, 2 diagonais, lados iguais 2 a 2 e lados opostos paralelos.

Figura 26 - Registo do Diogo explicando porque considera um quadrado retangulo.

O aluno aceita 0 quadrado como retangulo e justifica listando as propriedades
comuns e nao apenas as necessarias, no entanto parece nao estar muito seguro
deste facto, pois ndo foi invulgar o aluno hesitar quando referia se é “o quadrado que

€ um retangulo” ou “o retangulo que é um quadrado”.

Nelson — Professora, a primeira frase [referia-se a frase “Tem 4 angulos retos”] é a
gue esté ali no retangulo [referia-se ao cartaz do retangulo].

Prof. — O Nelson disse que a frase “Tem 4 angulos retos” estava aqui no retadngulo
[apontando para o cartaz]...

Diogo — Por causa que o retangulo é um quadrado.
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Outros — [em unissono] O quadrado € um retangulo.
Diogo — Sé tem uma diferenca.

Prof. — Sé tem uma diferenca, diz o Diogo.

[...]

Diogo — E porque o quadrado tem os lados todos iguais e o retadngulo ndo tem, tem 2
az2.

Prof. — E? Entdo porque é que podemos dizer que um quadrado é um retangulo?
Diogo — Porque s6 uma [hesitou]. Ah, porque o retangulo também tem os lados iguais
2 a 2 e o quadrado também, depois tem o resto tudo igual.

Esta ultima afirmacé@o do Diogo, revela o seu entendimento sobre a incluséo
dos atributos essenciais do retangulo nos atributos essenciais do quadrado e,
embora muitos dos alunos ndo se tenham manifestado nesta discussédo, parece-me
gue a maioria aceita a ideia que o quadrado tem as caracteristicas de um retangulo,
apesar de este facto ser mais evidente para uns do que para outros, dependendo do
seu grau de compreensdao e andlise das propriedades.

Relativamente as tarefas realizadas no AGD (GeoGebra), estas
pressupunham representacfes de ordem diferente. Os alunos representavam as
figuras seguindo um plano dado pela professora, ou analisavam figuras pré-
construidas e gravadas num arquivo do GeoGebra.

Apesar de seguirem, corretamente, o plano de constru¢cdo dado, os alunos
representaram as figuras conforme a imagem mental que delas tinham. Foi o caso
do paralelogramo, tarefa 12, pois quando desenharam o terceiro ponto (C),
colocaram-no de modo a obter uma linha obliqua, representando a imagem que tém

de paralelogramo (figura sem angulos retos).

Figura 27 - Representacdo do paralelogramo realizada com o Geogebra,

apresentada pelo Miguel e Diogo.
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O par fez uma descricio de tudo o que observou, mencionando
caracteristicas desnecessarias tal como se pode verificar no registo feito:

_Regista as caracteristicas do paralelogramo?
Quadrilatero Angulos Lados Diagonais
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Figura 28 - Listagem das caracteristicas do paralelogramo, apresentada pelo Miguel

o

e Diogo.

E de salientar que o par teve sempre presente a representacdo visual das
figuras pretendidas e identificou as propriedades com base nessa representacao,
como ficou evidente no registo “tem 2 lados obliquos” ou “tem 2 angulos obtusos e 2
agudos”. Focaram a sua atencdo no observado no ecrd do computador,
nomeadamente, as medidas dos lados, éangulos e diagonais, mesmo quando
analisaram as figuras pré-construidas, nas tarefas 14 e 15.

Regista as caracteristicas do quadrado?

Quadrilatero Angulos Lados Diagonais
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Figura 29 - Listagem das caracteristicas do quadrado, apresentada pelo Miguel e

Diogo.

Listaram todas as caracteristicas observadas, referindo algumas ja incluidas
noutras, como se verifica no caso do quadrado (Figura 29) onde registaram lados
“todos iguais” e também lados “ sdo iguais 2 a 2” ou angulos “todos iguais” e angulos

“iguais 2 a 2”. O par teve necessidade de registar todas as propriedades visuais
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observadas na representacao da figura, indiciando a dificuldade em deduzir umas
propriedades de outras e em compreender que uns atributos implicam outros.
Também na tarefa 17, quando analisaram as figuras representadas, no
geoplano ou no GeoGebra, basearam o registo das propriedades nas caracteristicas
visuais das representacdes e fixaram-se em aspetos concretos das figuras,
esquecendo que elas representam uma situacdo mais geral (classe), conforme
sugere o registado no trapézio “angulos iguais 2 a 2", uma vez que tinham

desenhado o trapézio isésceles.
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Figura 30 - Registo das caracteristicas comuns ao quadrado, retangulo,

paralelogramo, trapézio e losango, apresentado pelo Miguel e Diogo.

As ferramentas de medidas do software para analisar as propriedades foram
um recurso muito usado e as caracteristicas dinamicas possibilitaram o
arrastamento levando os alunos a visualizar e a perceber o que permanece
invariante, estabelecendo relacdes entre as figuras e as suas propriedades. Notou-
se grande preocupacdo em registar o0 maximo de alteracdes e invariantes, no

entanto a referéncia a caracteristicas ndo essenciais continuou a evidenciar-se.

» quadrado;
O que se manteve? O que se alterou?
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Figura 31 - Registo de alteracdes e invariantes entre o quadrado e o retangulo,

apresentado pelo Miguel e Diogo.
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Foi ainda evidente que os alunos se focam mais no que veem do que no que
fazem, pois na tarefa 12, onde tinham de comparar os paralelogramos, apenas
fizeram referéncia ao paralelismo dos lados, no paralelogramo obliquangulo (Figura
28), condicdo com que o construiram. Ja na tarefa 14, onde tinham de analisar as
propriedades do quadrado pré construido, referem o paralelismo dos lados mas nao
0os angulos retos (Figura 29). Este facto parece sugerir que os alunos identificam as
propriedades das figuras mas tém dificuldade em distinguir entre os atributos

essenciais e nao essenciais.

Movimenta os pontos e verifica se obténs sempre um quadrado. w?m&\ ﬁm M qggglgg I

0O que observas? f..“ou\cv'\tcaa“‘wxﬁs CM memc\o pewmie) ) p@frj'm ;ﬁoa wm{w T
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Figura 32 - Registo da justificacdo do que € um quadrado, apresentado pelo Miguel

e Diogo.

Como foi atras referido, os registos revelam que os alunos se focaram nas
medidas registadas no ecrd do computador, em detrimento das propriedades
conceptuais. Nao identificaram, explicitamente, os angulos como retos, nem as

diagonais como perpendiculares.

Prof. — Porque € que sdo perpendiculares? [referia-me as diagonais]
Miguel — Nés pusemos: a soma dos angulos das diagonais é de 360°. [O que n&o

justifica a perpendicularidade]

Ja no final da experiéncia de ensino, tarefa 17, o par construiu representacoes
visuais das figuras pretendidas, a maioria prototipos, e formaram grupos com base
nas suas propriedades.

Atenderam ao paralelismo dos lados e fizeram duas classes — s6 um par de
lados paralelos (trapézios), excluindo os paralelogramos e dois pares de lados
paralelos (paralelogramos). No grupo dos trapézios desenharam, apenas, 0

isosceles (prototipo).
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Figura 33 - Classificacdo dos quadrilateros: trapézio, paralelogramo, retangulo,

losango, quadrado, apresentada pelo Miguel e Diogo.

Prof. — Em relacao ao do Luis e da Barbara, quem fez? [referia-me a classificacao
gue estes dois alunos tinham feito: 4 lados paralelos — quadrado, retangulo, losango,
paralelogramo — e apenas 2 lados paralelos — trapézio isésceles, trapézio retangulo]

[...]

Diogo — Sé néo fizemos uma figura.
Miguel — Foi o outro trapézio.

Prof. — Mas nédo o desenharam, foi?

Diogo — N&o. Sé desenhamos o principal. [Referia-se ao trapézio isdsceles.]

Para Diogo e Miguel a ideia de trapézio esta ligada a imagem do trapézio
isdsceles, que consideram como “principal”’. No entanto, quando realizaram a tarefa
11 da experiéncia de ensino “Construcdo de um trapézio” representaram, através da
funcdo arrastar do GeoGebra, varios desenhos de trapézios, incluindo os néo
isésceles o que poderad evidenciar que quando arrastam uma construcdo e
representam um outro desenho ndo o reconhecem como um objeto da mesma
classe, mas sim um outro objeto geométrico.

Constataram que as figuras compartilham muitas propriedades e classificaram
0os quadrilateros, revelando alguma inclusdo de classes, nomeadamente o0s
paralelogramos (Figura 33).

O par indiciou compreender uma classificacéo hierarquica, como evidenciou

naresolucao da tarefa 18.
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Figura 34 - Justificagcdo da concordancia com uma classificacdo hierarquica,

apresentada pelo Miguel e Diogo.

5.2.3. Visualizacéo e identificacédo de propriedades

Inicialmente, nomeadamente nas tarefas executadas no geoplano, o par
baseou a identificacdo de propriedades dos quadrilateros nas caracteristicas visuais
das representacgdes feitas.

A referéncia a propriedades tornou-se mais evidente a partir da tarefa 4, onde
tinham de representar quadrilateros com os lados iguais dois a dois, no entanto a

percecdo visual foi também muito forte.

Prof. — Diogo, achas que a figura tem a mesma forma! Explica porqué.

Diogo — [aponta para os angulos opostos de um paralelogramo] Este angulo e este
angulo sdo iguais 2 a 2 e este e este também sdo iguais 2 a 2; e nesta [aponta para o
outro paralelogramo e para os angulos opostos], este e este também séo iguais 2 a 2
e este e este também séo iguais 2 a 2.

[...]

Diogo — Se virarmos e se pusermos esta figura aqui dentro desta, vé-se que € igual, é

s6 tirar um bocado.

Embora tenha come¢cado por comparar as figuras, recorrendo a igualdade dos
angulos, Diogo acabou por basear essa comparacdo na aparéncia global das

mesmas.
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No entanto e a medida que avancavam ha experiéncia de ensino, a referéncia
a propriedades na comparacao de figuras tornou-se mais evidente pois quando
compararam o losango com o paralelogramo, o quadrado e o retangulo, referiram
que “o losango tem mais caracteristicas em comum com o paralelogramo do que
com os outros”. Julgo que esta conclusdo se deve ao facto de terem assinalado
como invariante o comprimento diferente das diagonais, j& que as restantes
propriedades séo coincidentes.

| » “losango.
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Figura 35 - Registo de alteracdes e invariantes entre o losango e o paralelogramo,

apresentado pelo Miguel e Diogo.

Contudo, este par tinha identificado o paralelogramo como losango na tarefa
1, o que indicia que a influéncia do visual permanece muito explicita, pois
visualmente o losango é mais parecido com o paralelogramo do que com o retangulo
ou o quadrado.

Durante a discussdo coletiva da tarefa 12, quando registavam as
propriedades dos paralelogramos, os alunos também evidenciaram a necessidade
de encontrar uma propriedade do paralelogramo representado (obliquangulo), que
excluisse o quadrado e o retangulo, indicativo da influéncia da imagem protétipo de

paralelogramo.

Prof. — O Mauro acha que devemos pér: os lados opostos séo paralelos e iguais 2 a
2.
Luisa — Eu ndo concordo com o 2 a 2 porque o0 quadrado também pode ser.
Diogo — Sim, mas 6 Luisa, 2 a 2... hum...
Luisa — Mas n6s temos de dizer mais uma coisa para dizermos que estamos a falar
do paralelogramo. [referia-se a imagem que tem de paralelogramo, aquela que todos
representaram]
[...]
Miguel — Tem dois lados obliquos.
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Com a caracteristica referida pelo Miguel ficam excluidos o quadrado e o

retangulo. O mesmo aconteceu na tarefa 14 quando registavam as propriedades do

quadrado.

Diogo — [...] tem os lados todos iguais, com os retos [referia-se aos angulos todos
retos] ja se vé que € um quadrado. Nao ha mais nenhum.

[...]

Diogo — O professora, s6 por estas descobertas... s6 ha uma figura, que é o
guadrado. Tem que ser essas duas [referia-se aos lados todos iguais e aos angulos

todos retos]. Sao s6 preciso essas duas.

Ainda durante a discussdo e perante a duavida de outro colega o Diogo

reforcou a sua ideia.

Prof. — Repete la Diogo que eu acho que ele nao ouviu.

Diogo — O que estd ali no quadro foi o que nds explicamos ha bocado, era [pausa]
bastava para explicar que era um quadrado por causa que ao ter 4 angulos retos
podia ser um retangulo ou um quadrado mas depois ao ter todos os lados iguais sé o
quadrado é que tem.

Outro — E o losango.

Diogo — Ndo, mas sdo as duas. [referia-se as duas propriedades em simultaneo]

Também na resolucéo da tarefa 12, a representacdo da figura influenciou a

identificacdo das propriedades e a utilizagcdo da geometria dindmica facilitou a

visualizagdo das propriedades que se mantém invariantes, permitindo estabelecer

relacdes entre o quadrado e losango.

Prof. — Olhem para o losango. O que se mantém?
Diogo — Manteve os 4 lados iguais.
[...]

Mauro — Os dois lados paralelos 2 a 2.

[..]

Diogo — Os angulos iguais dois a dois.

Através das caracteristicas dinamicas da aplicacdo, os alunos aperceberam-

se que poderiam facilmente arrastar o quadrilatero construido inicialmente

(paralelogramo obliquangulo) para a forma de um retangulo, losango ou quadrado. O

movimento e a modificacdo dessas figuras fizeram sobressair as propriedades

geométricas, facilitando a sua visualizagao.
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Os alunos usaram as representacdes para identificarem as propriedades,
embora se tenham focado em atributos ndo essenciais. Estas evidéncias sugerem
que os alunos identificam e verbalizam as propriedades das figuras, mas tém
dificuldade em compreender quais sdo as essenciais. No entanto verificou-se
alguma evolucéo pois, quando registaram as propriedades do losango, tarefa 15, o
par ja nao referiu propriedades desnecessarias como fizeram no quadrado,
concretamente, “a soma de todos os angulos internos” e a “soma dos angulos
opostos”, focando-se nas essenciais. Para esta economia de caracteristicas tera
contribuido a discusséo, no grupo turma, de tarefas resolvidas anteriormente, onde
os alunos constataram que havia caracteristicas comuns a todos os quadrilateros

trabalhados e como tal eram desnecessarias.

Regista as caracteristicas do losango?
Quadrilatero Angulos Lados Diagonais
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Figura 36 - Listagem das caracteristicas do losango, apresentada pelo Miguel e

Diogo.

Referiram como caracteristicas semelhantes entre o quadrado e o losango “os
angulos séo iguais 2 a 2; os lados sdo todos iguais; as diagonais sdao

perpendiculares”.

Existem caracteristicas semelhantes entre o quadrado e o losango? :Sjm

Quais?

Figura 37 - Registo de alteracfes e invariantes entre o losango e o quadrado,

apresentado pelo Miguel e Diogo.
O par considerou que de um quadrado é facil fazer um losango, isto porque
algumas caracteristicas séo iguais. A referéncia a aparéncia visual é aqui também

evidente.
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Prof. — Entdo o que é que acham em relag&o ao losango e ao quadrado?

[...]

Diogo — O quadrado dé& para fazer um losango.

Prof. — Olha o Diogo diz que do quadrado da para fazer um losango. [...] Diz la Diogo.
Diogo — Eu lembro-me que da outra vez que nés estivemos com o0 geoplano, que
dava para fazer um losango.

Prof. — E com o GeoGebra ndo dava?

Diogo — D4&. Mas dessa vez eu e o Miguel tinhamos feito um quadrado que era assim
na diagonal [mostrava com as méaos] e desse quadrado fizemos um losango.

Prof. — Entdo qual é a caracteristica diferente entre o losango e o quadrado?

Diogo — S&o os angulos. E que um tem todos iguais e 0 outro s6 tem 2 a 2.

Apesar de terem manipulado a figura de forma dindmica, a verbalizacdo do
Diogo revela a grande influéncia que a representacdo gréfica, as caracteristicas

visuais e as experiéncias anteriores tém quando os alunos relacionam as figuras.

5.2.4. Sintese

Da andlise da literatura existente constata-se que as representacfes sao
consideradas de duas formas. Uma delas refere-se a construcéo de representacdes
pelo aluno, outra forma refere-se a apresentacdo de representacbes para serem
usadas pelo professor e pelo aluno com o objetivo de construir conceitos. Em
geometria, existe ainda uma vasta teoria acerca da representacdo, em especial no
que se refere as figuras geométricas. Estas, por um lado, sdo usadas para retirar
ideias que conduzem ao conceito geometrico, por outro, sdo entendidas como meios
para representar um conceito geomeétrico formal.

Apresenta-se uma sintese centrada no papel das representacbes e da
visualizagdo na identificacdo das propriedades dos quadrilateros.

O par executou corretamente todas as tarefas e conseguiu construir todos 0s
quadrilateros a partir do plano de construgcdo dado. No momento de discussédo no
grupo turma, os alunos contribuiram para a reflexdo conjunta sobre propriedades e
conceitos que emergiram. Revelaram uma grande motivagdo relativamente a
execucdo das tarefas e um progresso significativo em termos de conhecimentos e
competéncias desenvolvidas.

Inicialmente, nomeadamente nas tarefas executadas no geoplano, o par
baseou a identificagcdo de propriedades dos quadrilateros nas caracteristicas visuais
das representacdes feitas, passando depois para o GeoGebra onde, através do uso

das ferramentas de medicdo e do movimento, analisaram as propriedades
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avancando no pensamento geométrico. Os alunos construiram representagdes
visuais das figuras pretendidas e basearam as suas conclusbes nessas
representacfes. Usaram a representacdo visual das figuras para identificar as
propriedades o que lhes permitiu relacionar 0s conceitos geométricos com as
caracteristicas da figura e facilitou a compreensdo de alguns conceitos tornando-o0s
concretos e mais claros.

Foi evidente, nas primeiras tarefas, a dificuldade que os alunos tiveram em
distinguir entre os atributos essenciais e os n&o essenciais das figuras e em usar
linguagem precisa e coerente. As dificuldades foram-se esbatendo a medida que os
alunos construiram os quadrilateros e aprofundaram o dominio dos conceitos
geometricos necessarios para a sua construcdo de modo a reconhecerem 0s
atributos essenciais da figura. E de salientar que a imagem mental que os alunos
tém das formas influenciou a identificacdo de propriedades, pois os alunos
arrastavam as construgdes de modo a obterem a forma desejada (protoétipo visual),
como evidenciado no caso do trapézio ou do paralelogramo.

O recurso ao arrastamento dos elementos da figura e o movimento
possibilitou a constatacdo das suas propriedades através da observacdo dos
invariantes geomeétricos, permitindo estabelecer relagcdes entre os diferentes
quadrilateros, ao mesmo tempo que permitiu uma correta representacao mental dos
conceitos geométricos envolvidos. Facilitou também a compreenséo da inclusdo de
classes (paralelogramos). Penso que o par demonstrou compreender as relagcdes
entre os quadrilateros estudados e aceitar a incluséo de classes, no entanto também
foi evidente que embora cada figura possa formar, juntamente com outras, uma
classe, ela é entendida como tendo uma identidade prépria. Os alunos puderam,
ainda, verificar visualmente e através de varias possibilidades de manipulagéo se as
conjeturas formadas durante a investigacédo eram ou nao validas.

Em suma, os alunos construiram diferentes representa¢cdes dos quadrilateros,
analisaram os seus componentes, descobriram semelhancas e diferencas entre as
formas e identificaram relacdes de inclusdo entre classes. As propriedades foram
descobertas experimentalmente através da observacdo, medicdo, desenho e
fazendo modelos. Pode dizer-se que com o auxilio das tarefas de construgao fisica
no geoplano, com o recurso as caracteristicas do AGD, GeoGebra, e com a reflexao
surgida por meio da discussdo na turma, os alunos avangaram no raciocinio
geomeétrico tendo ido além do nivel visual, desenvolvendo uma compreensao mais
avancada de quadrilateros, pois identificaram os seus atributos e reconheceram
relagdes entre eles.
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5.3. O par Isa e Mauro

Isa e Mauro sdo alunos com dificuldades na area de matematica. Tém bom
comportamento e aproveitamento razoavel em todas as éareas curriculares a
excecdo da area de matemética onde o aproveitamento é fraco. As principais
dificuldades relacionam-se com a resolucao de problemas.

Envolveram-se nas atividades e gostaram de trabalhar em grupo. Mauro foi
um aluno mais extrovertido, assumiu a lideranca no trabalho e foi mais participativo
nas discussdes coletivas. Revelaram bom dominio no uso do computador e foram

persistentes na execuc¢ao das tarefas.

5.3.1. Atitude perante as tarefas

Este par executou as tarefas com gosto e interesse. Embora a Isa se tenha
envolvido em todo o trabalho realizado, foi 0 Mauro que impos o ritmo de trabalho e,
apesar de dialogarem sobre as estratégias de resolucdo e respetivas solugdes, foi
também ele que se mostrou mais interventivo, sobretudo no trabalho autbnomo. Ja a
Isa revelou maior preocupagdo com a apresentagdo e organizagdo das respostas.
Nos momentos de discussdo na turma, o par teve pouca iniciativa e raramente
expos as suas ideias ou quando o fazia tinha dificuldade em justificar as op¢des
feitas. O trabalho com o computador foi partilhado tendo havido equidade na sua

utilizagéo.

5.3.2.Representacdes e identificacdo das propriedades

Este par, apesar de ter optado pela representacdo dos protétipos na sua
posicdo mais normal, ou seja, com os lados verticais/horizontais, como ficou
evidente na resolugao da tarefa 1, representou varios quadrilateros repetindo apenas
duas figuras (trapézio retangulo e trapézio isésceles) com dimensado diferente e
desenhadas, também, em posicao diferente (Figura 38). Esta repeticdo deve-se, na
minha opinido, ao facto de as figuras serem comparadas visualmente e ndo atraves
das propriedades. Mesmo assim, o par revela identificar, com a mesma forma,
figuras com dimensodes diferentes ou desenhadas em diferentes posi¢cbes, aspeto

importante na identificagcéo de propriedades comuns.
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Figura 38 - Representa¢cdes de quadrilateros, no geoplano, apresentadas pela Isa e

Mauro.

Identificaram corretamente o quadrado, o retangulo, o trapézio isésceles
(apenas o protétipo, mesmo tendo representado outros trapézios) e o papagaio. A
comparacao das figuras foi feita, maioritariamente, de forma visual pois rodavam e
viravam o geoplano, tendo recorrido varias vezes a sobreposi¢cdo dos geoplanos
para, experimentalmente, verificarem se a figura era ou ndo a mesma.

Revelaram dificuldade em representar as diagonais pois em vez de
desenharem segmentos de reta unindo os vértices opostos, como era pedido,
desenharam segmentos de reta a unir todos os pontos opostos do geoplano (ver

quadrado e retangulo da Figura 38).

Prof. — Toda a gente concorda que aquelas sdo as diagonais? [referia-me aos
segmentos de reta representadas por um dos colegas, unindo os pontos médios dos
lados iguais do trapézio isosceles].

Mauro — N&o.

Prof. — Diz |14 Mauro.
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Mauro — [Apontou para as representadas pelo colega] Isto ndo é diagonal porque uma
linha diagonal é unir aquela e a outra. [Referia-se ao segmento de reta que unia os
pontos médios dos lados opostos].

Prof. — Vai |& mostrar Mauro.

A

Figura 39 - Explicagdo do Mauro, a turma, da representacdo das diagonais do

trapézio.

O par interpretou a definicdo de diagonal, indicada na folha da tarefa, de
forma errada e foi de acordo com essa interpretacdo que representou as diagonais.
E evidente que, nesta situacdo, a representacdo feita pelos alunos evidenciou a
compreensao que tinham do conceito de diagonal, ou seja como representaram
internamente a informacgao dada pela definicao.

Salienta-se que a maioria dos alunos representou corretamente as diagonais
dos quadrilateros e embora este par ndo o tenha feito, foi através da utilizacdo de
representacbes, em particular, representacdes de natureza visual, apresentadas
pelos colegas, que Mauro e Isa acabaram por compreender o conceito de diagonal.
Assim, a utilizacdo de representacfes acabou por facilitar a compreensédo deste
conceito, tornando-o concreto e mais claro.

Por outro lado, o uso de representacfes realgou as caracteristicas das figuras
e fez emergir as suas propriedades, como evidenciado na comparacéo de figuras,

na tarefa 4 (Figura 40).

Figura 40 - Apresentacao, a turma, de quadrilateros com lados iguais dois a dois.
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Prof. — [Repetindo o enunciado por um aluno] Os angulos séo iguais 2 a 2. Mais?
Mauro — Os lados séo iguais 2 a 2. Este com este, este com este (apontando para 0s
lados opostos dos desenhos).

Ainda nesta tarefa, a representacdo no geoplano possibilitou a visualizagéo
dos quadrilateros com lados iguais dois a dois, facilitando a andlise dos
componentes das formas. Salienta-se que o0s modelos representados foram
maioritariamente os protétipos (Figura 41), o que indicia que os alunos

representaram as figuras revelando a imagem mental que delas possuem.

Figura 41 - Representacfes, no geoplano, de quadrilateros com lados iguais dois a

dois, apresentadas pela Isa e Mauro.

Ja na tarefa 12, com o recurso ao geogebra, o registo das propriedades feito
pelo par indica forte influéncia da visualizacdo das representacdes, nomeadamente
as medidas (Figura 43).

Figura 42 - Representacdo do paralelogramo realizada no GeoGebra, apresentada

pela Isa e Mauro.
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Regista as caracteristicas do paralelogramo?

Quadrilatero Angulos Lados Diagonais
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Figura 43 - Listagem das caracteristicas do paralelogramo representado no

GeoGebra, apresentada pela Isa e Mauro.

O par listou, embora de forma pouco clara, todas as caracteristicas
observadas no ecrd do computador, focou-se em propriedades ndo essenciais do
paralelogramo representado como “a soma de todos os angulos vai dar um angulo
giro ou a soma dos angulos consecutivos € metade de um angulo giro” e revelou
dificuldade em lidar com essa informacdo. Salienta-se, ainda, que o0 registo da
caracteristica “A medida das diagonais mede as 2 o mesmo comprimento” baseada
no que observam no ecrda do computador, deve-se ao facto de este grupo usar as
ferramentas de medida com a propriedade de arredondamento O casas decimais.
Este par utilizou, varias vezes, esta propriedade de arredondamento por ter alguma
dificuldade em lidar com numeros decimais. Esta e outras situacdes semelhantes
foram clarificadas ho momento de apresentacdo das conclusdes a turma.

O recurso as caracteristicas dinadmicas do software facilitou a visualizagdo das
propriedades que se mantém e que se alteram, no entanto as conclusdes nao estao
de acordo com o observado e registado pelos alunos, o que revela que néo

compreenderam as regularidades entre as representacoes (Figura 44).
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Figura 44 — Registo de alteragdes e invariantes entre o losango e o paralelogramo
representados no GeoGebra, apresentado pela Isa e Mauro.

Apesar de considerarem que se mantém os dois angulos obtusos e os dois
agudos, a soma dos angulos internos, o paralelismo dos lados e a igualdade dos
lados opostos, acabam por concluir que “o losango ndo tem nenhuma caracteristica
como o paralelogramo”. Apresentam como alteragdes as diagonais que passaram,
no losango, a ser perpendiculares e a referéncia a alteracdo dos angulos parece
basear-se na alteracdo da medida da sua amplitude.

Parece-me que esta inconsisténcia revelada pelo par podera ser explicada
porque a comparacao de figuras através das propriedades invariantes, requer uma
compreensdo mais solida dessas propriedades bem como um conhecimento mais
preciso das propriedades essenciais das figuras que, segundo a teoria de van Hiele,
ocorre no Nivel 3, nivel em que estes alunos ndo estdo. Talvez tivessem conseguido
melhores resultados se tivessem sido mais orientados na observacdo e analise
daquilo que ia acontecendo no ecra do computador. No entanto, é de referir que os
alunos identificam como invariante os lados paralelos dois a dois, facto visualmente
menos evidente na representacdo prototipica do losango. Este facto pode dever-se
as condicbes exigidas na construcdo do paralelogramo e explicitas no plano de
construcao dado. Parece-me que o recurso ao movimento da figura possibilitou aos
alunos a observacao desta invariancia, embora ndo a tenham usado para relacionar

o losango com o paralelogramo.
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As representacdes influenciam as ideias mateméticas que os alunos vao
construindo, como aconteceu quando o par participou no registo das propriedades

do paralelogramo.

Isa — O paralelogramo tem 2 &ngulos opostos agudos e 2 obtusos.

Mauro — Podemos dizer, o paralelogramo nédo tem retos.

Mauro assumiu o paralelogramo como uma figura sem angulos retos. Poder-
se-a dizer que a observacdo do Mauro se deve ao facto de esta se basear na
representacdo do paralelogramo (obliquangulo), considerado como uma figura
particular e ndo representativa de uma classe. Esta ideia influenciara a aceitacéo ou
nao de uma classificacdo baseada na incluséo de classes, ja que este conceito de
paralelogramo exclui a inclus&o dos retangulos nos paralelogramos.

Também na tarefa 17, classificagcdo de quadrilateros, a classificacdo feita pelo
par revela a ndo assun¢do das figuras como representativas de uma classe, pois

acabaram por agrupar os quadrilateros incluindo os trapézios em grupos diferentes.

2. Experimenta agrupa-los de acordo com as suas caracteristicas:
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Figura 45 - Classificagcdo dos quadrilateros: trapézio, paralelogramo, retangulo,

losango, quadrado, apresentada pela Isa e Mauro.

Apesar de terem feito desenhos bastante imprecisos, os alunos classificaram
0s quadrilateros formando dois grupos: com pelo menos dois angulos retos
(quadrado, retangulo e trapézio retangulo) e sem angulos retos (losango, trapézio
isosceles e paralelogramo).

Esta foi uma tarefa dificil para este par que revelou dificuldades logo na

compreensao do que se pretendia.
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Mauro — Professora, a gente (hesitou), nés se fizermos a figura temos de fazer como
faziamos as descobertas no quadro ndo é?

Prof. — Nao. Tém de pér as caracteristicas que sdo comuns.

Mauro — Com o trapézio?

Prof. — Sim. O trapézio tem algumas caracteristicas comuns com outro qualquer?
Digam & 2 que tenham caracteristicas comuns.

Mauro e Isa — O quadrado e o retangulo.

Prof. — Quais séo as caracteristicas que sdo comuns?

Isa — Os angulos séo todos retos.

Mauro — As diagonais. (hesitou) Nao as diagonais nao.

Isa — Tém os lados iguais 2 a 2.

Prof. — Entdo pem o nome. Podem desenha-los ou pér sé o nome e depois pdem o
que eles tém em comum. Perceberam? E depois aqui (referia-me a questao 2) veem

0s que tém caracteristicas comuns e tentam agrupa-los.

ApoGs o esclarecimento, Mauro e Isa abriram um documento do GeoGebra
onde tinham representados todos os quadrilateros trabalhados. Mesmo assim,
desenharam as figuras no papel e listaram as propriedades, mais com base nos

cartazes afixados na sala de aula, do que nas representacdes do GeoGebra..
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Figura 46 - Representacdo do quadrado e do retangulo e listagem das propriedades

comuns, apresentada pela Isa e Mauro.

O par listou todas as propriedades das figuras e assinalou com (c) as
propriedades comuns e com (X) as propriedades ndo comuns. Porém nao
atenderam a essas propriedades e quando foram agrupar tiveram muita dificuldade.
A classificacdo inicial ndo incluia todos os quadrilateros trabalhados e o critério

usado ndo excluia todos os ndo-exemplos.
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Prof. — J4 estd? Agora vao agrupa-los.

Mauro — O quadrado e o retangulo.

Isa — O trapézio.

Mauro — Espera (pausa) o trapézio. Trapézio e paralelogramo.

Isa — Ja esta. Nés ja agrupamos.

Formaram dois grupos e desenharam os quadrilateros: grupo 1 — quadrado e
retangulo e registaram o critério, “tem os angulos retos”; grupo 2 — paralelogramo e
trapézio isésceles e registaram o critério, “tem angulos iguais dois a dois”. E
evidente a dificuldade que os alunos tém em definir critérios que excluam todos os
nao-exemplos e em compreender, baseado nas propriedades, a inclusdo de uns
grupos em outros, pois o0 grupo 1 estad incluido no grupo 2. No entanto o par
considerou como “angulos iguais 2 a 2”, os que tinham dois angulos agudos e dois

obtusos.

Prof. — Entdo porgue juntaram estes? [Referia-me ao quadrado e retangulo].

Mauro — Tém angulos retos.

Prof. — E estes dois? [Referia-me ao paralelogramo e trapézio isGsceles].

Mauro — Tém angulos 2 a 2: 2 agudos e 2 obtusos.

Prof. — E este? [Referia-me ao trapézio nao isésceles].

Mauro — Trapézio.

Prof. — E o trapézio ndo tem angulos retos?

Isa — Sim, tem.

Prof. — Entao, esta bem este critério?

Isa — N&o.

Mauro — Falta o losango. Ainda nem fizemos o losango! [Dirigindo-se a Isa] N&do tem
angulos retos o trapézio!

Prof. — Ah! O losango vai p’ra li. Entao e aqui o trapézio ndo tem angulos retos?
Mauro — N&o. S6 tem 2 agudos e 2 obtusos, o trapézio.

Prof. — E entdo que figura é esta?

Mauro — E um trapézio.

Prof. — E vai p’ra onde?

Mauro — Vai p’ra este. (Indicando o grupo “tem os angulos retos”). Este ainda nao
trabalhamos.

Prof. — Nao é trapézio?

Isa — Mas é. Este é trapézio (referia-se ao isdsceles) e este também € trapézio
(referia-se ao ndo isésceles).

(Acabaram por desenhar o trapézio retangulo juntamente com o quadrado e o
retdngulo).

Prof. — Entéo e agora. Fica um trapézio aqui e outro ali (referia-me aos dois grupos).
O que acham?
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Mauro — [Dirigindo-se a Isa] Isto esta tudo baralhado. Quiseste desenhar aquele...

[Referia-se ao trapézio retangulo].

Desta verbalizacdo do par sobressaem alguns aspetos que caracterizam as
dificuldades reveladas por estes alunos, nomeadamente: focam a atencdo no
desenho feito e identificam as propriedades de acordo com essa representagcao; o
desenho é para eles o objeto geométrico e cada representacdo é um objeto
geomeétrico diferente; identificam as figuras mais pela aparéncia visual do que pelas
suas propriedades...

Tiveram dificuldade em considerar o trapézio ndo isésceles como trapézio
pois 0 mais representado foi o isésceles, revelando a importancia dos protétipos nas
representacdes dos alunos.

Depois de questionados sobre a primeira classificacdo que néao incluia todos
0s quadrilateros trabalhados, o par fez vérias tentativas tentando agrupa-los

atendendo a igualdade dos lados.

Prof. — Entdo vocés comecaram a agrupar com os angulos e depois foram para os
lados?

Mauro — Entdo, porque o trapézio ndo podemos por aqui! [Referia-se ao trapézio
retdngulo e ao grupo “tem angulos iguais 2 a 2", onde estava o trapézio isdsceles).

Prof. — Entdo tém de arranjar um critério!

Mauro e Isa fizeram varias tentativas mas ndo conseguiram encontrar um
critério de modo a incluir os trapézios no mesmo grupo. Parece-me que isto
evidencia a dificuldade que os alunos tém em considerar uma figura como
representante de uma classe. Consideram as figuras como objetos geométricos
diferentes e identificam as propriedades focando-se em casos particulares, de

acordo com a representacao que tém da figura.

Mauro — Este ndo tem retos [referindo-se aos angulos], este também nado. Aqui nédo
tem retos [apontava para um grupo], aqui tem retos [apontava para 0 outro grupo].
Nao da.

Isa — Entdo e se pusermos “pelo menos”?

Mauro — Se pusermos “pelo menos um angulo reto” e aqui [referia-se ao outro grupo]
nao tem retos. Nao da.

Isa — Este aqui [aponta para o trapézio retangulo] tem 2 angulos retos. Nés podemos
por “pelo menos 2 angulos retos”.

Mauro — E aqui [refere-se ao outro grupo] ndo tem. Entdo pomos “pelo menos 2

angulos retos” e “ndo tem retos”.
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Apesar de vérias tentativas, o par ndo conseguiu definir um critério de modo a
incluir os trapézios representados no mesmo grupo (Figura 45) no entanto os alunos
revelaram algum avanco em termos de pensamento geométrico pois classificaram
as figuras indo aléem da mera visualizagcdo. Conseguiram discernir as caracteristicas
de cada objeto construido, embora nas representacdes primassem 0s protétipos
visuais.

A utilizacdo das representacOes, em particular, representacdes de natureza
visual, juntamente com o recurso ao movimento, facilitaram a compreenséo do que
permanece invariante, possibilitando estabelecer relacbes de semelhanca entre o

guadrado e o losango como se verificou na tarefa 15 (Figura 47).

Existem caracteristicas semelhantés entre o quadrado e o losango? }ﬁ';m

%uais? {
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Figura 47 - Registo das semelhancas entre o losango e o quadrado, apresentado

pela Isa e Mauro.

O par constatou que apesar de haver alteracdo nas medidas dos
componentes do losango, ele continua losango. Isto porque visualmente o desenho
corresponde a representacdo mental que os alunos tém do losango.

Um aspeto que ndo deixa de ser curioso é o facto de o par ter continuado a
listar propriedades desnecessarias quando registou as caracteristicas do quadrado
(Figura 48), no entanto, e ainda que de forma implicita definiram o quadrado apenas

com as propriedades essenciais (Figura 49).

Regista as caracteristicas do quadrado?
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Figura 48 - Listagem das caracteristicas do quadrado representado no GeoGebra,

apresentada pela Isa e Mauro.
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Figura 49 — Definicdo de quadrado, apresentada pela Isa e Mauro.

Parece-me que o facto de arrastarem a figura pré-construida e verificarem
gue os lados e os angulos se mantém todos iguais podera ter contribuido para esta
constatacao dos alunos.

Ainda na discusséo desta tarefa, Mauro revelou ter dificuldade em aceitar que
uns atributos implicam outros, pois o facto de o quadrado ter todos os lados iguais
nao é para ele claro que sejam iguais dois a dois, 0 que contraria a solugdo da tarefa
4 onde o par incluiu o quadrado nos quadrilateros com “lados iguais dois a dois”.
Talvez se possa explicar esta inconsisténcia pela influéncia das experiéncias e
conhecimentos anteriores do aluno ou até mesmo pela imagem mental de figuras

com lados iguais dois a dois, como o retangulo e ndo o quadrado.

Prof. — Tem ou nao os lados iguais 2 a 2?

Mauro — O quadrado?

Prof. — Sim.

Mauro — Tem todos os lados iguais.

Prof. E séo iguais 2 a 2 ou ndo?

Mauro — N&o.

Outro — Professora, posso la ir mostrar?

Prof. — Nao, deixa |4 ir o Mauro. Vai la desenhar um quadrado.

[Mauro desenha o quadrado]

Prof. — Tem os lados todos iguais. Mostra Ia.

Mauro - Tem. [Apontava para os lados] Este, este, este e este.

Prof. — E agora achas que ndo tem os lados iguais 2 a 2?

[Mauro estava hesitante]

Prof. — Desenha uma figura que tenha os lados iguais 2 a 2.

[Mauro desenhou o retangulo]

Prof. — Quais sdo os lados iguais?

Mauro — [Apontando para os lados opostos] este com este, este com este.
Prof. Entéo e no quadrado?

Mauro — [Apontando para os lados opostos] este com este, este com este.
Prof. — Este é ou ndo igual a este? E este é ou ndo igual a este? [Reforcei eu]
Mauro — Sim. Mas também € igual a estes.

Prof. — Mas a pergunta era... tem ou ndo os lados iguais 2 a 2?

Mauro — Tem!

Outro — Tem mas para além disso também tem os 4 lados iguais.
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Também aqui o uso de representacbes e a comparacdo entre as
representacoes feitas facilitou a compreensao de que uns atributos implicam outros,
neste caso, ter quatro lados iguais implica ter iguais dois a dois, tornando o
conhecimento mais concreto e claro.

Foi evidente, ao longo de toda a experiéncia de ensino, a influéncia das
representacfes na identificacdo das propriedades das figuras, nomeadamente, as
caracteristicas visuais, a visualizagcdo das medidas e as caracteristicas dinamicas do
software. O par revelou identificar as propriedades das figuras embora se tenha
focado em atributos ndo essenciais o0 que, a meu ver, contribuiu para a dificuldade
na incluséo de classes, revelada na tarefa 18. Escreveram o critério usado em cada

grupo baseando-se apenas nos desenhos representados.
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Figura 50 - Registo do critério de classificagcdo usado em cada grupo, apresentado

pela Isa e Mauro.

O critério indicado para o grupo dos paralelogramos nao foi o esperado e nao
esta correto, pois ndo exclui os ndo-exemplos. Um aspeto a salientar € o facto de
considerarem o quadrado e o losango no critério “lados iguais 2 a 2” ja que ao longo
da experiéncia de ensino revelaram alguma inconsisténcia relativamente a esse
facto pois, como referido anteriormente, na tarefa 4 incluiram o quadrado nesse
critério e, contrariamente, na discussado da tarefa 14, um dos elementos do grupo
referiu, explicitamente, que o quadrado néo tinha os lados iguais dois a dois. Esta
dificuldade foi ultrapassada, como ja referido anteriormente, gracas a
discusséao/reflexdo no grupo turma e a analise das representacfes que facilitou a
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compreensdo de que uns atributos implicam outros. Este aspeto parece-me
importante na compreensao de que o quadrado é um retangulo pois tem todas as
suas caracteristicas, ao contrario do retangulo que ndo € um quadrado pois ndo tem

todas as suas caracteristicas.
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Figura 51- Justificacdo da concordancia com uma classificacdo hierarquica,

apresentada pela Isa e Mauro.

Os alunos ndo conseguiram justificar a classificagcdo hierarquica, pois é
inconsistente e a justificacdo apresentada ndo mostra qualguer compreensédo da

inclusao de classes.

5.3.3. Visualizacéo e identificacédo de propriedades

O par representou as figuras, na sua maioria, com base na imagem mental
que possui e forte influéncia dos modelos prototipicos. Inicialmente, nomeadamente
nas tarefas executadas no geoplano, os alunos basearam a identificacdo de
propriedades dos quadrilateros nas caracteristicas visuais das representacdes feitas
e nos conhecimentos que ja tinham das formas.

A referéncia a propriedades tornou-se mais evidente a partir da tarefa 4 e foi
nas tarefas desenvolvidas com recurso ao GeoGebra que a verbalizagdo das
propriedades foi mais evidente. Para isso terdo contribuido as representagdes
visuais, a visualizacdo das medidas e as caracteristicas dindmicas do software,

nomeadamente, o arrastamento.
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Porém as representacfes e a identificacdo de propriedades baseadas na
visualizagc&o, podem sugerir ideias erradas como aconteceu na resolucéo da tarefa

15, quando o par registou as caracteristicas do losango.

Prof. — Vamos, agora que o Mauro e a Isa acabaram, registar as descobertas.

(...)

Mauro — Os angulos agudos séo metade dos angulos obtusos.

Regista as caracteristicas do losango?
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Figura 52 - Registo das caracteristicas do losango representado no GeoGebra,

apresentado pela Isa e Mauro.

Mauro referia-se a medida da amplitude dos é&ngulos, baseando o registo na
imagem visualizada no ecrd do computador. N&o confirmaram com outras
representacdes e assumiram o observado num Unico desenho como comum a todos
os losangos, 0 que mais uma vez mostra a dificuldade que os alunos tém em
considerar a figura como representativa de uma classe.

De igual modo e evidenciando a influéncia das representacdes visuais, referiu
durante a discusséo da tarefa 4, onde estava em causa o considerar ou ndo o

quadrado nas figuras com lados iguais dois a dois.

Prof. — Podiamos por o quadrado junto com esses? (retdngulo, paralelogramo
boomerang e papagaio).

(...)
Prof. — Um quadrado é um retangulo? Porqué?

Mauro — Dois quadrados formam um retangulo.

E evidente que a relacdo que o Mauro estabelece entre o quadrado e o
retangulo n&o tem por base qualquer compreenséao ou relagdo entre as propriedades
das figuras mas sim uma forte influéncia do visual, usando o aspeto visual do
desenho para justificar a sua ideia, pois como acabou por referir se juntar dois
quadrados forma um retangulo. O mesmo se verifica quando o grupo resolve a
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tarefa 14 e depois de movimentar os pontos justifica que se obtém sempre um

guadrado pois a figura ndo se desmancha.

Movimenta os pontos e verifica se obténs sempre um quadrado. (8 L. ._BML,»,@/@( e~
O‘que observas? O sd v\ )\ 4 Y nan ‘ 2 N iit‘ Q-
M.

Figura 53 - Registo da observacdo do quadrado apés a movimentagdo dos pontos

no GeoGebra, apresentado pela Isa e Mauro.

O par optou por se referir a figura na sua globalidade e ndo tanto a invariancia
das suas propriedades.

Também na tarefa 15, quando os alunos exploraram as caracteristicas
dindmicas da aplicacdo arrastando, ampliando, reduzindo e rodando o losango, 0s

alunos observaram a alteracéo das medidas mas referiram continuar um losango.
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Figura 54 - Registo da observacdo da representacdo dinamica do losango,

apresentado pela Isa e Mauro.

Apesar de obterem varias representacdes, a figura continua com a mesma
aparéncia visual, o que tera levado os alunos a afirmar que continua a ser um

losango.

5.3.4. Sintese

ApoGs a analise pormenorizada do trabalho desenvolvido pelo Mauro e pela
Isa, ao longo da experiéncia de ensino, apresenta-se uma sintese centrada no papel
das representacfes e da visualizacdo na identificacdo das propriedades dos
quadrilateros.

O par executou todas as tarefas e conseguiu construir todos os quadrilateros
a partir do plano de construcdo dado, embora solicitasse algum apoio na

compreensdo da informacdo escrita, nomeadamente, 0 que se pretendia com a
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tarefa. No momento de discussado na turma, os alunos contribuiram para a reflexao
conjunta sobre propriedades e conceitos que emergiram, embora n&o tanto com
conhecimentos, mas sim manifestando as suas duvidas e dificuldades. Revelaram
grande motivacdo relativamente a execucdo das tarefas, muita persisténcia e,
embora ndo tenham atingido o nivel de conhecimentos dos outros pares do estudo,
revelaram progressos em termos de clarificacdo de conceitos e aquisicdo de
conhecimentos sobre as propriedades dos quadrilateros trabalhados.

Inicialmente, em particular nas tarefas executadas no geoplano, o par
representou, identificou e estabeleceu relagbes de semelhanca entre o0s
qguadrilateros com base na aparéncia global das figuras e forte influéncia da
representacdo das figuras prototipicas. O recurso ao GeoGebra, especificamente, a
construcdo dos quadrilateros a partir dos planos de construcdo dados, o uso das
ferramentas de medicdo e do movimento, fez emergir as propriedades, inicialmente,
limitadas as medidas observadas no ecra do computador que, apds os momentos de
reflexdo e analise coletiva, se tornaram mais claras e concretas. Os alunos
construiram representacfes visuais das figuras pretendidas e basearam as suas
conclusdes nessas representacdes, ainda que inconsistentes em algumas tarefas.

Usaram a representacao visual das figuras para identificar as propriedades e
o0 recurso ao movimento da figura facilitou a observacdo do que se mantém
invariante permitindo-lhes, relacionar as caracteristicas da figura com os conceitos
geométricos ao mesmo tempo que facilitou a compreensdo desses mesmos
conceitos e uma representacdo mental mais correta.

Nas tarefas iniciais, o par revelou bastante fragilidade na identificacdo das
propriedades facto que melhorou ao longo da experiéncia de ensino. Mesmo assim,
no final da experiéncia de ensino continuavam a analisar as figuras identificando as
suas propriedades mas, ainda, com forte incidéncia em atributos ndo essenciais.

Revelaram, no entanto, avan¢co no pensamento geométrico pois identificam e
comparam as figuras ndo apenas pela aparéncia global mas recorrendo a
propriedades e usando linguagem mais precisa.

E de salientar que a imagem mental que os alunos tém das formas influenciou
as representacdes, bem como a identificacdo de propriedades notando-se, tanto ao
nivel da verbalizacdo como dos registos escritos, a enunciacdo de propriedades
para o desenho representado e ndo para a figura representativa da classe.

Penso que o par demonstrou dificuldade em compreender as relagdes entre
os quadrilateros estudados e em aceitar a incluséo de classes, pois foi evidente que

cada figura representada € entendida como um objeto geométrico especifico. No
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entanto, também ficou claro que a experiéncia de ensino possibilitou, a este par, um
avanco expressivo a nivel de pensamento geométrico para o qual contribuiram, em
grande escala, as discussodes/ reflexdes no grupo turma e a utilizacdo da geometria
dinémica.

Em suma, os alunos construiram diferentes representac6es dos quadrilateros,
analisaram as suas componentes, descobriram semelhancas e diferencas entre as
formas recorrendo as suas propriedades e ndo apenas a aparéncia visual. Através
do desenho, observacdo, medicdo, representacdo de modelos e visualizacéo
dindmica, os alunos descobriram, experimentalmente, as propriedades e
construiram ou corrigiram representaces mentais dos quadrilateros trabalhados,

desenvolvendo uma compreenséo de nivel mais avangado.
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CAPITULO 6
CONCLUSC)ES, RECOMENDAC;OES E LIMITAC;OES DO ESTUDO

Neste capitulo sdo apresentadas as principais conclusfes do estudo, de
modo a responder as questdes delineadas inicialmente. Para cada questdo € feita
uma sintese dos aspetos mais relevantes identificados nos trés estudos de caso,
focando os contributos do geoplano e do AGD, GeoGebra, e a apreciacéo feita pelos
pares, relativamente & sua utilizac&o. E feita referéncia as limitacdes deste trabalho
e sdo lancadas algumas ideias, decorrentes dos resultados deste estudo, para

futuras investigacodes.

6.1. Sintese do estudo

Este estudo realizado no ambito da educagcdo matematica, mais
especificamente na area da geometria, tinha como objetivo central compreender
quais os contributos do AGD (GeoGebra) e do material manipulavel (geoplano) na
compreensao das propriedades e relacbes entre os quadrilateros. De acordo com
este objetivo definiram-se, no inicio do trabalho, as seguintes questdes: Qual o papel
das representacbes na identificacdo das propriedades dos quadrilateros? Que
influéncia tem a visualizacdo na identificacdo das propriedades dos quadrilateros?
Quais os contributos da utilizacdo do AGD (GeoGebra) e do geoplano na
compreensao das propriedades e relagdes entre os quadrilateros?

Atendendo a natureza do estudo utilizou-se uma metodologia de caréter
qualitativo e o formato de investigacdo a utilizar foi o estudo de caso multiplo,
optando por trés casos com diferentes niveis de aproveitamento na éarea da
matematica.

Procurou-se responder as questbes atendendo aos pressupostos teoricos
definidos e ao cruzar dos resultados obtidos através dos instrumentos de recolha
utilizados. Esta triangulacdo baseou-se, essencialmente, na observacdo da
realizacdo das tarefas, nas entrevistas ocorridas no contexto da observacao
participante e, com maior relevancia, na analise da resolucdo das tarefas e
discusséo dos resultados no grupo turma.

A andlise dos dados assumiu um carater descritivo e interpretativo, tendo por
base o objetivo e as questdes formuladas, de modo a melhor compreender o

problema em estudo.
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6.2. Conclusdes do estudo

6.2.1. Representacbes e identificacdo das propriedades dos
quadrilateros

Em geometria, as representacdes sdo usadas, por um lado, para retirar ideias
gue conduzem ao conceito geométrico, por outro, sdo entendidas como meios para
representar um conceito geométrico formal. A utilizacdo de representacfes, neste
estudo, abordou estas duas perspetivas, pois 0s alunos executaram, a partir de
instrucdes, representacdes para ilustrar ideias ou conceitos (representacdes
externas), mas também construiram quadrilateros para analisar as propriedades de
modo a construirem e clarificarem conceitos geométricos (representacdes internas).

Os alunos representaram um nuamero significativo de quadrilateros, mas
revelaram conhecer um numero limitado de nomes de formas notando-se, ainda, a
forte influéncia das imagens prototipicas, nomeadamente do quadrado, retangulo,
trapézio e paralelogramo.

A utilizacado de representacfes evidenciou a compreensao que os alunos tém
dos conceitos e facilitou a sua compreenséo, tornando-os concretos e mais claros,
como evidenciado no conceito de diagonal revelado pelo par Mauro e Isa. Também
foi notoria a influéncia das representacdes na identificagdo das propriedades dos
quadrilateros, pois que a ideia de trapézio como uma figura com os dois lados nao
paralelos iguais esteve presente nas representacbes de todos os pares. Esta e
outras ideias como a revelada pelo grupo bom “se os lados sao paralelos, sdo iguais
2 a 27, foram clarificadas e desconstruidas gracas a diversidade de representacdes
para 0 mesmo conceito e a discussdo no grupo turma, indo de encontro ao
verificado por Wong (2011).

Nas tarefas realizadas com o geoplano houve maior influéncia das
representacdes internas, ja que os alunos representaram as figuras conforme as
imagens mentais que possuiam (protétipos). Todos 0s grupos evidenciaram possuir
a imagem de trapézio como uma figura com os dois lados ndo paralelos iguais
(trapézio isOsceles). Nas tarefas realizadas no GeoGebra, esse facto foi menos
evidente, embora também tenha ocorrido, pois todos 0s grupos arrastaram o vértice
do paralelogramo de modo a representarem o paralelogramo obliquangulo, indo de
encontro ao verificado por Jones (1998 citado por Candeias, 2005), que realizou um
estudo onde concluiu que “os alunos tendem a modificar a figura até ficar com a

forma pretendida, em vez de fazerem a respetiva construgdo” (p. 22) ou Vinner
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(1991) que constatou que a imagem do paralelogramo, no conceito dos alunos, &
uma figura em que nem todos os angulos ou lados podem ser iguais.

Em relagcdo a identificacdo das propriedades dos quadrilateros, os pares
comegaram por listar todas as caracteristicas observadas no ecra do computador,
com especial incidéncia nas medidas dos lados, angulos e diagonais, facto também
verificado por Jones (1998 citado por Candeias, 2005) no seu trabalho de
investigacdo. Referiram algumas caracteristicas ja incluidas noutras, como por
exemplo “todos os lados iguais” e “lados iguais 2 a 2” e outras desnecessarias, tais
como “a soma dos angulos internos vai dar um angulo giro” ou “a soma de um
angulo agudo com um obtuso é de 180°”. Estas ocorréncias revelam a dificuldade
dos alunos em distinguir entre os atributos essenciais e ndo essenciais de uma
figura, podendo explicar-se pelo quadro tedrico pois como referido em Fujita e Jones
(2007) tal aprendizagem requer deducdo l6gica e interagcbes adequadas entre
conceitos e imagens, sugerindo o Nivel 3 de van Hiele, o que leva a confirmacédo da
suposicao inicial de que estes alunos ainda ndo atingiram este nivel de pensamento
geomeétrico.

Essa listagem de todas as caracteristicas visuais que os alunos associam a
uma forma, descritas em termos de conceitos geométricos formais € caracteristica
do Nivel 2 (Descricdo/Analise) de van Hiele ou Nivel 2 (Raciocinio Analitico-
componencial), subnivel: raciocinio baseado na propriedade formal suficiente de
acordo com a redefinicdo apresentada por Battista (2007).

Os resultados do estudo também mostram que, 0os alunos necessitaram da
presenca do desenho das figuras para a identificacdo das suas propriedades, tendo
centrado essa identificacdo no desenho particular, mais evidenciado nas tarefas
iniciais, por todos os pares. Foi 0 que aconteceu no caso do trapézio, ao registarem
“angulos iguais 2 a 27, pois referiam-se apenas ao trapézio representado, o
isésceles, ou no caso do paralelogramo “tem 2 lados obliquos”, ou, ainda, “o
retdngulo ndo tem os lados todos iguais”. Estas evidéncias sdo consonantes com a
ideia de Clements e Battista (1992) “Os alunos costumam atribuir caracteristicas de
um desenho ao objeto geométrico que representa” (p. 448) ou mesmo Fishbein
(1994) que defende que certos assuntos podem ligar uma representagao particular a
um dado conceito. O desenho € para eles o0 objeto geométrico e cada representacao
€ um objeto geométrico diferente indo de encontro ao proposto por Fishbein (1994)
que refere que para o aluno nem sempre é de todo claro que o desenho é apenas

uma instancia fisica de representacao do objeto.
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Dos resultados sobressaem, também, as dificuldades que os alunos sentiram
em considerar uma figura como representante de uma classe e em distinguir entre
atributos essenciais e ndo essenciais de uma figura, embora o par bom, a medida
gue avangou na experiéncia de ensino, tenha mostrado uma tendéncia diferente,
pois a referéncia a medidas e a caracteristicas desnecessarias foi substituida pela
referéncia a atributos essenciais da figura e passou a verificar se as propriedades de
uma representacdo particular se confirmavam para outras representacfes do
mesmo conceito, avancando no entendimento da figura como representativa da
classe.

De acordo com o referido anteriormente, as representacdes facilitaram a
identificacdo das propriedades dos quadrilateros e a compreensdo das relacdes
entre eles, no entanto, as inferéncias dos pares foram diferentes. O par bom e o par
médio mostraram compreender uma classificagdo hierarquica e fizeram uma
classificagéo revelando inclusédo de classes, apesar de ndo a terem feito quando
Ihes foi solicitado, o que confirma os resultados de outros estudos (Clements e
Battista, 1992), que referem que embora as criangas mais novas sejam capazes de
compreender inclusbes de classes tém dificuldade na sua aceitagdo. Esta
compreensao podera ser explicada pelo quadro tedrico que, de acordo com varios
autores (Leung 2008; Jones, 2000), o uso de softwares interativos de geometria
pode facilitar a compreensdo de uma classificacdo hierarquica dos quadrilateros,
mesmo nos niveis inferiores de van Hiele.

No entanto e, apesar de todos os pares estabelecerem relacbes entre o
guadrado e o retangulo, s6 os pares bom e médio revelaram a compreensao do
guadrado como um caso especial do retangulo, porque perceberam que os atributos
essenciais do retangulo estéo incluidos nos atributos essenciais do quadrado, porém
hesitaram quando referiram as rela¢gdes inclusivas entre eles, pois tém dificuldade
em dizer se o0 quadrado é retangulo ou o retangulo é quadrado. Tal facto revela, por
um lado, a dificuldade em compreender a relagcdo assimétrica entre o quadrado e o
retangulo (pois o quadrado é um retangulo mas o retangulo ndo € um quadrado) e,
por outro, a influéncia da imagem mental de retangulo como uma figura em que 0s
lados consecutivos tém comprimento diferente.

Em relacdo ao quadrado como um caso particular do losango e a semelhanca
do que aconteceu relativamente a relacdo quadrado/retangulo, a utilizacdo da
geometria dindmica facilitou a visualizacdo das propriedades que se mantém

invariantes (Laborde, 1993), contribuindo para a compreenséo de que os atributos
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essenciais do losango entdo incluidos nos atributos essenciais do quadrado e, como
tal, a compreenséo do quadrado como um caso especial do losango.

A excecdo do par fraco, os outros pares revelaram compreender e aceitar
uma classificacdo hierarquica, mas optaram por ndo a fazer. Apesar de
estabelecerem relagdes inclusivas, os resultados deste estudo apontam para a
resisténcia dos pares a ideia de que um quadrado é um losango ou que um
quadrado € um retangulo. Esta atitude pode ser explicada pela necessidade,
revelada por todos os pares, em definir uma propriedade que tornasse cada uma
das figuras Unica, considerando a figura com uma identidade prépria e ndo como
representativa de uma classe; pela dificuldade em compreender a assimetria das
relacbes entre os quadrilateros, por exemplo, o quadrado € retangulo mas o
retangulo ndo € quadrado e pela imagem mental que os alunos tém das figuras, por
exemplo o trapézio como tendo os dois lados ndo paralelos iguais, o paralelogramo
como uma figura sem angulos retos, o retangulo com os lados com diferentes
comprimentos. Também podemos associar a esta explicacdo, o facto de estes
alunos ainda néo terem atingido um nivel de raciocinio geométrico caracteristico do
Nivel 3 (deducgéo informal) de van Hiele ou Nivel 3 (Raciocinio relacional inferencial
baseado na propriedade) de acordo com a redefinicdo apresentada por Battista
(2007), onde os alunos interrelacionam explicitamente e fazem inferéncias sobre as
propriedades geométricas de figuras num sistema de classificac&o hierarquica.

O grupo mais fraco teve dificuldade em compreender a inclusdo de classes e
consequentemente uma classificagcdo hierarquica. Esta diferenca no desempenho
dos pares explica-se pelo facto deste grupo se ter focado em propriedades néao
essenciais tal como referem Clements e Sarama (2007), por se basear mais no que
vé do que no que faz de acordo com Jones (2000) e por identificar as figuras mais
pela aparéncia visual do que pelas suas propriedades (facto também evidenciado na
comparacdo do quadrado e do retangulo), pois embora tenha reconhecido
propriedades comuns as figuras, ndo atendeu a essas propriedades quando foi
agrupar. Assim pode afirmar-se que este grupo se encontra num nivel de
desenvolvimento do seu pensamento geométrico inferior aos restantes.

As representagdes foram também importantes pois evidenciaram a
compreensao que os alunos tinham dos conceitos e ao mesmo tempo facilitaram a
compreensao dos mesmos e a sua correta representacdo mental, tal como sugerido
por Goldin e Shteingold (2001). Com base nas representacfes, quer estaticas quer
dindmicas, formularam e testaram conjeturas sobre propriedades e relagctes
geomeétricas, enriquecendo a aprendizagem matematica.
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Em suma, estes alunos usaram as representagcfes para comunicar ideias
geométricas mas também para construir e corrigir conceitos, consideraram as
representacdes como objetos geomeétricos diferentes e identificaram as propriedades

focando-se em casos particulares, de acordo com a imagem que tém da figura.

6.2.2. Influéncia da visualizacdo na identificacdo de propriedades

Inicialmente, a comparagéo das figuras foi feita, maioritariamente, de forma
visual pois os alunos rodaram e viraram o geoplano de modo a facilitar a
comparacdo de figuras representadas em diferentes orientacdes, tendo recorrido
frequentemente a sobreposicdo. Em alguns casos, recorreram também a imagem
protétipo e a referéncia, ainda que reduzida, a propriedades, nomeadamente,
angulos retos e igualdade dos lados. Estes resultados vao de encontro ao quadro
tedrico pois Clements e Battista (1992) sugerem que as criancas diferenciam as
formas através da combinacéo de protétipos visuais (exemplares de figuras) e algum
conhecimento das suas propriedades.

As representacfes que nao conseguiram identificar foram as dificeis de
discriminar visualmente ou as que néo correspondiam aos prototipos, resultado que
pode ser discutido a luz da teoria (Duval, 1994, 1998, Fischbein, 1993, Matos, 1992)
ja que estes autores guestionam o tratamento de objetos geométricos baseado em
desenhos particulares, os ditos desenhos prototipicos, pois faz com que os alunos
nao reconhecam desenhos desses mesmos objetos quando diferem desses
modelos prototipicos. Para além disso, a posicdo relativa do desenho ou o seu
tracado particular, passam a fazer parte das caracteristicas do objeto, quer no
aspeto conceptual, quer no aspeto figural, estabelecendo desequilibrios na formacéao
do conceito.

A medida que se avancou na experiéncia de ensino o conhecimento das
propriedades aumentou, a referéncia a propriedades passou a evidenciar-se, no
entanto a percecao visual baseada nas representacdes esteve sempre presente,
indo de encontro a literatura (Mariotti, 1995; Ponte e Serrazina, 2000) que refere a
impossibilidade de introduzir um conceito geométrico sem dar exemplos, isto €,
desenhar figuras ou construir modelos.

Assim, os resultados demonstram que a imagem mental que os alunos tinham
das formas influenciou a identificacdo de propriedades notando-se, tanto ao nivel da
verbalizacdo como dos registos escritos, a enunciacdo de propriedades para 0s
desenhos representados e ndo para a figura como representativa da classe, facto

gue corrobora o indicado por Dreyfus (1991) quando refere a falha na distingédo entre
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uma figura geométrica e o desenho que representa essa figura como uma
dificuldade provocada pela influéncia da visualizacdo. Este facto foi, ainda,
evidenciado quando os alunos revelaram a necessidade de encontrar uma
propriedade que tornasse a figura unica.

Também quando construiram as figuras no GeoGebra a importancia da
imagem mental e a sua interacdo com o conhecimento de conceitos e propriedades
esteve evidente, ja que todos os grupos recorreram a malha quadriculada ou
arrastaram a construcdo, de modo a obterem a representacdo das figuras
pretendidas: o trapézio com dois lados nao paralelos iguais, o paralelogramo sem
angulos retos, o retangulo com dois lados paralelos mais compridos, o losango sem
angulos retos e o quadrado com angulos retos e lados iguais. Estas evidéncias vao
de encontro ao defendido por Rieber (1994) que aconselha a que sejamos
cautelosos, pois a visualizagdo é um processo cognitivo fortemente influenciado pelo
conhecimento anterior, podendo levar a concluses falsas.

Como tem vindo a ser demonstrado, a visualizacao teve forte influéncia na
identificacdo das propriedades dos quadrilateros, no entanto, a utilizacdo do AGD
melhorou o desempenho dos alunos uma vez que o rodar, o reduzir, 0 ampliar e 0
arrastar dos elementos das figuras, permitido pelas caracteristicas dinamicas do
software, possibilitaram uma mais facil visualizagdo das propriedades e das relagdes
geométricas, a0 mesmo tempo que contribuiram para a correta representacéo
mental dos conceitos ou correcdo/clarificacdo de conceitos ja construidos, facto
evidenciado pelos resultados do estudo.

Os resultados revelaram, também, que os alunos se focam mais no que veem
do que no que fazem, pois o registo de propriedades baseou-se mais nas medidas
observadas no ecrad do computador do que nas condigcdes dadas para executarem a
construcao, tal como se verificou nos registos da tarefa 12 quando analisaram o que
se manteve ou 0 que se alterou, ap6s o arrastamento dos pontos da construcéo
feita. O par médio comparou o quadrado com o losango referindo como alteragcéo “a
medida dos angulos”, ou “o comprimento das diagonais é diferente”. Também na
tarefa 15, o par fraco registou “os angulos agudos séo metade dos obtusos”, ou “os
lados medem o mesmo comprimento” ou ainda “se movermos qualquer ponto, as
diagonais, os angulos, o comprimento dos lados e o comprimento das diagonais é
diferente mas ainda é um losango”.

Apesar dos resultados indicarem esta evidéncia, o par bom foi-a contrariando,
ao longo da experiéncia de ensino, quando referiu como propriedade dos
paralelogramos, “lados opostos s&o paralelos 2 a 27, ja que era condigao dada no
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plano de construgcdo, ou quando comegaram a confirmar as conjeturas por terem
constatado que “nem tudo o que parece €”, ou ainda por sentirem necessidade de
justificar determinada caracteristica visual observada no ecrd do computador,
justificada pela verbalizagao do par “p’ra ter a certeza € preciso experimentar”.

Pode dizer-se que com o auxilio das tarefas de construcéao fisica no geoplano,
com o recurso ao AGD, GeoGebra, nomeadamente pela possibilidade de visualizar
uma mesma construcdo de diferentes perspetivas, juntamente com a reflexdo
surgida por meio da discussao no grupo turma, os alunos avangaram no raciocinio
geomeétrico tendo ido além do nivel visual. Desenvolveram uma compreensao mais
avancada de quadrilateros, pois identificaram os seus atributos e reconheceram

relacdes entre eles, construindo e aperfeicoando conceitos geométricos.

6.2.3. Contributos do geoplano na compreensédo das propriedades e

relagdes entre os quadrilateros

O geoplano foi usado na resolucédo das primeiras cinco tarefas e ficou ao
dispor dos alunos para a resolucdo da tarefa 17 “Classificar quadrilateros”.
Pretendia-se que, com o0 recurso ao geoplano, o0os alunos representassem
quadrilateros de acordo com as condices dadas de modo a emergirem as suas
propriedades.

Os alunos representaram diferentes figuras e analisaram as diferencas e
semelhancas. Dos resultados do estudo sobressai como vantagem deste recurso
uma manipulagdo mais “palpavel’ das figuras. Permitiu a representacdo das
imagens mentais das figuras, tendo-se revelado especialmente util, nas tarefas
iniciais, uma vez que a referéncia a propriedades era muito reduzida, estimulando a
comparacdo de figuras através da aparéncia global. Puderam comparar visualmente
as figuras e recorrer a sobreposi¢cao para confirmar a igualdade ou nédo entre figuras,
servindo de suporte visual e experimental. Permitiu trabalhar os atributos
irrelevantes das figuras como o tamanho, a orientacdo e a invariancia da forma com
base nestes atributos. Contribuiu para a representacdo mental das figuras, o
desenvolvimento do vocabulario geométrico e a identificagdo de propriedades
comuns aos quadrilateros. Possibilitou discussfes ricas ao nivel das caracteristicas
dos quadrilateros, embora os resultados tenham evidenciado a grande influéncia do
aspeto visual do desenho na comparacdo das figuras e na identificacdo de

propriedades.
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6.2.4. Contributos do GeoGebra na compreensédo das propriedades e

relacdes entre os quadrilateros

O AGD, GeoGebra, foi usado na resolucéo das tarefas 6 a 17. Englobou o
desenho de quadrilateros e também a sua construgéo, a partir de um plano de
construcdo dado, com o objetivo de descobrir as propriedades. Analisaram, ainda,
figuras previamente construidas com o objetivo de, através da experimentacao,
estabelecer relagcdes entre os quadrilateros investigando as relagdes ou medidas
gue se mantém invariantes.

Este recurso permitiu, aos alunos, a construcao facil de figuras, o célculo
rapido de medidas e a explorac&o das caracteristicas dindmicas deste software. Os
alunos movimentaram os desenhos totalmente ou em partes, contribuindo para a
descoberta das propriedades que se mantém e/ou se alteram, aspeto que sem 0
recurso ao software nao poderia ser trabalhado em sala de aula. Gravaram e
reproduziram sequéncias de a¢cdes que os ajudou a formar imagens dinamicas.

Assim, a utilizacdo do software permitiu a experimentacdo, exploracdo e
analise dos invariantes, ajudando os alunos a reconhecer propriedades e a
estabelecer conexdes entre as propriedades dos paralelogramos, indo de encontro
ao defendido por Laborde (1993) “0 movimento e a modificagdo dos desenhos
possibilitam uma mais facil visualizacdo das propriedades e das relacGes
geomeétricas”.

Dos resultados deste estudo ressalta a vantagem da representagcao precisa e
variada das figuras geométricas que, associada as caracteristicas dinamicas deste
software, fornecendo diferentes representacdes através do rodar, reduzir, ampliar e
arrastar os elementos das figuras, facilitou a identificacdo de propriedades dos
quadrilateros, possibilitou estabelecer relagdes entre eles e contribuiu para a correta
representacdo mental dos conceitos (Abrantes et al., 1999, Ponte e Serrazina 2000)
ou correcao/clarificacdo de conceitos ja construidos (Wong, 2011). De acordo com
Laborde (2008), um AGD, por exemplo, o GeoGebra, incorpora conhecimento
matematico que influencia o modo como o0s alunos constroem 0s conceitos. Foi o
caso do conceito de paralelismo, mais evidente no grupo bom, associado a retas e
nao a segmentos de reta.

Os resultados evidenciaram que o facto de poderem manipular
dinamicamente as figuras e as suas relacfes permanecerem invariantes ao

arrastamento, juntamente com a visualizagcdo imediata das alteracdes produzidas,
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facilitou a descoberta das propriedades dos paralelogramos e das relagbes entre
eles.

Para além das vantagens do AGD mencionadas, os resultados do estudo
deixam transparecer alguns condicionalismos que, embora n&o tenham influenciado
significativamente o desempenho dos alunos, exigiram uma atencdo e atitude da
professora no sentido de os minorar, a saber. as propriedades dindmicas do
software fascinaram os alunos, nomeadamente, o “rodar”, o “ampliar”, o “reduzir’, o
“arrastar”. Este fascinio provocou, a principio, algum retardamento na procura de
invariantes, pois focavam-se no “movimento” que acontecia no ecrd do computador,
esquecendo o propdésito da tarefa, tal como referido em Villiers (2007). Esta limitacéo
foi ultrapassada pela orientacdo dada pela professora; pela exigéncia do registo do
raciocinio no guido da tarefa que implicou discusséo interpares e pela elaboracéo
dos cartazes coletivos. Estes dados confirmam o defendido por Sheffielf e
Cruikshank (2000) que referem que as criangas organizam 0S conceitos, as
propriedades e as caracteristicas das formas com que trabalham, durante o
processo comunicativo, escrito ou oral, pois a escrita individual ou cooperativa de
ideias geométricas € uma atividade essencial porque, enquanto se descrevem
raciocinios, desenvolvem-se conceitos e competéncias geométricas que ficam
registados, podendo ser partilhados a qualquer momento.

Os resultados do estudo salientam que os alunos se focaram nas medidas
registadas no ecrd do computador em detrimento das propriedades conceptuais das
representagdes, indo de encontro ao verificado em Jones (1998 citado por Candeias,
2005). Para minorar esta situacdo contribuiu a apresentacdo/discussdo dos
resultados no grupo turma que permitiu o confronto de ideias e a reflexdo sobre o

gue viam acontecer no ecrad do computador.

6.2.5. Geoplano versus GeoGebra

Dos resultados pode destacar-se que tanto o geoplano como o GeoGebra
foram uma mais-valia na concretizacdo da experiéncia de ensino deste estudo.
Tanto um como outro possuem vantagens e limitagdes, mas podem ser usados de
maneira que um complemente o outro, podendo dessa forma contribuir,
favoravelmente, para a aprendizagem da geometria.

Da apreciacdo que os alunos fizeram, destaca-se o facto de trés deles
referirem a preferéncia pelo trabalho com o geoplano, considerando este
manipulavel mais concreto, como evidenciam as razdes apresentadas: “gostei mais

do geoplano porque somos nos proprios a fazer e no GeoGebra ndo somos nos, é o
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computador”; “éramos nos que experimentavamos com as nossas proprias maos”;
“tinha de ser eu a experimentar, fazer as figuras”.

Em relacdo ao GeoGebra, também trés alunos preferiram este recurso,
apresentando razdes de aprendizagem para tal preferéncia, conforme os registos de
opinido: “aprendi mais coisas sobre as retas e sobre as caracteristicas dos
quadrilateros”; “aprendi a medir angulos, diagonais e a construir um poligono”.

Em suma, pode dizer-se que com o auxilio das tarefas de construcéo fisica no
geoplano, com o recurso ao AGD, GeoGebra, nomeadamente a possibilidade de
visualizar uma mesma construcdo de diversas formas, juntamente com a reflexado
surgida por meio da discussao no grupo turma, os alunos avangcaram no raciocinio
geomeétrico tendo ido além do nivel visual.

Estou certa, no entanto, que apoOs esta experiéncia de ensino, estes alunos
comecaram a visualizar os quadrildteros com outro olhar, percebendo que as figuras
geométricas sdo formadas por elementos que estéo relacionados por propriedades
matematicas, a0 mesmo tempo que conseguiram descrever essas propriedades.
Desenvolveram uma compreensdo mais avancada destas figuras, pois identificaram
0s seus atributos, reconheceram relagdes entre eles e construiram e aperfeicoaram

conceitos geometricos.

6.2.6. O papel de professora e investigadora

A escolha do tema a investigar foi um desafio e assumir o papel de professora
e investigadora ndo o foi menos. Foram opcdes conscientes, pois para além de um
estudo que fosse um contributo para melhorar a qualidade das aprendizagens dos
alunos, pretendia refletir sobre a minha préatica pedagdgica, conhecer melhor as
minhas falhas e, assim, haver reflexdo critica, para um enriquecimento pessoal e
profissional.

Uma das primeiras dificuldades enfrentadas foi a inexperiéncia neste duplo
papel: professora e investigadora. Pretendia ensinar, observar, tomar notas, registar
0 maximo de ocorréncias... mas o papel de investigadora passou para segundo
plano pois, tal como ja referido, a investigacdo decorreu no desenrolar normal das
aulas. Isto exigiu grande esfor¢co para atender as solicitacfes dos alunos, dado que
todos estiveram envolvidos na experiéncia de ensino. Outra das dificuldades foi a
gravacdao video das aulas, ja que a camara esteve fixa ndo captando imagens mais
pormenorizadas e discussdes nos grupos que enrigueceriam os dados, ou até
mesmo, interrompendo a gravacéao (falta de bateria, necessidade de substituicdo do

CD...) antes de terminar a tarefa. A grande interacdo dos alunos com o computador,
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durante a realizacdo das tarefas, dificultou-me o acesso a essas interagcdes, bem
como o acompanhamento, mais apertado, dos grupos em estudo. Tal situacao foi
minorada com as apresenta¢fes/discussdes no grupo turma onde os resultados
foram apresentados e discutidos, as duvidas esclarecidas e a reflexdo sobre as
propriedades dos quadrilateros aprofundada, constituindo-se, este tempo, um
momento privilegiado da tomada de notas.

O receio de néo saber responder a alguma questdo relacionada quer com o
hardware, quer com o software esteve sempre presente, pois apesar de serem
recursos habitualmente usados por estes alunos, ndo deixam de constituir
verdadeiros desafios. Foi a natureza das tarefas, exigindo um professor moderador e
orientador, que criou espaco para, juntamente com os alunos mais desenvoltos no
uso da aplicacao, resolver dificuldades relacionadas com estes recursos e
ultrapassar os efeitos do receio sentido.

Foi um trabalho extenuante mas valeu pelo envolvimento dos alunos, pelas
suas “conquistas”, pelo enriquecimento das suas aprendizagens e pelo contributo
para o meu desenvolvimento profissional e pessoal.

A satisfacdo pela realizagéo deste estudo, vem, sobretudo, pelos resultados
obtidos pelos alunos e, a nivel pessoal e profissional, pela aprendizagem feita, quer
a nivel de aprofundamento de conhecimentos de geometria, quer a nivel da
exploracdo do AGD. Ser simultaneamente professora e investigadora foi um enorme
desafio que se traduziu numa importante pratica de reflexdo e aprendizagem, bem

Ccomo numa experiéncia marcante na carreira profissional.

6.3. Recomendacoes e limitagcbes do estudo

Neste estudo privilegiou-se uma abordagem qualitativa de natureza
interpretativa de forma a obter informacé&o rica em pormenores, para dar resposta as
qguestdes de investigacdo. Optou-se por estudar trés pares de alunos de uma turma
de 4.° ano e uma vez que toda a turma esteve envolvida na experiéncia de ensino, €
imprescindivel ter em consideracdo a relacdo desta parte (pares) com o todo
(turma). Assim, os resultados deste estudo estdo diretamente associados a turma
que nele participou e, em particular, aos trés pares de alunos que constituiram os
estudos de caso.

Atendendo a estes pressupostos, os resultados obtidos ndo podem ser
generalizados a outros contextos podendo, no entanto, constituir um contributo

importante para que se possa analisar a mesma tematica noutros contextos.
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Considera-se interessante acompanhar o0 percurso e aquisicdo de
conhecimentos dos alunos envolvidos neste estudo, nomeadamente ao nivel da
construcdo de quadrilateros sem plano de construgdo prévio, no sentido de avaliar,
com mais profundidade, os verdadeiros beneficios destas ferramentas.

A aplicacdo deste estudo em mais do que uma turma do mesmo ano de
escolaridade é outro aspeto importante, pois permitiria a comparacédo de resultados
e perceber se as conclusfes deste estudo podem ser generalizadas ou mais
fortemente fundamentadas.

Estender este estudo, com outras tarefas e a outros anos de escolaridade
seria, também, interessante.

Relativamente as limitacdes sdo de natureza diversificada. A primeira delas
refere-se ao elevado nimero de alunos na turma, dado que a investigacdo decorreu
no desenrolar normal das aulas e todos os alunos estiveram envolvidos na
experiéncia de ensino. Este facto impossibilitou que a investigadora respondesse,
prontamente, as solicitacbes de todos os alunos de modo a estimular a sua
curiosidade e a incentivar o aprofundamento das investigacdes. Impediu, ainda, uma
maior reflexdo sobre o que estava a acontecer, de modo a conseguirem interpretar a
informacéo extraida do feedback dado pelo computador. Associada a esta situacao
esteve também a dificuldade da investigadora em tirar notas mais rigorosas e
diversificadas que pudessem esclarecer e enriquecer os dados recolhidos.

O equipamento utilizado, especificamente o computador magalhées, também
contribuiu para estas contrariedades. O esquecimento do computador, a fraca
autonomia, a aplicagdo que n&o abria, o computador que bloqueava... enfim o
suficiente para obrigar a encontrar solu¢cdes alternativas que impuseram alteracdes
na dinamica inicialmente planificada. Porém, as situacfes foram contornadas pela
existéncia de um nimero de magalhdes superior ao necessario para a execucao das
tarefas, pela utilizacdo de portateis pessoais de alguns alunos e, algumas vezes,
pela reorganizacdo dos grupos de trabalho nao envolvidos no estudo.

Outra limitacéo foi o elevado namero de tarefas num curto espaco de tempo,
levando os alunos e a professora a desejar outro tipo de tarefas, com outros
materiais e outros temas.

Por ultimo, considera-se também uma limitagdo o facto deste estudo se fixar,
apenas, numa turma, mais concretamente em trés pares de alunos, orientados por
uma professora e num contexto especifico, ndo se podendo fazer quaisquer

generalizagdes a outros alunos e a contextos diferentes.
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Anexo 1 - Pedido de autorizagdo ao 6rgéo de gestdo do Agrupamento.

Ministério da Educacao l

Agrupamento de Escolas de Alapraia Codigo 170690

Docente: Maria da Graga Bruno Pereira - Prof. QA — grupo 110 — 1.° Ciclo
Escola:
Exma. Sr.2 Dr.2 Silvia Lemos
Diretora do Agrupamento de Escolas de Alapraia

Assunto: Pedido de autorizacao

Venho, por este meio, solicitar a V. Ex.2 autorizacdo para realizar, na turma do
3.9/4.° C, um estudo que se enquadra no tema matematico “Geometria”, no topico
“Figuras no plano e sdlidos geométricos”. Este estudo integra o 2.° ano do mestrado
em Educacdo Matematica na Educacéao Pré -Escolar e nos 1.° e 2.° Ciclos do Ensino
Bésico, iniciado no ano letivo anterior.

Com os melhores cumprimentos

Bicesse, 12 de Setembro de 2011

A Professora

(Maria da Graga Bruno Pereira)
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Anexo 2 — Pedido de autorizacdo aos encarregados de educacao dos alunos

Ministério da Educagao

Agrupamento de Escolas de Alapraia Cédigo 170690

Exmo.(®) Sr.(?) Encarregado(a) de Educacéo

Por me encontrar a desenvolver um trabalho de Mestrado na area da Didética
da Matematica, pretendo recolher dados no ambito do tema “Geometria — Figuras no
plano e sdélidos geométricos”. Para esta investigagdo e ja com consentimento da
diretora do Agrupamento, irei propor um conjunto de atividades, nesta érea,
necessitando registar em audio e video as aulas em que essas atividades serdo

realizadas e entrevistar alguns alunos. Informo, desde ja, que sera preservada a

identidade de todos os intervenientes e que, no final do estudo, 0s registos

efetuados serdo destruidos.
Para mais esclarecimentos estarei ao seu dispor.

Agradeco desde ja a sua atencdo e solicito a sua colaboragao.

Com os melhores cumprimentos.

A Professora

Tomei conhecimento de que o meu Educando ird participar na realizagdo de um
conjunto de atividades e entrevistas no ambito da area de Mateméatica. Assim, e nos
termos supracitados, autorizo / ndo autorizo o seu registo em audio e video. (Riscar

0 que nao interessa)

O Enc. Educacéo:

do aluno:

Data: / /
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Anexo 3 —tarefa 1 — Desenho de quadrilateros e diagonais | ... ..

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOPLANO

TAREFA 1 - Desenho de quadrilateros e diagonais

1. Constréi, no geoplano, figuras de quatro lados (quadrilateros) de diferentes tipos.

2. Desenha os quadrilateros que descaobriste:
L L L L L L L L L L L L] L L 2
L L @ L L L L L L L L L L L @
L L L L L L L L L L L L L L L
L L L L L L L L L L L L L Ll L
@ L @ L L L L L L L L @ L L L
] L i L L L L L L L L ] L @ ]
] i @ & L] L L L L L L ] L ] @ ]
L L @ L L L L L L L L ® L @ @
L L L L L L L L L L L L L L L
L] i L] L L L L L L L L L] L L L]
@ L o L L L L L L L L @ L L L
] L] @ L L L L L L L L ] L @ ]
] @ @ L L L L L L L L ] L @ ]

1. Desenha linhas retas unindo os vértices opostos (diagonais).

2. Regista o numero de linhas retas (diagonais) que desenhaste, o nimero de vértices

e 0 numero de angulos, em cada uma das figuras.
3. Escreve o nome dos quadrilateros que conheces.

Trabalhei com:
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Anexo 4 — tarefa 2 — Descoberta de quadrados diferentes no geoplano

MATEMATICA - TRABALHO NO GEOPLANO || ==~

TAREFA 2 — Descoberta de quadrados

1. Descobre todos os quadrados diferentes que se podem construir no geoplano.

2. Desenha-os no papel ponteado.

Trabalhei com:

Nome: Data:
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Anexo 5 — tarefa 3 — Quadrilateros com todos os lados iguais | [

MATEMATICA - TRABALHO NO GEOPLANO  |. . ..

TAREFA 3 - Quadrilateros com todos os lados iguais
1. Constrodi, no geoplano, quadrilateros diferentes, na forma, que tenham todos os lados
iguais.
1.1. Desenha os quadrilateros que descobriste:

2. Além do quadrado, encontras algum outro tipo de quadrilatero?

2.1. Desenha-o.

3. Quais sédo as diferencas que encontras entre o quadrado e o quadrilatero que
descobriste?

Trabalhei com:

Nome: Data:
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Anexo 6 — tarefa 4 — Quadrilateros com lados iguais dois a dois

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOPLANO

TAREFA 4 — Quadrilateros com lados iguais dois a dois

1. Constréi quadrilateros que tenham lados iguais dois a dois.
Quantos tipos diferentes, na forma, encontras?
Desenha os quadrilateros que descobriste:

2. Constroi quadrilateros que tenham lados iguais dois a dois e todos os angulos
iguais. Desenha os quadrilateros que descobriste:

Trabalhei com:
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Anexo 7 —tarefa 5 — Quadrilateros com apenas dois lados paralelos

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOPLANO

TAREFA 5 - Quadrilateros com apenas dois lados paralelos
1. Constréi, no geoplano, quadrilateros diferentes na forma que tenham apenas dois
lados paralelos.

2. Desenha os quadrilateros que descobriste:

L] L] L] L] L] L] L] L] L] L L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
L] L L L] L] L] L] L] L L L] L] L L L]
L] L] L] L] L] L] L] ] L] L ) L] L] L] L]
L] L] L] L] L L] L] L L] L L] L] L L] L]
L] L L] L] L L] L] L] L] L L L] L L L]
L] L] L] L] L] L] L] L L] L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L] L]
& L L] L] L] L] L] L] L L L] L] L L] &

Trabalhei com:

Nome: Data:
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Anexo 8 — tarefa 6 — Explorar o GeoGebra

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

TAREFA 6 — Explorar o GeoGebra

Abre o0 GeoGebra e realiza as seguintes atividades:

GeoGebra

Desenha 3 pontos A, B e C.
Constrai o triangulo ABC.

Move os pontos. O que observas?

Procura 'ponto médio' no menu. Constréi o meio do lado AB e nomeia-o | e 0 meio do lado
AC e nomeia-o J.

Move os pontos novamente. O que observas?

Constroi o segmento 1J.
Mede os segmentos IJ e AC.
Mede os angulos internos do triangulo.

Move os pontos. Que observas?

Regista outras descobertas:

Podes alterar as propriedades (cor, estilo...) dos objetos representados. (Vai ao menu
“Editar” e clica nas “Propriedades”)

Grava o teu trabalho (tarefa 6)

Trabalhei com:
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Anexo 9 — tarefa 7 — Explorar o GeoGebra

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

TAREFA 7- Explorar o GeoGebra

Abre o0 GeoGebra e realiza as seguintes atividades:

1. Desenha dois pontos A e B GeoGebra]

Constr6i uma reta que passe pelos pontos A e B

Procura “reta paralela” no menu. Constréi uma reta paralela & desenhada e muda-lhe a cor.

Move as retas. O que observas?

Consegues desenhar outras retas paralelas?

Se conseguires, desenha-as.

Grava o teu trabalho (tarefa 7-1)
2. Desenha dois pontos C e D
Constr6i uma reta que passe pelos pontos C e D

Procura “reta perpendicular” no menu. Constréi uma reta perpendicular a desenhada e muda-
lhe a cor.

Desenha outras retas perpendiculares.

Podes alterar as propriedades (cor, estilo...) dos objetos representados. (Vai ao menu
“Editar” e clica nas “Propriedades”)

Grava o teu trabalho (tarefa 7-2)

Trabalhei com:
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Anexo 10 — tarefa 8 — Desenho de um quadrilatero qualquer

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

GeoGebra

TAREFA 8 — Desenho de um quadrilatero qualquer
Abre 0 GeoGebra e realiza as seguintes atividades:

Desenha 4 pontos A, B, C eD
Constroi os segmentos de reta AB, BC, CD e DA.

Mede os angulos internos do quadrilatero ABCD.

Mede os lados do quadrilatero.

Arrasta um vértice qualquer de modo a obter um novo quadrilatero. O que observas?

Movimenta os pontos de modo a obter:
» um retangulo;

O que se alterou?

» um paralelogramo;

O que se alterou?

Grava o trabalho com o nome “quadrilatero1”.

Trabalhei com:
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Anexo 11 —tarefa 9 — Desenho de quadrilateros a partir de diagonais dadas

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA O

GeoGebra

TAREFA 9 - Desenho de quadrilateros a partir de diagonais dadas

1. Abre o ficheiro “Ponteado 1” onde estao desenhados pares de diagonais de
guadrilateros.

L
| _"_“:‘
2. Completa o trabalho, desenhando os quadrilateros. (Usa aferramenta * .. )

Ma figura seguinte estdo desenhados pares de diagonais de quadrilateros.
Descobre esses quadrilateros e escreve o nome dos que conheces

3. Escreve o nome dos quadrilateros que conheces (Com o botao direito do rato, clica

no interior do quadrilatero e procura 2/ REnemear
4. O que podes dizer sobre as diagonais de cada quadrilatero?

Grava as alteragdes ao ficheiro.

Trabalhei com:
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Anexo 12 —tarefa 10 — Desenho de quadrilateros (soma dos angulos internos)

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

GeoGebra

TAREFA 10 — Desenho de quadrilateros (soma dos angulos internos)
Abre 0 GeoGebra e realiza as seguintes atividades:

1. Desenha 3 quadrilateros diferentes.

Gl'l'llr

=2 mede o comprimento dos lados.

F

2. Usando o botao

3. Usando o botao 4 mede a amplitude dos angulos internos de cada quadrilatero que
desenhaste.

4. Soma as medidas dos angulos internos de cada um dos quadrilateros.

5. Se achares necessario podes desenhar mais quadrilateros e somar as medidas dos
seus angulos internos

6. O gue podes concluir? Regista.

Escreve 0 nome dos quadrilateros que conheces. (Com o botdo direito do rato, clica no

interior do quadrilatero e procura Renomear )

Grava o trabalho com o nome “angulos”.

Trabalhei com:
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Anexo 13 —tarefa 11 — Construcao de um trapézio.

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

GeoGebra

TAREFA 11 - Construcédo de um trapézio.

Marca dois pontos A e B.

Constrdi a reta AB.

Marca um terceiro ponto C.

Constroi uma reta paralela a reta AB, que passe por C.
Marca na reta anterior um ponto D.

Constrdi o poligono ABCD

Mede a amplitude dos angulos internos.

Desenha as diagonais e mede o0 seu comprimento.

Regista as caracteristicas do trapézio.

Quadrilatero Angulos Lados

Diagonais

Movimenta os pontos de modo a obter um:
» poligono com dois pares de lados paralelos.

Com esta constru¢ao é facil obter retangulos? e quadrados?

Grava o trabalho com o0 nome “trapézio”

Trabalhei com:
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Anexo 14 —tarefa 11 — Construcdo de um paralelogramo. O

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA GeoGebra

TAREFA 12 - Construcédo de um paralelogramo.

Marca dois pontos A e B.

Constroi a reta AB.

Marca um terceiro ponto C.

Constroi uma reta paralela a reta AB, que passe por C.

Constroi a reta CA. Constroi uma paralela a reta CA que passe por B.
Marca o ponto D na intersegao das retas.

Constroi o poligono ABDC definido pela intersecao das retas.

Mede o comprimento dos lados e os angulos internos.

Desenha as diagonais e mede o0 seu comprimento.

Regista as caracteristicas do paralelogramo.

Quadrilatero Angulos Lados Diagonais

Movimenta os pontos de modo a obter um:
» retangulo;

O gue se manteve? O que se alterou?

O que podes concluir?

» quadrado;

O que se manteve? O que se alterou?

O que podes concluir?

» losango.

O gque se manteve? O que se alterou?

O que podes concluir?

Grava o trabalho com o nome “paraleloaramo”

Trabalhei com:
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Anexo 15 — tarefa 13 — Construcdo de um retangulo.

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

GeoGebra

TAREFA 13 - Construcéo de um retangulo.

Marca dois pontos A e B.

Constroi a reta AB.

Constréi uma perpendicular a reta AB que passe por A.

Na reta anterior marca um ponto C.

Constroi uma paralela a reta AB que passe por C.

Constroi uma perpendicular a reta AB que passe por B.

Marca o ponto D na intersegdo das duas retas.

Constroi o poligono ABDC definido pela intersecc¢éo das retas.
Mede o comprimento dos lados e os angulos internos.
Desenha as diagonais e mede o0 seu comprimento.

Regista as caracteristicas do retangulo.

Quadrilatero Angulos Lados

Diagonais

Movimenta os pontos de modo a obter um quadrado.

Regista as caracteristicas do quadrado.

Quadrilatero Angulos Lados

Diagonais

O que se alterou?

Grava o trabalho com o nome “retangulo”

Trabalhei com:
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Anexo 16 — tarefa 14 — Analise da constru¢cdo do quadrado

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

GeoGebra

TAREFA 14 - Analise da construcado do quadrado
Abre o ficheiro “quadrado”

Mede o comprimento dos lados e os angulos internos.
Desenha as diagonais e mede o0 seu comprimento.

Regista as caracteristicas do quadrado.

Quadrilatero Angulos Lados

Diagonais

Movimenta os pontos e verifica se obténs sempre um quadrado.

O que observas?

Tens a certeza que é um quadrado? Porqué?

Grava as alteracdes ao ficheiro.

Trabalhei com:
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Anexo 17 —tarefa 15 — Andlise da construcdo do losango.

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

GeoGebra

TAREFA 15 - Analise da construcédo do losango
Abre o ficheiro “losango”

Mede o comprimento dos lados e os angulos internos.
Desenha as diagonais e mede o seu comprimento.

Regista as caracteristicas do losango.

Quadrilatero Angulos Lados

Diagonais

Movimenta os pontos e verifica se obténs sempre um losango.

O que observas?

Existem caracteristicas semelhantes entre o quadrado e o losango?

Quais?

Grava as alteragdes ao ficheiro.

Trabalhei com:
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Anexo 18 —tarefa 16 — Elaborar um plano de construgéao.

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA

GeoGebra

TAREFA 16 — Elaborar um plano de construgéao
Abre o teu ficheiro “retangulo”

A figura que observas € mesmo um retangulo?

Descobre como foi construido e regista:

Troca o teu registo com outro grupo.
Abre um novo documento e constréi a figura seguindo as indicacdes do registo
gue recebeste.

Grava o teu trabalho com o nome “plano”.

Trabalhei com:
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Anexo 19 —tarefa 17 — Classificar quadrilateros.

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOPLANO E GEOGEBRA eoGebra

TAREFA 17 - Classificar quadrilateros

1. Representa, no geoplano, os quadrilateros que estudaste. Repara que alguns
quadrilateros tém propriedades comuns. Es capaz de dizer quais s&o, registando

essas caracteristicas comuns? (Podes usar também os trabalhos gravados no
GeoGebra)

2. Experimenta agrupéa-los de acordo com as suas caracteristicas.

Trabalhei com:
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Anexo 20 — tarefa 18 — Classificar quadrilateros (I1).

MATEMATICA — TRABALHO NO GEOGEBRA E GEOPLANO O
GeoGebra

TAREFA 18 - Classificar quadrilateros

TRAPEZIOS PARALELOGRAMOS

YA

\

LOSANGOS RETANGULOS QUADRADOS

K QUADRILATERQS \
/ TRAPEZIOS \

PARALELOGRAMOS
LOSANGOS | QUADRADOS | RETANGULOS

> ~

1. Escreve o critério usado em cada grupo.
2. Concordas com esta classificacdo dos quadrilateros? Justifica a tua opiniéo.

Trabalhei com:
Nome: Data:
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Anexo 21 — Registo de opinido dos alunos sobre as atividades e sobre o uso do
geoplano e do GeoGebra.

REGISTO DE OPINIAO
Tarefa

Gostaste desta atividade?

O que mais te agradou? Justifica a tua opiniao.

E 0 que menos gostaste? Justifica.

Sentiste dificuldades na realizacdo da atividade? Tenta explicar

onde e porqué.

Nome: Data:

REGISTO DE OPINIAO

Gostaste mais de trabalhar com o geoplano ou com o GeoGebra? Justifica a

tua opinido.

Aconselhavas um amigo arealizar estas atividades?

Porqué?

Nome: Data:
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