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Resumo

A DEA (Data Envelopment Analysis) ¢ uma metodologia destinada a avaliacio do desempenho
organizacional. F uma técnica ndo paramétrica baseada na programacio linear destinada a
avaliar a eficiéncia relativa de um conjunto de entidades similares, designadas de DMUs

(Decision Making Units), que usam multiplos inputs para produzir multiplos outputs.

Os modelos da DEA podem basicamente ser classificados em modelos radiais,
caracterizados por tratarem com alteracbes nos inmpufs ou nos outputs, ¢ nido radiais,
caracterizados por tratarem diretamente com folgas associadas a excessos nos valores dos
inputs e/ou défices nos valores dos outputs. A maioria destes modelos foram concebidos para
dados nio negativos (em alguns casos positivos) e, em geral, permitem identificar varias
DMUs como eficientes. Para ultrapassar estas duas limitagdes, alguns modelos para tratar

valores negativos e alguns métodos de ranking tém sido propostos.

Este trabalho tem por objetivo apresentar um estudo sobre modelos de eficiéncia e de super-
eficiéncia ndo radias, com enfoque nos modelos nao radiais SBM (S/ack Based Measure), que
permitem tratar todo o tipo de dados (positivos, nulos e negativos). Este estudo inclui a
aplicacdo destes modelos a avaliacdo da eficiéncia relativa e ao estabelecimento de rankings

de vinte e uma instituicbes bancarias que operavam em Portugal durante o periodo de 2019

a 2022.

Palavras-chave: Avaliagio do desempenho organizacional, DEA, Eficiéncia; Ranking,

Instituicdes bancarias.



Abstract

DEA (Data Envelopment Analysis) is a methodology aimed at evaluating organigational performance. 1t
is a non-parametric technique based on linear programming, designed to assess the relative efficiency of a set
of similar entities, referred to as DMUs (Decision Making Units), which use multiple inputs to produce

multiple ontputs.

DEA models can essentially be classified into radial models, characterized by dealing with changes in inputs
or outputs, and non-radial models, characterized by directly addressing slacks associated with excesses in input
values and/ or deficits in output values. Most of these models have been designed for non-negative data (in
some cases positive), and generally allow for the identification of several DMUs as efficient. To overcome these

two limitations, some models for handling negative values and some ranking methods have been proposed.

This work aims to present a study on non-radial efficiency and super-gfficiency models, with a focus on non-
radial SBM (Slack Based Measure) models, which allow for the handling of all types of data (positive, zero,
and negative). This study includes the application of these models to the evaluation of the relative efficiency
and the establishment of rankings of twenty-one banfking institutions operating in Portugal during the period
Sfrom 2019 to 2022.

Keywords: Performance evalnation, DEA, Efficiency, Ranking, Banking institutions.
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1. Introducgao

A avaliagdo da eficiéncia, enquanto poderosa ferramenta de apoio a tomada de decisdo, revela-
se crucial em qualquer setor de atividade, em particular no setor bancario devido ao papel central
que este setor desempenha no crescimento econémico de um pafs. Como se refere em Fethi e
Pasiouras (2010), a avaliacdo da eficiéncia no setor bancirio tem sido um aspeto de grande
interesse para os reguladores, clientes, investidores e publico em geral. Essa avaliacdo tem sido
feita por recurso a varias metodologias que vao desde a tradicional avaliagio com base em racios
financeiros as mais recentes metodogologias de fronteira de eficiéncia, com destaque para a

metodologia DEA (Data Envelopment Analysis).

A metodologia DEA ¢ uma técnica de programa¢io matematica, mais especificamente de
programacio linear, destinada a avaliar a eficiéncia relativa de um conjunto de entidades
homogéneas que usam multiplos recursos (izputs) para produzir multiplos produtos (oufputs),
usualmente designadas por DMUs (Decision Making Units). Esta metodologia tem sido

largamente usada em diversos setores de atividade, nomeadamente no setor bancario.

No ambito da DEA, existem varios modelos que permitem avaliar a eficiéncia relativa de um
conjunto de entidades. Esses modelos podem basicamente ser classificados em modelos radiais
¢ modelos ndo radiais. No primeiro caso, a eficiéncia ¢ obtida através de alteracSes
proporcionais e comuns nos zzputs ou nos outputs. No segundo, a eficiéncia é obtida diretamente
das folgas relativas aos excessos nos #puts ¢ aos défices nos outputs, sem assumir alteragdes

proporcionais e comuns Nos /puts Ou NOS outpuis.

A maior parte desses modelos trata com dados nio negativos. Contudo, existem situagcdes em
b
que os dados assumem valores negativos, como ¢ o caso do lucro, para as quais alguns modelos

tém sido desenvolvidos, embora em nimero muito menot.

A presente dissertacio destina-se a apresentar um estudo sobre a avaliagao da eficiéncia no setor
bancario. Mais especificamente, destina-se a avaliar a eficiéncia relativa de 21 institui¢Ges

bancarias que operavam em Portugal durante o petiodo de 2019 a 2022, usando a metodologia

DEA.

Considerando que alguns dos dados que vao ser usados na componente pratica deste trabalho
assumem valores negativos, importa apresentar um estudo de modelos que permitem tratar todo

o tipo de dados (positivos, negativos e nulos), alguns dos quais serdo usados no estudo pratico.
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Em geral, os modelos DEA identificam varias DMUs como eficientes, ndo permitindo
estabelecer um ranking sobre todas as DMUs. Para discriminar essas DMUS, varios métodos de
rankings tém sido propostos na literatura da DEA, entre os quais o método da super-eficiéncia

que sera usado neste trabalho, considerando modelos nio radiais.

Para além do presente capitulo de introducio, esta dissertacdo contempla mais quatro capitulos.
No capitulo 2, é apresentada uma revisao sobre a avaliacdo da eficiéncia com enfoque no setor
bancario, assim como as metodologias que tém sido usadas para a avaliacdo desse setor com

destaque para a metodologia DEA.

No capitulo 3, sdo apresentados alguns modelos da DEA, nomeadamente modelos de eficiéncia
e de super-eficiéncia ndo radiais que permitem tratar todo o tipo de dados (positivos, negativos
e nulos) e que sio usados no estudo pratico a apresentar no capitulo 4, assim como outros,
concebidos para dados nio negativos ou apenas positivos, que 0s suportam e que permitem um

melhor enquadramento e compreensio dos mesmos.

No capitulo 4, ¢ apresentado um estudo pratico com vista a avaliacdo e ao estabelecimento de
rankings de 21 institui¢des bancarias que operavam em Portugal no periodo de 2019 a 2022.
Desse estudo pratico consta a sele¢io dos dados e modelos, assim como a apresentacdo dos

resultados obtidos com esses dados e modelos e a respetiva analise.

Por fim, no capitulo 5, apresentam-se algumas conclusoes sobre o trabalho desenvolvido ao

longo da presente dissertagao.



2. Eficiéncia no setor bancario

2.1. Introducgio

Este capitulo tem por objetivo apresentar uma breve revisio da literatura sobre a avaliacao da
eficiéncia no setor bancario, abordando as principais nog¢des, metodologias e problematicas
associadas a avaliacdo da eficiéncia, em termos gerais, e da eficiéncia bancaria, em termos
especificos, dando relevo aos principais aspetos da metodologia aplicada, com destaque para a

DEA.

Assim, na secgdo 2.2, ¢ feita uma referéncia a importincia da avaliacdo da eficiéncia nas
organizacoes, aos modelos e métodos utilizados para a sua mensuragdo, com particular
incidéncia no setor bancario. Na sec¢io 2.3, ¢ feita uma pequena introdu¢iao a metodologia
DEA, que constitui objeto de estudo deste trabalho. Por fim, na sec¢do 2.4, sio mencionados

alguns aspetos sobre a aplicagio da DEA no setor bancario.

2.2. Eficiéncia no setor bancario

A eficiéncia no setor bancario é um tema de grande relevancia, principalmente por se tratar de
um setor marcado por rapidas inovagdes tecnologicas e um ambiente cada vez mais competitivo.
O estudo da eficiéncia nido sé permite uma visio aprofundada da satde financeira das
instituigdes bancarias, como também fornece informagdes valiosas para a formulagdo de

politicas que visam promover a estabilidade e o crescimento sustentavel dessas instituigoes.

Segundo Farrell (1957), a eficiéncia de uma instituicio representa a capacidade de uma empresa
obter o nivel maximo de outputs, dado um conjunto de inputs, ou usar o nivel minimo de inputs
para obter um dado nivel de outputs. Este tipo de eficiéncia, diretamente relacionada com a
produtividade, ¢ designada por efiéncia técnica ou produtiva. Este autor considera um outro
tipo de eficiéncia, designada por eficiéncia de precos. A eficiéncia de precos esta relacionada
com a otimizac¢do dos /zputs de uma empresa ou organizacio dado o preco destes, ou seja, este
tipo de eficiéncia reflete a capacidade de uma empresa usar a propor¢io 6tima de nputs,

considerando os respetivos precos e tecnologias de producdo (Afriat, 1972).

A eficiéncia das instituicbes bancarias tem sido tradicionalmente mensurada através do calculo
e analises de racios financeiros, como por exemplo, a rentabilidade dos capitais préprios ou
ROE (Return on Equity), a rentabilidade operacional dos ativos ou ROA (Rezurn on Assets), o racio

de transformacdo e racios de eficiéncia, entre outros. Os tricios sdo muito utilizados



principalmente devido a sua facilidade de compreensio e a sua simplicidade. No entanto,
apresentam algumas limitacdes no sentido em que sio uma medida parcial, mostrando-se
inadequados para avaliar entidades que utilizam maultiplos zzputs para produzir multiplos ouzputs,

como ¢é o caso das instituicGes bancarias.

Devido a estas limitagdes, novas metodologias de avaliacio tém sido desenvolvidas, das quais
se destacam se destacam a SFA (Stochastic Frontier Approach) e a DEA (Data Envelopment Analysis).
A primeira é uma técnica paramétrica, em que a fronteira de eficiéncia é definida a priori,
enquanto a segunda é uma técnica nido paramétrica, em que a referida fronteira de eficiéncia é
estimada a partir dos dados relativos aos #mputs e aos outputs. A metodologia DEA tem sido
reconhecida como excelente e robusta ferramenta de analise da eficiéncia com grande e variada

aplicacdo nomeadamente no setor bancario, e sera objeto de estudo e aplicacdo neste trabalho.

2.3. Metodologia DEA

De acordo com Liu, Lu, Lu & Lin (2013), o valor da DEA reside na sua capacidade de avaliar
relativamente a eficiéncia ou desempenho individual de uma DMU dentro de um grupo-alvo de
interesse que opera num determinado dominio de aplicagdo, como a industria bancaria, a

industria da sadde, a industria agricola, a inddstria dos transportes, entre outros.

A DEA ¢é uma metodologia destinada a avaliacio do desempenho organizacional de entidades
similares. Mais especificamente, ¢ uma técnica ndo paramétrica baseada na programacio linear,
destinada a avaliar a eficiéncia (técnica) relativa de um conjunto de entidades homogéneas que
usam multiplos recursos (inputs) para produzir maltiplos produtos (outputs). Essas entidades

podem ser de diversa natureza (empresarial, governamental ou social).

Trata-se de uma metodologia baseada nos dados, isto ¢, que usa apenas os dados relativos aos
inputs ¢ aos outputs para o desenvolvimento de uma fronteira de producio (eficiéncia),
determinada pelas DMUs que exibem a melhor pratica, consideradas eficientes, ¢ em que a
avaliacdo das restantes, consideradas ineficientes, ¢é feita em relagdo a essa fronteira. Para cada
DMU, obtém-se um indice de eficiéncia medido usualmente na escala de zero a um, em que o
valor um ¢é obtido pelas DMUs eficientes e os valores inferiores a um sio obtidos pelas DMUs
ineficientes. Note-se que um menor valor do indice de eficiéncia de uma DMU indica uma maior

ineficiéncia dessa DMU.

Esses indices de eficiéncia sao obtidos por recurso a aplica¢io de um modelo de programagio

linear. O primeiro modelo, que deu origem formal a DEA, foi desenvolvido por Charnes,

4



Cooper & Rhodes (1978) e daif designado de modelo CCR, o qual considera retornos constantes
de escala. Desde entdo, muitos outros modelos tém sido propostos para colmatar limitacSes de
modelos anteriores e para dar resposta a novas situacdes. Desde logo, o modelo BCC, proposto
por Banker, Charnes & Cooper (1984), que ¢ uma extensio do modelo CCR para retornos

variaveis de escala.

Estes dois modelos sio normalmente designados por modelos classicos da DEA e pertencem a
classe dos modelos radiais, uma das duas classes em que os modelos DEA podem ser
classificados. Nesta classe de modelos, a eficiéncia é obtida através da redugdo (expansio)
proporcional e comum dos valotes dos inputs (outputs) mantendo os valores dos outputs (inputs) e
os modelos dizem-se orientados para nputs (outputs). Na outra, designada de modelos nio radiais,
a eficiéncia ¢é obtida diretamente das folgas relativas aos excessos nos valores dos zputs e aos
défices nos valores dos outputs. Nesta dltima classe, destaca-se o modelo SBM (S/ack Based
Measure) introduzido por Tone (2001). Ainda, nesta classe, a eficiéncia é obtida através da
reducio (expansio) dos valores dos nputs (outputs) mantendo os valotres dos outputs (inputs) ou
através da reducio dos valores dos inputs e expansiao dos valores dos outputs em simultaneo e,

neste caso, os modelos dizem-se nio orientados.

Os modelos referidos anteriormente foram concebidos para dados com valores nido negativos
e, em alguns casos, para dados com valores positivos. Porém, existem situagdes em que os dados
apresentam valores negativos que tém levado ao desenvolvimento de alguns modelos que
possam tratar esse tipo de dados. Tone, Chang e Wu (2020) propuseram modelos nao radiais
SBM em que os dados originais negativos ou iguais a zero sio transformados em dados positivos
baseados num novo ponto base, referidos por modelos BP-SBM (Base Point — Slack Based

Measure).

O trabalho desenvolvido por Charnes, Cooper e Rhodes (1978) foi inspirado no trabalho
desenvolvido por Farrell (1957) no qual foram apresentadas as ideias bdsicas da metodologia
DEA. Farrell substituiu o conceito de produtividade pelo conceito de eficiéncia produtiva e foi

o primeiro a abordar o conceito de fronteira ndo paramétrica, definida a partir dos dados.

Na sua formulacdo inicial, o modelo CCR permite obter a eficiéncia de Farrell ou eficiéncia
fraca. No entanto, este modelo, assim como o modelo BCC, permite também obter a eficiéncia
de Pareto-Koopmans ou eficiéncia forte, como se vera mais a frente no capitulo 3. Uma DMU
diz-se que ¢ eficiente segundo Pareto-Koopmans ou fortemente eficiente se, e s6 se, nao for

possivel melhorar qualquer dos seus inputs ou outputs sem piorar algum dos seus outros zputs ou



outputs. No caso dos modelos nao radiais ndo orientados a efiéncia obtida é de Pareto-

Koopmans.

Para além de permitir obter um indice de eficiéncia para cada DMU e identificar as DMUs
eficientes e nio eficientes, a DEA permite também determinar o contributo de cada inpuz e de
cada output para a formacio do indice de eficiéncia e, para as DMUs ineficientes, permite
determinar as alteracoes a realizar nas quantidades dos inputs e/ ou outputs, assim como identificar
as DMUs de referéncia, para que as mesmas se tornem eficientes. Estas informac¢oes revelam-
se importantes no processo de tomada de decisdes para o futuro. Outra caracteristica importante
da DEA ¢ o facto de considerar dados (#nputs e outputs) de diversa natureza, nio tendo que ser

de natureza financeira.

Em geral os modelos DEA, quer sejam radiais quer sejam nao radiais, identificam varias DMUs
como eficientes, 0 que acarreta um problema ao decisor quando este pretende saber qual a DMU
com maior desempenho. Para ultrapassar esta limitagdo, varios métodos e modelos de ranking
tém sido propostos na literatura da DEA. Um método muito usual e que pode ser aplicado a
ambos os tipos de modelos (radiais e ndo radiais) é o método da super-eficiéncia, proposto por

Andersen e Petersen (1993) e serd apresentado mais a frente no capitulo 3.

2.4. Aplicagdao da DEA ao setor bancario

De acordo com Cooper, Seiford e Zhu (2011), a metodologia DEA tem sido usada para a
avaliagio do desempenho de muitos diferentes tipos de entidades envolvidas em muitos
diferentes tipos de atividades, em muitos diferentes contextos e em muitos diferentes pafses.
Uma area de grande aplicagdio da DEA tem sido a 4rea da banca, como é mencionado nos
trabalhos desenvolvidos por Emrouznejad, Parker & Tavares (2008), Liu, Lu, Lu & Lin (2013)
¢ Emrouznejad &Yang (2018).

Emrouznejad, Parker & Tavares (2008), num trabalho bibliografico sobre os 30 anos da DEA,
referem que a banca, a educagdo, a saude e a eficiéncia hospitalar foram as areas de maior
aplicacio da DEA. Liu, Lu, Lu & Lin (2013), num trabalho de pesquisa bibliografica sobre
aplica¢des da DEA no periodo de 1978 a 2010, referem que o top 5 das areas de maior aplicagio
de DEA ¢ constituido pelas areas da banca, assisténcia médica, agricultura, transporte e
educacio, que representam cerca de 40% do total de aplicacdes. Emrouznejad &Yang (2018),
referem que as areas da agricultura, banca, cadeias de abastecimento, transportes e politicas

publicas constituiram o top 5 das areas de areas de maior aplicagdo nos anos de 2015 e 2016.



A aplicacdo da DEA na avaliacdo da banca foi iniciada por Sherman & Gold (1985) que usaram
esta metodologia para avaliar 14 agéncias bancarias de um banco dos Estados Unidos da
América. A avaliagio do desempenho no setor bancario é normalmente realizada ao nivel das
institui¢des bancarias, em que estas sdo consideradas como um todo, e ao nivel das agéncias
bancarias. Contudo, a maior parte dos estudos sobre a aplicagdo da DEA no setor bancatio tem
incidido ao nfvel das instituicbes, como se refere nos trabalhos publicados por Berger &
Humpphery (1997), por Fethi & Pasiouras (2010), por Paradi, Rouart & Zhu (2011) e por Paradi
e Zhu (2013). Os primeiros autores referem que dos 57 artigos de aplicagio da DEA
encontrados, 42 foram realizados ao nfvel das instituicdes e 15 ao nfvel das agéncias. Os
segundos referem que esses nimeros foram de 151 ao nivel institucional e de 30 ao nivel das
ageéncias. Os terceiros referem que desde 1997 foram encontrados 163 ao nivel institucional e
65 ao nivel das agéncias. Por fim, os quartos referem que no petriodo de 1985 a 2011, foram
encontrados 195 artigos de aplicagdo da DEA ao nivel das instituicdes e 80 ao nivel das agéncias.
De acordo com Paradi, Rouart & Zhu (2011), a existéncia de mais estudos de aplicagio da DEA
a avaliagdo das instituicOes relativamente a das agéncias podera estar relacionada com um mais

facil acesso aos dados ao nivel das instituicoes.

Um aspeto importante na aplicacio da DEA ¢ o da selecdo dos inputs e dos outputs. No setor
bancario, essa selecio é normalmente feita tendo em conta os objetivos que se pretendem
atingir, dando origem a varias perspetivas ou abordagens. Berger ¢ Humphery (1997)
identificaram duas principais abordagens para a selecio de znputs e outputs na avaliagio das
institui¢des bancarias: a abordagem da produgio e a abordagem da intermediacio. Na primeira,
assume-se que os bancos produzem servigos de depdsitos e empréstimos usando capital e mao
de obra como 7nputs e em que outros, como sejam o numero de transagdes ou de documentos
processados sio usados como owufputs. Na segunda, os bancos siao vistos como intermediarios
financeiros entre aforradores e investidores. De acordo com aqueles autores, nenhuma destas
abordagens ¢ perfeita porque nenhuma delas consegue captar plenamente a dupla fun¢io das
instituicbes ~ bancarias como  prestadoras de servicos de processamento de

transacoes/documentos e também como intermedidrias financeiras.

Outro aspeto a considerar na aplicacio da DEA a avaliacdo do desempenho no setor bancario
¢ o da seleciao de modelos, nomeadamente o tipo de escala e a orientagdo. Quanto ao tipo de
escala, Fethi e Pasiouras (2010) referem que ha estudos que defendem o uso de retornos
variaveis de escala, outros que defendem o uso de retornos constantes de escala e,

consequentemente, outros que apresentam resultados considerando aqueles dois tipos de



retornos de escala. Quanto a orientagdo dos modelos, os mesmos autores referem que os
modelos orientados para #nputs tém sido os mais utilizados, provavelmente devido ao maior
controlo por parte dos gestores bancarios sobre os puts do que sobre os outputs. Todavia,
existem alguns estudos que usam modelos orientados para #mputs e outros que apresentam
resultados para os dois tipos de orientagio. Finalmente, os autores apontam que outros estudos
utilizam modelos ndo orientados baseados no modelo SBM, que, como se referiu na secgido

anterior, podem assumir as duas orientagdes em simultaneo.



3. Modelos nao radiais de eficiéncia e de super-eficiéncia na

DEA

3.1. Introdugio

Basicamente, os modelos DEA podem ser classificados em modelos radiais e ndo radiais. Os
primeiros caracterizam-se por tratarem com alteragdes proporcionais e comuns nos #puts ou
nos outputs, enquanto os segundos tratam diretamente com folgas associadas aos excessos de
input ou aos défices de ontput, sem assumir alteracdes proporcionals e comuns nos puts Ou NOS

outputs (Tone, Chng e Wu, 2020).

Desde que surgiu a DEA, muitos modelos tém sido desenvolvidos por forma a colmatar
insuficiéncias de modelos anteriores e a dar resposta a novas aplicacdes. A maioria desses
modelos assume que os valores dos mputs e dos outputs sao positivos ou, quando muito, nao
negativos. Contudo, existem aplicacoes onde alguns inputs e/ou outputs podem assumir valores
negativos como acontece, por exemplo, com o lucro. Nestas circunstancias revela-se importante

a existéncia de modelos DEA que possam tratar qualquer tipo de dados.

Em geral, os modelos que tratam estes dois tipos de dados identificam varias DMUs como
eficientes. Para discriminar essas DMUs e, por conseguinte, estabelecer um ranking dobre todas
as DMUs, varios métodos de rankings tém sido propostos na literatura da DEA. Um desses
métodos é o método de super-eficiéncia proposto por Andersen e Petersen (1993) para modelos
radiais e que pode também ser aplicado a modelos nio radiais, quer com dados positivos quer

com dados nio positivos.

Este capitulo tem por objetivo apresentar um estudo sobre alguns modelos nio radiais de
eficiéncia e de super-eficiéncia que permitam tratar qualquer tipo de valores nos dados relativos
aos inputs e aos oufputs, mais especificamente, valores positivos, negativos ou nulos, com
destaque para os modelos SBM (S/ack Based Measure). Para uma melhor compreensio das
diferencas entre os modelos nio radiais e radiais, comega-se por fazer uma breve apresentagdo
destes dltimos. Assim, na seccdo 3.2, sdo apresentados os modelos radiais ou classicos da DEA,
designadamente os modelos CCR e BCC. Na seccido 3.3, apresenta-se o modelo aditivo base e
sao referidas algumas variantes, as quais permitem tratar com todo o tipo de dados por serem
invariantes a translagdo. Na seccdo 3.4, apresentam-se os modelos SBM que, niao sendo
invariantes a translagdo, alguns deles podem ser usados para tratar todo o tipo de dados. Por

fim na sec¢do 3.5, apresentam-se os modelos de super-eficiéncia SBM:



3.2. Preliminares

Esta sec¢ao destina-se a apresentar os modelos radiais CCR e BCC, também conhecidos por
modelos classicos da DEA, por forma a um melhor enquadramento dos modelos nio radiais, a
apresentar neste capitulo, nomeadamente os que permitem tratar qualquer tipo de valores

relativos aos dados.

Como foi referido anteriormente, o modelo CCR, proposto por Charnes, Cooper e Rhodes
(1978), foi o que deu origem formal a metodologia DEA. Este modelo considera retornos
constantes de escala, isto é, assume que uma variacao nos valores dos zputs produz uma variagio
proporcional nos valores dos oufputs, sendo, por isso, também conhecido por modelo CRS
(Constant Returns to Scale). O modelo BCC, proposto por Banker, Cooper e Charnes (1984),
constitui uma generalizacio do modelo CCR para retornos variaveis de escala, isto é, assume
que, além da variacdo proporcional, uma variagao nos valores dos puts produz uma variagao
maior ou menor do que o proporcional nos valores dos oufputs, pelo que é também conhecido

por modelo VRS (I ariable Returns to Scale).

Estes modelos podem ser orientados para inputs ou para outputs. No primeiro caso, a eficiéncia
¢ atingida através da reducio dos valores dos #puts mantendo um determinado nfvel nos valores
dos outputs. No segundo caso, a eficiéncia é atingida através da expansdo dos valores dos ouzputs
sem aumentar o nivel dos valores dos nputs. A selecdo da orientacio destes modelos depende,

em geral, do controlo do decisor sobre os nputs e os outputs.

Para apresentar estes modelos, assume-se que existem 7 DMUs homogéneas e independentes,
que se pretendem avaliar, e que cada DMU utiliza m znputs para produzir § outputs. Mais

especificamente, cada DMU; (j =1,...,n) utiliza a quantidade x, do input i (i=1,...,m) para
produzir a quantidade y, do ouput r (r=1,...,s). Assume-se, ainda, que x,20, y, >0,

(i=1L..myr=1,.,s;,j=1,.,n), e que para cada DMU existe, pelo menos, um #put ¢ um

output com valores positivos.

Na versio orientada para inputs, pretende-se minimizar os valores dos zzputs mantendo um

determinado nivel nos valores dos outputs. A versdo orientada para znputs do modelo CCR que
permite avaliar a eficiéncia da DMUx (k € {1,...,n}) ¢ dada pelo seguinte modelo de

programagcao linear:
0, = min 6, (3.1a)
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s.a. Y x4, <x,0, i=1..,m (3.1b)

D vAzy, r=1..,s (3.10)
j=1

2,20 j=l.n (3.1d)
6, eR (3.1¢)

O valor 6timo deste modelo, 6, , fornece o indice de eficiéncia da DMUjy que, como se mostra

em Cooper, Seiford e Tone (2007), ¢ um valor tal que 0< @ <1.Se ] =1, diz-se que a DMU,
esta sobre a fronteira de eficiéncia e, neste caso, pode ser fortemente eficiente ou fracamente
eficiente. Assim, se 6 =1 e todas varidveis de desvio nas restricdes (3.1b) e (3.1¢) sdo iguais a
zero, em qualquer solugiao 6tima, a DMUj é considerada fortemente eficiente ou eficiente
segundo Pareto- Koopemans. Por outro lado, se 6 =1 e, nessas restrices, existem varidveis
de desvios diferentes de zero na solu¢do 6tima, entio a DMUjy diz-se fracamente eficiente ou
eficiente segundo Farrell, sendo obviamente ineficiente segundo Pareto-Koopmans. Quando
0, <1,a DMU; diz-se ineficiente e sera tanto mais ineficiente quanto menor for o valor de 6.

Neste caso, o {ndice de eficiéncia indica o valor pelo qual os seus zputs devem ser multiplicados
de modo a que a DMU; se torne eficiente, originando assim uma redug¢do proporcional e comum
nos valores dos seus znputs. As restricdes (3.1b) garantem que essa redugdo nio ultrapassa a
fronteira definida pelas DMUS eficientes, enquanto as restricoes (3.1¢c) garantem que tal redugio
nao implica uma reduc¢io do nivel dos oufputs da DMU,, isto é, da DMU em avaliacdo. As

restri¢oes (3.1d) e (3.1e) indicam a natureza das variaveis.

Na solugdo 6tima do modelo (3.1), os valores de A permitem identificar o conjunto de DMUs

que sao referéncia (benchmark) para que uma determinada DMUy que seja ineficiente se torne

eficiente. Esse conjunto, usualmente designado por conjunto de referéncia da DMU, ¢é

constituido pelas DMUs correspondentes aos valores positivos de A7 (j € {l,...,n}). Este

conjunto pode ser constituido por um ou mais elementos. No caso de ser constituido por mais

* . . . . A . .
de um elemento, os valores de A, permitem ainda determinar a importincia relativa das

correspondentes DMUs para que uma DMU ineficiente se torne em eficiente. Assim, quanto

11



. * . ’ . A .
maior for o valor de 4., maior serd a importancia da correspondente DMU; para que uma

DMU; se torne eficiente. E ébvio que se uma DMU € eficiente, entdo ¢ referéncia de si prépria.

O conjunto das solu¢des admissiveis do modelo (3.1) define o conjunto de possibilidades de

produgio, isto ¢, o conjunto P ={(x,y) : x pode produzir y} . Designando esse conjunto por

P

ccr > tem-se

P.p=1(xy):x2 Z XA, ¥< Zyjﬂj, 4,20 (G=1..n) (3.2)
Jj=1 J=1

em que (X,y) representa uma atividade, isto é, um par de vetores de inputs X € R™ e outputs

T T
s o _ -
y € R* admissiveis, e em que X; = [xlj Xy o xm/.] ey, = [ylj Xy e X ] representam os

t s

vetores de imputs e outputs, respetivamente, da DMUj (ver, por exemplo, Tone, 2016).

O modelo (3.1) ¢ conhecido por forma do envelope do modelo CCR orientado para nputs, e é
uma das trés formas do modelo. As outras duas sdo a forma dos multiplicadores e a forma
fracionaria, em que a primeira é obtida através do dual da forma do envelope ou através da
lineariza¢do da forma fracionaria usando a transformacio de Charnes e Cooper (1962). Na
solucio 6tima da forma dos multiplicadores, as variaveis de decisdo, que representam os pesos
associados aos znputs € aos ontputs, possibilitam obter informacao relativa ao contributo de cada

input e de cada output para a obtenc¢io do indice de eficiéncia.

Os modelos radiais orientados para ouputs tém por objetivo maximizar os valores dos outputs
sem que seja incrementado qualquer valor dos mputs. A versio orientada para outputs da forma
do envelope do modelo CCR, que permite avaliar a eficiéncia da DMU, ¢ dada pelo seguinte

modelo de programacao linear:

plt = max pk (333)
s.a. ) XA, <X, i=1,.m 3.3b)
J=1
YA, 2Y, 0, r=1,..,s (3.3¢)
J=
4,20 j=L..,n (3.3d)
p, €R (3.3¢)
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O valor é6timo deste modelo, p, , indica o valor pelo qual os valores dos outputs de uma DMU;,

ineficiente, devem ser multiplicados de modo a atingir a fronteira de eficiéncia, originando assim
um aumento (expansio) proporcional e comum nos valores dos outputs. As restri¢oes (3.3b)
garantem que tal aumento nio produz qualquer incremento nos valores dos zputs. Por sua vez,
as restricoes (3.3¢) garantem que esse aumento nio ultrapassa a fronteira de eficiéncia definida

pelas DMU s eficientes. As restrigdes (3.3d) e (3.3¢) indicam a natureza das variaveis. Neste caso,

tem-se p, >1 pelo que o indice de eficiéncia ¢ dado por 1/ p; de modo a garantir uma medida

na escalade 0 a 1. Se p; =1, a DMUi pertence 2 fronteira de eficiéncia e, similarmente ao que
acontece na versio orientada para mputs, pode ser fortemente eficiente ou fracamente eficiente.

Se p,; >1,a DMU; diz-se ineficiente e serd tanto mais ineficiente quanto maior for o valor de

*

P

., . ~ L. . *
Claramente que os valores das varidveis A, na solugio 6tima do modelo antetior, ﬂj,
possibilitam obter o mesmo tipo de informagdo que na versio orientada para znputs, isto é,

possibilitam identificar as DMUSs de referéncia para a DMU.

A semelhanca do que acontece na versdao orientada para zputs, também nesta versio existem a

forma dos multiplicadores e a forma fracionaria.

O modelo BCC que, como ja se referiu, considera retornos variaveis de escala, substitui o
axioma da proporcionalidade pelo axioma da convexidade. A forma do envelope, quer da versio
otientada para zputs quer da versdo orientada para owtputs, deste modelo obtém-se da

correspondente forma e versio do modelo CCR, por introdugio da restri¢do
>, =1 (34)
j=1

Esta restricdo conjuntamente com as desigualdades 4, 20 (j =1,...,n), impdem a condicio de

convexidade. A introducdo da restri¢do (3.4) corresponde a inclusdo de uma variavel (livre) na
forma dos multiplicadores e na forma fracionaria do modelo CCR, quer na versiao orientada
para znputs quer na orientada para ouzputs, obtendo-se assim as correspondentes formas e versoes
do modelo BCC. Essa variavel identifica o tipo de retorno de escala em que a DMUy opera

(crescente, ou decrescente, ou constante).
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O conjunto de possibilidades de produgio associado ao modelo BCC, designado por Py, é

obtido de P,

Ycr » Por inclusdo, nesse conjunto, da restricdo (3.4).

A forma do envelope do modelo BCC pode ser estendida através da relaxagdo da condigdao de

convexidade (Cooper, Seiford e Tone (2007). Assim, substituindo (3.4) por

3,20 (3.42)

J=1

obtém-se o modelo CCR. Note-se que, neste caso, a restricio anterior ¢ redundante e, devido a

presenca das restricdes (3.1d), pode ser removida do modelo.

Para retornos nio crescentes de escala, referidos na literatura por NIRS (Now-Increasing Returns

to Scale), (3.4) é substituida pela restricdo

> ,<1 (3.4b)

Finalmente, para retornos nao decrescentes de escala, referidos na literatura por NDRS (Noz-

Decreasing Returns to Scale), a restricio (3.4) é substituida pela restricao

2%21 (3.40)
J=

3.3. Modelos aditivos

Como se referiu anteriormente, os modelos radiais, CCR e BCC, requerem orientacdo para inputs
ou para outputs. Charnes, Cooper, Golany, Seiford e Stutz (1985) introduziram um modelo que
dispensa a distingdao entre estas duas otientacles, isto é, considera-as em simultaneo. Este
modelo trata as folgas, devidas a excessos de znput e a défices de oufput, diretamente na fungio

objetivo. Tal modelo é designado por modelo aditivo e, para avaliagdo da DMU, é dado por:

max (islk + ZS:S;J (3.52)
i=1 r=1

s.a. Z%%+s i=1,..,m (3.5b)
DV A =S =Y, r=1,..,s (3.50)
J=1
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A =1 (3.5d)

4,20 j=1l..,n (3.5¢)
s; =20 i=1..,m (3.5¢)
s; >0 r=1,..,s (3.5g)

Através do modelo (3.5), a DMUi diz-se eficiente se, e s6 se, as variaveis de folga sdo todas
iguais a zero na solugio 6tima, isto é,se, e sé se, 5, =0 (i=1,...,m) e s, =0 (r=1,..,s);
caso contrario, a DMUj diz-se ineficiente. Uma DMU identificada como eficiente pelo modelo

aditivo ¢ fortemente eficiente ou eficiente segundo Pareto-Koopmans.

Devido a inclusdo da restricio (3.5d), o modelo aditivo apresentado anteriormente considera
retornos variaveis de escala. Para obter os correspondentes modelos para retornos nao variaveis

de escala, ha que modificar a restri¢io (3.5d) como foi feito em (3.4a), (3.4b) e (3.4¢).

O modelo aditivo (3.5) ¢ um modelo nio orientado por considerar simultaneamente a redugio
dos valores dos znputs e a expansio dos valores dos outputs. No entanto, este modelo pode ser
otientado para nputs, removendo as variaveis de folga associadas aos oxfputs, ou orientado para
outputs, removendo as variaveis de folga associadas aos izputs. Em cada um dos casos apenas sio
contabilizadas as ineficiéncias relativas aos zzputs ou relativas aos outputs, respetivamente, pelo

que estas versoes se revelam pouco atrativas.

Como se refere em Coopet, Seiford, Tone e Zhu (2007), a medida de eficiéncia fornecida pelo
modelo aditivo (3.5) é completa, isto ¢, reflete todas as ineficiéncias que o modelo pode
identificar. Outra propriedade do modelo aditivo é a de, sob retornos variaveis de escala, ser
invariante a translacdo, como se mostra em Ali e Seiford (1990). Um modelo DEA diz-se
invariante a translacdo se a solucdo 6tima nao se altera mediante uma translacao dos valores dos
dados relativos aos #nputs e/ou aos outputs, isto é, quando se altera a origem das coordenadas
(Cooper, Seiford e Tone, 2007). Esta propriedade revela-se importante quando existem valores
negativos em alguns inputs e / ou outputs, pois estes podem ser transformados em valores positivos
através da adicdo de constantes adequadas, com a garantia que a solugdo 6tima nao ¢ afetada
por essa translacao (Cooper, Park e Pastor, 1999). De referir que o modelo CCR néo ¢ invariante
a translacio e que o modelo BCC orientado para inputs (outputs) é invariante a translacio apenas

em relacdo aos outputs (inputs).
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Apesar das propriedades atrativas acabadas de referir, o modelo aditivo apresenta algumas
limitagGes, nomeadamente a de nio fornecer uma medida de eficiéncia numa escala de 0 a 1
como acontece com os modelos radiais CCR e BCC, e a de n2o ser invariante as unidades. Um
modelo diz-se invariante as unidades quando o indice de eficiéncia que fornece nao depende
das unidades de medida dos zmputs e dos outputs. No sentido de ultrapassar aquelas limita¢Ses,
varios modelos nio radiais tém sido propostos na literatura da especialidade. Esses modelos sao
baseados no modelo aditivo, mais especificamente, usam as mesmas restri¢cdes, diferindo apenas

na funcio objetivo.

Em alguns desses modelos, a func¢io objetivo ¢é alterada através da afetacdo de ponderadores
nao negativos as variaveis de folga, obtendo-se assim versdes ponderadas do modelo aditivo,
como é o caso do modelo aditivo ponderado apresentado em Lovell e Pastor (1995),
inicialmente proposto por Pastor (1994) para tratar dados com valores negativos, e que foi mais
tarde utilizado para o desenvolvimento das medidas RAM (Range Adjusted Measure) e BAM
(Bounded Adjusted Measure), propostas para igualmente tratar dados que incluam wvalores
negativos, uma vez que sao invariantes a translacao. Estes modelos sdo também invariantes as

unidades.

A medida RAM, introduzida por Cooper, Parker e Pastor (1999), é uma versiao ponderada do
modelo aditivo onde os ponderadores relativos a cada folga no /nput e a cada folga no output sio
determinados a partir dos dados relativos aos inputs e aos outputs. Apesar de ser uma medida
invariante a translagdao e as unidades, a medida RAM apresenta duas desvantagens que limitam
a sua aplicacdo: a de apenas poder ser utilizada sob a hipétese de retornos varidveis, uma vez
que nas outras hipéteses de retornos de escala ndo garante que o valor da eficiéncia varia entre

zero e um; ¢ a de evidenciar um fraco poder de discriminagdo (Cooper, Pastor, Borras, Aparicio

e Pastor, 2011).

A medida BAM, proposta por Cooper, Pastor, Borras, Aparicio e Pastor (2011) tem
caracteristicas semelhantes a medida RAM, mas possui mais poder de discriminag¢ao, conseguido
através dos ponderadores usados. Em liga¢io com os modelos aditivos limitados, os autores
estendem a medida BAM para retornos nio variaveis de escala (constantes, ndo crescentes, nao

decrescentes).
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3.4. Modelos niao radiais SBM de eficiéncia na DEA

Na secgao anterior foi apresentado o modelo aditivo basico (3.5) e foram referidos alguns
modelos aditivos, resultantes desse modelo, por ponderagio das varidveis de folga na funcio
objetivo. Nesta secgdo, apresentam-se outros modelos nio radias, também baseados no modelo
aditivo (3.5), mas onde a altera¢io da func¢io objetivo ¢ feita de maneira diferente, designados

por modelos SBM (S/ack Based Measure).
3.4.1. Modelo SBM (Tone, 2001)

Tone (2001) introduziu um modelo que permite obter uma medida de eficiéncia baseada nas
folgas associadas aos iputs ¢ aos outputs, designado de modelo SBM (S/ack Based Measnre).
Assumindo que os valores dos znputs e dos outputs sio positivos e considerando retornos

variaveis de escala, o modelo SBM, para avaliagio da DMUj, ¢ dado por:

1 N0 Sa
1-—> =
Pi = min —— =l xjk (3.72)
1+l Sk
§ r=1 yrk
S.a. Y XA S =X, i=1,..,m (3.7b)
I=
Dy =S =V, r=l..s (3.70)
=
34, =1 (3.7d)
=
s, 20 i=1..,m (3.7¢)
5,20 r=1..,s (3.7f)
2,20 j=l..n (3.7¢)

As restricbes do modelo SBM (3.7) sao as mesmas restricoes do modelo aditivo (3.5). Contudo,
a funcdo objetivo usa as varidveis de folga, relativas aos zputs € aos outputs, de uma maneira
diferente do modelo aditivo. No modelo SBM, essas varidveis sio usadas para contabilizar todas

as ineficiéncias, de modo a obter uma medida eficiéncia na escala de zero a um, isto é, uma
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medida que satisfaz a condicio 0 < p, <1. Esta medida ¢ invariante as unidades e é moné6tona

decrescente em cada folga relativa aos zputs € aos outputs.

O modelo SBM (3.7) ¢ um modelo de programacdo linear fracionaria que, através da

transformagdo de Charnes e Cooper (1962), pode ser transformado num modelo de

programagcao linear equivalente. Para tal sejam:

-1
1),
t=|1+-) =%
( S;yrkj

Al

Sy =Sy

A+

= ts

A=A,

J

i=1,...m
i=1,...m
r=1,..,s

j=1,..,n

(3.82)

(3.8b)
(3.8¢)

(3.8d)

Usando as igualdades anteriores, o0 modelo SBM (3.7) pode ser convertido no seguinte modelo

de programagcao linear:

—Ix, +Zx A +5,

7]

i=1,..
r=1,
i=1,
r=1,
J=1

(3.9a)

(3.9b)

(3.9¢)

(3.9d)

(3.9¢)

(3.96)

(3.92)

(3.9h)

(3.99)
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A

Seja (ﬁz,t*,@:,srf,@) uma solu¢io 6tima do modelo (3.9). Usando as relagoes (3.8) e

atendendo a que o valor 6timo dos modelos (3.7) e (3.9) é o mesmo, uma solucdo 6tima do

modelo (3.7) é dada por (Tone, 2001):

ﬂ,* §—* §+*
L * — J - _ Ok +* Ok
pk _pk’ ﬂ] t* > Sik - t* > Srk - t*

Com base nesta solu¢io 6tima, uma DMUj diz-se eficiente, e s6 se, p, =1 ou, equivalentemente,

se s, =0 e s, =0, paratodo I e paratodo o 7, isto ¢, se as folgas relativas aos excessos de

input e aos défices de ontput sdo iguais a zero, em qualquer solucio 6tima. Uma DMUj eficiente

através do modelo SBM diz-se fortemente eficiente ou eficiente segundo Pareto-Koopmans.

Como acontece nos modelos radiais apresentados na secgio anterior, o conjunto das DMUs

correspondentes aos valores positivos de /1; ( Jje {1,...,n}), na avaliacao de uma DMU, é

designado conjunto de referéncia da DMU.

Como se mostra em Tone (2001), a funcdo objetivo do modelo SBM pode ser interpretada
como um produto de ineficiéncias input e output. De facto, a funcio objetivo em (3.18) pode ser

reescrita como se seguc:

-1

m - K +
_ lzxik_sik lzyrk"'srk
Pr =
mi—r Xy St Vu

i

No primeiro termo do segundo membro da igualdade anterior, o quociente (xik — Sy ) / Xy
calcula a taxa de reducio relativa do #put 1 e, deste modo, esse primeiro termo corresponde a
taxa média de reducdo dos imputs ou a ineficiéncia #mput. Similarmente, o quociente

( Vo + S5 ) / ¥,, nho segundo termo desse segundo membro calcula a taxa de expansao relativa

do output ¥ e, deste modo, esse segundo termo corresponde ao inverso da taxa média de

expansio dos outputs ou a ineficiéncia output.

De acordo com Coopet, Seiford, Tone e Zhu (2007), facilmente se mostra que uma DMU sera
identificada como eficiente pelo modelo SBM se, ¢ s6 se, também o for pelo modelo aditivo

(3.5).

O modelo SBM apresentado anteriormente é nio orientado. No entanto, este modelo pode

também ser orientado para imputs ou para outputs. A versio orientada para iputs obtém-se do
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modelo SBM nio orientado contabilizando apenas as folgas (ineficiéncias) relativas aos nputs e

¢ dada por:
pl = min l—lii (3.10)
¢ m oy Xy

s.a. nyzj +5, i=1,...m (3.10Db)
D vz, r=1,.,s (3.10¢)

Jj=1
24 = (3.10d)

J=1
s, 20 i=1,...m (3.10¢)
2,20 j=L..,n (3.10)

Identicamente, a versio otientada para oufputs obtém-se do modelo SBM nio orientado

contabilizando apenas as folgas (ineficiéncias) relativas aos owtputs, e é dada pelo seguinte

modelo:
for . 1
Py = min N (3.11a)
= S
I+=) ~“*%
S;yrk
s.a. D xh < i=1,..,m (3.11b)
Jj=1
2V =8 =D r=l...s (3.11¢)
Jj=1
2= (3.11d)
=
Su 20 r=l..s (3.11¢)
4,20 J=Lisn (3.111)

Comparando cada uma das versGes orientadas (para zmputs ou para oufputs) com a versio nio

orientada do modelo SBM, tem-se p;" > p; e p’* > p; (Cooper, Seiford e Tone, 2007). Note-
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se que, similarmente a0 modelo aditivo, a versdao orientada para zuputs do modelo SBM apenas
contabiliza os desvios relativos aos #puts, enquanto a versio orientada para oufputs apenas

contabiliza as folgas relativas aos outputs

O modelo SBM e as suas versOes orientadas para zputs e para outputs, apresentados
anteriormente, foram definidos considerando retornos wvatiiveis de escala. Estes modelos
podem também ser definidos considerando retornos constantes de escala bastando para tal

remover daqueles modelos a restri¢io de convexidade.
3.4.2. Modelo MSBM (Sharp, Meng e Liu, 2007)

No modelo SBM apresentado anteriormente, assume-se que os valores dos inputs e dos outputs
sdo positivos, podendo com alguns ajustamentos assumir-se valores iguais a zero (Tone, 2001).
Contudo, como se refere em Sharp, Meng e Liu (2007), o modelo SBM nio ¢ invariante a
translacio pelo que o valor da eficiéncia obtido por este modelo pode ser negativo quando os

dados, relativos aos wnputs e/ou outputs, assumem valores negativos.

Para tratar dados que incluam valores negativos, Sharp, Meng e Liu (2007) propuseram uma
modificacio do modelo SBM usando os parimetros de escala propostos por Portela,
Thanassoulis e Simpson (2004) para construir um modelo de escala direcional, denotado de

RDM (Range Directional Model), que permite tratar dados com valores negativos. HEsses

parametros, P, e P, referidos como a escala de possivel melhoria da DMUj, sio definidos

como se segue:
Pﬂ: = Xk _min_/ {xgj} i=1,..,m (3.1221)
Py =max {y,} -y, r=1,..,s (3.12b)

De referir que os parametros (vetores) de escala definidos anteriormente sio ndo negativos,
satisfazendo assim as condi¢coes de ndo negatividade sobre os vetores direcionais usados no
modelo de distancia direcional proposto por Chambers, Chung e Fire (1996, 1998) e que serviu

de base a construcio do modelo RDM.

Usando aqueles parametros de escala, Sharp, Meng e Liu (2007) propuseram um modelo SBM
modificado por forma a poder tratar dados que incluam valores positivos e/ou negativos. Os
autores assumem que existe pelo menos um input positivo e um, ou mais, puts negativos, assim

como a existéncia de pelo menos um output positivo e um, ou mais, oxfputs negativos. Esse

21



modelo, que incorpora também pesos associados a folgas nos zputs e nos outputs, ¢ denotado

por MSBM (Modiffied Siacks Based Measure) e, para avaliar a eficiéncia da DMU,, ¢ dado por:

m

S &

Py = min ——%_ (3.132)
N VS+
1+ ZrPrk
2%,
S.a. D XA +s, =X, i=1,..,m (3.13b)
Jj=1
2 Vi =S5 = Vu r=l..,s (3.13¢)
j=1

> 2= (3.13d)

D w =1 (3.13¢)

Doy, =1 (3.131)

5. >0 i=lm (3.13g)
5,20 r=1,..,s (3.13h)
2,20 j=l.un (3.130)
w >0 i=l,m (3.13))
v 20 F=l,,s (3.13])

Neste modelo, w;, e v,, sio pesos nio negativos associados as folgas nos inputs e outputs,

respetivamente, usados pelo decisor para estabelecer o seu grau de importincia sobre a melhoria
dos znputs e outputs. Ainda, relativamente a este modelo, quando P, =0 ou P; =0, os autores
assumem que o correspondente termo ¢ removido do numerador ou do denominador da fungio
objetivo. Como os autores mostram, o modelo MSBM fornece um valor de eficiéncia na escala
de zero a um e ¢ invariante a translacdo. De referir que para retornos nao variaveis de escala, o
modelo nio ¢ invariante a translacdo e também ndo é garantido que o valor da eficiéncia esteja

entre zero e um. Similarmente a0 modelo SBM, este modelo é invariante as unidades.
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Obviamente que, conforme foi feito no modelo SBM, o modelo MSBM (3.13) pode também,
através da transformacio de Charnes e Cooper (1962), ser transformado num modelo de

programacao linear, cuja solugdo 6tima permite obter a solu¢ao 6tima do modelo MSBM.

De referir que os parametros de escala (3.12), usados no modelo MSBM e propostos por Portela,
Thanassoulis e Simpson (2004), sdo exatamente os usados pela medida BAM no contexto dos
modelos aditivos ponderados e que os autores designam de escala inferior para os znputs e de

escala superior para os outputs.
3.4.3. Modelo BP-SBM (Tone, Chang & Wu, 2020)

Como se referiu anteriormente, o modelo SBM, proposto por Tone (2001), foi concebido
considerando dados positivos, podendo ainda, mediante pequenos ajustamentos, ser utilizado
para tratar dados com valores iguais a zero. Por outro lado, o modelo MSBM, proposto por
Sharp, Meng e Liu (2007) para tratar dados negativos, apenas pode ser usado sob retornos
variaveis de escala. De modo a poder tratar todo o tipo de dados (positivos, nulos e negativos)
¢ a considerar varios tipos de retorno de escala, Tone, Chang ¢ Wu (2020) propuseram modelos
SBM que transformam os originais valores negativos e iguais a zero dos mnputs e dos outputs em
valores positivos baseados num novo ponto base, sendo por isso referidos de modelos BP-SBM
(Base Ponit - Slack Based Measnre). Para definir esse ponto base, os autores comegam por definir

os valores minimos para cada input e para cada output.

»X,} (i=L..,m), o valor minimo de cada input i, x""

1

Assim, sendo ¢, = min{x,

HERD

(i=1,...,m), ¢ definido como se segue:

se 8,>0, entio x"" =0; (3.14a)
se 6,=0, entdo x"" = —¢,, com o, >0; (3.14b)
se ,<0,entio x"" =5,(1+7,),com 7,>0. (3.14¢)

Se 6, >0, entdo nio hd necessidade de efetuar qualquer transformagao neste zput porque ele ja
¢ positivo para todas as DMUs. No entanto, se &, =0, isto ¢, se uma ou varias DMUs nio usam
o input i, entdo esse mput deve ser perturbado por uma quantidade positiva de modo a evitar a
divisao por zero no cilculo da medida SBM. Por outro lado, se , <0, isto é, se para uma ou

varias DMUs o valor do nput i é negativo, entdo o mesmo deve ser translacionado por uma

quantidade suficientemente grande de modo que o seu valor se torne positivo para todas as
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DMUs; uma tal quantidade que pode ser escolhida é J,, que torna o input i ndo negativo, mais

um termo de perturba¢io J,7;, que garante valor positivo para esse zput i em todas as DMUs

(Tone, Chang e Wu, 2020).

Identicamente, sendo @, =min{y,,...,y, } (r=1..,s), o valor minimo de cada output r, y""

(r=1..,s), é definido como se segue:

se @, >0, entio y"" =0; (3.15a)
se ®, =0,entio y"" =—p. ,com p, > 0; (3.15b)
se @, <0, entio y" =w,(1+y,), com y, >0. (3.15¢)

A légica da transformacio anterior relativa aos ousputs ¢ semelhante a dos znputs feita

anteriormente.

Na sequéncia do exposto antetiormente, o vetor (0,...,0,0,...,0) € R™" ¢é referido como ponto

min min

base original, enquanto o vetor (X™,..,x™", y™" ..,y | € R™ ¢ referido como ponto base
g ) q 1 m 1 K p
modificado. Sendo (X,Y ) o conjunto de dados originais, onde X = (x,) € R™" ¢ matriz
os mputse Y = (y .)€ R¥" éa matriz dos outputs, o uso do ponto base modificado permite
d tse Y ;)€ R’ p p
obter um novo conjunto de dados (X,Y), com X = (x;) e R™" e Y = (v,)e R, em
que

X, =x,—x"" >0 V(@i, ) (3.162)

Y=Yy =" >0 (. ) (3.16b).

Entio, X = (x;,)e R"™™" ¢ Y = (v,;) € R*™" sdo matrizes de elementos positivos, pelo que
o modelo SBM, proposto por Tone (2001) para dados positivos, pode ser aplicado a este novo
conjunto de dados ()_(,\7) . Devido a0 uso de um ponto base para a translagdo dos dados, este

modelo ¢é denotado pelos autores por BP-SBM, como mencionado anteriormente.

Considerando retornos variaveis de escala, tal modelo, para avaliacio da DMU., é dado por:
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1
pL= min m i1 Xy (3.17a)

r=1 Vi

s.a. D XA 45, =X, i=1,..,m (3.17b)
J=1
D VA —Sh =V, r=L..,s (3.17¢)
j=l
Z A, =1 (3.174d)
J=l
5,20 i=l..m (3.17¢)
$,20 r=1,..,s (3.17%)
4,20 j=lun (3.179)

Neste modelo, uma DMU\ ¢ considerada eficiente nos mesmos termos em que o é no caso do
o . . . - . . _
modelo SBM, isto &, se, e s6 se, p, =1 ou, equivalentemente, s, =0 (=L...m) e s, =0

(r=1,...,s).

O modelo anterior pode, através de uma adequada alteragdo da restricdo (3.17d), considerar
retornos constantes de escala, retornos nao crescentes de escala ou retornos nao decrescentes
de escala. Também, como no caso do modelo SBM, o modelo BP-SBM pode ser orientado para

imputs ou para oulputs.

Claramente que o modelo BP-SBM (3.17) pode também, através da transformacao de Charnes
e Cooper (1962), ser convertido num modelo de programacao linear, cuja solugdao 6tima permite

obter a solu¢do 6tima do modelo BP-SBM, a semelhanca do que foi feito no modelo SBM.

Tone, Chang e¢ Wu (2020) mostram que o modelo BP-SBM possui trés importantes
propriedades: ¢ invariante as unidades, isto é, o indice de eficiéncia nio se altera mediante a
alteracdo das unidades de medida dos dados; o indice de eficiéncia é mondtono dectrescente
(crescente) relativamente ao crescimento (decrescimento) dos valores dos iputs, enquanto é

mondtono crescente (decrescente) relativamente ao crescimento (decrescimento) dos valores
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dos outputs; é consistente com o modelo SBM na medida em que se todos os dados sdo positivos,

os indices de eficiéncia obtidos pelos dois modelos sdo os mesmos.

Para além de poder tratar com todo o tipo de valores (positivos, nulos e negativos) incluidos
nos dados, o modelo BP-SBM previne a irracionalidade da divisdao por zero que outros modelos
como, por exemplo, o modelo MSBM nio pode evitar. A designacao de irracionalidade da
divisdo por zero ¢é atribuida pelos autores aos resultados irracionais que sio obtidos (por
exemplo, DMUs ineficientes poderem ser consideradas eficientes) quando os termos iguais a

zero sao removidos do modelo.

E claro que também neste modelo podem ser consideradas as versdes orientadas para zuputs ou

para outputs como acontece no modelo SBM.

Note-se que o modelo BP-SBM nio é mais do que o modelo SBM aplicado a dados modificados
(positivos) obtidos a partir dos dados iniciais, que podem ser de qualquer tipo (positivo, negativo

ou nulo), através de uma mudanca da origem das coordenadas.

3.5. Modelos nio radiais SBM de super-eficiéncia

Na sec¢ao (3.4) foram apresentados modelos nao radiais SBM, alguns dos quais permitem tratar
dados com valores negativos, obtidos do modelo aditivo proposto por Charnes, Cooper,
Golany, Seiford e Stutz (1985) por alteragdo da func¢io objetivo. Estes modelos, assim como
outros para dados nio negativos, permitem que, em geral, varias DMUs sejam classificadas
como eficientes. Consequentemente, uma questio que se coloca ¢é a de saber qual das DMUs
eficientes tem melhor desempenho. Para dar resposta a esta questio, mais especificamente, para
discriminar estas DMUs e, deste modo, estabelecer um ranking completo entre elas, varios
métodos e modelos de rankings tém sido propostos no ambito da DEA, como se pode constatar
nos trabalhos desenvolvidos por Alder, Friedman e Sinuany-Stern (2002) e por Aldamak e
Zolfaghari (2017), onde se apresenta uma revisdo sobre varios métodos de ranking propostos na

literatura da DEA.

Um desses métodos, que tem adquirido grande popularidade, ¢ o designado método de super-
eficiéncia proposto por Andersen e Petersen (1993). Este método consiste em excluir do
conjunto de referéncia a DMUjy em avaliagdo, o que significa exclui-la da fronteira de eficiéncia,
no caso de ser eficiente, pelo que a sua eficiéncia ¢ obtida em relacdo a fronteira de eficiéncia
definida pelas restantes DMUs eficientes. Deste modo, a exclusio de uma DMU\ que esteja

situada num ponto extremo da fronteira produz uma redugio do conjunto de possibilidades de
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produgao, permitindo que tal tipo de DMUs se tornem super-eficientes e obtenham um indice
de super-eficiéncia superior a um. O desempenho de uma DMU serd tanto melhor quanto maior

for o valor da sua super-eficiéncia.

Para os modelos CCR e BCC, os correspondentes modelos de super-eficiéncia sdo obtidos por
imposic¢do da condi¢ao j # k nas restri¢oes daqueles modelos. Quando a DMU representa um
ponto extremo da fronteira, a sua exclusio pode levar a problemas de impossibilidade,
nomeadamente no modelo BCC, ja que no modelo CCR apenas ocorrem na versiao orientada
para nputs com certo tipo de dados com zeros. Para resolver estes problemas, varios modelos
tém sido propostos (ver, por exemplo, Lovell ¢ Rouse, 2003). Nos modelos nio radiais,
nomeadamente no modelo SBM, a obtenc¢ao dos correspondentes modelos de super-eficiéncia

nao é tao direta como no caso dos modelos radiais.
3.5.1. Modelos de super-eficiéncia SBM

Tone (2002) foi o primeiro a propor um modelo de super-eficiéncia baseado em folgas, mais
especificamente baseado no modelo SBM proposto por Tone (2001). A aplicagdo desse modelo
de super-eficiéncia para discriminar as DMUs classificadas como eficientes requer que antes se
utilize o modelo SBM para classificar as DMUS em eficientes e nio eficientes. Assim, para
avaliar a super-eficiéncia de uma DMUJ, classificada como eficiente pelo modelo SBM, Tone

(2002) propos o seguinte modelo:

LR NE
O = min i Tk (3.182)
1S bu
N r=1 yrk
s.a. %2 ) xA i=1,..,m (3.18b)
JLjEk
i< D v r=1l..,s (3.18¢)
J=ljEk
X, >x, i=1,..,m (3.18d)
Vi<Va r=1,..,s (3.18e)
> A= (3.18)
JeljEk
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220 j=l.un (3.18¢)

J

v, 20 r=1,..,s (3.18h)

O modelo (3.18) sera no que se segue denotado por SE_SBM. Tendo em conta as restrices
(3.18d) e (3.18¢), o valor &, ¢ maior ou igual a um, e ¢ igual a um apenas quando a exclusio da
DMU: ndo produz qualquer alteragido no conjunto de possibilidades de produgio. Entéo, se for
usado para avaliar as DMUs classificadas como ineficientes, o indice de eficiéncia obtido sera

igual a um para todas essas DMUEs, significando que o modelo nido consegue diferenciar as

DMUs ineficientes.

Devido a fun¢io objetivo, o modelo requer que os valores dos zputs e dos ontputs sejam positivos
para as DMUs eficientes. Tone (2002) relaxa esta condigdo para valores nao negativos e descreve

como proceder para o caso de existirem zputs e outputs com valores iguais a zero.

O modelo SE_SBM (3.18) ndo incorpora explicitamente as variaveis de folgas relativas aos inputs
e outputs, como acontece com o modelo SBM. Contudo, usando as relagdes X, =x, +s, ¢
Vi =V — Sy, obtém-se um modelo equivalente baseado em folgas e que ¢ mais consistente

com o modelo SBM (Fang, Lee, Hwang e Chung, 2013). Para a avaliagdo da super-eficiéncia de

uma DMUj que seja eficiente pelo modelo SBM, tal modelo ¢ dado por:

1+L S
O = min — =T (3.19a)
ol s
N r=1 yrk
s.a. Z XA =Sy S xy i=1..,m (3.19b)
JAjk
Z Yl S5 2 Yy r=1,.,s (3.19¢)
JLEk
sy <y, r=1,..,s (3.19d)
5. >0 i=1...m (3.19¢)
5,20 r=1,..,s (3.199)
2, =1 (3.19¢)
j=lijzk
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220 j=l,n; j#k (3.19h)

J

Os modelos SE_SBM (3.18) e (3.19) consideram retornos variaveis de escala. Os
correspondentes modelos para retornos constantes de escala obtém-se removendo daqueles
modelos, a restricao de convexidade (3.181) e (3.19g), respetivamente. Em Tone (2002), mostra-
se que, sob retornos variaveis de escala, o modelo SE_SBM ¢ sempre possivel com valor 6timo

finito, ndo sofrendo assim do problema de impossibilidade do modelo radial de super-eficiéncia

BCC.

Os modelos de super-eficiéncia SBM, (3.18) e (3.19), sdo modelos de programacio linear
fracionaria, que podem ser convertidos em modelos de programacio linear equivalentes através
da transformacido de Charnes e Cooper (1962). Para o caso do modelo (3.19), tem-se que,

usando as relacoes

-1
1 st
zz( ——zi"J i=1,..m (3.20a)

S =1 yrk
S, =ts;, i=1,..,m (3.20b)
Sy =ts,, r=1,..s (3.20c)
A =1, j=ln (3.20d)

O correspondente modelo linearizado ¢ dado por:

1 & s,
= min t+—) & 3.21a
: mZx (3.21a)
| R
s.a. t——) %=1 (3.21b)
s r=1 yrk
~tx, + Y x4, -5, <0 i=1,..,m (3.21¢)
J=LjEk
e+ Y yA 5520 r=l,s (3.21d)
J=bj=k
§:20 i=1,..,m (3.21¢)
§1 20 i=1,..,m (3.21f)
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~t+ > A,=0 (3.21g)

>0 j=l.n (3.21h)

120 (3.21i)

Se (Z'k,ﬂ,* S, .8 ,Z*) ¢ uma solucio 6tima do modelo (3.21), entdo uma solu¢io 6tima do

modelo SE_SBM, descrito por (3.19), é obtida através das relages:

A 5 5
* _ * * _ ] —k _ lk +% _ rk
pk - Tk > ]’] - t* > Sik - t* > Srk - t* (322)

O modelo de super-eficiéncia SBM apresentado anteriormente ¢ um modelo nao orientado, isto
¢, considera que a projecido na fronteira de eficiéncia, definida pelas restantes DMUs eficientes,
da DMU eficiente excluida ¢ feita através do aumento de impuss e da redugdo de outputs. Tone
(2002) propods também versoes deste modelo orientadas para inputs e para outputs, obtidas a partir
do modelo (3.18). Neste trabalho apresentam-se tais versdes obtidas a partir do modelo (3.19).
Assim, a versdo orientada para zputs, para avaliacdo da super-eficiéncia da DMUy, é dada pelo

seguinte modelo:

S = min 1+LZ i (3.23a)
m i=1
s.a. Z XA =Sy S xy i=1..,m (3.23b)
J=Lj#k S
> A 2y, r=1,..s (3.23¢)
JeljEk
5,20 i=1,...m (3.23d)
3 4 =1 (3.23¢)
J=bjk
4,20 j=l.n; j=k (3.23f)

Para a versio orientada para ounfputs, tem-se o seguinte modelo para avaliacio da super-eficiéncia

da DMUj:
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6% = pin — L (3.242)

- 1S os),
N r=1 yrk
s.a XAy S %, i=l,.,m (3.24b)
j=Lj#k
D v Sz, r=1,..,s (3.24¢)
Jljek
sy<y, r=1,..s (3.24d)
5,20 r=1..s (3.24f)
A =1 (3.249)
J=lj#k
2,20 j=lan; j#k (3.24h)

Comparando as versGes orientadas para zuputs e para outputs com a versao nao orientada do

modelo SE_SBM, verifica-se que o valor fornecido por esta dltima é nao superior ao fornecido

por cada uma das primeiras, isto é, 8, > 5, e 5" >, (Tone, 2002).

Os modelos anteriores consideram retornos variaveis de escala. Para obter os correspondentes
modelos considerando retornos constantes de escala, basta remover a restricio de convexidade
em cada um dos modelos. De referir que neste caso, contrariamente a versio nio otrientada
(3.19), existe o problema da impossibilidade referido no inicio da se¢do 3.5 para os modelos

radiais sob retornos variaveis de escala, como se refere em Cooper, Seiford e Tone (2007).
3.5.2. Modelos de super-eficiéncia BP-SBM

Com base no modelo SE_SBM proposto por Tone (2001), Tone, Chang ¢ Wu (2020)
apresentaram também o modelo de super-eficiéncia BP-SBM para discriminar as DMUs
consideradas eficientes pelo modelo BP-SBM. Deste modo, aqueles autores apresentam um
modelo de supet-eficiéncia, baseado no modelo SBM, que permite tratar todo o tipo de dados
(positivos, negativos ou nulos). No que se segue, esse modelo sera designado por SE_BP-SBM

e, para avaliar a super-eficiéncia de uma DMU; eficiente pelo modelo BP-SBM, ¢ dado por:
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I+—) -
pi= min — =Tk (3.252)
IS
ST VY
s.a. Y, XA, +5, <X, i=1,..,m (3.25b)
ST
D VA s 2T, r=l,..,s (3.25¢)
j=lj#k
> 4=1 (3.25d)
J=lj#k
5720 i=l..m (3.25€)
5720 r=1,..,s (3.25f)
4,20 j=1,..,n (3.25g)

Como ja se referiu, e a semelhanca do que acontece com o modelo SE_SBM, o modelo anterior
¢ apenas aplicado as DMUs consideradas eficientes pelo modelo BP-SBM. Se for aplicado as
DMUs consideradas ineficientes, obtém-se um indice de super-eficiéncia igual a um, o que nio

permite diferenciar as DMUSs ineficientes, as quais sio diferenciadas pelo modelo BP-SBM.

A solucio 6tima deste modelo é obtida através da solucio 6tima de um modelo linear
equivalente, por aplicacdo da transformacio de Charnes e Cooper (1962), como foi feito, por
exemplo, no modelo SE_SBM. Note-se que também o modelo SE_BP-SBM nio é mais do que
o modelo SE_SBM aplicado a dados modificados (positivos) obtidos a partir dos dados iniciais

(positivos, negativos ou nulos), através de uma mudanga da origem das coordenadas.

O modelo anterior SE_BP-SBM é um modelo nao orientado e considera retornos variaveis de
escala. A semelhanca do modelo BP-SBM, pode também ser orientado, para inputs ou para
outputs, e considerar retornos nao variaveis de escala (constantes, nio decrescentes e nao

crescentes).
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4. Estudo de um caso pratico

4.1. Introducgio

No capitulo 3 foram apresentados modelos destinados a avaliagdo da eficiéncia e da super-
eficiéncia baseados em folgas que permitem tratar todo o tipo de dados relativos aos znputs e aos
outputs. Este capitulo destina-se a aplicar alguns desses modelos, mais especificamente, os
modelos de eficiéncia e de super-eficiéncia BP-SBM, para avaliar o desempenho de um conjunto
de 21 institui¢es bancarias que operavam em Portugal nos anos de 2019 a 2022, onde existem

institui¢des com valores negativos num oxzput.

Assim, na seccdo 4.2, sao apresentados os dados relativos aos imputs e aos outputs das 21
instituicbes bancarias que operavam em Portugal no periodo de 2019 a 2022, descrevendo-se a
forma como esses dados foram recolhidos, assim como a selecdo dos modelos a aplicar neste
estudo pratico. De seguida, na sec¢io 4.3, sdo apresentados os resultados obtidos e ¢é feita uma

analise a0s mesmos.
4.2. Selegio de dados e modelos

Para o estudo do presente caso pratico foram utilizadas informagdes financeiras de vinte e uma
institui¢ées bancarias que operavam em Portugal nos anos de 2019, 2020, 2021 e 2022. Estas
informagoes foram extraidas dos respetivos boletins estatisticos anuais da Associagido
Portuguesa de Bancos (APB), mais especificamente dos boletins n° 55, 57, 59 e 61. Nos boletins
estatisticos anuais encontra-se a informacio financeira individual e consolidada das instituices
bancarias, com referéncia a 31 de dezembro dos respetivos anos contemplados neste estudo
pratico, através de uma ficha técnica com as respetivas Demonstra¢des Financeiras (Balanco,
Demonstragio de Resultados, Demonstracio do Rendimento Integral, Demonstracio das

Alteragdes nos Capitais Préprios e Demonstragio dos Fluxos de Caixa).

A escolha de inputs e de outputs desempenha um papel fundamental na metodologia DEA, pois
os inputs representam os recursos consumidos pelas DMUs, enquanto os ox/puts representam os
resultados ou produtos gerados por essas DMUs. Desta forma, tendo por base a informagao

disponivel nos referidos boletins da APB, foram selecionados trés inputs e trés ontputs.

Os inputs selecionados foram os seguintes:
e [nput 1 — Numero de funcionarios;

o Input 2 — Depbsitos (em milhares de euros);
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e Input 3 — Capital Préprio (em milhares de euros).

O numero de funcionarios representa a quantidade de pessoas ao servico de uma institui¢do
para realizar diversas funcoes e operagdes relacionadas com os servicos financeiros que a mesma
oferece. F importante considerar este parimetro como um izput pois permite incluir os recursos
humanos na avaliagio da eficiéncia das instituicdes. Os depdsitos referem-se aos fundos
monetarios que os clientes depositam nas contas bancarias e sio uma das principais fontes de
financiamento para uma institui¢io bancaria pois fornecem fundos necessarios para realizar
empréstimos a outros clientes, investir em ativos financeiros e cumprir com as suas obrigacoes
operacionais. Por ultimo, o capital proprio, expressa o valor contabilistico da institui¢do, e é

dado pela diferenca entre o ativo e o passivo.

Para os outputs foram selecionados os seguintes:
e  Ouwtput 1 — Resultado Liquido (em milhares de euros);
o Ouwtput 2 — Margem Financeira (em milhares de euros);

e Ouwtput 3 — Empréstimos (em milhares de euros).

O resultado liquido de uma instituicdo bancaria consiste na diferenga entre a receita total e os
custos totais relativamente a um determinado periodo, que, neste caso, é de um ano. E
importante considerar este oxfput, pois ¢ uma medida critica da saude financeira da institui¢io
uma vez que reflete a sua capacidade de gerar lucro. A margem financeira ¢ uma medida
fundamental da rentabilidade das atividades de crédito e investimento de uma instituicio
bancaria pois reflete a diferenca entre as receitas de juros geradas pelos ativos e os custos de
juros associados aos passivos. Por dltimo, os empréstimos fazem parte das operacdes bancarias

mais importantes e representam o crédito concedido aos clientes.

A informacio relativa aos valores dos znputs e dos outputs para cada instituicio bancaria nos anos
de 2019, 2020, 2021 e 2022 ¢ apresentada nas tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4, respetivamente. Nessas
tabelas, da esquerda para a direita, nas duas primeiras colunas sdo identificadas as institui¢ces
bancarias (DMUs) em avaliacdo, nas trés colunas seguintes constam os valores dos wputs e nas

trés ultimas colunas indicam-se os valores dos ouzputs.

Atendendo a que alguns dos valores incluidos nas tabelas anteriores sdo negativos, importa usar
modelos que permitam tratar esses dois tipos de valores. Nesse sentido, e na sequéncia dos
modelos apresentados no capitulo 3, selecionaram-se para este estudo pratico o modelo BP-

SBM para, numa primeira fase, obter os indices de eficiéncia e o modelo de super-eficiéncia
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SE_BP-SBM para, numa segunda fase, discriminar as instituicdes bancarias classificadas como

eficientes pelo modelo BP-SBM e, consequentemente, permitir um ranking completo sobre

todas as instituicdes. Foram considerados os casos de retornos varidveis de escala e de retornos

constantes de escala.

Tabela 4.1 — Dados relativos aos #nputs e outputs do ano 2019

Institui¢coes Bancarias Input 1 Imput2  Imput3  Output1  Output2  Output 3
01 Banco BIC Portugués 1452  6.827.708  570.477 61.071 131.877  4.959.446
02 Millennium BCP 6.953 46.394.065 5.892.440  139.296 791.998  32.900.659
03 Banco Activo Bank. 183 1.627.124  105.429 8.191 16.080 1.228.165
04 Banco CTT 218 1.283.851  211.355 -8.011 13.348 463.279
05 Banco de Investimento Global 241 1.751.621 387.824  40.318 20.431 23.065
06 Banco Finantia 160 483.989 316.994 17.091 15.627 282.542
07 Banco Invest 270 689.983 122.880 11.691 25.285 393.325
08 Banco L. ]. Carregosa 105 289.472 38.863 1.990 4.751 112.031
09 Caixa Econémica Montepio Geral 3.551 14.520.253 1.513.294  12.971 201910 11.024.569
10 Montepio Investimento 15 25.018 183.879 —602 2.127 36.232
11 Caixa Geral de Dep6sitos 6.706 60.913.281 7.623.830  762.013 761.101  42.186.522
12 Novo Banco 4214 38.523.126 3.646.002 -1.087.584 546.150 23.649.400
13 Banco Eletrénico de Servico Total 133 571.507 80.227 2.669 5.639 569.340
14 Novo Banco dos Acores 78 508.862 44.106 4.005 7.517 479.394
15 Banco BPIL. 4982 26.008.521 3.283.375 342.113 439.812  23.409.015
16 Banco Credibom 402 1.902.106  194.047 38.582 89.405  2.005.369
17 Banco Santander Totta 6.180 42.495.705 3.497.526  499.715 842.883  35.920.096
18 Haitong Bank 186 1.002.905  602.510 10.342 12.452 242.654
19 Abanca - Sucursal em Portugal 386 3.263.977 171.824 60.394 21.718  3.126.937
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 374 3.529.612  308.864  27.050 42984  2912.123
21 Bankinter 769 6.749.492  31.243 35.231 61.945 6.020.433

Os dados apresentados na Tabela 4.1, relativos ao ano de 2019, incluem trés valores negativos

no ountput 1 (Resultado Liquido). O valor minimo desse owtput é —1.087.584. Aplicando a
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igualdade  (3.15¢c) com y =107 obtém-se para valor minimo —1098459,84

min

" =-1098459,84) . Para os restantes outputs e para os inputs o valor minimo € zero, uma

vez que os valores sao todos positivos. Aplicando a igualdade em (3.16b) ao output 1, obtém-se
a tabela 4.1 modificada para aplicagio dos modelos BP-SBM e SE_BP-SBM, que esta

apresentada no apéndice A.

Tabela 4.2 — Dados relativos aos #nputs e ountputs do ano 2020

Instituicoes Bancarias Imput 1 Inpur2  Imput3  Output1  Output2  Output 3
01 Banco BIC Portugués 1461  6.400.552  557.507 —5.045 117.386  4.847.734
02 Millennium BCP 6.756  52.599.163 5.981.786  50.633 794.419  35.379.967
03 Banco Activo Bank. 187 2.062.694  153.541 11.961 22.878  1.272.279
04 Banco CTT 231 1.689.144  211.724 285 16.739 578.671
05 Banco de Investimento Global 264 1.652.777  415.986 24.173 14.651 34.188
06 Banco Finantia 155 456.910  344.400 26.565 7.983 293.484
07 Banco Invest 275 759.758  136.821 12.974 29.256 402.345
08 Banco L. J. Carregosa 110 289.036 38.299 -2.507 4.041 84.772

09 Caixa Econémica Montepio Geral  3.313 14928798 1.373.398 —116.621  194.604 11.188.472

10 Montepio Investimento 21 271.591  178.459 —-3.181 4.060 120.067
11 Caixa Geral de Depsitos 6.244  68.509.727 7.806.696  406.539 704.259  42.104.453
12 Novo Banco 4.239  36.556.975 2.753.089 -1.374.246 567.999 21.930.730
13 Banco Eletronico de Servico Total 132 729.411 82.031 1.790 4.305 686.465
14 Novo Banco dos Acores 73 536.633 43.400 2.790 7.651 501.457
15 Banco BPL 4776 31.512.869 3.110.629 87.822 449.897  24.224.617
16 Banco Credibom 416 2.107.138  245.709 30.866 98.894  2.271.449
17 Banco Santander Totta 5.969 45.013.542 3.990.609  275.210 768.076  38.614.687
18 Haitong Bank 184 1.121.992  588.942 -12.034 2.744 319.822
19 Abanca - Sucursal em Portugal 376 2973.676 187.183 15.050 28536  2.836.276

20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 367 3.395.380  332.858 10.580 41.012  2.704.270
21 Bankinter 772 7.093.633  18.386 19.306 66.343  6.460.882

21 Bankinter 1.461  6.400.552  557.507 —5.045 117.386  4.847.734
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Utilizando o mesmo procedimento para o output 1 das tabelas 4.2 e 4.3, que também apresenta

valores negativos, obtém-se os valores minimos —1378988,46 (y

1

min

=-1378988,46) ¢

—7982,03 (¥ =-7982,03), respetivamente. As correspondentes tabelas, 4.2 e 4.3

modificadas, estdo apresentadas nos apéndices B e C.

Tabela 4.3 — Dados relativos aos #nputs e ontputs do ano 2021

Institui¢oes Bancarias Imput 1 Input2  Imput3  Outpur1l  Output2  Output 3
01 Banco BIC Portugués 1.449  7.170.479  566.408 7.484 104.172 5.198.890
02 Millennium BCP 6.027  56.622.469 5.870.290  90.060 807.793  36.967.321
03 Banco Activo Bank. 192 2.577.170  194.491 13.536 23456  1.342.743
04 Banco CTT 239 2.122.860  237.157 15.424 22.210 701.571
05 Banco de Investimento Global 271 2.042.824 397.352  18.007 16372 228.037
06 Banco Finantia 162 888.609 423.635 10.394 8.062 357.208
07 Banco Invest 283 921.134 156.196 20.059 31.600 414.075
08 Banco L. J. Carregosa 111 349.413  40.421 1.967 4.284 77.562
09 Caixa Econémica Montepio Geral ~ 3.107 16.272.159 1.385.130  —7.903 193.785 11.069.029
10 Montepio Investimento 21 251.609 180.801 2.635 5.915 167.855
11 Caixa Geral de Dep6sitos 6.117  79.307.685 8.144.527 441.534  660.479 44.016.321
12 Novo Banco 3.890 38.495.687 2.799.402 225908  581.084 22.083.471
13 Banco Eletrénico de Setvico Total 90 761.303 82.565 3.269 3.578 732.143
14 Novo Banco dos Agores 73 567.632 48.042 4.780 6.811 532.024
15 Banco BPI. 4.638 34.698.405 3.493.468 293.368  4060.619 25.292.693
16 Banco Credibom 463 2.346.034  310.266 42.705 118.497 2472711
17 Banco Santander Totta 4771  47.140.713 4.160.679  303.343  715.824 39.528.233
18 Haitong Bank 175 1.522.539  604.627 9.150 7.950 567.394
19 Abanca - Sucursal em Portugal 381 2.917.342  194.256 6.904 27.583  2.781.437
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 360  3.025.928 356.587  24.889 38.325 2472219
21 Bankinter 772 8.085.281  20.269 17.267 66.306  7.281.117

A tabela 4.4 ndo necessita de qualquer modifica¢do para aplicagdo dos modelos BP-SBM e

SE_BP-SBM uma vez que os valores dos inputs e dos outputs sao todos positivos.
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Tabela 4.4 — Dados relativos aos #nputs e ountputs do ano 2021

Institui¢coes Bancarias Imput 1 Imput2  Input3  Output 1 Output2  Output 3
01 Banco BIC Portugués 1413 7.252.279  609.499  40.260  119.955 5.303.299
02 Millennium BCP 5984 52.347.263 5.266.068 478.408  916.331 37.718.993
03 Banco Activo Bank. 200 3.041.853 213.017 19.142 32.689 190.582
04 Banco CTT 281 2.298.310  252.260 14.656 36.456 843.561
05 Banco de Investimento Global 284 1.895.980  331.202 8.704 22911 58.986
06 Banco Finantia 166 853.901  397.498 6.951 23.985 332.293
07 Banco Invest 280 823.275 148.195 17.159 36.900 421.122
08 Banco L. J. Carregosa 112 522.945 36.668 1.594 5.417 67.627

09 Caixa Econémica Montepio Geral  3.029 16.460.639 1.534.238  35.670  216.243 11.191.204

10 Montepio Investimento 25 332.675  183.182 2592 7.200 196.247
11 Caixa Geral de Dep6sitos 5.837 76.746.436 8.138.517 672.289  970.088 45.453.280
12 Novo Banco 3.798 38.931.732 3.066.948 453.830  624.996 23.100.729

13 Banco Eletrénico de Servico Total 87 778.466 78.911 1.666 6.892 746.367

14 Novo Banco dos Acores 74 566.559 51.710 4.637 7.702 554.424
15 Banco BPIL 4524 31.747.427 3.694.269 334.084 559.416 26.285.968
16 Banco Credibom 497  2.650.743  351.344  49.383 73.612  2.918.754
17 Banco Santander Totta 4.635 46.278.054 3.532.973 603.685 764770 38.285.774
18 Haitong Bank 170 1.337.783  622.471 19.215 20.784 692.283
19 Abanca - Sucursal em Portugal 388  2.990.246  194.619 541 30.459  2.885.418

20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 349 3152597 392557 42150  42.825  2.442.225

21 Bankinter 780  10.010.001  39.557 33.705 93.061  9.473.205

4.3. Analise dos resultados

Nesta secao apresentam-se os resultados relativos aos indices de eficiéncia e de super-eficiéncia
obtidos pelos modelos BP-SBM e SE_BP-SBM, respetivamente, assim como uma anélise aos
mesmos e aos rankings estabelecidos por aqueles modelos. Para a obten¢do dos indices de
eficiéncia fornecidos pelos modelos BP-SBM, foi utilizada a versio gratuita do software

MaxDEA, que pode ser obtida em http://maxdea.com/. Para a obtencao dos indices fornecidos
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pelo modelo SE_BP-SBM, utilizou-se o médulo de programagao linear, bem como o médulo
OPL (Optimization Programming Langnage), do pacote CPLEX Optimization Studio Academic Research
20.1.

Na Tabela 4.5, da esquerda para a direita, nas duas primeiras colunas identificam-se as
institui¢des bancarias (DMUs) e nas quatro colunas seguintes apresentam-se os indices de
eficiéncia obtidos pelo modelo BP-SBM, considerando retornos variaveis de escala, para os anos
de 2019, 2020, 2021 e 2022, respetivamente. Nas altimas duas linhas dessa tabela apresentam-
se, para cada um dos anos, a eficiéncia média e o ndmero de instituicdes bancarias consideradas

eficientes.

Da observagiao da Tabela 4.5, verifica-se que a eficiéncia média mais elevada foi obtida no ano
de 2019 com valor de 0,8082, seguindo-se os anos de 2020 com 0,7916, de 2022 com 0,7896, e
de 2021 com 0,7263. Note-se que, a exce¢do da média mais baixa ocorrida em 2021, as
diferencas entre as médias obtidas nos outros trés anos sio muito pequenas. Quanto ao numero
de instituicdes eficientes, esse também foi menor no ano de 2021, com doze institui¢oes
eficientes, enquanto nos restantes anos do periodo de avaliagdo esse nimero foi de treze.
Dessas, existem sete que foram eficientes em todos os anos, que sio as instituicdes 08 (Banco
Carregosa), 10 (Montepio Investimento), 11 (Caixa Geral de Depésitos), 14 (Novo Banco dos
Acores), 16 (Banco Credibom), 17 (Banco Santander Totta) e 21 (Bankinter). Existem quatro
institui¢des que foram eficientes em trés anos, que sdo as instituicdes 02 (Millenium BCP), 07
(Banco Invest), 13 (Banco Eletrénico de Servico Total) e 15 (Banco BPI). Eficientes em dois
anos, existem trés instituicdes, a 03 (Banco Activo Bank), a 06 (Banco Finantia) e a 19 (Abanca).
Finalmente, eficiente em apenas um ano tem-se a instituicio 20 (Banco Bilbao Vizcaya
Argentina). Existem trés instituicdes que ndo foram eficientes em qualquer dos anos, a 01
(Banco BIC Portugués), a 04 (Banco CTT) e 09 (Caixa Econémica Montepio Geral). Note-se
que a instituicdo 04 (Banco CTT) foi a unica em que o indice de eficiéncia melhorou ao longo

dos quatro anos.

Relativamente ao ano em que as institui¢des bancarias obtiveram o valor minimo de eficiéncia
verifica-se que no ano de 2019 existem quatro instituicbes que atingem o minimo que sdo a 02
(Millennium BCP), a 04 (Banco CTT), a 07 Banco Invest) e 2 12 (Novo Banco). Esse mesmo
numero ocorre em 2020 com as instituicdes 05 (Banco de Investimento Global), 13 (Banco
Eletrénico de Servico Total), 15 (Banco BPI) e 18 (Haitong Bank). Quanto ao ano de 2021, em
que a média das eficiéncias atingiu o valor mais baixo, existem cinco instituicdes que atingiram

o valor minimo de eficiéncia, que sdo a 01 (Banco BIC Portugués), a 03 (Banco Activo Bank),
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a 06 (Banco Finantia), a 09 (Caixa Econémica Montepio Geral) e a 20 (Banco Bilbao Vizcaya

Argentina). Em 2022 apenas uma institui¢do atingiu o valor minimo que foi a 19 (Abanca).

Tabela 4.5 — Resultados obtidos pelo modelo BP-SBM para retornos vatiaveis de escala

Instituicdes Bancarias 2019 2020 2021 2022

01 Banco BIC Portugués 0, 6753 0, 6315 0, 3360 0, 5409

02 Millennium BCP 0, 6828 1 1 1

03 Banco Activo Bank. 0, 7122 1 0, 6522 1

04 Banco CTT 0, 3555 0, 3699 0, 4089 0, 4905

05 Banco de Investimento Global 1 0, 0560 0, 1849 0, 0564

06 Banco Finantia 1 1 0, 2865 0, 4618

07 Banco Invest 0, 6818 1 1 1

08 Banco L. ]J. Carregosa 1 1 1 1

09 Caixa Econémica Montepio Geral 0, 5780 0, 5979 0, 0015 0, 2783

10 Montepio Investimento 1 1 1 1

11 Caixa Geral de Dep6sitos 1 1 1 1

12 Novo Banco 0,0172 1 1 0, 846

13 Banco Eletronico de Servico Total 1 0, 4206 1 1

14 Novo Banco dos Agores 1 1 1 1

15 Banco BPIL. 1 0, 7729 1 1

16 Banco Credibom 1 1 1 1

17 Banco Santander Totta 1 1 1 1

18 Haitong Bank 0, 2701 0, 1139 0, 2287 1

19 Abanca - Sucursal em Portugal 1 1 0,5173 0, 0490

20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 1 0, 6613 0, 6368 0, 8594

21 Bankinter 1 1 1 1
Média 0,8082 0,7916 0,7263 0,7896
Numero de eficientes 13 13 12 13

Na Tabela 4.6, que segue a mesma estrutura da Tabela 4.5, apresentam-se os resultados obtidos

pelo mesmo modelo considerando retornos constantes de escala.
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Tabela 4.6 — Resultados obtidos pelo modelo BP-SBM para retornos constantes de escala

Instituicdes Bancarias 2019 2020 2021 2022
01 Banco BIC Portugués 0,2112 0, 1981 0, 2199 0, 5407
02 Millennium BCP 0, 0356 0, 0305 0, 2054 0, 7511
03 Banco Activo Bank. 0, 6796 0, 5736 0,6172 0,2115
04 Banco CTT 0, 3553 0, 3607 0, 3946 0, 4696
05 Banco de Investimento Global 0, 0287 0, 0392 0, 1816 0, 0528
06 Banco Finantia 0, 5255 0, 5066 0, 2590 0, 3717
07 Banco Invest 0, 6498 1 1 1
08 Banco L. J. Carregosa 1 1 1 0, 1590
09 Caixa Econémica Montepio Geral 0,0772 0, 0745 0, 0006 0, 2782
10 Montepio Investimento 1 1 1 1
11 Caixa Geral de Dep6sitos 0, 0546 0, 0328 0, 4895 0, 7383
12 Novo Banco 0, 0005 0, 0006 0, 5487 0, 8448
13 Banco Eletrénico de Servico Total 1 0, 4199 1 0, 3484
14 Novo Banco dos Acores 1 1 1 0, 7262
15 Banco BPI. 0, 0630 0, 0472 0, 4946 0, 7388
16 Banco Credibom 1 1 1 1
17 Banco Santander Totta 0, 0674 0, 0466 1 1
18 Haitong Bank 0,2701 0, 1136 0,2115 0, 5382
19 Abanca - Sucursal em Portugal 1 1 0, 5140 0, 0464
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 1 0, 4920 0, 6192 0, 7724
21 Bankinter 1 1 1 1
Média 0,5247 0,4731 0,6074 0,5994
Numero de eficientes 8 7 8 5

Da observagio da Tabela 4.6, verifica-se que a eficiéncia média mais elevada foi obtida no ano
de 2021 com o valor de 0,6074, seguindo-se o0 ano de 2022 com 0,5994, o de 2019 com 0,5247,
e o de 2020 com 0,4731. Verifica-se assim que a exce¢do da diferenca entre 2021 e 2022, as
outras diferencas sio maiores do que caso anterior de retornos varidveis de escala. Note-se que

o ano de 2021 foi 0 ano em que a eficiéncia média atingiu o valor mais baixo no caso de retornos
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variaveis de escala. Relativamente ao numero de instituicoes eficientes, esse numero foi de oito
nos anos de 2019 e de 2021, de sete no ano de 2020 e de cinco no ano de 2022, Verifica-se assim
que, como seria de esperar, tanto os valores da eficiéncia média como o numero de instituigdes
eficientes é menor do que no caso de retornos variaveis de escala. Das instituicoes eficientes
referidas anteriormente, apenas trés foram eficientes ao longo dos quatro anos, as institui¢des
10 (Montepio Investimento), 16 (Banco Credibom) e 21 (Bankinter). Existem igualmente trés
instituicdes que foram eficientes em trés anos, que sio as instituicdes 07 (Banco Invest), 08
(Banco Carregosa) e 14 (Novo Banco dos Agores). Existem também trés instituigdes que foram
eficientes em dois anos, a 13 (Banco Eletronico de Servigo Total), a 17 (Banco Santander Totta)
e a 19 (Abanca). Finalmente existe apenas uma eficiente num ano que ¢ a instituicio 20 (Banco
Bilbao Vizcaya Argentina), como acontece no caso de retornos variaveis de escala. As restantes
onze institui¢des nio foram eficientes em qualquer dos anos. Note-se que, também neste caso,
a instituicio 04 (Banco CTT) foi a Gnica em que o indice de eficiéncia melhorou ao longo dos

quatro anos.

Relativamente ao valor minimo de eficiéncia obtido pelas institui¢des ao longo do periodo em
analise, verifica-se que no ano de 2019 existem quatro instituicGes que atingem esse valor
minimo que sdao a 04 (Banco CTT), a 05 (Banco de Investimento Global), a 07 Banco Invest) e
a 12 (Novo Banco). Note-se que, a exce¢io da instituigdo 05 (Banco de Investimento Global),
as restantes quatro sio mesmas que foram identificadas para retornos varidveis de escala. Em
2020, ano em que a eficiéncia média atingiu o valor mais baixo, esse numero foi de sete e inclui
as instituigdes 01 (Banco BIC Portugués), 02 (Millennium BCP), 11 (Caixa Geral de Depésitos),
15 (Banco BPI), 17 (Banco Santander Totta), 18 (Haitong Bank) e 20 (Banco Bilbao Vizcaya
Argentina. Quanto ao ano de 2021, em que a média das eficiéncias atingiu o valor mais elevado,
existem apenas duas institui¢des que atingiram o seu valor minimo de eficiéncia, que foram a 06
(Banco Finantia) e a 09 (Caixa Econémica Montepio Geral). Por fim, em 2022 existem cinco
institui¢des que atingiram o seu valor minimo de eficiéncia que foram a 03 (Activo Bank), a 08
(Banco Carregosa), a 13 (Banco Eletrénico de Servigo Total), a 14 (Novo Banco dos Acores, e
a 19 (Abanca).

Nas Tabelas 4.7 e 4.8 apresentam-se os valores de super-eficiéncia obtidos pelo modelo SE_BP-

SBM considerando retornos variaveis de escala e retornos constantes de escala, respetivamente.
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Tabela 4.7 — Resultados obtidos pelo modelo SE-BP-SBM para retornos variaveis de escala

Instituicoes Bancarias 2019 2020 2021 2022
01 Banco BIC Portugués - . - _
02 Millennium BCP - 1,0112 1,0394 1,0419
03 Banco Activo Bank. - 1,0005 - 1,0116
04 Banco CTT - - A A
05 Banco de Investimento Global 1,0020 - . B
06 Banco Finantia 1,0022 1,0058 - -
07 Banco Invest - 1,0047 1,0735 1,2459
08 Banco L. J. Carregosa 1,2976 1,3299 1,2710 1,1645
09 Caixa Econémica Montepio Geral - - - -
10 Montepio Investimento 6,5235 2,1507 22441 1,8877
11 Caixa Geral de Dep06sitos 1,1068 1,0549 1,1580 1,1864
12 Novo Banco - 1,0118 1,0516 -
13 Banco Eletrénico de Servico Total 1,0045 0,4206 1,0138 1,0019
14 Novo Banco dos Agores 1,3559 1,4497 1,4117 1,5047
15 Banco BPIL. 1,0218 - 1,0742 1,0099
16 Banco Credibom 1,2994 1,3183 1,5048 1,1281
17 Banco Santander Totta 1,3490 1,2693 1,2184 1,2526
18 Haitong Bank - - - 1,0076
19 Abanca - Sucursal em Portugal 1,0341 1,0042 - -
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 1,0257 - - -
21 Bankinter 2,9075 3,6916 47465 43819

Os valores de super-eficiéncia apresentados na Tabela 4.7 sdo todos diferentes em cada ano,

permitindo discriminar todas as instituicdes bancarias consideradas eficientes em cada ano.

Estes valores conjuntamente com os apresentados na Tabela 4.5 para as institui¢des ineficientes,

que também sio todos diferentes permitem obter um ranking completo, em cada ano, para todas

as institui¢des, considerando retornos variaveis de escala. Esses rankings constam da tabela 4.9,

onde o valor 1 indica a institui¢io bancaria com melhor desempenho enquanto o valor 21 indica

a institui¢do com pior desempenho.
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Tabela 4.8 — Resultados obtidos pelo modelo SE_BP-SBM para retornos constantes de escala

Instituicbes Bancarias

2019

2020

2021

2022

01

02

03

04

05

06

07

08

09

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

Banco BIC Portugués
Millennium BCP
Banco Activo Bank.

Banco CTT

Banco de Investimento Global

Banco Finantia

Banco Invest

Banco L. J. Carregosa

Caixa Econémica Montepio Geral
Montepio Investimento

Caixa Geral de Dep6sitos

Novo Banco

Banco Eletrénico de Servigo Total
Novo Banco dos Acores

Banco BPL.

Banco Credibom

Banco Santander Totta

Haitong Bank

Abanca - Sucursal em Portugal
Banco Bilbao Vizcaya Argentina

Bankinter

1,1425

1,8812

1,0043

1,2626

1,2935

1,0213

1,0252

2,8605

1,0036

1,1594

1,4078

1,2830

13134

1,0042

3,6717

1,0550

1,0374

1,4301

1,0120

1,1611

1,3495

1,0042

46738

1,1580

0,1590

1,1644

1,1265

1,0987

41476

Similarmente, os valores de super-eficiéncia apresentados na Tabela 4.8 sdo todos diferentes em

cada ano. Estes resultados conjuntamente com os apresentados na Tabela 4.6 para as instituicOes

ineficientes, que também sao todos diferentes em cada ano, permitem estabelecer um ranking

completo sobre todas as instituicGes para o caso de retornos constantes de escala. Tal ranking é

apresentado na Tabela 4.10.
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Tabela 4.9 — Rankings obtidos para retornos variaveis de escala

Institui¢des Bancarias 2019 2020 2021 2022
01 Banco BIC Portugués 17 16 17 16
02 Millennium BCP 15 9 11 9
03 Banco Activo Bank. 14 12 13 10
04 Banco CTT 19 19 16 17
05 Banco de Investimento Global 13 21 20 20
06 Banco Finantia 12 10 18 18
07 Banco Invest 16 11 9 5
08 Banco L. J. Carregosa 6 4 5 7
09  Caixa Econémica Montepio Geral 18 17 21 19
10 Montepio Investimento 1 2 2 2
11 Caixa Geral de Depsitos 7 7 7 6
12 Novo Banco 21 8 10 15
13 Banco Eletrénico de Servico Total 11 18 12 11
14  Novo Banco dos Acores 3 3 4 3
15 Banco BPI 10 14 8 13
16 Banco Credibom 5 5 3 8
17  Banco Santander Totta 4 6 6 4
18  Haitong Bank 20 20 19 12
19 Abanca - Sucursal em Portugal 8 12 15 21
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 9 15 14 14
21 Bankinter 2 1 1 1

Da observacio da Tabela 4.9, facilmente se elabora o #9p 3 das instituicdes com melhor ranking
assim como o #gp 3 das instituicbes com pior ranking em cada ano. Quanto ao fgp 3 das
institui¢des com melhor desempenho global, isto é, durante o periodo em avaliagio, nao ¢ dificil
verificar que o mesmo ¢ constituido pela instituicdo 21 (Bankinter) que ocupa a posicio 2 no
ano de 2019 e a posicdo 1 nos restantes trés anos, pela 10 (Montepio Investimento) que ocupa
a posi¢ao 1 em 2019 e a posicdo 2 nos restantes trés anos e pela 14 (Novo Banco dos Agores)

que ocupa a posi¢do 3 nos anos de 2019, 2020 e 2022 e a posi¢ao 4 no ano de 2021. No 7p 3
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das instituicbes com pior ranking nao é facil identificar as trés instituicdes que globalmente
ocupam as trés ultimas posi¢cdes do ranking devido a variagido de posicao que ocupam em cada
ano do periodo em avaliagio. Por exemplo, a instituicao 05 (Banco de Investimento Global)
ocupa a posigao 21 em 2020, 20 em 2021 e 2022 e 13 em 2019. No entanto, considerando o
ranking obtido a partir da média dos indices de eficiéncia e de super-eficiéncia de cada institui¢io,
verifica-se que as trés instituicbes com pior desempenho sdo a 05 (Banco de Investimento
Global), a 09 (Caixa Econémica Montepio Geral) e a 18 (Haitong Bank), conforme resultados

apresentados no apéndice D.

A diferenca de ranking entre as institui¢des do 7p 3 ao longo do periodo de avaliacio é de uma
posicdo e existem mais duas instituicdes com essa diferenca, que sio a 11 (Caixa Geral de
Depositos e a 01 (Banco BIC Portugués). Nas restantes essa diferenca é maior, variando entre
duas e treze posi¢des, pelo que existem institui¢des com uma consideravel variacio de ranking
ao longo do periodo de avalia¢do. Note-se que nio existe qualquer institui¢io que tenha obtido
0 mesmo ranking ao longo dos quatro anos. As variagdes relativas aos rankings apresentados na

Tabela 4.9 podem ser mais facilmente observadas através do grafico apresentado na figura 4.1.
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Figura 4.1 — Grafico dos rankings obtidos para retornos variaveis de escala.

Da observagio desse grafico, verifica-se que existem duas instituicdes que apresentam maior

variagdo de ranking (13 posi¢oes) ao longo do periodo em avaliagdo, que sdo a institui¢des 12
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(Novo Banco) e 19 (Abanca), com esta ultima a piorar consecutivamente a sua posi¢do ao longo
do periodo de avaliagio. Uma outra instituicdo com grande varia¢do (11 posi¢des) mas com
melhoria consecutiva da sua posi¢io no ranking ao longo do periodo em avaliacdo ¢ a institui¢ao

07 (Banco Invest).

Verifica-se ainda que existem trés instituicbes que mantém a posicio ao longo de trés anos
consecutivos, que sdo a 10 (Montepio Investimento), a 11 (Caixa Geral de Dep6sitos) e a 21
(Bankinter). Com a mesma posi¢ao em dois anos consecutivos, existem oito institui¢des, a 04
(Banco CTT), a 05 (Banco de Investimento Global), a 06 (Banco Finantia), a 14 (Novo Banco
dos Acores), a 16 (Banco Credibom), a 17 (Banco Santander Totta), a 18 (Haitong Bank) e a 20
(Banco Bilbao Vizcaya Argentina). Com posi¢oes diferentes nos quatro anos em avaliagdo,
existem sete institui¢oes, que sdo a 03 (Banco Activo Bank), a 07 (Banco Invest), a 08 (Banco
Carregosa), a 09 (Caixa Econémica Montepio Geral), a 12 (Novo Banco), a 15 (Banco BPI) e a
19 (Abanca).

Como ja foi referido, na Tabela 4.10 apresentam-se os rankings para o caso de retornos
constantes de escala. Da observagdo dessa tabela, verifica-se que ao longo do periodo de
avaliacdo existem duas institui¢des com a mesma posi¢ao no ranking que sao a 21 (Bankinter)
que ocupa a posicao 1 e a 10 (Montepio Investimento) que ocupa a posi¢do 2. A institui¢io 16
(Banco Credibom) ocupa a posi¢io 3 nos trés primeiros anos ¢ a posi¢ao 4 no dltimo ano. Entdo
estas trés instituicdes constituem o #gp 3 das instituicdes com melhor desempenho global ao
longo do petiodo em avaliagiao. Note-se que as duas primeiras coincidem com as duas primeiras
que foram identificadas para o caso de retornos varidveis de escala. Relativamente ao 79 3 das
institui¢des com pior desempenho ao longo do periodo de avaliagdo, também, neste caso, nao
¢ facil encontrar essas trés instituicdes devido a variagdo de posicdo que ocupam ao longo desse
periodo. Por exemplo, a institui¢do 12 (Novo Banco) ocupa a posigao 21 em 2019 e 2020, mas
ocupa a posicao 11 em 2021 e a 6 em 2022. No entanto, considerando o ranking obtido a partir
da média dos indices de eficiéncia e de super-eficiéncia de cada instituicdo, verifica-se que as
trés instituigdes com pior desempenho sio a 05 (Banco de Investimento Global), a 09 (Caixa
Econémica Montepio Geral) e a 02 (Millennium BCP), conforme resultados apresentados no
apéndice D. Também neste caso, as duas instituicdes com pior desempenho coincidem com as

duas piores identificadas para o caso de retornos variaveis de escala.
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Tabela 4.10 — Rankings obtidos para retornos constantes de escala

Instituicdes Bancarias 2019 2020 2021 2022
01 Banco BIC Portugués 14 13 17 12
02 Millennium BCP 19 20 19 8
03 Banco Activo Bank. 9 8 10 18
04 Banco CTT 12 12 15 14
05 Banco de Investimento Global 20 18 20 20
06 Banco Finantia 11 9 16 15
07 Banco Invest 10 7 5 3
08 Banco L. J. Carregosa 5 5 6 19
09  Caixa Econémica Montepio Geral 15 15 21 17
10 Montepio Investimento 2 2 2 2
11 Caixa Geral de Depésitos 18 19 14 10
12 Novo Banco 21 21 11 6
13 Banco Eletrénico de Servico Total 8 11 7 16
14 Novo Banco dos Acores 4 4 4 11
15 Banco BPIL. 17 16 13 9
16 Banco Credibom 3 3 3 4
17 Banco Santander Totta 16 17 8 5
18 Haitong Bank 13 14 18 13
19 Abanca - Sucursal em Portugal 7 6 12 21
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina 6 10 9 7
21 Bankinter 1 1 1 1

Como se viu anteriormente, a diferenca de ranking entre as instituicdes do #9p 3 ao longo do
petiodo de avaliagdo é de zero para as duas primeiras ¢ de um para a terceira. Para as restantes,
essa diferenca ¢ maior, variando entre duas e quinze posi¢oes, levando a existéncia de
instituicdes com uma significativa variagdo de ranking ao longo do periodo de avaliacdo. Tal
como no caso anterior, as variagoes relativas aos rankings apresentados na Tabela 4.10 podem

ser mais facilmente observadas através do grafico apresentado na figura 4.2.
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Da observagio desse grafico, verifica-se que existem duas instituicdes que apresentam maior
variacdao de ranking (15 posi¢des) ao longo do periodo de avaliagio, que sdo a instituigdes 12
(Novo Banco) e a 19 (Abanca), exatamente as mesmas que no caso anterior de retornos variaveis
de escala mas com uma variagdo maior. Neste caso, nio existe qualquer institui¢do que piore
consecutivamente a sua posi¢do ao longo de todo o periodo de avaliagdo. No entanto, existem
duas institui¢Ges, a 07 (Banco Invest) e a 15 (Banco BPI), com uma variacdo de sete e de oito
posicoes, respetivamente, que melhoram consecutivamente a posigao no ranking ao longo de

todo o periodo de avaliacio.
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Figura 4.2 — Grafico dos rankings obtidos para retornos constantes de escala.

Ainda, da observacdo do grafico apresentado na figura 4.2, verifica-se que existem duas
institui¢gdes que mantém a posicdo ao longo de trés anos consecutivos, que sao a 14 (Novo
Banco dos Acores) e a 16 (Banco Credibom). Com a mesma posi¢io em dois anos consecutivos,
existem cinco institui¢des, a 04 (Banco CTT), a 05 (Banco de Investimento Global), a 08 (Banco
Carregosa), a 09 (Caixa Econémica Montepio Geral) e a 12 (Novo Banco). Com posicGes
diferentes nos quatro anos em avaliagdo, existem nove instituicbes (mais duas do que no caso
de retornos variaveis de escala), que sio a 01 (Banco BIC Portugués), a 03 (Banco Activo Bank),
a 06 (Banco Finantia), a 07 (Banco Invest), a 11 (Caixa Geral de Depésitos), a 13 (Banco
Eletronico de Servigo Total), a 15 (Banco BPI), a 17 (Banco Santander Totta) e a 19 (Abanca).
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Para complementar a analise feita anteriormente em termos globais e visualizar melhor a
diferenca entre os rankings globais obtidos para retornos variaveis de escala e para retornos
constantes de escala, apresenta-se, na figura 4.3, o grafico relativo a esses rankings. Recorde-se
que os rankings globais foram obtidos através das médias das eficiéncias e/ou das super-
eficiéncias obtidas em cada ano do petiodo de avaliacio e em cada tipo de retornos de escala,

apresentados no apéndice D.
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Figura 4.3 — Gréfico dos rankings globais para retornos variaveis de escala (I”RS) e retornos
constantes de escla (CRS).

Da observagao do grafico, verifica-se que, em termos globais, existem sete instituicdes com o
mesmo ranking e quatro em que a diferenca de ranking é de um. Existem assim 52,38% das
instituicGes em que a diferenca de ranking ¢, no maximo, um. Para as restantes, essa diferenca
varia entre trés e nove. Note-se que, como foi referido antes, as duas instituicdes com melhor
desempenho, assim como as duas com pior desempenho sio as mesmas, quer para retornos

variaveis de escala, quer para retornos constantes de escala.
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5. Conclusdes

A DEA ¢é uma importante metodologia para a avaliacio do desempenho organizacional de
entidades similares, normalmente designadas por DMUs, que usam multiplos znputs para
produzir multiplos oufputs. B uma técnica nio paramétrica que usa modelos de programacio
linear para obter um indice de eficiéncia (relativa) cujo valor permite distinguir as DMUs
eficientes das ineficientes e, para estas ultimas, permite também obter informacdo relevante

sobre as melhorias a realizar de modo a tornarem-se eficientes.

Os modelos DEA podem, basicamente, ser classificados em modelos radiais ou nao radiais.
Nos primeiros, a eficiéncia ¢ atingida através de alteragdes (melhorias) proporcionais nos znputs
ou nos outputs, enquanto, nos segundos, ¢ obtida diretamente a partir das folgas associadas aos
excessos de #put ou aos défices de oufput, sem assumir alteragdes radiais nos puts ou nos outputs.
A maioria dos modelos DEA tém sido propostos para tratar dados ndo negativos e, alguns deles
para dados positivos. Contudo, existem situagdes em que os dados relativos aos puts e/ou aos
outputs assumem valores negativos, pelo que alguns modelos para tratar estas situagdes tém sido

propostos.

Neste trabalho foi apresentado um estudo, no ambito da DEA, sobre modelos nio radiais de
eficiéncia e de super-eficiéncia para tratar dados com valores negativos, com enfoque nos
modelos baseados no modelo SBM, nomeadamente os modelos BP-SBM, que foram aplicados
para avaliar a eficiéncia relativa de vinte e uma institui¢oes bancarias que operavam em Portugal

no periodo 2019 a 2022 e em que existem dados com valores negativos.

Os resultados obtidos mostram que, para retornos variaveis de escala, o valor médio dos indices
de eficiéncia foi mais elevado no ano de 2019 (0,8082), seguido dos anos de 2020 (0,7916), 2022
(0,7896) e 2021 (0,7263) e em que o numero de institui¢oes eficientes foi treze com exce¢ao de
2021 que foi de doze. Destas, existem sete que foram eficientes em todos os anos do perfodo
em avaliacdo. Para retornos constantes de escala, o valor médio dos indices de eficiéncia foi
mais elevado no ano 2021 (0,6074), seguidos dos anos de 2022 (0,5994), 2019 (0,5247) e 2020
(0,4731) e em que o numero de instituicdes eficientes foi de oito em 2019 e 2021, de sete em
2020 e de cinco em 2022. Destas, existem trés que foram eficientes em todos os anos do periodo

de avaliacio.

Como foi referido no paragrafo anterior, existem varias institui¢oes que sio identificadas como

eficientes através dos modelos BP-SBM, em cada ano do periodo de avaliagdo, nido sendo
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possivel discrimina-las através desses modelos e, consequentemente, estabelecer um ranking
sobre o desempenho de todas as institui¢des. Utilizando o método da super-eficiéncia baseado
naqueles modelos foi possivel discriminar todas as institui¢ces eficientes e, consequentemente,

estabelecer um ranking sobre todas as instituigdes em cada ano do periodo de avaliagdo.

Para ter uma ideia do desempenho global de cada instituicdo, foi calculada a média das
eficiéncias e/ou super-eficiéncias para cada institui¢ao. Os valores obtidos sdao todos diferentes,
permitindo assim obter um ranking global para todas as instituicoes bancarias em avaliagdo no

periodo de 2019 a 2022.
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Apéndices

Apéndice A - Tabela 4.1 modificada para aplicacio dos modelos BP-SBM e SE_BP-SBM

Instituicoes Bancarias Imput 1 Imput 2 Input3  Outputl  Output2  Output 3
01 Banco BIC Portugués 1452 6827708 570477 1159530,84 131877 4959446
02 Banco Comercial Portugués (Millenium) 6953 46394065 5892440 1237755,84 791998 32900659
03 Banco Activo Bank. 183 1627124 105429 1106650,84 16080 1228165
04 Banco CTT 218 1283851 211355 1090448,84 13348 463279
05 Banco de Investimento Global 241 1751621 387824 1138777,84 20431 23065
06 Banco Finantia 160 483989 316994 1115550,84 15627 282542
07 Banco Invest 270 689983 122880 1110150,84 25285 393325
08 Banco L. ]J. Carregosa 105 289472 38863 1100449,84 4751 112031
09 Caixa Econémica Montepio Geral 3551 14520253 1513294 1111430,84 201910 11024569
10 Montepio Investimento 15 25018 183879 1097857,84 2127 36232
11 Caixa Geral de Dep6sitos 6706 60913281 7623830 1860472,84 761101 42186522
12 Novo Banco 4214 38523126 3646002 10875,84 546150 23649400
13 BEST - Banco Eletrénico de Servigo Total 133 571507 80227 1101128,84 5639 569340
14 Novo Banco dos Acores 78 508862 44106 110246484 7517 479394
15 Banco BPIL 4982 26008521 3283375 1440572,84 439812 23409015
16 Banco Credibom 402 1902106 194047 1137041,84 89405 2005369
17 Banco Santander Totta 6180 42495705 3497526 1598174,84 842883 35920096
18 Haitong Bank 186 1002905 602510 1108801,84 12452 242654
19 Abanca - Sucursal em Portugal 386 3263977 171824 1158853,84 21718 3126937
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina (Portugal) 374 3529612 308864 1125509,84 42984 2912123
21 Bankinter - Sucursal em Portugal 769 6749492 31243 1133690,84 61945 6020433
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Apéndice B - Tabela 4.2 modificada para aplicacio dos modelos BP-SBM e SE_BP-SBM

InstituicGes Bancarias Imput 1 Imput2  Input3  Output1l  Output2  Output 3
01 Banco BIC Portugués 1461 6400552 557507 1382943,46 117386 4847734
02 Banco Comercial Portugués (Millenium) 6756 52599163 5981786 1438621,46 794419 35379967
03 Banco Activo Bank. 187 2062694 153541 1399949,46 22878 1272279
04 Banco CTT 231 1689144 211724 1388273,46 16739 578671
05 Banco de Investimento Global 264 1652777 415986 1412161,46 14651 34188
06 Banco Finantia 155 456910 344400 1414553,46 7983 293484
07 Banco Invest 275 759758 136821 1400962,46 29256 402345
08 Banco L. J. Carregosa 110 289036 38299  1385481,46 4041 84772
09 Caixa Econémica Montepio Geral 3313 14928798 1373398 1271367,46 194604 11188472
10 Montepio Investimento 21 271591 178459 1384807,46 4060 120067
11 Caixa Geral de Depdsitos 6244 68509727 7806696 179452746 704259 42104453
12 Novo Banco 4239 36556975 2753089  13742,46 567999 21930730
13 BEST - Banco Eletronico de Servico Total 132 729411 82031 1389778,46 4305 686465
14 Novo Banco dos Acores 73 536633 43400  1390778,46 7651 501457
15 Banco BPI. 4776 31512869 3110629 1475810,46 449897 24224617
16 Banco Credibom 416 2107138 245709 1418854,46 98894 2271449
17 Banco Santander Totta 5969 45013542 3990609 1663198,46 768076 38614687
18 Haitong Bank 184 1121992 588942 1375954,46 2744 319822
19 Abanca - Sucursal em Portugal 376 2973676 187183 1403038,46 28536 2836276
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina (Portugal) 367 3395380 332858 1398568,46 41012 2704270
21 Bankinter - Sucursal em Portugal 772 7093633 18386  1407294,46 66343 6460882
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Apéndice C - Tabela 4.3 modificada para aplicacio dos modelos BP-SBM e SE_BP-SBM

Instituicoes Bancarias Inpur 1 Imput2  Imput3  Output 1 Output 2 Output 3
01 Banco BIC Portugués 1449 7170479 566408  15466,03 104172 5198890
02 Banco Comercial Portugués (Millenium) 6027 56622469 5870290 98042,03 807793 36967321
03 Banco Activo Bank. 192 2577170 194491  21518,03 23456 1342743
04 Banco CTT 239 2122860 237157  23406,03 22210 701571
05 Banco de Investimento Global 271 2042824 397352 25989,03 16372 228037
06 Banco Finantia 162 888609 423635  18376,03 8062 357208
07 Banco Invest 283 921134 156196  28041,03 31600 414075
08 Banco L. J. Carregosa 111 349413 40421 9949,03 4284 77562
09 Caixa Econémica Montepio Geral 3107 16272159 1385130 79,03 193785 11069029
10 Montepio Investimento 21 251609 180801  10617,03 5915 167855
11 Caixa Geral de Dep6sitos 6117 79307685 8144527 449516,03 660479 44016321
12 Novo Banco 3890 38495687 2799402 233890,03 581084 22083471
13 BEST - Banco Eletrénico de Servigo Total 90 761303 82565  11251,03 3578 732143
14 Novo Banco dos Acores 73 567632 48042 12762,03 6811 532024
15 Banco BPIL 4638 34698405 3493468 301350,03 460619 25292693
16 Banco Credibom 463 2346034 310266 50687,03 118497 2472711
17 Banco Santander Totta 4771 47140713 4160679 311325,03 715824 39528233
18 Haitong Bank 175 1522539 604627  17132,03 7950 567394
19 Abanca - Sucursal em Portugal 381 2917342 194256  14886,03 27583 2781437
20 Banco Bilbao Vizcaya Argentina (Portugal) 360 3025928 356587  32871,03 38325 2472219
21 Bankinter - Sucursal em Portugal 772 8085281 20269  25249,03 66306 7281117
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Apéndice D — Valores médios obtidos dos indices de eficiéncia e de super-eficiéncia para

retornos variaveis de escala e para retornos constantes de escala e correspondentes rankings.

Institui¢ées Bancarias

Retornos Variaveis

Retornos constantes

01

02

03

04

05

06

07

08

09

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

Banco BIC Portugués
Millennium BCP
Banco Activo Bank.

Banco CTT

Banco de Investimento Global

Banco Finantia

Banco Invest

Banco L. J. Carregosa

Caixa Econémica Montepio Geral
Montepio Investimento

Caixa Geral de Dep0sitos

Novo Banco

Banco Eletrénico de Servigo Total
Novo Banco dos Agores

Banco BPL.

Banco Credibom

Banco Santander Totta

Haitong Bank

Abanca - Sucursal em Portugal
Banco Bilbao Vizcaya Argentina

Bankinter

0,5459
0,0438
0,8441
0,4062
0,3249
0,6891
1,0015
1,2658
0,3639
3,2015
1,1265
0,7316
0,8602
1,4305
0,9697
13127
1,2723
0,4051
0,6512
0,7958

3,9319

17

10

12

18

21

15

14

11

19

16

13

0,2925
0,2557
0,5205

0,3950

0,0756

0,4157
0,9666
0,8746
0,1076
1,4709
0,3288
0,3486
0,6961
1,1082
0,3359
1,2707
0,5542
0,2834
0,6465
0,7272

3,8384

17

19

11

13

21

12

20

16

14

15

10

18
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