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Analise da estrutura de um edificio em betao armado
usando um método dos elementos finitos

Resumo

Pretende-se, utilizando o Modelo da Elasticidade Linear em freeFEM++, determinar os esforgos
e deslocamentos de um edificio alto submetido apenas & ac¢do do peso préprio da estrutura e,
efectuar estudos comparativos dos resultados obtidos com o SAP2000.

O trabalho inicia-se com a introducgao da teoria da elasticidade linear, onde sao feitas as deducoes
das Equagoes de Compatibilidade, Equilibrio e as Leis Constitutivas, de modo a resolver nume-
ricamente o problema de Elasticidade Linear mencionado.

O método de elementos finitos serd implementado em freeFEM++ com auxilio do GMSH que
é uma poderosa ferramenta com capacidade de gerar automaticamente malhas tridimensionais
de elementos finitos e com relativa facilidade de pré e pés-processamento.

Palavras-Chave: freeFEM++4, GMSH, SAP2000, Método de elementos finitos, dis-
cretizacao, estrutura.



Analysis of a structure of a reinforced concrete
building using a finite element method

Abstract

It is intended, using the Model of Linear Elasticity in freeFEM++, to calculate the stresses and
displacements of a building subjected only to the action of his self-weight and make comparisons
of results obtained with SAP2000.

The work begins with the introduction of the Linear Elasticity Theory, where we deduce the
Equations of Compatibility, Equilibrium and Constitutive Laws, with the purpose to solve nu-
merically the mentioned problem of Linear Elasticity.

The finite element method will be implemented in freeFEM++ with the aid of GMSH which

is a powerful tool with the ability to automatically generate three-dimensional finite element
meshes and relatively easy pre and post processing.

Keywords: freeFEM+4+, GMSH, SAP2000, Finite Elements Methods, discretiza-
tion, structure.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento do tema

Hoje em dia, com a sobrelotacao do espaco urbano e o elevado custo do terreno de construcao
nestas areas, o homem sentiu a necessidade de maximizar a taxa de ocupacao dos terrenos das
grandes cidades, de modo a resolver os problemas decorrentes do crescimento demogréfico e da
ocupagcao. Nestas situacoes, a construcao de edificios altos tornou-se pratica comum como forma
de solucionar os problemas acima mencionados.

Os edificios altos tém vindo a ganhar cada vez maior relevancia na area de engenharia de
estruturas devido a sua instabilidade estrutural, ou seja, quanto mais crescer em altura, maior
¢é a sua susceptibilidade em relacao as acgoes impostas.

O tema da dissertacao encontra-se inserido na area de Estruturas, e é uma particularizacao da
questao mais geral da analise de esforgos e deslocamentos de um edificio alto as acgoes a que o
mesmo possa estar sujeito.

1.2 Objectivos

Este trabalho de dissertagao tem como principal objectivo a implementacao de um modelo de
elementos finitos de equilibrio para a analise dos esforgos e deslocamentos em pérticos tridimen-
sionais de varios pisos sujeitos unicamente a accao do peso préprio.

Deste modo, a analise ¢ feita utilizando um programa de implementagao do MEF (freeFEM~++).
Pretende-se efectuar a comparacao dos resultados obtidos apds obtencao dos resultados serd
feita a comparagao dos resultados com o programa de cdlculo automético SAP2000, de forma a
validar os resultados obtidos com o freeFEM++-.

1.3 Organizacao da Dissertacao / Metodologia

O capitulo 1 abrange o tema da dissertacao, bem como os objectivos e a sintese dos restantes
capitulos. O segundo capitulo contempla as equagbes fundamentais da teoria da elasticidade
linear, nomeadamente as de compatibilidade, equilibrio e relagoes constitutivas. Serd desenvol-
vida, no 3° capitulo, a formulacdo fraca do problema de elasticidade através de dois métodos
distintos. No capitulo 4 introduz-se o método dos elementos finitos e faz-se a implementacao
pratica do problema de elasticidade em freeFEM++. O 5° capitulo ficou reservado ao estudo
de vérios casos distintos. O 6° e ultimo capitulo inclui as conclusoes sobre o trabalho. Seguem
a Bibliografia e Anexos, respectivamente.



Em termos metodoldgicos, sera feita a seguinte abordagem para o desenvolvimento e apre-
sentagao do trabalho :

1. Modelo fisico genérico;

2. Modelo matemdtico genérico;

3. Implementacao em free FEM++;
4. Resultados em freeFEM++;

5. Implementagao em SAP2000;

6. Resultados em SAP2000;

7. Comparacao dos resultados;

8. Conclusées sobre os resultados;



Capitulo 2

Teoria da Elasticidade Linear

2.1 Introducao

Geralmente, o cédlculo estrutural é feito tendo em consideracao o campo de deslocamentos,
tensoes e extensoes que se desenvolvem nas estruturas quando sujeitas a determinadas soli-
citagoes. A Mecanica Estrutural estabelece as equagoes diferenciais a que devem satisfazer os
campos de deslocamentos, extensoes e tensoes que se instalam numa estrutura qualquer quando
submetida a solicitagoes exteriores. Na abordagem da Mecanica, as diversas varidveis envolvidas
na analise de uma estrutura, nomeadamente, forgas, tensoes, deformagoes e deslocamentos, sao
correlacionadas em cada ponto e em cada instante, por equacoes de equilibrio entre forcas e
tensoes, equagoes de compatibilidade entre deformagoes e deslocamentos e por equacoes consti-
tutivas que correlacionam tensoes e deformagoes, como se esquematiza na figura 2.1.

Forgas de
massa e de
superficie

Deslocamentos

Eq. Equilibrio Eq. Compatibilidade

Eq. constitutivas

Figura 2.1: Varidveis e equagoes fundamentais da Mecéanica Estrutural [Oliveira, Castro e Go-
mes, 2009).

Na Mecanica Estrutural, a modelacao do comportamento de uma estrutura baseia-se na re-
solugao destas equagoes fundamentais, sendo adoptadas, na pratica, diversos tipos de hipdteses
simplificativas, nomeadamente:

i) nas equagoes de equilibrio (considerando, conforme a geometria das pegas, equilibrios

de peca linear, de placa, de laje, de casca, tridimensional, etc.; considerando, conforme
existam, ou nao, forcas de inércia e amortecimento, equilibrios dindmicos ou estéticos);

3



ii) nas equagoes de compatibilidade (considerando a hipétese de linearidade geométrica ou a
hipdtese de comportamento geometricamente nao-linear, conforme existam, ou nao, gran-
des deslocamentos);

iii) nas equagdes constitutivas (considerando a hipdtese de isotropia, ortotropia ou anisotropia;
considerando materiais de comportamento linear ou nao linear; considerando a hipétese
de rotura com patamar de cedéncia ou considerando enfraquecimento; considerando visco-
elasticidade sem maturagao ou com maturacao; considerando ou nao a existéncia de dano;
considerando as hipéteses da fractura eldstica linear ou nao linear, etc.)

Para o desenvolvimento deste trabalho de dissertacao, considerou-se que o material é isotrépico,
e que sao validas as hipdteses da linearidade fisica e da linearidade geométrica.

A linearidade fisica consiste em adoptar uma relagao linear entre as tensoes e as deformagoes,
ou seja, um comportamento elastico linear.

Na linearidade geométrica assume-se que as deformagoes sao muito pequenas face a menor
dimensao da peca, deste modo, a deformada é semelhante a configuracao inicial.

2.1.1 Importancia da Teoria da Elasticidade em Engenharia Civil

A mecanica estrutural, mais concretamente, o cilculo de estruturas de engenharia é baseado
) b}
geralmente na hipétese do comportamento elastico-linear, envolvendo as seguintes razoes:

e As estruturas sdo geralmente projectadas de forma a que a resposta as solicitagoes impos-
tas pelas cargas de servico seja eldstica linear (tensdo méxima em termos de resisténcia
significativamente superior a tensao aplicada);

e No caso de solos - estruturas com comportamento nao linear - utilizam-se sucessivos
célculos lineares com diferentes médulos de elasticidade (fig. 2.2);

e Utilizacao de processos iterativos correspondes a sucessivas solucoes elasticas lineares em
estudos que envolvam roturas (fig. 2.3).

e Por fim, no caso de célculos diferidos, a resposta final é obtida a partir da resposta eldstica
instantanea (p.e, utilizacdo de coeficientes de fluéncia).

E
e | B H

ko
>

€

Figura 2.2: Aproximagdo de uma lei constitutiva nao linear (solos) através de leis eldsticas
lineares com diferentes médulos de elasticidade [Oliveira, Castro e Gomes, 2009].
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Figura 2.3: Caélculos a rotura. Utilizagao de técnicas iterativas correspondentes a sucessivos
célculos nao lineares [Oliveira, Castro e Gomes, 2009].

2.2 Equacoes de compatibilidade

Consideremos um paralelipipedo infinitesimal 2 submetido a um campo de deslocamentos i =
u(u, v, w).

S

x

Figura 2.4: Paralelipipedo infinitesimal 2 [Joaquim Sabino, 2010]

A sua projeccdo no plano X710 X5 pode ser representada da seguinte forma:

&5 dx, ———+
X
2
; B
e R W u +_;;u dxz
o\ L W
\.‘ au 0 Treeed B'
L5y oxz
[
e L]
> N
5o w’\_jf’am
1 O 1
| L
I L]
| [}
I L]
| +
| [}
| L]
| [}
; '
J A
I ‘A!
e =4
v
% V+md)(1
1

. Vi . .
Consideremos u e v duas componentes de deslocamento entre O e O'. Assim sendo, as extremi-
dades A e B ocupam as posicoes A" e B’ que por conseguinte tém as seguintes coordenadas:

0 0
dri +u + —ud:xl u+ —ud:xg
ox1 O0xa
A = 1B =
drs + v+ ﬁd"EQ
€2

A deformacao linear ou extensao, €11, segundo a direccao x1 define-se pela variacdo relativa de



comprimento OA = dx;

(Afpl _Oél) —dxy [(da:l—ku—ka%d:cl) —u] —dx o

€11 = =5
diCl d.%'l 8.971

Da mesma forma, €95, extensao segundo a direcgdo a y, define-se pela variacao relativa de
comprimento OB = dxo

(B, — O..) — dzg [(dngerra‘%dq:g) —v] — dxo o

€22 = = = —
dl’z dxg 81’2

Consideremos agora a variagdo do angulo formado pelas arestas OA e OB. Esta variacao de
angulo designa-se por deformagao angular ou distor¢ao no plano xjxs e representa-se por yio.

De a cordo com a figura 2.5, podemos verificar que:

ov ou
o drr g - dxg ov ou
v12 =~ tan(aq) + tan(ag) ~ o 101‘1 9 23$2 — 873:1 87:132
_ou
N 81’2 8$1

Analogamente, podemos obter as expressoes das deformacoes que envolvem o eixo Xs.Nofinaltemos, emresun

ou ov ow
511287:61; 622:371’2; 533287%

_Ou v O Oow  Ou dw
M2 = 81'2 (9:1117 V2 = 81’3 8%27 Ns = (9333 81’1

O estado de deformacao em cada ponto é caracterizado por um tensor simétrico de segunda
ordem, &:

€11 712 713
€= | 721 €22 723 (2.1)
Y31 Y32 €33

Tendo em conta que 7;; = 2-¢;j, podemos escrever a equagao de compatibilidade na sua notacao
indicial, ou seja,

1 8u2 Guj
5” N 5 <8x3 + 81‘,) (2'2)



2.3 Equacoes de equilibrio

Consideremos um dado ponto da superficie de um corpo, representado por um paralelipipedo
infinitesimal (figura 2.6), onde actua uma forga conhecida de componentes 71,72, 7s:

z

Figura 2.6: Componentes das tensdes num paralelipipedo infinitesimal [Oliveira, Castro e Gomes,
2009].

Tendo em conta a forga méssica v aplicada na direccao x2, podemos visualizar as projecgoes do

paralelipipedo infinitesimal nos seguintes planos:

- X20X31
Xs

O +%?(-:Z dxs

%

On+ ggzz dx.

O= Y

dxs

it X

- X10X22

- X

dx;

—_—

a0
Ot axllz dx:

Xi

Figura 2.8: Projeccao segundo o eixo X10X5

Assim sendo, a equacao de equilibrio segundo a direcgdo xo é dada pelo somatoério das forgas
voliimicas segundo a mesma direccao, ou seja:



0
YFp, =0 <<= —o09-dx1-drs+ <022 + % . d$2> -dxy - dxs
2
o3
—03g - dxy -dxo+ | 030+ —— -dxg | - dr1 - dzo
6x3
Jo12
—019 -dxy - drg+ | 019+ —— -dxy | - dzo - dxg
axl
+ Vo dﬂi‘l . dl‘z . d$3 =0
Ooga  Oo3y 0012
< =0
a$24+ 6x3<+ le +'72
Ou seja,
0 0 0
YFy, =0 <= o1 + 722 + 752 +72=0

8331 8$2 8333

De forma andloga, podemos escrever as equagoes de equilibrio na forma desenvolvida, segundo
as restantes direcgoes (1 e x3):

OJo1 | 0o | Josy
YF,, =0 — =0
o al’l + 8{[}2 + 61'3 + m
0 0 0
SEy, =0 = 218,992,993,

(9171 8$2 (91’3

Desta forma, é possivel representar as equacoes de equilibrio também na sua notagao indicial,
ou seja:

= (2.3)

Para haver equilibrio estatico, é indispensavel que as tensoes instaladas satisfacam a condicao
apresentada na equacao 2.3 . Esta condigao ainda pode ser escrita na forma mais simples, com o

auxilio do operador divergéncia, permitindo assim, a obtencao da denominada formulacao forte
do problema eldstico, ou seja:

8027

=; ou ainda — Vo;; = ; (2.4)
T



2.4 Relagoes constitutivas

As relagoes constitutivas estabelecem a lei que relaciona os campos de tensao e de deformagéao.
Esta lei, denominada por Lei de Hooke, foi formulada em 1678 pelo cientista inglés Robert
Hooke. Consiste basicamente na consideragao de que uma mola possui uma constante eldstica
k. Esta constante é obedecida até um certo limite, onde a deformacao da mola em questao se
torna permanente. Dentro do limite onde a lei de Hooke é valida, a mola pode ser comprimida
ou elongada, retornando a uma mesma posicao de equilibrio.

Para o estado mais elementar de tensao, ou seja, quando aplicada numa pega com comporta-
mento unidimensional como é o caso da figura 2.9, esta lei expressa-se pela relagao:

o =F- ¢, ousxz% (2.5)

4

“

Figura 2.9: Lei de Hooke [Joaquim Sabino, 2010].

Para o caso unidimensional, a lei de Poisson diz-nos que:
v

€y:EZ:—I/'€m:—E'UI (2.6)

Sendo v o coeficiente de Poisson caracteristico do material.

Para o caso geral tridimensional de estado de tensao, considerando uma faceta de um parale-
lipipedo infinitesimal submetida a um campo de tensoes, a lei de Hooke para as deformagoes
lineares obtém-se do seguinte modo:

TO'zz
O'T E11 - _>0'11 + €1 e, \
llo'a

- >

X

Figura 2.10: Le: de Hooke para as deformacoes lineares

Na primeira parcela da figura anterior verifica-se que é aplicada uma tensao segundo a direccao
zx, logo as extensoes calculam-se da forma,
v

€11 = % € E22 = _E $ 011 (2~7)

Ja na segunda parcela é aplicada uma tensao segundo a direccao yy, pelo que as extensoes nas
duas direccoes perpendiculares podem ser determinadas de acordo com as expressoes,
v 029

€11 = _E ©022 € €22 = f (2-8)



Somando as duas parcelas da figura de acordo com as equagdes (2.7) e (2.8), teremos que,

1

€11 = E (0'11 — 1/0'22) (29)

De acordo com o principio da sobreposi¢ao de efeitos, verifica-se que a lei de Hooke para o caso
tridimensional pode ser escrita da seguinte forma,

1

=g [011 — v (022 + 033)]
1
€22 = = [022 —v (o + 022)]

1
€3 =+ [033 — v (022 + 033)]

012

As deformagoes distorcionais sdo determinadas de acordo com as expressoes yio = ——; Ya3 =
023 031 , , .. ,
—: 31 = — em que u é o médulo de elasticidade ao corte — ou transversal — que esta
7

relacionado com o médulo de elasticidade longitudinal E e com o coeficiente de Poisson v pela
expressao, também conhecido por Mddulo de Distorcdo:

__£ (2.10)
F= 51+ ‘
Matricialmente, é possivel escrever o tensor das tensoes na seguinte forma:
1 v v ]
- —-——= ——= 0 0 0
o 5 3 o
e11 5 *IE 0 0 0 o11
€22 v v 1 0 0 0 022
£33 F F ) J33
= 1 (2.11)
Y12 0 0 0O — 0 O T12
Y13 H 1 T13
L 723 o0 0 0 L 01 [ ms |
1
0 0 0o 0 0 —
L [
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O cientista inglés extendeu a sua lei, que passou a denominar-se de lei de Hooke Generalizada
onde relaciona as tensoes e as deformagoes da forma,

Oi5 = CiJ}TS *Eprs (2.12)

Cijrs ¢ denominado por tensor de rigidez ou das propriedades eldsticas, sendo que para um
material eldstico e isotrépico o tensor de rigidez podera ser obtido através da expressao:

Cijrs = A+ 0ij  Ors + pu (Jir - Gjs + dis * Jj1) (2.13)

Sendo:
0rs — delta de Kronecker;

e A — constantes de Lamé.

A lei de Hooke para um material eldstico e isotrépico pode ser apresentada substituindo a
equacao 2.13 em 2.12, ou seja:

Oij = A+ 0ij + Ors  Ers + W (Ers O - s + Eps * Ois * Ojr) <= 045 = X+ bij - €k + 201 - €5 (2.14)

Sendo que a notacgao ¢;;, mais conhecida por delta de Kronecker, é definida por:

Sii = 1, sei =7
Y10, sei#£ g

Relativamente ao termo e é obtido através da determinacao do primeiro invariante do tensor
de deformagoes, ou seja, ep, = I = €11 + €92 + £33.

Assim sendo, considerando as trés direccoes ortogonais, a lei de Hooke generalizada pode ser
escrita na forma

o1 = AN-Epkp+2u-en
0922 = A-Epp+2u-e2
033 = AN-Epp+2u-€33
Ti2 = 2p-€12 = p- M2
T3 = 21-€13= [ 713
\ 723 = 2/4-E23 = - Y23

Baseando nas constantes de Lamé,

E Ev
TP R Oy W (2.15)

podemos reescrever a lei Generalizada de Hooke, ou seja:
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A equacao constitutiva pode ser
constante de elasticidade D:

Ou seja:

o11
022
033
T12
713

723

0

o1l =

022 =

033 =

T2 =

T3 =

T23 =

E v

1+v) <<1—2u> k’“*)
E v

o (2 o)
E v

(1+7) ((1—2u> '8’“’““33>
E E

1 +0) '612272(14_”) "2
E E

1+v) '613272(14_”) "3
E E

1+v) '623272(14_”) 723

045 = Dij,rs *Eps

v v 0
1—v v 0
v 1—v 0
1—-2v

0 0
2
0 0 0
0 0 0

o

0

(e}

1-2v

2

€11

€22

€33

Y12

713

V23

representada na sua forma matricial, em funcéo de ¢ e da

(2.16)

A relacao constitutiva também podera ser apresentada em funcéo das constantes de Lamé, assim

sendo:

011
022
033
T12
713
723

[ A+ 2u
v

v
0
0
0

v
A+2u
v

0
0
0

A

coot v

24

O OoOx®T OO O

Ox®r ©O O OO

T OO OO OO

€11
€22
€33
Y12
13

L V23

2.5 Modelo de Reissner-Mindlin - Lajes espessas

2.5.1 Limitagoes do modelo de Kirchhoff

(2.17)

A teoria de Kirchhoff, conhecida pela teoria classica de lajes finas, despreza o efeito da de-
formacao devido ao esforco transverso. Pretende-se ter em conta, para a elaboragao deste tra-
balho de dissertacdo, a deformacao por esforco transverso. Assim sendo é utilizado o modelo de
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Reissner-Mindlin uma vez que permite esta contabilizacao, que por sua vez é bastante utilizada
em analises de lajes espessas.

Tem-se assistido, ultimamente, a um desenvolvimento desses modelos (Kirchhoff e Reissner-
Mindlin), no sentido de se aumentar o grau de precisao dos resultados mas, ainda assim, esses
modelos sao os mais utilizados na analise de lajes.

2.5.2 Condigoes de Compatibilidade
O dominio V' de uma laje pode ser escrita na forma:

T T

V:{(x,y,z) €ER}: z€ {—5,5

},(x,y) chR2}

sendo que , {2 e 7 correspondem ao plano médio e espessura da laje, respectivamente.

A teoria de Reissner-Mindlin assume que as superficies normais a superficie média da laje (z = 0)
antes da deformacao, permanecem rectas apés a deformacao, mas nao necessariamente normais
a essa superficie.

O campo de deslocamentos segundo Reissner-Mindlin é obtido tendo em conta trés grandezas
cinematicas 6, 6y,0., ou seja, 0,(x,y) e Oy(x,y) sdo consideradas rotacdes nos planos (x,z) e
(y,z) das normais a superficie média da laje no ponto (z,y). Mantendo-se aquelas normais
rectas apds a deformagao, escreve-se que:

Ux(x»% Z) = zeib(xa y)7
Uy(xa Y, Z) = Zey(xay)‘

Por outro lado, considera-se que os deslocamentos transversais nao variam ao longo da espessura
da laje. Logo,

uz(z,y,2) = w(z,y). (2.18)
A caracterizacao do estado de deformacao da laje é feita,considerando que as deformagoes sao

independentes, sendo trés curvaturas (Xzz, Xyy € Xay) € duas distorgoes (v, e 7y), obtidas da
seguinte forma:

_ foz _ O0r
Xzz = P
Eyy 00,

Xw =" =y

&gy 00, n 00,

Xey = 7" T 8y " ox
ow
’Yx:'}’zzzex"i_ai;
a
ow
’Vy:’)/yz:ey'i‘aiy‘



Essas igualdades podem ser acopladas e escritas matricialmente, por:

0 i}

5 )
\ b2
o aé : Zx (2.19)
Xey | = | Bz oy v '
YV 1 a w
Yy o

L9
L oy |

2.5.3 Condicoes de Equilibrio

Segundo Reissner-Mindlin, os esforgos independentes que caracterizam o estado de tensao na
laje correspondem a trés momentos (M., My, e My,) e a dois esforgos transversos (V, e V).
Relativamente aos momentos flectores, estes definem-se da seguinte forma,

M,, = / * opedr (2.20)
—3
3

Myy:/ 20y dz (2.21)
—3
:

Mwy:/ 203ydz (2.22)

e os esforgos transversos sao dados por:

V}C:/ Ozrdz (2.23)

v, = /2 0 ydl (2.24)
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Integrando na espessura da laje as condic¢es de equilibrio no dominio pré-multiplicadas pelo
valor da coordenada z, tem-se que:

3
/ 2(Oyyy + Oyae + 0yz 2 +vy) dz = 0;

/ z (Jzz,z + O2za + Ozyy + ’YZ) dz = 0.

Desenvolvendo as trés igualdades anteriores e tendo em conta as defini¢coes dadas pelos momentos

flectores e esforgos transversos, obtém-se as condigoes de equilibrio da laje. Estas podem ser
escritas matricialmente na forma:

e 9 - [ 0p ]
0 -1 0 My
=y W] [sesee o |al m
0 0 -1 || My |+|0 Z 0 I 0 o Toz | 4 my | =0
dy Ox v 2 2 Tyz 5
0o o o 2 9 v 00 0 0 1 —1 ol
L or 0Oy | Y | o, |
(2.25)
onde,

T/2 T/2 /2
My = / 2ypdz, Ty = / zryydz, U= / v, dz
—7/2 —7/2 T/2

2.5.4 Relagoes Constitutivas

A teoria de Reissner-Mindlin considera que as relagoes constitutivas em regime elastico pode ser
escrita na forma:

M. Dy vD; 0 0 0 o
Y; vDf Dy 0 0 0
vy 3 Xyy
Myy | =1 0 0 5 0 0 Xay (2.26)
Va 0 0 0 Kur o0 T
Vy 0 0 0 0 Kur| LW
com,
1 - Médulo de distorgao;
Er3
Df=—"—"
I~ 121 -2

A relacao entre os esforcos transversos e a distor¢ao deveria ser dada pela expressao:

/2 /2
Ve = / Oz2dz = / WYedz = pUTye (2.27)
—7/2 —7/2
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Porém, a teoria de Reissner-Mindlin pressupoe a a consideracao de um coeficiente minorativo na
rigidez de corte, k2. Este factor de corte tem como finalidade a consideracio da néo uniformidade
na distribuicao das tensoes tangenciais na espessura da laje. Segundo Reissner, o factor de corte
k? = 5/6, enquanto que Mindlin defende que k? = 7?/12 [Castro, 1996, 279).

As relagoes constitutivas (eq. 2.26) também podem ser representadas na sua forma inversa,

sendo:

Xzz

Xyy

Xzy
YV
Yy

12
e
3
57
Er3
0

0

0

24(1+v)

ET3

o

0
1
k2ur

@)

0
0
1

k2ur

8

SoRER
e

2.6 Importancia da analise dos momentos flectores

(2.28)

A mecénica estrutural preocupa-se em garantir niveis estdveis de seguranca de uma estrutura
de engenharia. Para esse efeito é necessaria a determinacao de esforgos instalados na estrutura
provocados pelas forgas actuantes.

Geralmente, o esforco determinante numa estrutura de engenharia é o momento flector que,
além de ser mais importante que a determinacao dos deslocamentos, possibilita numa laje de
betao armado o calculo da quantidade de armaduras necessdrias para absorverem os esforgos
causados por uma solicitacao.
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Capitulo 3

Principio dos Trabalhos Virtuais e
Formulacao Fraca

De forma a que seja possivel a aplicacado do MEF, torna-se necessario o desenvolvimento da
equacao de equilibrio deduzida no capitulo 2.3.

O desenvolvimento da equacao de equilibrio com objectivo de obter a formulacdo fraca do pro-
blema pode ser feito de duas formas, ou seja, por aplicacdo directa ou ainda utilizando o Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV).

Nesta seccao vamos apresentar os dois desenvolvimentos mas ao longo deste trabalho de dis-
sertacao serd utilizada a formulacao utilizando o PTV.

3.1 Formulacao Fraca

Consideremos os tensores de tensao e deformagdo para o caso tridimensional:

011 Ti12 713 €11 M2 M3
o= | T2 02 T3 e=| m2 €2 V23 (3.1)
T13 T23 033 713 Y23 €33
Tendo em conta a lei de Hooke apresentada na secgao 2.4:
035 = )\'5ij “Epk + 20 €4 (3.2)

Considerando @ : R? — R?, o vector de deslocamentos @ = (u1,u2,us), é possivel representar
as matrizes € e g, nas formas:

[ gu
Oz

8UQ
<ax *

8U3
<ax -

N = DN -

8u1
dy
0u1
0z

)
)

L(Ouz
2\ Oz

Ou
dy

Ouy
Ay

1 (0us |
2\ Oy
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Ouy
0z

L(0us

2\ Oz

1 8u3

2<ay+
ou
ox

8U1

0z

Ouy
0z

)
)

(3.3)



B ouq Oug Ous ouy Oua ouy Ous ouy 7
et il 9= A, 2 0 2
)\<6x+8y+8z>+'u8x N(Bac—i_@y) M(@:r—{—@z)

0 0 0 0 0 0 0 0
oo | (P2 OmY \(Ou Ous Dus) ., dus  (Ous  Dup (3.4)
oz z Yy oy 0z

(‘9U3 8u1 8U3 8u2 8u1 8U2 E)U3 8U3
g%, 7 g8, T2 A ] 93
L (ax E)z) M<8y+82 8x+8y+8z +M8z-
Partindo da equacao de equilibrio —Vo;; = 7, na sua forma indicial, pretende-se chegar a

mesma equagao na forma matricial (ou desenvolvida). Assim substituindo o tensor de tensoes
na equacao de equilibrio, obtemos:

_ ) 8“1_'_8“2_'_% —}—2/L% " 8uz+8u1 i %—I_% -
ox 0z

o oy oz oc o T oy
8UQ 8u1 (9’&1 8’&2 8u3 OUQ (9’&3 8’&2 . m
V'Nw+@> Wm+@+&%wwﬂ@wwﬁ {g

8x+8y+8z

us | du Oug | Duz Ouy | Ouz | Ouy Ous
| H\ oz T a2 P\ oy a2

9,23
+u8z_

(3.5)

B 0 ouy Oug Ous 0 Juy 0 Oug Oouy 0 Ous ouy ]
A<++z)+2+%a( x+a@)+%%<ax+az>
ui  Ouy  Ous & Ouy O [Ous  Oug mn
et Tt A 4 Qp— = I et At —

<5m+5y+az> M8y8y+ﬂﬁz<3y+82> |:72

Bul 8U2 811,3) 9 2 %

oz oy oz

‘Qv
<
w

Q

S

[\
~~_

|
N +

oy + 0z 0z M(‘?z 0z |
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Consideremos v uma funcgao fixa no conjunto de fungoes admissiveis. Multiplicamos ambos os
membros da equacao 3.6 por v:

L (2 8uz+6>+uaé‘u1+# (2 2,2 (2, 00 ]
Oox \ Oz 0 oz 0 oy \ Ox 0 ox 0z
v 2 <8U2 6u1> g <8’LL1 8uz ) + 8 8uz 2 <8’LL3 4 8uz> — v [
! oz \ 0 oy M, oy 0z !
8<8U3 8u1> 8((9U3 aUQ) 8<8u1 8u2+8u;z,> 2M2%
0 Oz 8 0z 0 0z 0z 0z

(3.7)

E, integrando em ) e aplicando o Teorema de Green e , obtemos:

8u1 Gug 6u3 81)1 8U1 8111 GUQ 8u1 81)1 8U3 8u1 (9’1)1
/// ( *m)ax“ﬁ‘axa+“(ax+ay)@+“<ax+az>az+
8U2 6u1 81)2 8u1 aZLQ 6U3 81)2 8u2 8’02 GU3 aUQ 87)2
i} D\ it it Q= 2 i}
’“‘(ax+ay>ax <8x+8y+8>8y+'u8y8y <8y+32>8z

OJus  Ouyp\ Ovs Jus  Oug\ Ovs Our  Ous  Ous )\ Ovs Jus Ovs
at] g3 el 9,23 273
“(ax+az>ax (8y+8z>8y+/\< ) +en v

0z 0z 0z
= /// Y101 + Y2v2 + Y3v3 AV
Q
(3.8)

Apresenta-se seguidamente a igualdade que juntamente com as condig¢oes de fronteira se obtém
a designada formulacdo fraca do problema:

8x+8y+g

8u1 8U2 GU3 (91)1 81)2 avg 8u1 31}1 8u2 6v2 GU3 81)3
/// ( +8z><8x+6y+6z>+2u(8x 8x+8y 8y+82 Bz)+
8U2 8u1 0%1 82}2 8u;>, 8U1 87)1 87)3 8U3 8U2 8112 81}3
K +ay>(ay+ax)+(ax+az><az+ax)+<ay+az><az+ayﬂ
/// y-7dV

(3.9)
Tendo em conta que:
‘ _ Ouy Ovy | Oug Qv Ous Ous 1 % ouq % Ovy
elu) s ev) = r 0x oy dy dy T 0. Ta <8x * 8y) <8y * 83:) (3.10)

1 % + % 8'01 87)3 1 8'LL3 8'&2 81)2 ] 87)3
2\ Ox 0z 82 2 0z y
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Temos:

8U1 8UQ 8’LL3 8’[)1 8’1)2 8’1)3 8u1 8’1}1 8UQ 8’[)2 8’11,3 81)3
R Tt S e Tt -4 2 it St it A M i
///Q)\<6ac * Oy * 8z> (83: * dy * 8z>+ 'u<(9x Ox * Jy 0Oy * 0z 8z>+

1 8’&2 8’&1 8@1 8112 1 6u3 8u1 6111 61}3 1 OU3 OUQ 81}2
2 {2 (aﬁay) (agﬁax) +z(ax+az) <a+ax> +z(ay+az> <az+

(3.11)
Podemos desta forma escrever a formulag¢do fraca do problema na sua forma simplificada, ou

seja:
///Qwa.vmzu.g(a);g(ﬁ)dv_///g,y.gdv (312)

3.2 Principio dos Trabalhos Virtuais

Nesta sec¢ao vamos demonstrar que também é possivel a obtengao da formulag¢ao fraca (3.12)
através do principio dos trabalhos virtuais (PTV) tendo em conta a formulagao forte estabelecida
(eq. 2.4) e as condigées de fronteira . Segundo este principio, é condigdo necessaria e suficiente
que a soma dos trabalhos virtuais de todas as forcas actuantes sobre o corpo seja nula para que
um dado corpo esteja em equilibrio, ou seja: ” o trabalho das forcas interiores deve ser igual ao
trabalho das forcas exteriores”.

Wint — Wext (313)
Tendo em conta que o W e 0 W podem ser escritas na forma / / deodV e / / ouXy,dV+
\% \%4

/ / duSp,dS, respectivamente, que as forgas massicas representam-se por X,, e por S, as forcas
S

de superficie num elemento finito de volume V delimitado por um conjunto de faces de superficie
total S, sujeito a um campo de deformagoes J. e a um campo de tensoes o (definido em todos os
pontos do interior e da fronteira do elemento finito), podemos entao escrever a equacao integral
correspondente ao principio dos deslocamentos virtuais para o problema da elasticidade linear
associado a formulacao forte e condicoes de fronteira, constituindo assim a formulacao fraca
que nos permite fazer uma implementacgao directa do problema elastico, ou seja:

/ / /V SeadV = / / /V SuXmdV + / /S SuSmdS (3.14)

Wint Wezt
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Capitulo 4

Implementacao do Método de
Elementos Finitos

4.1 Introducao

Para o dimensionamento das estruturas de engenharia civil é imprescindivel a determinagao da
solugao mais proxima quanto possivel da realidade. Deste modo, o Método de Elementos Finitos
(MEF) é, actualmente, o método mais utilizado com o objectivo de se alcancar uma solucao mais
aproximada e satisfatoria, quer economicamente, quer na verificagao de pré-requisitos funcionais
e regulamentares. A sua implementagao pressupoe o conhecimento do modelo fisico a formular
que por sua vez permitird a criagao de um modelo matematico passivel de resolucao numeérica.
O principio do MEF consiste em discretizar o problema continuo dado com infinitos graus
de liberdade para obter um sistema de equacoes discretas com apenas um numero finito de
incégnitas, associados aos pontos nodais, que podem ser resolvidos recorrendo a um computador.

Este método permite determinar o campo de deslocamentos, distribuicao das extensoes e das
tensoes instaladas em estruturas quando submetidas a solicitacoes exteriores, através de equagoes
diferenciais a que devem satisfazer os mesmos campos de deslocamentos, extensoes e tensoes.
Para a implementagao do MEF e posterior determinagao destas varidveis, h4 que conhecer o
método no seu todo e a relagao existente com a Teoria da Elasticidade Linear. Deste modo,
obtém-se as tensbes internas de um corpo submetido a forgas externas, por aplicacdo das
Equacoes de Equilibrio, as extensoes através dos deslocamentos dos pontos nodais da estru-
tura, utilizando as Equacdes de Compatibilidade e finalmente com as Relagoes Constitutivas é
possivel relacionar as tensoes instaladas com as extensoes, permitindo assim, por aplicagao do
MEF, a resolugao do problema elastico.

4.2 Elementos Finitos e Funcoes de Forma

O primeiro passo na formulacao de elementos finitos é a discretizagao da estrutura, através da
sua divisao num numero finito de formas simples chamados Elementos. Estes elementos podem,
em casos bidimensionais, ter formas rectangulares ou triangulares e, em casos tridimensionais,
formas de um paralelipipedo ou de um tetraedro.

Uma malha de elementos finitos bem definida, apresenta de uma maneira geral melhores resul-
tados, sendo que uma ma discretizacao pode conduzir aos denominados erros de discretizagao.
Admite-se, no entanto, que os elementos encontram-se ligados num ntmero discreto de pontos
nodais (ou nds) situados na sua fronteira. Desta forma, cada ponto nodal tem associado o seu
campo de deslocamentos que serao as principais incognitas a determinar, pelo que para casos
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tridimensionais consideram-se 3 graus de liberdade por né para a formulagao do problema em
estudo.

Define-se, seguidamente, para cada grau de liberdade uma funcao N; que corresponde a fungao
de interpolacdo em que a principal caracteristica consiste no facto de a funcao assumir o valor
unitario no né respectivo e nulo nos restantes nés.

Assim, para o caso tridimensional, o elemento em estudo serd o tetraedro. Os pardmetros ou
as coordenadas naturais usados no tetraedro sao coordenadas de volume do elemento. Em
coordenadas de volume, cada ponto fica determinado por suas coordenadas (£1,&2,&3,&4) (fig .
4.1).

Designando por A o volume do tetraedro e por AP, o volume do tetraedro formado pelo
ponto P e os vértices i, jek do tetraedro, as coordenadas de volume sao definidas de modo que:

51 A 3 52 A ) 53 A ) 54 A ( )
Possibilitando, assim, que seja verificada a seguinte relacao:
G+o+iG+a=1 (4.2)

Figura 4.1: Coordenadas de volume em um tetraedro [Fernando Ribeiro, 2004].

Utilizando polinémios de grau 1 (p = 1), podemos verificar que as fungoes de interpolagao do
tetraedro linear de 4 nds sao:

Ni=¢&  (i=1,...,4) (4.3)

Figura 4.2: Tetraedro linear [Fernando Ribeiro, 2004].

Para p = 2 o tetraedro resultante é constituido por 10 nés (fig. 4.3), e as fungoes de interpolagao
sao iguais a:
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Ng = 46183
N; = 46184
Ny = 48283 (44)
Ny = 48384
Ny = I

Figura 4.3: Tetraedro linear, p=2.

Tendo em conta que apenas 3 coordenadas paramétricas sao linearmente independentes, a matriz
jacobiana da transformacao de coordenadas é igual a:

0 [or oy 0:7r Cor oy 02
01 06 061 06 Ox 06 0& 06
9 _| 9 Oy 0Oz 9. 4| 9% 9 0=
&2 0 0&% 0% dy |’ 0 0& 0%
o e oo || 0 o oy e
083 L 083 0& 08 1 L Oz - L 083 0&  0&3

No caso dos tetraedros de faces planas, a geometria é representada pelas seguintes equacoes:

r = &+ & + 313 + {4y (4.5)
= &y1 +&y2 +E3ys + Sava (4.6)
z = &z +&r + 8323+ (4.7)

Sendo N1 =¢&; , N2 =§;, N3 =E&3 e N4 =¢, a expressao das fungoes de forma polinomiais de
grau 1 do tetraedro.

Uma vez que a coordenada de volume &4 é linearmente dependente de &1, &2 e &3, as derivadas
parciais de x, y e z em relacao as coordenadas de volume &1, & e &3 sao:

783:73: — T4; —ax*m — T4; —amfm -z (4.8)

o0&, oo 02 2o 0&3 S .
oy Jy 9y

a6, Y1 — Ya 963 Y1 — Y4 e Y1 — Ya (4.9)
0z 0z 0z

—=2z1 — Z , —_— =29 — Z 7 —_— = 22 — Z 410
96, 1— 24 96, 2 — 24 9¢; 3 — 24 ( )

23



Consequentemente, a matriz Jacobiana escreve-se na forma:

T1—T4 Y1 —Ys 21— 24
J = T2 — T4 Y2 — Y4 22— 24 (4.11)
T3 — T4 Y3 —Ys 23— 24

E o jacobiano, determinante da matriz jacobiana:

detJ = (w1 —x4)(y2 —ya)(23 — 24) + (w2 — 24)(y3 — ya)(21 — 24)+
(3 — wa)(y1 — ya)(22 — 21) — (23 — 24)(y2 — Ya)(21 — 22)+ (4.12)
(1 — 24)(y3 — ya) (22 — 24) + (w2 — 24) (Y1 — Ya)(23 — 24) '
= 6A

Depois de serem definidas as funcdes de interpolacao ou funcées de forma N; que definem, de
forma aproximada, o campo de deslocamentos em cada elemento a partir do valor dos desloca-
mentos dos pontos nodais u*, vamos estudar a equacao que traduz a aprozimacdo fundamental
do Método de Elementos Finitos:

u = N;ju (4.13)

Sendo:

u - O campo de deslocamentos;

N; - Matriz das fungoes de forma dos tetraedros (funcao do nimero de nés do elemento finito);
u® - Vector deslocamento do ponto nodal i.

No caso geral tridimensional, o vector deslocamentos é constituido por trés componentes, representando-
se por:

uq
u= | us (4.14)
u3
Partindo das relacées deformacoes-deslocamentos pode-se verificar que as funcées interpoladoras

N; permitem também determinar de forma aproximada o estado de deformacao em qualquer
ponto dum elemento finito a partir do valor dos deslocamentos dos pontos nodais.

As relagoes deformacoes-deslocamentos, a verificar em cada ponto do interior dum sélido, podem
ser escritas em notagao indicial, segundo a hipétese dos pequenos deslocamentos (ver eq. 2.2).

Assim sendo, tendo em conta ainda a eq. 2.2, é possivel escrever a equacao de compatibilidade
para o caso tridimensional na sua forma tensorial, ou seja:

_ % ;
0x1
Ouy
[ e | Do
€22 Ous
€ Ox3
723 —Z 4=
Y13 8%3 8%’2
Y12 Our | Ouy
B B 8%3 (91'1
Our | Ouy
L 8.%'2 8901 |
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Sendo que:

[ ouq 1 ) 1
o — 0 0
O 0 G O
QU3 0
Y 0 0 — Uy
oz
%:’% - o 5| e (4.16)
Ors  Oxo 0 5}5 5;; u3
Ou , Ouy 2 4, 2
Ors  Or1 Oxs Oy
Our | Ouy 9 9
| \Ozg  Oxy) | L Oxz Oy |

A segunda e terceira parcelas da equacao 4.16 correspondem ao operador diferencial L e ao
vector de deslocamentos u, respectivamente. Deste modo podemos escrever € na seguinte forma:

e=Lu (4.17)

Substituindo u, pela equagao que traduz a aproximacdao fundamental do MEF (fig. 4.13), temos
que:

e = LNu® = Bu® (4.18)

onde B = LN é uma matriz constituida por derivadas das funcoes interpoladoras /NV; em ordem
as coordenadas gerais.

Para o caso tridimensional, representa-se a matriz B resultante da multiplicacao do operador
diferencial L com a matriz N:

- _
2 0 0
8$1 8
0o 2 0
8%2
o0 0o M o0 0 | N0 0 | o] Ny 0O 0
B= Ozs 0O Nt 0 | 0 No 0 | .. | 0 Ng 0
0o —
o Bus 0 0 N | 0 0 Ny | | 0 0 Ny
9 4 9
8%3 8%1
9 9
L Ozp Oz i

(4.19)
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logo,

0Ny 0
aIl
0 0Ny
aibz
0 0
0 0Ny
0xs
0Ny
—_— 0
ox
Ny ON
8%’2 81‘1

0 |

0 |
oN;
ox
oMy
ox
oM
(9:131

0 |

ON»

Oxo
0

0

0
oN,
0
ONy

8$2

0 |
0N, |
81‘2
0 ON> |
or
ON2 ON» |
0 0
r3 8]1\%
0 __“
81’1
ON, |
&%1

0xo
0

0

0
ON1o

ox
ON fo

8952

0
ON1o
81‘2
0
ON1o
Or3
0
ON1o
8951

0N

ox
ON i?o

0]\710
81‘1

(4.20)

Contudo, é possivel representar a equacao 4.18 na sua forma desenvolvida, apresentando o
seguinte aspecto:

€11
€22
€33
V23
13
L V12

o

3561 a]'ir 0
o -1 9
972 oN
0 0o 1!
oz
ON, ON,
0 Ox3 Oz
N, N,
ox 0 ox1
ON, ON .
L 81‘2 8901

N-
IR
Oxo
| ONy
81’2
\ 0
| ONy
0x3
ON>
| —= 0
ox
‘ Ny AN,
8952 83}1

N-
| 0Ny 0
Oxo
| 3 0
)
| ON1o
83?3
| ON1g 0Ny
8.753 8.732
| ON1g ON1g
81'3 31'1
| ON1g 9Ny 0
81’2 81’1

4.3 Implementacao do Método de Elementos Finitos

Para a implementacao do método de elementos finitos torna-se necessaria a obtencao de um
sistema matricial para a resolugdo do problema elastico. Como tal, tendo em conta a Equac¢ao
Constitutiva, c = De = D Bu® e du = du® e as equagdes 3.14 e 4.18 tem-se que:

/ / Nou¢XdV + / / NoutSdS

1% S

Sut ( / / NTXav + / / NTSdS> N
1% S

/// Boéu®D ButdV =
v

I

B D BudV =

// /VBDBuedV _

/ / NTXAV + / / NTSds
1% S
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Sendo entao equivalente & seguinte equacao:

K¢u® = F° (4.23)

em que u® corresponde aos deslocamentos nodais do elemento, sendo a matriz de rigidez elemen-
tar K€ e as forcas equivalentes F'°, dadas por:

Ke://VBDBdV (4.24)

Fe = / / NTXav + / / NTSds (4.25)
14 S

Onde:

(4.26)

CDOoOT®T OO O
O&®" OO0 OO
T oo o0 o

e com B e N tal como em 4.2.

4.4 Implementacao em freeFEM-+-+

Nesta seccao vamos estudar um problema tridimensional de uma laje apoiada num pilar centrado
para a demonstracao do programa freeFEM++, dos comandos utilizados, e ainda da linguagem
utilizada para modelacao do problema em estudo.

4.4.1 Definicao do problema elastico

O modelo em estudo é constituido por uma laje com espessura de 0,20m, um pilar com altura
de 3 m (fig. 4.4), sendo a sua secgao transversal, A = 0,20 x 0, 20m?. Considera-se como accao
unicamente o peso préprio da estrutura.

Constitui¢do do material:
e Betao: C20 / 25
e Moédulo de elasticidade (E) = 30 x 10°kPa
e Coeficiente de Poisson (v) = 0,20

e Peso especifico = 25 kN/m?
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Definicao do modelo:

O.Q'j

089
14

=227

Figura 4.4: Modelo 3D.

4.4.2 Construcao da malha - GMSH

O GMSH é uma aplicacao que gera automaticamente malhas tridimensionais em elementos
finitos, com relativa facilidade de pré e pds-processamento. Esta aplicacao foi desenvolvida
com o objectivo de ser uma ferramenta simples para resolucao de problemas académicos e com
capacidade avancada de visualizacao.

A linguagem script do GMSH permite que toda a geometria seja bem definida, sendo que a
sua criacao depende da definicdo de uma sucessao de pontos, linhas, superficies e volumes.
A malha de elementos finitos envolve um subconjunto de espacos tridimensionais constituido
por elementos de vdrias formas geométricas (linhas, tridngulos, quadrados, tetraedros, prismas,
hexaedros e tridngulos), arranjados de tal forma que se duas destas se interceptam, eles formam
uma faceta, um bordo ou um né.

A discretizacao dos elementos é uma etapa muito importante na utilizacdo do MEF, pois é ela
que determina a qualidade final dos resultados: uma discretizagao mal feita pode comprometer
todo o resultado final, gerando uma resposta com erros significativos.

A utilizacao do software GMSH para geracao de malhas de elementos finitos nos modelos traz
melhorias na qualidade da malha, apresentando um resultado mais proximo do real. Outro
aspecto muito importante é a possibilidade de poder alterar a geometria dos elementos, o que
torna o programa mais genérico, capaz de resolver problemas praticos de diferentes geometrias.
Por outro lado, o GMSH apresenta boa compatibilidade com o freeFEM++, ou seja, o output da
malha gerada pode ser guardada com extensao compativel para posterior input em freeFEM++
com vista a determinacao do problema.

Assim, a malha de elementos finitos foi desenvolvida com o auxilio da aplicacaio GMSH para
definigao da regiao onde é desenvolvido o problema elastico.

Para a definicdo da geometria da estrutura e da malha do problema referido em 4.4.1, recorreu-
se a um ficheiro de texto onde os elementos geométricos foram definidos através de scripts de
linguagem do GMSH.
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Seguidamente vamos exemplificar a criacdo da geometria da estrutura, tendo em conta alguns

pontos considerados relevantes:

1. Definicao do eixo cartesiano: adoptou-se como origem de eixo (xg, Yo, 20) = (0,0, 0);

2. Dimensoes das pecas estruturais: Para cada elemento estrutural definem-se as dimensoes
dependendo do configuragao geométrica pretendida.

ht =

1t
1b
wWC

wh =

S i
=H3iee Nl
i i i
= .2; [/
= Fid

altura topo
altura base
comprimento topo
comprimento base
largura topo
largura base

Figura 4.5: Dimensoes das pecas estruturais

3. Definicao de pontos: Tendo em conta as dimensées definidas acima, registam-se as coor-
denadas de cada ponto da estrutura.

Point (1)
Point (2)
Point (3)
Point (4)
Point (35)
Point(6)

%0
x0 +
x0 +
x0 +
x0 +
X0 +

e e e

, ¥0 r 20, 1lc '} ;
11b . v0 r 20, 1lc '} ;
11b+1b , yO i o2ly Lo} s
T . ¥0 r 20, 1lc '} ;
11b , wWilb g 20, Lot} ip
11b+lb , wlb s 20, Lot

Figura 4.6: Coordenadas dos pontos base da estrutura

4. Definicao de linhas: As linhas sao criadas com objectivo de unir os pontos anteriormente
definidos por forma a que no final se tenha a geometria da estrutura que se quer conceber.

Line (1)
Line (2)
Line(3)
Line (4)
Line (5}
Line (&)
Line({7)
Line (8)

= {2 ,
=i
= {5 ,
= {9 ,10}:
= {10,11};
=13, 12%

M om s k)
B

Figura 4.7: Criagado de linhas
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5. Defini¢ao de superficies: Englobam um conjunto de linhas que formam uma superficie
fechada, obtendo assim uma regiao plana. Definidas as superficies ja se torna possivel a
criacao de malhas bidimensionais através do comando MESH 2D da aplicacao.

Line Loop (1001) = {1,10,11,12,-6,-9};
Plane Surface (101) = {1001};

Line Loop (1002) = {2,13,-4,-10};
Plane Surface (102) = {1002}:

//superf. horizontais base
Line Loop (1003) = {17,20,-18,-19};
Plane Surface (105) = {1005};

ffauperf. horizontai=s topo
Line Loop (1006) = {21,24,-22,-23};
Plane Surface (106) = {100&};

Figura 4.8: Defini¢ao de superficies

6. Definicao de volumes: A superficie volimica apenas pode ser criada depois de serem
definidas todas as superficies planas, formando assim um elemento fechado.

Surface Loop (2001) =
=l

{101,102,103,104, 105,106, 107,108, 109,110, 111,112,113, 114}
Volume (201) 2001}

Figura 4.9: Definicao de volumes

7. Condigoes de fronteira: A sua introdugdo no ficheiro de texto permite posteriormente a

imposicao das condicoes de fronteira, facilitando a inser¢ao de condic¢Ges de apoio ou cargas
na estrutura.

Physical Surface (3001)
Physical Surface (3002)

{105};
{106};

Figura 4.10: Definigao de condigbes de fronteira

8. Geragao da malha 3D: A malha de elementos finitos tridimensional poderd entao ser ge-
rada utilizando o camando MESH 3D. A seguir, de forma a ser possivel a sua leitura em

freeFEM++, a malha serd guardada num novo tipo de ficheiro Medit INRIA Mesh (com
extensao *.mesh) que servird de input da malha em freeFEM++.
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Veja-se a estrutura depois de gerada a malha 3D em GMSH(fig. 4.11):

0z

-0 6._.::: :

2y
I
1

'
(=]
(]

U
A e

&

Z
LY x

Figura 4.11: Malha tridimensional da estrutura indicada em 4.4.1

4.4.3 Definicao de Constantes, do Material e Forgas Actuantes

O material da estrutura modelada (constituida por betao C 20/25) é caracterizada pelas cons-
tantes mddulo de elasticidade (E) e coeficiente de Poisson v. Estes valores, introduzidos através
das designadas constantes de Lamé, sao definidos em freeFem—++ como mu e lambda. Ainda

nesta seccao do programa é definido o peso préprio da estrutura.

// CONSTANTES DO MATERIAL__

real E = 30e6, //Médulo de Elasticidade
H = .20, //Altura da laje
poisson = 0.20, //Coeficiente de Poisson

mu = E/(2x(1+poisson)),

lambda = Expoisson/((l+poisson)*(1-2xpoisson)), //mu e lambda, coeficientes de Lamé

D=E*H"3/(12*(1-poisson~2)); //Constante de Elasticidade
func g =-25.; //Forga Massica

4.4.4 Definicao do Espago das Solucoes Admissiveis

[kN/m~2]

[kN/m~2]
[kN/m~2]

E necessdrio que seja estabelecido o grau p do polinémio na implementagao do MEF, tendo em
conta a definicao das fun¢des de forma na secgao 4.2. Com a discretizacao do MEF é gerado
um conjunto de funcoes de forma que constitui um espaco vectorial de funcoes polinomiais.
Normalmente, o MEF é aplicado utilizando polinémios de grau p = 1 ou p = 2. A sua aplicagao

em freeFEM++ é bastante facil, escrevendo o seguinte comando:
fespace [nome do espago] ([nome da malhal, Pn);

Sendon=1oun=2.

Apés definir o grau dos polinémios, definem-se seguidamente as varidveis a ser utilizadas no

programa, através da seguinte forma:
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// DEFINIQKO DOS ESPAGOS _ _
fespace Vh(Th, [P2,P2,P2]), Vh1(Th,P2), Vh2(Th,P2); // Def. do Espago Vh a partir de Th com elem. P2

Vh [ul,u2,u3], [vi,v2,v3]; // Definig8o varidveis validas no espago Vh
Vhl Sx, Sy, Sz, Sxy, Sxz, Syz; // Definig8o varidveis validas no espago Vhl
Vh2 Mx,My,Mxy; // Definig8o varidveis validas no espago Vh2

4.4.5 Definicao de Macros e Variaveis

As macros sao definidas em freeFEM+4 com a finalidade de converter uma funcao genérica
num determinado operador.

Exemplificando:

Verifica-se que uma macro é constituida por trés partes, comando (macro), operador (ex.
div(ul,u2,u3)) e fungdo. Esta conversao visa transformar o vector (ul,u2,u3) no escalar dx(ul)+dy(u2)+dz(u3

// INTRODUGAQ DAS MACROS
real sqrt2=sqrt(2.);
macro epsilon(ul,u2,u3)
[dx (ul) ,dy (u2) ,dz(u3), (dz(u2)+dy (u3))/sqrt2, (dz(ul)+dx(u3))/sqrt2, (dy (ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM
// Pretende-se obter o sqrt2: epsilon:epsilon
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM // divergente do vector (ul,u2,u3)

4.4.6 Resolucao do Problema

A resolucao de problemas numéricos podera ser feito através de varios métodos diferentes. Assim,
tendo em conta que para esta dissertagao utiliza-se o freeFEM++ para a resolugao numérica
do problema, serd utilizado ao longo deste trabalho somente o método iterativo do gradiente
conjugado, representado por CG:

// RESOLUGAO DO PROBLEMA (Implementagdo da formulagdo fraca, eq. 3.12)
solve Lame ([ul,u2,u3], [vl,v2,v3], solver=CG)= // CG = Método do Gradiente Conjugado
int3d(Th) ( lambda*div(ul,u2,u3)*div(vi,v2,v3)
+ 2.*xmu* (epsilon(ul,u2,u3) ’*epsilon(vl,v2,v3)))
-int3d(Th) (g*v3) // integral para integrag8o das forgas madssicas em Th
+ on(3001,u3=0,u2=0,ul=0) ; // condigdes de Dirichlet na base do pilar

A implementacao das equacdes em freeFEM+-+ pressupoe que o segundo membro da equacao
seja nulo. Desta forma a equagao 3.12 foi implementada, passando a ter o seguinte aspecto:

//QAV@T.V17+2M~5(U):e(ﬁ)dv_///ﬂi.ﬁdvzo (4.27)
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4.4.7 Deslocamentos, Tensoes e Momentos Flectores

O desenvolvimento da equacao 3.12 corresponde a resolucdo numérica do problema em termos
de deslocamentos. Assim, tendo em conta que a nossa analise visa estudar também os momentos
flectores e as tensoes instaladas nas estruturas, torna-se necessario o célculo dessas grandezas
através das seguintes expressoes:

// DESLOCAMENTOS
real dmax= u3[] .max, dmin= u3[].min, // definig8o de um valor real, deformagdes maximas
coef=abs(1/dmin) ; // factor de escala em fungio dos deslocamentos maximos
mesh3 Thm= movemesh3(Th, transfo=[x+ul,y+u2,z+u3*coef]);// Construgdo da malha deformada
plot (Thm,wait=1);

plot ([ul,u2,u3], ps="lame3d.eps", coef=coef); // Plot da malha deformada
// TENSOES

Sx = lambdax(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdx(ul); // Calculo das Tens8es em xx

Sy = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2 mu*dy(u2); // Calculo das Tensdes em yy

Sz = lambdax(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*mux*dz(u3); // Calculo das Tensdes em xy

Sxy = mux(dy(ul) + dx(u2));

Sxz = mu*(dz(ul) + dx(u3));

Syz = mu*x(dz(u2) + dz(u2)); // Valores maximos positivos das tensdes
plot(Sx,wait=1); // Plot das Tensdes em XX
plot(Sy,wait=1); // Plot das Tens&es em yy

// MOMENTOS NA LAJE (Segundo Reissner-Mindlin, eq. 2.26)

Mx = Dx(dxx(u3)+poissonxdyy(u3)); // Calculo dos Momentos Flectores em x
My = D*(dyy(u3)+poisson*dxx(u3)); // Calculo dos Momentos Flectores em y
Mxy = D*(l-poisson)*dxy(u3); // Calculo dos Momentos Flectores em xy

plot (Mx, wait=true,cmm ="Mx laje",fill=1,value=true,ps="Mxlaje.eps", coef=coef);

// Plot dos Momentos Flectores

plot (My, wait=true,cmm ="My laje",fill=1,value=true,ps="Mylaje.eps",coef=coef);

// Plot dos Momentos Flectores

plot (Mxy, wait=true,cmm ="Mxy laje",fill=1,value=true,ps="Mxylaje.eps",coef=coef);
// Plot dos Momentos Flectores

real MxM=Mx[] .max, Mxm=Mx[].min, // Definig8o de reais Momento méximo e minimo
MyM=My [] .max, Mym=My[].min, // Definig8o de reais Momento mdximo e minimo
MxyM=Mxy[] .max, Mxym=Mxyl[].min; // Definig83o de reais Momento maximo e minimo

4.4.8 Tratamento e Impressao de Resultados

A visualizacdo de resultados em freeFEM++ pode ser feita de duas formas, graficamente ou
através da visualizacao alfanumérica. Para isso, sdo dadas instrucées em fungao do tipo de
visualizagao que se pretende.

E possivel a visualizacao grafica através da instrugao plot (plot (...) permite output do ficheiro
de imagem - extensao *.ps) ou através do ofstream file (ofstream file (...) onde sdo guardados
registos de coordenadas dos vértices dos tetraedros e dos seus respectivos deslocamentos - ex-
tensdao *.pos). Relativamente & visualizagao alfanumérica (cout <“ "< endl;), esta é utilizada
para impressao de valores extremos de varidveis a analisar (momentos flectores e deslocamentos).

[T
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Vejamos agora exemplo de algumas visualizagoes graficas e alfanuméricas:

//Exemplos de plots
plot ([ul,u2,u3], ps="lame3d.eps", coef=coef); // Plot da malha deformada
plot(Sx,wait=1); // Plot das Tensdes em XX
plot (Mx, wait=true,cmm ="Mx laje",fill=1,value=true,ps="Mxlaje.eps",coef=coef);
// Plot dos Momentos Flectores

// RESULTADOS E QOUTPUTS

cout
<< " max deslocamento = " << dmax << endl //deslocamento maximo
<< " Momentos na Laje: " << endl
<< " Mx max=" << MxM << ", Mx min=" << Mxm << endl //momento maximo em xx
<< " My max=" << MyM << ", My min=" << Mym << endl //momento méximo em yy
<< " Mxy max=" << MxyM << ", Mxy min=" << Mxym << endl; //momento mdximo em xy

ofstream file("deslocamentos.pos");

// Registo das coordenadas dos vértices dos tetraedros
for (int i=0; i< Th.nt; i++) {
file<<"VS(";
for (int j=0; j <3; j++)
file << Th[i][j].x <<","<< Th[i] [j].y <<","<< Th([i][j].z<<",";
file << Th[i][3].x <<","<< Th[i][3].y <<","<< Th[i][3].z;
file<<"){"<<endl;

// Registo das coordenadas em cada vértice
for (int j=0; j <3; j++)
file << ui( Th[il[j].x , Th[il[j].y , Th[il[j].z )<< ","
<< u2( Thlil[j].x , Thlil[j]l.y , Thlil[jl.z )<< ","
<< u3( Thlil[j]l.x , Thlil[j]l.y , Thlil[jl.z )<< ","<<endl;
file << u1( Th[il[3].x , Th[il[3].y , Th[i][3].z )<< ","
<< u2( Th[il[3].x , Th[i]l[3].y , Th[il[3].z )<< ","
<< u3( Th[il[3].x , Th[il[3].y , Th[il[3].z )<<"};"<<endl;

Assim sendo, podemos visualizar os resultados no quadro auxiliar do compilador:

(B3] S
max deslocamento = -0.00107429
Momentos na Laje:
Mx max=9.60405, Mx min=-23.0692
My max=11.1944, My min=-21.1253
Mxy max=4_40534, Mxy min=-8.50723

Figura 4.12: Resultados alfanuméricos do freeFEM+-+
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4.4.9 Resultados

Deslocamentos e deformada da estrutura:

Na figura 4.12 é visivel que o deslocamento méximo vertical (dmax) da estrutura é igual a
-0.00111 m. Conforme vimos em 4.4.8, os resultados graficos podem ser visualizados através
do registo de valores das coordenadas dos tetraedros e dos seus respectivos deslocamentos num
ofstream file.

Assim, utiliza-se novamente o GMSH, desta vez para o pds-processamento de resultados (leitura
e representacao grafica dos valores registados no ofstream file) que se encontram ilustrados na
figura 4.13 onde os valores dos deslocamentos ao longo da estrutura se encontram distribuidos
de forma bi-simétrica:

0.00111
|

DESLOCAMENTOS
0.000554

2.56e-031

Figura 4.13: Valores dos deslocamentos dos pontos nodais
Os deslocamentos dos pontos nodais originam uma deformada que por sua vez também é bi-
simétrica. Vejamos agora a figura 4.14, onde a deformada da laje na zona do pilar é praticamente

nula quando comparada com a deformada dos cantos da laje (dmax=-0.00111 m).

Assim, temos que:

-0.742

Figura 4.14: Malha da estrutura deformada
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Momentos flectores:

Da mesma forma que os deslocamentos e a deformada, os momentos flectores apresentam também
valores simétricos. Os valores do momento maximo positivo segundo xx e yy sao praticamente
da mesma ordem de grandeza, Mx max=4.07 ¢ My max=4.58 kNm/m. O mesmo sucede com o
momento maximo negativo, ou seja: Mx min=-18.47 e My min=-18.30 kNm/m.

Da anédlise dos momentos flectores, verifica-se que na zona do apoio (zona do pilar), os momentos
flectores apresentam valores negativos, conforme seria de esperar. Por sua vez, os bordos das

lajes apresentam valores positivos, acompanhando assim a deformada da estrutura.

Seguidamente, sao representados os graficos dos momentos flectores segundo as duas direccoes:

Z

i

4.07

MOMENTOS
-7.87

-185

Figura 4.15: Momento flector segundo o eixo xx

4.58

-6.86

MOMENTOS

-18.3

Figura 4.16: Momento flector segundo o eixo yy
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Capitulo 5

Analise dos diferentes casos

5.1 Introducao

A anélise em freeFEM++ dos diferentes modelos estruturais, sendo o objectivo principal deste
trabalho de dissertacao, serd efectuada tendo em vista o cédlculo dos deslocamentos e dos mo-
mentos flectores. Estes valores serao comparados com os resultados obtidos através do programa
de célculo estrutural SAP2000. Todos os modelos serdao analisados tendo em conta unicamente
a accao do peso proprio da estrutura.

Os modelos em andlise sao constituidos sempre pelo mesmo material, o betao armado. Assim,
o tipo de betao utilizado em ambos os programas sera o mesmo para que haja semelhanca nos
resultados entre o freeFEM-++ e o SAP2000. Como tal, as constantes de Lamé, o peso especifico
e o coeficiente de Poisson terao os mesmos valores.

Com isto, pretende-se que os modelos utilizados em ambos os programas tenham um compor-
tamento idéntico de forma a que o resultado final seja praticamente o mesmo, apesar de os dois
programas utilizarem modelos diferentes, sendo que o SAP2000 utiliza os modelos de Kirchoff
ou Reissner-Mindlin e no freeFEM++ foi implementado um modelo de elasticidade linear 3D.
O método de célculo estrutural para todos os modelos é idéntico em freeFEM+-+, variando
apenas na geometria da estrutura definida em GMSH, onde sdo definidos os diferentes mode-
los e onde é discretizada a estrutura de elementos finitos para posterior input da malha em
freeFEM ++.

A sobreposicao de efeitos nos modelos de calculo automaético, para o caso de edificios altos,
conduzem ao denominado efeito de encurtamento dos pilares, fenémeno este que na pratica
nao se sucede devido ao método construtivo geralmente utilizado. Apesar de este efeito ser
facilmente eliminado em SAP2000 (considerando o factor multiplicativo para a secgao do pilar
igual a 10), em freeFEM++ essa opgao nao serd explorada, como tal, todos os modelos serao
estudados tendo em conta a deformabilidade dos pilares.

No caso dos modelos com viga, serd tida em conta a multiplicacao do factor de inércia em
SAP2000, determinado através do Teorema de Steiner, a fim de simular o comportamento real
da viga.

Neste capitulo vamos estudar seis (6) modelos diferentes, sendo que no primeiro modelo serd
analisada uma laje fungiforme apoiada em 4 pilares, no segundo modelo serd feita a andlise de
uma laje num sistema porticado de 4 pilares, no terceiro modelo serao analisadas lajes fungifor-
mes numa estrutura de 3 pisos, no quarto modelo serao analisadas lajes num sistema porticado
de 3 pisos, no quinto modelo serao analisadas lajes fungiformes numa estrutura de 9 pisos e, por
fim, o dltimo modelo servira para andlise de lajes de uma estrutura porticada de 9 pisos.
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5.2 Analise de uma laje fungiforme apoiada em 4 pilares nos 4
cantos - 1 piso

5.2.1 Apresentagcao do modelo

O primeiro caso a ser estudado é uma laje fungiforme apoiada em 4 pilares, com vaos de 4 metros
e altura de 20 cm. Os pilares que servirao de apoio as lajes sao constituidos por uma seccao de
A = 0,20 x 0,20m? e por uma altura de 2.9 metros. O material utilizado é o betdo C20 / 25,
com um mddulo de elasticidade E = 30 x 10°kPa e um coeficiente de Poisson v = 0, 16.

Considera-se como accao o peso proprio instalado na estrutura, para um peso especifico de
25kN/m’3.

Seguidamente ¢ ilustrado o modelo de calculo utilizado em freeFEM++ e no SAP2000 (fig. 5.1).

1.55 4|

0.775 4 F

3 B

Figura 5.1: Representacao do modelo de céalculo utilizado.

5.2.2 Construcao da Malha e Resultados em freeFEM++

A geometria da estrutura foi concebida de uma forma faseada em GMSH, tendo sido criados
em primeira instancia os pilares e seguidamente foi assente a laje nos pilares de forma a ter no
final o modelo desejado (fig. 5.1). A discretizagao da estrutura em elementos finitos (tetraedros)
é gerada automaticamente pela mesma aplicacao que por sua vez permite guardar a malha
da mesma estrutura num ficheiro formato Medit INRIA com extensao *.mesh de forma a ser
possivel a insercao da malha em freeFEM++.

A estrutura discretizada em GMSH (fig. 5.2) contém um total de 1423 elementos (tetraedros).
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As condigdes de fronteira foram implementadas nas bases dos pilares de forma a impedir os
deslocamentos em todas as direcgoes (ul=0, u2=0 e u3=0).

31
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Figura 5.2: Malha discretizada, GMSH.

Apés a resolucdo numérica do problema elastico 3D, em freeFEM++, obtemos o campo dos
deslocamentos, permitindo deste modo a criagao da malha deformada (fig. 5.3). Assim, obteve-
se o valor maximo dos deslocamentos verticais de 0,00108m.

Figura 5.3: Malha deformada, GMSH.
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Veja-se a fig. 5.4 com a representacao do campo de deslocamentos ao longo de toda a estrutura,
onde é possivel verificar que as maiores deformagoes ocorrem a meio vao da laje (0,00108m) e a
deformada geral da estrutura tem um comportamento que seria de esperar:

0.00108

DESLOCAMENTOS
0.000542

11e-031

-

Figura 5.4: Deformada da estrutura com deslocamentos a escala 1:1000, pds-processamento em
GMSH

Seguem os resultados do calculo dos momentos flectores segundo as direcgoes x, y e xy, sendo
espectdvel a existéncia de resultados bi-simétricos dada a simetria da estrutura.

Para os momentos flectores na direccao z (fig. 5.5), apresenta-se a seguinte distribui¢ao, com
My mae = —4,56 kNm/m (obtido no canto da laje) e um m; .. = 9,3 kNm/m (medido a
meio vao do bordo da laje).

9.3

MOMENTOS
FAH

-4.56

Figura 5.5: Momentos flectores segundo o eixo z, pés-processamento em GMSH
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.6), apresenta-se a seguinte distribuigao,

com my, 4, = —4.56 kNm/m (obtido no canto da laje) e um my .., = 9.3 kNm/m (medido a

meio vao do bordo da laje).

237 9.3

MOMENTOS

-4.56

Figura 5.6: Momentos flectores segundo o eixo ¥, pds-processamento em GMSH

Os momentos torsores na direcgdo xy também apresentam simetria nos seus resultados, sendo

0 My max = —3,2 kNm/m e o mf, ... = 3,2 kNm/m (obtidos nos cantos da laje).

Veja-se a distribuicao dos momento torsores na estrutura:

3.18

MOMENTOS
0.0151

-3.15

-5

Figura 5.7: Distribuicao de momentos torsores, pés-processamento em GMSH.

41



5.2.3 Construcao da Malha e Resultados em SAP2000

Em SAP2000 a geometria da estrutura é concebida por etapas. Inicialmente definem-se as grid
lines que nao sao nada mais que linhas espacadas entre si de acordo com as dimensoes das pecgas
estruturais pretendidas. Seguidamente, sdo definidas sobre as linhas as pegas estruturais (pilares
e lajes), o tipo de material, a drea da secgao de cada elemento estrutural, a acgao pretendida
para andlise, a discretizacao da estrutura e finalmente é feita a andlise final através do céalculo
da estrutura. Quanto & malha é definida apenas para o elemento de laje, onde podemos dividir
de acordo com a discretizagao pretendida, tendo para este caso 40 divisoes para cada um dos
eixos x e y, apresentando um total de 1600 elementos.

Relativamente as condigOes de fronteira, foram colocados apoios fixos nas bases dos pilares,
restringindo os deslocamentos nas 3 direcgoes x, y e z.

Figura 5.8: Malha discretizada, SAP2000.

Uma vez concluida a resolucao do problema, é possivel obter os vectores deslocamento, e assim
construir a malha deformada (fig. 5.9). Obteve-se desta forma o valor maximo dos deslocamentos
verticais, de 0,00115 m.

Figura 5.9: Malha deformada, SAP2000.
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Vejamos de seguida a distribuicao dos vectores deslocamento na direccao vertical:

Figura 5.10: Distribuicao dos vectores deslocamento na direcgao vertical, SAP2000.

Relativamente aos resultados obtidos através da adaptagao do modelo de laje de Reissner-
Mindlin ao presente caso tridimensional, obteve-se para os momentos flectores na direccao x
(fig. 5.11), a seguinte distribui¢do, com um m, = —4,3 kNm/m (obtido no canto da laje)

T, max
J’_

T, max

em = 9,8 kNm/m (medido a meio vao do bordo da laje).

Figura 5.11: Momentos flectores segundo o eixo z, SAP2000.
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.12), apresenta-se a seguinte distribuigao,

com my .. = —4,3 kNm/m (obtido no canto da laje) e um m; ...

=9,8 kNm/m (medido a

Y, max
meio vao do bordo da laje).

IS 25 10 0 1 2

Figura 5.12: Momentos flectores segundo o eixo y, SAP2000.

Quanto aos momentos torsores, registam-se valores de mg,, ,,, = —3,1 kNm/m e um m:y’max =
3,1 kNm/m (obtidos nos cantos da laje).

IS 090 045 000 uas 080 13 1s0 22602 (NS

Figura 5.13: Momentos torsores segundo o eixo zy, SAP2000.
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5.2.4 Comparacao de Resultados

Esta secgao ficou reservada para a comparacao dos resultados obtidos entre as diferentes fer-
ramentas de calculo estrutural. Esta comparacao serd feita tendo em conta a determinagao do
erro relativo que servira para avaliacao dos resultados obtidos com o freeFEM++ em relacao ao
SAP2000. Assim, o erro relativo sera calculado através da seguinte expressao:

erro(%) = % x 100 (5.1)

Sendo A = | X — z| - médulo da diferenca entre o valor exacto e o valor aproximado;
X - Valor obtido pelo SAP2000;
x - Valor obtido pelo freeFEM-++, usando o modelo eldstico 3D.

Na tabela seguinte encontram representados os resultados do céalculo efectuado tanto em free-
FEM++ como no SAP2000:

freeFEM++ | SAP2000 | erro (%)
ug max (-) 0,00108 0,00115 6,1
m;{ max 9,3 9,8 5,1
m, max -4,56 -4,3 6,0
m;r max 9,3 9,8 5,1
m, max -4,56 -4,3 6,0
m;, max 3,2 3,1 3,2
m,, max -3,2 -3,1 3,2
Tempo (s) 12,5 9 -

Tabela 5.1: Tabela comparativa de resultados - 1° modelo.

Analisando a tabela 5.1, é possivel constatar que os valores obtidos com o freeFEM++ podem
ser considerados vélidos quando comparados com os resultados obtidos com o SAP2000, uma
vez que os erros maximos determinados foram inferiores a 20%. Em termos de deslocamentos, o
erro resultante foi de 6,1%, enquanto que os momentos flectores maximos segundo as direcgoes
x e y atingiram valores na ordem dos 5,1%, os momentos flectores minimos segundo as direcgoes
x e y apresentam um erro de 6,0% e por fim os momentos torsores em xy, sendo o parametro
com menor percentagem de erro, atingiram 3,2%.
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5.3 Analise de uma laje num sistema porticado de 4 pilares - 1
piso

5.3.1 Apresentacao do modelo

O segundo caso a ser estudado baseia-se no primeiro caso tridimensional, e serve de base aos
casos seguintes, sendo que para este foram implementadas vigas que servirao de apoio as lajes
com vista a obten¢ao de uma laje apoiada num pértico tridimensional simples.

De uma maneira geral, esta estrutura é constituida por uma laje, com vaos de 4 metros e altura
de 20 cm, apoiada em 4 vigas que por sua vez irao apoiar-se nos 4 pilares dos cantos com alturas
de 2.7 metros. Os pilares e vigas sao constituidos por uma seccao de A = 0,20 x 0,20m? e
A =0,20 x 0,40m?, respectivamente. O material utilizado é o betdo C20 / 25, com um mdodulo
de elasticidade FE = 30 x 10%kPa e um coeficiente de Poisson v = 0, 16.

Seguidamente ¢ ilustrado o modelo de céalculo utilizado em freeFEM++ e no SAP2000 (fig.
5.14).

N

a779) )]

Figura 5.14: Representagao do modelo de calculo utilizado.

5.3.2 Construcao da Malha e Resultados em freeFEM+4+

Uma vez que este caso é baseado no primeiro, a construcao da geometria desta estrutura foi
também faseada em GMSH, tendo sido criados em primeira instancia os pilares, vigas e por
fim foi assente a laje sobre as vigas de forma a ter no final o modelo desejado (fig. 5.14).
A discretizagao da estrutura em elementos finitos (tetraedros) é gerada automaticamente pela
mesma aplicagdo que por sua vez permite guardar a malha da mesma estrutura num ficheiro
formato Medit INRIA com extensao *.mesh de forma a ser possivel a inser¢do da malha em
freeFEM++. A estrutura discretizada em GMSH (fig. 5.15) contém um total de 1218 elementos
(tetraedros).
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As condigdes de fronteira foram implementadas nas bases dos pilares de forma a impedir os
deslocamentos em todas as direcgoes (ul=0, u2=0 e u3=0).

o

N
i
ii
N

oY

Figura 5.15: Malha discretizada, GMSH.

Apos a resolucao numérica do problema elastico 3D, em freeFEM++4-, obtemos o campo dos
deslocamentos, permitindo deste modo a criagao da malha deformada fig. 5.16. Assim, obteve-
se o valor maximo dos deslocamentos verticais de 0,000638m.

£0.00B74_-0.000133

Figura 5.16: Malha deformada, GMSH.
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Veja-se o campo de deslocamentos ao longo de toda a estrutura:

'.

0.000844

DESLOCAMENTOS
0.000322

- %

8.74e-032

Figura 5.17: Deformada da estrutura com deslocamentos a escala 1:1000, pds-processamento em
GMSH

Seguem os resultados do calculo dos momentos flectores segundo as direcgoes x, y e Xy, sendo
espectavel a existéncia de resultados bi-simétricos dada a simetria da estrutura.

Para os momentos flectores da laje na direccao z (fig. 5.5), apresenta-se a seguinte distribuicao,
com My min = 0,082 kNm/m (medido no canto da laje) e um my ez = 4,60 kNm/m (obtido
no centro da laje).
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Figura 5.18: Momentos flectores segundo o eixo z, pds-processamento em GMSH
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No caso dos momentos flectores na direcgao y da laje (fig. 5.6), apresenta-se a seguinte distri-
bui¢ao, com my min = 0,082 kNm/m (medido no canto da laje) e um my maz = 4,60 kNm/m
(obtido no centro da laje).
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MOMENTOS
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Figura 5.19: Momentos flectores segundo o eixo y, pés-processamento em GMSH

Os momentos torsores na direccao zy da laje também apresentam simetria nos seus resultados,
sendo o my, = —0,056 kNm/m e o m}, = 0,056 kNm/m (obtidos nos cantos da laje).

TY,max TY,max

Veja-se a distribuicao dos momento torsores na estrutura:

e

‘ m

Figura 5.20: Distribuicao de momentos torsores, pdés-processamento em GMSH.

MOMENTOS
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5.3.3 Construcao da Malha e Resultados em SAP2000

Em SAP2000 a geometria da estrutura é semelhante a geometria do modelo anterior, com a
diferenca deste possuir vigas onde apoiam as lajes. Assim, definem-se da mesma forma as pecas
estruturais (pilares, vigas e lajes), o tipo de material, a drea da secgao de cada elemento estrutu-
ral, a accao pretendida para analise, a discretizacao da estrutura e por fim é feita a analise final
através do calculo da estrutura. Quanto a malha é definida apenas para o elemento de laje, onde
podemos dividir de acordo com a discretizagao pretendida, neste caso, assemelhando o maximo
possivel, em termos de nimero de elementos, da malha gerada em GMSH.As condigdes de fron-
teira também foram instaladas nas bases dos pilares, simulando apoios fixos que restringem os
deslocamentos nas 3 direcgoes x, y € z.

W

Figura 5.21: Malha discretizada, SAP2000.

Uma vez concluida a resolucao do problema, é possivel obter os vectores deslocamento, e assim
construir a malha deformada (fig. 5.22). Obteve-se desta forma o valor méximo dos desloca-
mentos verticais, de 0,00066 m.

Figura 5.22: Malha deformada, SAP2000.
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Vejamos de seguida a distribuicao dos vectores deslocamento na direccao vertical:

s, 22z, e, S

-360.

5,

ao dos vectores deslocamento na direccao vertical, SAP2000.

Figura 5.23: Distribuig

(fig. 5.11), a seguinte distribuigdo, com um mg pmn = 0,18 kNm/m (medido no canto da laje)

Relativamente aos resultados obtidos através da adaptacdo do modelo de laje de Reissner-
Mindlin ao presente caso tridimensional, obteve-se para os momentos flectores na direccao x

4,7 kNm/m (obtido no centro da laje).

maxr —

e my

IEOSTEOHSIM0N0M45 090 135 1.80 225 2700 315 360 40504 SN

SAP2000.

9

Figura 5.24: Momentos flectores segundo o eixo z
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+ _ .
y,maxr 47 7 kNm/m (Obtldo no

No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.12), apresenta-se a seguinte distribuigao,

com My min = 0,18 kNm/m (medido no canto da laje) e um m

centro da laje).

IEOSOREOEEMIIN0N0M45 090 135 1.80 225 2700 315 360 40504 SONENIN

Figura 5.25: Momentos flectores segundo o eixo y, SAP2000.

+
TY,max

—0,06 kNm/m e umm

TY,max

Quanto aos momentos torsores, registam-se valores de m

0,06 kNm/m (obtidos nos cantos da laje).

3

18,

8.

Figura 5.26: Momentos torsores segundo o eixo zy, SAP2000.
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5.3.4 Comparacao de Resultados

Esta seccgao ficou reservada para a comparacao dos resultados obtidos entre as diferentes fer-
ramentas de cédlculo estrutural. Esta comparagao serd feita tendo em conta a determinacao do
erro relativo, conforme vimos em 5.2.4, que servira para avaliagao dos resultados obtidos com o
freeFEM++ em relacao ao SAP2000.

Na tabela seguinte encontram representados os resultados do céalculo efectuado tanto em free-
FEM++ como no SAP2000:

freeFEM++ | SAP2000 | erro (%)
ug maz(—) 0,000638 0,00066 3,3
m; max 4,60 4,7 2,1
m, min 0,082 0,18 54,4
m; max 4,60 4,7 2,1
m,, min 0,082 0,18 54,4
m;, max 0,056 0,06 6,7
m,, min -0,056 -0,06 6,7
Tempo (s) 8 8 -

Tabela 5.2: Tabela comparativa de resultados - 2° modelo.

Quanto a leitura da tabela 5.2, pode dizer-se que o modelo construido em freeF’EM ++ alcangou
os resultados esperados ao nivel dos deslocamentos com erros inferiores a 4%. Os momentos
flectores maximos determinados segundo as duas direcgdes (z e y) (obtidos no centro da laje), e
os momentos torsores segundo xy apresentam erros na ordem de 2,1% e 6,7%, respectivamente.
O mesmo nao acontece no caso dos momentos flectores minimos segundo as direcgoes = e y
(medidos no canto da laje). Apesar do modelo ter sido construido com particular atengao
a qualidade da malha de elementos finitos, quando se trata de comparar momentos flectores
minimos, segundo as direccées x e y, os resultados disparam para erros na ordem de 54,4%.
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5.4 Analise de lajes fungiformes apoiadas em pilares - 3 pisos

5.4.1 Apresentacao do modelo

O modelo que se segue envolve um acréscimo na complexidade do modelo concebido em 5.2,
aumentando deste modo o nimero de pisos para 3. A geometria da estrutura terd a mesma
configuracao, a discretizagdo em elementos finitos também serd feita através do mesmo método
com a finalidade de haver uma boa base de comparacao entre o freeFEM++ e o SAP2000.

Assim sendo, a estrutura sera composta por 3 pisos, com lajes de dimensées 6m x 6m x 0, 20m.
Os pilares terdo uma seccao de A = 0,30 x 0,30m? . O material utilizado é o betdao C20 / 25,
com um mddulo de elasticidade E = 30 x 10°kPa e um coeficiente de Poisson v = 0, 16.

Veja-se o modelo de célculo utilizado tanto em freeFEM++ e como no SAP2000 (fig. 5.27):

!
45

Figura 5.27: Representagao do modelo de célculo utilizado.

5.4.2 Construcao da Malha e Resultados em freeFEM++

Os modelos anteriores foram desenvolvidos em GMSH por etapas de forma a permitir alteragoes
na geometria da estrutura com relativa facilidade. Assim, aproveitou-se o modelo estudado em
5.2 para a criagao deste, sendo que a discretizagao da estrutura em elementos finitos (tetraedros)
serd gerada de forma automédtica pelo GMSH, que possibilita o registo da estrutura discretizada
num ficheiro com formato Medit INRIA e extensao *.mesh de forma a ser possivel a leitura da
malha com o freeFEM++. A estrutura discretizada em GMSH (fig. 5.28) contém um total de
10441 tetraedros.
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As condigdes de fronteira foram implementadas nas bases dos pilares de forma a impedir os
deslocamentos em todas as direcgoes (ul=0, u2=0 e u3=0).

Figura 5.28: Malha discretizada, GMSH.

Apébs a resolucao numérica do problema elastico 3D, em freeFEM++, obtemos o campo dos
deslocamentos, permitindo deste modo a criacdo da malha deformada (fig. 5.29). Assim, obteve-
se o valor maximo dos deslocamentos verticais de 0,00389m no tltimo piso da estrutura.

9.28

Figura 5.29: Malha deformada, GMSH.
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Veja-se a fig. 5.30 com a representacao do campo de deslocamentos ao longo de toda a estrutura,
onde é possivel verificar que as maiores deformagoes ocorrem a meio vao da laje (0,00389m) do
ultimo piso e a deformada geral da estrutura tem um comportamento que seria de esperar:

0.00389
-

DESLOCAMENTOS
0.00195

L

1.95e-031

Figura 5.30: Deformada da estrutura com deslocamentos a escala 1:250, pds-processamento em
GMSH

Seguidamente, vamos verificar os resultados dos momentos flectores segundo as direcgoes x, y e
xy, sendo espectivel a existéncia de resultados bi-simétricos dada a simetria da estrutura.

Para os momentos flectores na direc¢ao z (fig. 5.5), apresenta-se a seguinte distribui¢ao, com
My mae = —35,76 kNm/m e um m} .. = 15,76 kNm/m. O valor do momento positivo
obtém-se a meio vao do bordo da laje do dltimo piso enquanto que o momento negativo é obtido

na zona dos pilares do segundo piso (no canto da laje).

15.7

-8.21

MOMENTOS

M=
L]
- 4 4

Figura 5.31: Momentos flectores segundo o eixo z, pds-processamento em GMSH
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.6), apresenta-se a seguinte distribuigao,
com My o, = —35,76 kNm/m e um m;maw = 15,76 kNm/m. Da mesma forma que os
momentos determinados segundo o eixo de x, na direccao yy os valores maximos foram obtidos
a meio vao do bordo da laje do tltimo e os minimos foram obtidos na zona do pilar do segundo

piso (canto da laje).

15.7

MOMENTOS
-8.5

-32.7

Y]
- %
Figura 5.32: Momentos flectores segundo o eixo y, pds-processamento em GMSH

Os momentos torsores na direcgao xy também apresentam simetria nos seus resultados, sendo
— _ J’_ _ . s’ .

O Myy mar = —20,5 kNm/m e o mjy, .. = 20,5 kNm/m. Assim como os valores minimos

dos momentos flectores obtidos segundo os eixos x e y, os momentos torsores foram obtidos no

segundo piso, na zona do pilar.

Veja-se a distribuicao dos momento torsores na estrutura:
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Figura 5.33: Distribuicao de momentos torsores, pds-processamento em GMSH.
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5.4.3 Construcao da Malha e Resultados em SAP2000

Em SAP2000 a geometria da estrutura é concebida por etapas. Inicialmente definem-se as grid
lines que nao sao nada mais que linhas espagadas entre si de acordo com as dimensoes das pegas
estruturais pretendidas. Seguidamente, sdo definidas sobre as linhas as pegas estruturais (pilares
e lajes), o tipo de material, a drea da secgao de cada elemento estrutural, a acgao pretendida
para andlise, a discretizacao da estrutura e finalmente é feita a andlise final através do céalculo
da estrutura. Quanto & malha é definida apenas para o elemento de laje, onde podemos dividir
de acordo com a discretizagao pretendida, tendo para este caso 40 divisoes para cada um dos
eixos z e y, apresentando um total de 1600 elementos.

Relativamente as condigoes de fronteira, foram colocados apoios fixos nas bases dos pilares,
restringindo os deslocamentos nas 3 direccoes x, y e z.

Figura 5.34: Malha discretizada, SAP2000.
Uma vez concluida a resolugao do problema, é possivel obter os vectores deslocamento, e assim

construir a malha deformada (fig. 5.35). Obteve-se desta forma o valor maximo dos desloca-
mentos verticais, de 0,0038 m.

Figura 5.35: Malha deformada, SAP2000.
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Vejamos de seguida a distribuicao dos vectores deslocamento na direccao vertical no piso mais
desfavordvel (3° piso):

M
IR0 252 224 1.9 168 140 12 064 05600 ZENON

Figura 5.36: Distribuicao dos vectores deslocamento na direcg¢ao vertical, SAP2000.

Relativamente aos resultados obtidos através da adaptagao do modelo de laje de Reissner-
Mindlin ao presente caso tridimensional, obteve-se para os momentos flectores na direcgdao x

(fig. 5.37 e 5.38), a seguinte distribui¢ao, com um m ., = —42,54 kNm/m (obtido na zona

dos pilares do segundo piso) e m;mm = 15,27 kNm/m (medido a meio vao do bordo da laje
do ultimo piso).

IESSSIESE0NE5 27,0 225 180 135 90 A5 00 450D

Figura 5.37: Momentos flectores minimos segundo o eixo z (piso 2), SAP2000.

IESTOSNEONES 5 27.0 225 180 135 90 45 00  ASTToNNE

Figura 5.38: Momentos flectores méximos segundo o eixo z (piso 3), SAP2000.
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.39 e 5.40), apresenta-se a seguinte dis-
tribuicao, com m,, = —42,54 kNm/m (obtido na zona dos pilares do segundo piso) e

Y, max
My oz = 15,27 kNm/m (medido a meio vio do bordo da laje do wltimo piso).
E=
Figura 5.39: Momentos flectores minimos segundo o eixo y (piso 2), SAP2000.
IEESOSIESE 0.5 270 225 180 435 90 45 00 a5 oNEE
Figura 5.40: Momentos flectores méximos segundo o eixo y (piso 3), SAP2000.
Quanto aos momentos torsores, registam-se valores de mg,, ., = —22,72 kNm/m e um m;{y’max =

22,72 ENm/m (medidos no piso 2, zona do pilar).
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i it

0 35 00 35 700105 140 1ASIZE0NEEN

Figura 5.41: Momentos torsores segundo o eixo zy, SAP2000.
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5.4.4 Comparacao de Resultados

Na tabela seguinte serao comparados os diferentes resultados obtidos tendo em conta os diferentes
métodos de célculo:

freeFEM++ | SAP2000 | erro (%)
us Py max(—) 0,00316 0,00316 0,0
us Py maz(—) 0,00299 0,0028 6,8
us Ps max(—) 0,00389 0,0038 2.4
m; max 15,76 15,27 3,2
m, max -35,76 -42.54 15,9
m, max 15,76 15,27 3,2
m, max -35,76 -42.54 15,9
m;, mazx 20,5 22,72 9,8
m,, max -20,5 -22.72 9,8
Tempo (s) 99 27 -

Tabela 5.3: Tabela comparativa de resultados - 3° modelo

A andlise da tabela 5.3 permite constatar que os erros obtidos demonstram compatibilidade
entre os diferentes parametros determinados, apresentando erros na ordem dos 0% a 15,9%. O
erro maximo corresponde aos momentos negativos em ambas as direcgoes, devendo-se fundamen-

talmente a qualidade da malha de elementos finitos que por sua vez revelou ser extremamente
importante na determinacao dos esforcos.
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5.5 Analise de lajes num sistema porticado - 3 pisos

5.5.1 Apresentacao do modelo

Neste modelo iremos estudar o comportamento de lajes com espessura de 20 cm, apoiadas em
pilares e vigas, numa estrutura de 3 pisos com pilares de 2.7 metros. A configuracao deste
modelo terd como base o modelo estudado em 5.3, sendo que para este modelo a laje terd vaos
de 6m x 6m, pilares e vigas com dreas de seccdo A = 0,30 x 0,30m? e A = 0,20 x 0,40m?,
respectivamente. O material utilizado é o betdao C20 / 25, com um mddulo de elasticidade
FE =30 x 10%kPa e um coeficiente de Poisson v = 0, 16.

De seguida podemos ver o modelo de célculo utilizado para a andlise com os diferentes programas
(freeFEM-++ e SAP2000):

Figura 5.42: Representagao do modelo de calculo utilizado.

5.5.2 Construcao da Malha e Resultados em freeFEM-++

A construcao da estrutura de 3 pisos foi feita tendo como alicerce a estrutura reproduzida em 5.3,
distinguindo-se desta em termos de ntimero de pisos. A discretizacdo da estrutura em elementos
finitos (tetraedros) é obtida através da utilizacdo do GMSH e a malha de elementos finitos sera
guardada num ficheiro com formato Medit INRIA e extensao *.mesh de forma a ser possivel a
leitura da malha com o freeFEM++. A estrutura discretizada em GMSH (fig. 5.43) contém um
total de 7425 tetraedros.
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As condigdes de fronteira foram implementadas nas bases dos pilares de forma a impedir os
deslocamentos em todas as direcgoes (ul=0, u2=0 e u3=0).

9.3

Figura 5.43: Malha discretizada, GMSH.

Apés a resolucdo numérica do problema eldstico 3D, em freeFEM++, obtemos o campo dos
deslocamentos, permitindo deste modo a criacao da malha deformada (fig. 5.44). Assim, obteve-
se o valor maximo dos deslocamentos verticais de 0,00254m no ultimo piso da estrutura.

Figura 5.44: Malha deformada, GMSH.

63



Veja-se a fig. 5.45 com a representacao do campo de deslocamentos ao longo de toda a estrutura,
onde é possivel verificar que as maiores deformagcoes ocorrem a meio vao da laje (0,00254m) do
ultimo piso e a deformada geral da estrutura tem um comportamento que seria de esperar:

DESLOCAMENTOS
0.00129 0.00257

1.49e-031

Figura 5.45: Deformada da estrutura com deslocamentos a escala 1:250, pds-processamento em
GMSH

Seguidamente, vamos verificar os resultados dos momentos flectores segundo as direcgoes x, y e
xy, sendo espectavel a existéncia de resultados simétricos dada a simetria da estrutura.

Para os momentos flectores na direccao z (fig. 5.5), apresenta-se a seguinte distribui¢ao, com
My maz = —2, 18 KNm/m e um mzmm = 8,47 kNm/m. O valor do momento positivo obtém-se
no centro da laje do iltimo piso enquanto que o momento negativo é obtido no canto da laje do

primeiro piso.
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-42.5
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-

Figura 5.46: Momentos flectores segundo o eixo z, pds-processamento em GMSH
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.6), apresenta-se a seguinte distribuigao, com

My maz = —2,78 kNm/m e um m;max = 8,47 kNm/m. Da mesma forma que os momentos

determinados segundo o eixo de x, na direccao yy os valores maximos foram obtidos no centro
da laje do ultimo e os minimos foram obtidos no canto da laje do primeiro piso.

. /
R
¢

-

Figura 5.47: Momentos flectores segundo o eixo y, pds-processamento em GMSH
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MOMENTOS
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-17.6

Os momentos torsores na direcgao xy também apresentam simetria nos seus resultados, sendo
- _ + _
O Myy maz = —2,30 KNm/m e o myy 0, = 2,30 kNm/m. Os valores dos momentos torsores

foram obtidos no segundo piso, no canto da laje.

Veja-se a distribuicao dos momento torsores na estrutura:

8.54

S
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.

-9.45

Figura 5.48: Distribuicao de momentos torsores, pés-processamento em GMSH.
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5.5.3 Construcao da Malha e Resultados em SAP2000

Da mesma forma que em freeFEM++, aproveitou-se a estrutura concebida em 5.3 para o desen-
volvimento do edificio de 3 pisos. Em SAP2000 a geometria da estrutura é concebida por etapas.
Inicialmente definem-se as grid lines que nao sao nada mais que linhas espacadas entre si de
acordo com as dimensoes das pecas estruturais pretendidas. Seguidamente, sdo definidas sobre
as linhas as pegas estruturais (pilares, vigas e lajes), o tipo de material, a drea da secgao de cada
elemento estrutural, a accao pretendida para andlise, a discretizacdo da estrutura e finalmente
é feita a analise final através do calculo da estrutura. Quanto a malha é definida apenas para
o elemento de laje, onde podemos dividir de acordo com a discretizagao pretendida, tendo para
este caso 40 divisoes para cada um dos eixos z e y, apresentando um total de 1600 elementos.

Relativamente as condigoes de fronteira, foram colocados apoios fixos nas bases dos pilares,
restringindo os deslocamentos nas 3 direccoes x, y e z.

Figura 5.49: Malha discretizada, SAP2000.

Uma vez concluida a resolucao do problema, é possivel obter os vectores deslocamento, e assim
construir a malha deformada (fig. 5.50). Obteve-se desta forma o valor maximo dos desloca-
mentos verticais, de 0,00246 m.

Figura 5.50: Malha deformada, SAP2000.
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Vejamos de seguida a distribuicao dos vectores deslocamento na direccao vertical no piso mais
desfavordvel (3° piso):

Figura 5.51: Distribuicao dos vectores deslocamento na direcgao vertical, SAP2000.

Relativamente aos resultados obtidos através da adaptagao do modelo de laje de Reissner-
Mindlin ao presente caso tridimensional, obteve-se para os momentos flectores na direccdao x

(fig. 5.37 e 5.38), a seguinte distribuicdo, com um m ., = —3,0 kNm/m (obtido no canto da
laje do primeiro piso) e m;

2 maz = 83 kNm/m (medido no centro da laje do 1ltimo piso).

|
|
0 100 200 300 400 500 600007 DONNSENE

Figura 5.53: Momentos flectores méximos segundo o eixo z (piso 3), SAP2000.
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No caso dos momentos flectores na direcgao y (fig. 5.39 e 5.40), apresenta-se a seguinte distri-
buigao, com my .., = —3,0 kNm/m (obtido no canto da laje do primeiro piso) e m; ... =
8,3 kNm/m (medido no centro da laje do tltimo piso).

e e e e L e
EEOEOIEROONZ00 .00 000 100 200 3,00 400 500 60000700

Figura 5.54: Momentos flectores minimos segundo o eixo y (piso 1), SAP2000.

Figura 5.55: Momentos flectores méximos segundo o eixo y (piso 3), SAP2000.

Quanto aos momentos torsores, registam-se valores de mz, ., = —2,62 kNm/m e um m:y maz =
K k)

2,62 kNm/m (obtidos no segundo piso, nos cantos da laje).

IESEONESANEN0NEIe0 .20 -0.60 000 0.60 120 180 240 300073 GONEOENNN

Figura 5.56: Momentos torsores segundo o eixo zy (piso 2), SAP2000.
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5.5.4 Comparacao de Resultados

Na tabela seguinte

calculo distintos:

serao comparados os diferentes resultados obtidos através de métodos de

freeFEM++ | SAP2000 | erro (%)
us P max(—) 0,00202 0,002 1,0
us P> max(—) 0,002 0,002 0,0
ug Py max(—) 0,00254 0,0025 1,6
m,; max 8,47 8,3 2,0
m, max -2,78 -3,0 7,3
m;j max 8,47 8,3 2,0
m, mazx -2,78 -3,0 7,3
m;, max 2,3 2,62 12,2
m,, max -2,3 -2,62 12,2
Tempo (s) 47 26 -

Tabela 5.4: Tabela comparativa de resultados - 4° modelo

De acordo com os resultados determinados em freeFFEM —++, é possivel verificar que nao existem
discrepancias em relacgao aos valores determinados através do SAP2000, sendo que o erro relativo
varia entre 0% e 12,2%. Da mesma forma que nos modelos anteriores, constata-se que os
momentos negativos é um dos parametros com maior percentagem de erro. Estes valores devem-
se ao facto de os momentos flectores serem demasiado dependentes da discretizacao de elementos
finitos.

5.6 Analise de lajes fungiformes apoiadas em pilares - 9 pisos

5.6.1 Apresentacao do modelo

Nesta seccao vamos estudar o comportamento de uma estrutura de 9 pisos. Da mesma forma
que os modelos definidos em 5.2 e 5.4, este modelo também seréd constituido apenas por pilares
e lajes.

As lajes possuem vaos de 6 metros e altura de 20 cm, apoiadas nos quatro cantos. Os pilares
que servirdo de apoio as lajes sdo constituidos por uma seccio de A = 0, 30 x 0, 30m? e por uma
altura de 2.9 metros. O material utilizado é o betao C20 / 25, com um mddulo de elasticidade
E =30 x 10°kPa e um coeficiente de Poisson v = 0, 16.

Considera-se como acc¢ao o peso proprio instalado na estrutura, para um peso especifico de
25kN/m3.
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Seguidamente é ilustrado o modelo de cédlculo utilizado em freeFEM++ e no SAP2000 (fig.
5.57).

l/
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Figura 5.57: Representagao do modelo de célculo utilizado.

5.6.2 Construcao da Malha e Resultados em freeFEM-++

A geometria da estrutura foi construida baseando-se no modelo definido em 5.4, aumentando
assim o nimero de pisos para 9.

A discretizagao da estrutura em elementos finitos (tetraedros) serd gerada de forma automética
pelo GMSH, que por sua vez, possibilita o registo das coordenadas de elementos finitos (tetrae-
dros) num ficheiro com formato Medit INRIA e extensao *.mesh de forma a ser possivel a leitura
da malha com o freeFEM-++. Na fig. 5.58 representa-se apenas a malha do 1° piso da estrutura
de 9 pisos que, por sua vez, contém um total de 25248 elementos (tetraedros).
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As condigdes de fronteira foram implementadas nas bases dos pilares de forma a impedir os
deslocamentos em todas as direcgoes (ul=0, u2=0 e u3=0).

Figura 5.58: Malha discretizada, GMSH.

Ap6s a resolugao numérica do problema elastico 3D, em freeFEM++-, obtemos o campo dos
deslocamentos, permitindo deste modo a criagdo da malha deformada (fig. 5.59). Assim sendo,
obteve-se o valor maximo dos deslocamentos verticais de 0,00595m no iltimo piso da estrutura.

275

Figura 5.59: Malha deformada, GMSH.
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Veja-se a fig. 5.60 com a representacao do campo de deslocamentos ao longo de toda a estrutura,
onde é possivel verificar que as maiores deformagoes ocorrem a meio vao da laje (0,00595m) do
ultimo piso e a deformada geral da estrutura tem um comportamento que seria de esperar:

0.00611
-

DESLOCAMENTOS
0.00306

2.99e-031

Figura 5.60: Deformada da estrutura com deslocamentos a escala 1:250, pds-processamento em
GMSH

Seguidamente, vamos verificar os resultados dos momentos flectores segundo as direccoes x, y e
xy, sendo espectivel a existéncia de resultados bi-simétricos dada a simetria da estrutura.

Para os momentos flectores na direcgdo = (fig. 5.5), apresenta-se a seguinte distribui¢ao, com
My maz = —55,6 kNm/m e um m .. = 15,71 kNm/m. O valor do momento positivo obtém-
se a meio vao do bordo da laje do dltimo piso enquanto que o momento negativo é obtido na

zona dos pilares do segundo piso (canto da laje).

MOMENTOS
16.3 15.6

481

Figura 5.61: Momentos flectores segundo o eixo z, pds-processamento em GMSH
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.6), apresenta-se a seguinte distribuigao, com
My maz = —95,6 kNm/m e um m;maw = 15,71 kNm/m. Da mesma forma que os momentos
determinados segundo o eixo de z, na direccao yy os valores maximos foram obtidos a meio vao
do bordo da laje do ultimo piso e os minimos foram obtidos na zona do pilar do segundo piso

(canto da laje).

=20 157

MOMENTOS

-556

Figura 5.62: Momentos flectores segundo o eixo y, pés-processamento em GMSH

Os momentos torsores na direcgao xy também apresentam simetria nos seus resultados, sendo
- — + _ . ..

0 My maz = —21,34 KNm/m e o myy, 0, = 21,34 kNm/m. Assim como os valores minimos

dos momentos flectores obtidos segundo os eixos x e y, os momentos torsores foram obtidos no

segundo piso, na zona do pilar (canto da laje).

Veja-se a distribuicao dos momento torsores na estrutura:

,i 'j
L1
.L .-/ e
J,l 3/‘8
J'i J/g%
| i
L1
J'l -
¥ g
| -k

Figura 5.63: Distribuicao de momentos torsores, pds-processamento em GMSH.
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5.6.3 Construcao da Malha e Resultados em SAP2000

Da mesma forma que os modelos definidos em 5.2 e 5.4 a geometria desta estrutura também é
concebida por etapas. O modelo em SAP2000 foi criado baseando-se nos modelos anteriores,
tendo sido feito uma réplica dos pisos definidos nesses modelos para que se tenha uma estrutura
de 9 pisos. Depois de definir a geometria da estrutura, sao definidos o tipo de material, a drea da
seccao de cada elemento estrutural, a acgao pretendida para analise, a discretizacao da estrutura
e finalmente é feita a andlise final através do cdlculo da estrutura. Quanto a malha é definida
apenas para o elemento de laje, onde podemos dividir de acordo com a discretizacao pretendida,
tendo para este caso 40 divisdes para cada um dos eixos z e ¥y, apresentando um total de 1600
elementos.

Relativamente as condigoes de fronteira, foram colocados apoios fixos nas bases dos pilares,
restringindo os deslocamentos nas 3 direcgoes x, y e z.

Figura 5.64: Malha discretizada, SAP2000.

Uma vez concluida a resolugao do problema, é possivel obter os vectores deslocamento, e assim
construir a malha deformada (fig. 5.65).

Obteve-se desta forma o valor maximo dos deslocamentos verticais no tltimo piso, de 0,00601m.

Figura 5.65: Malha deformada, SAP2000.
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Vejamos de seguida a distribuicao dos vectores deslocamento na direccao vertical no piso mais
desfavordvel (9° piso):

1~
i
IESESESHIESEI50 4,05 360 -315 270 -225 1,80 -1.35 -0,900 0 ASHONNNN

Figura 5.66: Distribuicao dos vectores deslocamento na direcgao vertical, SAP2000.

Relativamente aos resultados obtidos através da adaptagao do modelo de laje de Reissner-
Mindlin ao presente caso tridimensional, obteve-se para os momentos flectores na direccdao x
(fig. 5.67 e 5.68), a seguinte distribui¢do, com um m; .., = —47,79 kNm/m e m} ... =
15,23 kNm/m. O valor do momento positivo obtém-se a meio vao do bordo da laje do tltimo
piso enquanto que o momento negativo é obtido na zona dos pilares do segundo piso (canto da

laje).

IESIOESEIESE0NE3I s 27.0 225 180 135 90 45 00 45NUSHENEN

Figura 5.67: Momentos flectores minimos segundo o eixo z (piso 2), SAP2000.

.

IEEISIEEE0NE 5 27.0 225 -18.0 135 - 0 45 oNTEEEN

Figura 5.68: Momentos flectores méximos segundo o eixo z (piso 9), SAP2000.
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No caso dos momentos flectores na direcgao y (fig. 5.69 e 5.70), apresenta-se a seguinte distri-
buigao, com my ., = —47,79 kNm/m e m;max = 15,23 ENm/m. Da mesma forma que os
momentos determinados segundo o eixo de z, na direccao yy os valores maximos foram obtidos
a meio vao do bordo da laje do ultimo piso e os minimos foram obtidos na zona do pilar do

segundo piso (canto da laje).

) SISIEY

_

IESTSTENEE0NH 5 27,0 225 180 135 -

45 oD

Figura 5.70: Momentos flectores méximos segundo o eixo y (piso 9), SAP2000.

: - — + —
Quanto aos momentos torsores, registam-se valores de m,, ., = —22,31 kNm/meummz, ... =

22,31 kNm/m. Assim como os valores minimos dos momentos flectores obtidos segundo os eixos
x e y, os momentos torsores foram obtidos no segundo piso, na zona do pilar (canto da laje).

;,,}Y g

i . F

IETESEEONE0s 70 35 00 35 70 105 140 1750 ZO0NNSEN

Figura 5.71: Momentos torsores segundo o eixo zy, SAP2000.
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5.6.4 Comparacao de Resultados

Na tabelab.5 serao comparados os diferentes resultados obtidos através de métodos de calculo
distintos:

freeFEM++ | SAP2000 | erro (%)
us Py max(—) 0,00347 0,00347 0,0
us P» mazx(—) 0,00379 0,00365 3,9
us Ps max(—) 0,00424 0,00410 3,9
us Py mazx(—) 0,00459 0,00443 3,5
ug Ps max(—) 0,00482 0,00472 2,0
us P max(—) 0,00497 0,00494 0,6
us Pr max(—) 0,00516 0,00514 0,4
us Ps max(—) 0,00508 0,00510 0,4
ug Py max(—) 0,00595 0,00601 1,0
m; max 15,71 15,23 3,2
m, max -55,6 -47,79 16,3
m, max 15,71 15,23 3,2
m, max -55,6 -47,79 16,3
m;, max 21,34 22,31 4,3
m,, max -21,34 -22,31 4.3
Tempo (s) 370 76 -

Tabela 5.5: Tabela comparativa de resultados - 5° modelo

Para este modelo, os valores dos deslocamentos e dos momentos flectores determinados em
freeFEM++ estdo em conformidade com os valores determinados em SAP2000. Da anélise &
tabela 5.5, podemos concluir que os deslocamentos atingiram valores entre 0% e 3,9%. Como ja
foi referido no modelo anterior, os momentos flectores negativos apresentam maior percentagem
de erro uma vez que os momentos flectores na sua generalidade s@o muito sensiveis relativamente
a qualidade da malha de elementos finitos.

Globalmente podemos referir que os valores determinados em freeFEM++ sdo bastante satis-
fatérios quando comparados com os valores determinados através do SAP2000.

5.7 Analise de lajes num sistema porticado - 9 pisos

5.7.1 Apresentagcao do modelo

Nesta seccao vamos estudar o comportamento de uma estrutura de 9 pisos. Da mesma forma
que os modelos definidos em 5.3 e 5.5, este modelo também sera constituido por pilares, vigas e
lajes construidas em betao armado.

Neste modelo iremos estudar o comportamento de lajes apoiadas em pilares e vigas, numa
estrutura de 9 pisos com pilares de 2.7 metros. A configuracdo deste modelo terd como base
o modelo estudado em 5.5, sendo que a laje terd vaos de 6m x 6m, pilares e vigas com &reas
de seccdo A = 0,30 x 0,30m? e A = 0,20 x 0,40m?, respectivamente. O material utilizado é o
betao C20 / 25, com um mddulo de elasticidade E = 30 X 10%kPa e um coeficiente de Poisson
v =0,16.

Considera-se como acc¢ao o peso proprio instalado na estrutura, para um peso especifico de
25kN/m3.
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Seguidamente é ilustrado o modelo de cédlculo utilizado em freeFEM++ e no SAP2000 (fig.
5.72).

279

£
qli—‘f
B

Figura 5.72: Representagao do modelo de calculo utilizado.

5.7.2 Construcao da Malha e Resultados em freeFEM++

A geometria da estrutura foi construida baseando-se no modelo definido em 5.5, aumentando
assim o nimero de pisos para 9.

A discretizagao da estrutura em elementos finitos (tetraedros) serd gerada de forma automética
pelo GMSH, que por sua vez, possibilita o registo das coordenadas de elementos finitos (tetrae-
dros) num ficheiro com formato Medit INRIA e extensao *.mesh de forma a ser possivel a leitura
da malha com o freeFEM++-.

Na fig. 5.73 representa-se apenas a malha do 1° piso da estrutura de 9 pisos que, por sua vez,
contém um total de 17177 elementos (tetraedros). As condi¢ées de fronteira foram implemen-
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tadas nas bases dos pilares de forma a impedir os deslocamentos em todas as direcgdes (ul=0,
u2=0 e u3=0).

Figura 5.73: Malha discretizada, GMSH.

Apébs a resolucao numérica do problema elastico 3D, em freeFEM++4, obtemos o campo dos
deslocamentos, permitindo deste modo a criagdo da malha deformada (fig. 5.59). Desta forma,
obteve-se o valor maximo dos deslocamentos verticais de 0,00505m no ultimo piso da estrutura.

Figura 5.74: Malha deformada, GMSH.
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Veja-se a fig. 5.75 com a representacao do campo de deslocamentos ao longo de toda a estrutura,
onde é possivel verificar que as maiores deformagoes (0,00505m)ocorrem a meio vao da laje do
ultimo piso e a deformada geral da estrutura tem um comportamento que seria de esperar:

DESLOCAMENTOS
0.00256 0.00511

5.15e-031

s

Figura 5.75: Deformada da estrutura com deslocamentos a escala 1:250, pds-processamento em
GMSH

Seguidamente, vamos verificar os resultados dos momentos flectores segundo as direcgoes x, y e
xy, sendo espectivel a existéncia de resultados bi-simétricos dada a simetria da estrutura.

Para os momentos flectores na direc¢ao z (fig. 5.5), apresenta-se a seguinte distribui¢ao, com
My maz = —4,25 kKNm/m e um m;max = 8,37 kNm/m. O valor do momento positivo obtém-se
no centro da laje do ultimo piso enquanto que o momento negativo foram obtidos no canto da

laje, no 8° piso.

21
—

MOMENTOS
16.8

-54.7

Figura 5.76: Momentos flectores segundo o eixo z, pds-processamento em GMSH
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.6), apresenta-se a seguinte distribuigao, com
My maz = —4,25 kNm/m e um m;max = 8,37 kNm/m. Da mesma forma que os momentos
determinados segundo o eixo de x, na direccao yy os valores maximos foram obtidos no centro

da laje do tltimo piso e os minimos foram obtidos no canto da laje, no 8° piso.

MOMENTOS
215 18.2

-61.2

Figura 5.77: Momentos flectores segundo o eixo y, pés-processamento em GMSH

Os momentos torsores na direcgdo zy também apresentam simetria nos seus resultados, sendo
— o J’_ o . s

O Myy maw = —2,28 kNm/m e 0o myy 14, = 2,28 kNm/m. Assim como os valores minimos dos

momentos flectores obtidos segundo os eixos z e y, 0os momentos torsores foram obtidos no 8°

piso, no canto da laje.

Veja-se a distribuicao dos momento torsores na estrutura:

0.126 10.2

MOMENTOS

-9.97

Figura 5.78: Distribuicao de momentos torsores, pds-processamento em GMSH.
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5.7.3 Construcao da Malha e Resultados em SAP2000

Da mesma forma que os modelos definidos em 5.3 e 5.5 a geometria desta estrutura também é
concebida por etapas. O modelo em SAP2000 foi criado baseando-se nos modelos anteriores,
tendo sido feito uma réplica dos pisos definidos nesses modelos para que se tenha uma estrutura
de 9 pisos. Depois de definir a geometria da estrutura, sao definidos o tipo de material, a area da
seccao de cada elemento estrutural, a acgao pretendida para analise, a discretizacao da estrutura
e finalmente é feita a andlise final através do cdlculo da estrutura. Quanto a malha é definida
apenas para o elemento de laje, onde podemos dividir de acordo com a discretizacao pretendida,
tendo para este caso 40 divisdes para cada um dos eixos z e ¥y, apresentando um total de 1600
elementos.

Relativamente as condigoes de fronteira, foram colocados apoios fixos nas bases dos pilares,
restringindo os deslocamentos nas 3 direccoes x, y e z.

..

Figura 5.79: Malha discretizada, SAP2000.

Uma vez concluida a resolucao do problema, é possivel obter os vectores deslocamento, e assim
construir a malha deformada (fig. 5.80).

Obteve-se desta forma o valor méximo dos deslocamentos verticais no dltimo piso, de 0,0054m.

Figura 5.80: Malha deformada, SAP2000.
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Vejamos de seguida a distribuicao dos vectores deslocamento na direccao vertical no piso mais
desfavordvel (9° piso):

e LV |
ESETENA0E00 360 320 280 240 200 160 1.20 0807 0NN

Figura 5.81: Distribuicao dos vectores deslocamento na direcgao vertical, SAP2000.

Relativamente aos resultados obtidos através da adaptagao do modelo de laje de Reissner-
Mindlin ao presente caso tridimensional, obteve-se para os momentos flectores na direcgao x
(fig. 5.82 e 5.83), a seguinte distribui¢do, com um mg .., = —3,60 kNm/m e mf, .. =
8,31 kNm/m. O valor do momento positivo obtém-se no centro da laje do ltimo piso enquanto

que o momento negativo foram obtidos no canto da laje, no 8° piso.

IESHOEEESH00NEZ/00 100 000 100 200 3,000 400 500 600007 OEEEEEEE

Figura 5.82: Momentos flectores segundo o eixo z (piso 8), SAP2000.

IESTNEESG0N=Zl00 1,00 0.00 100 200 300 400 500 600007 ONEEEN

Figura 5.83: Momentos flectores segundo o eixo z (piso 9), SAP2000.
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No caso dos momentos flectores na direccao y (fig. 5.84 e 5.85), apresenta-se a seguinte dis-
tribuigao, com my .0, = —3,60 kNm/m e m;mw = 8,31 kNm/m. Da mesma forma que os
momentos determinados segundo o eixo de z, na direccao yy os valores maximos foram obtidos

no centro da laje do tltimo piso e os minimos foram obtidos no canto da laje, no 8° piso.

!
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IESESENIEG0WZ00 1,00 0,00 1,00 200 3000 400 500 600007 DO

Figura 5.84: Momentos flectores segundo o eixo y (piso 8), SAP2000.

0 000 100 200 300 400 500 6000 70NN

-
g

Figura 5.85: Momentos flectores segundo o eixo y (piso 9), SAP2000.

cy,maz = —2,0 kENm/m e um m;, =

Quanto aos momentos torsores, registam-se valores de m 2y,mazx

2,6 kNm/m.

IESETESONENA0NETe0 1,20 060 000 060 1200 180 240 300003 EONEENN

Figura 5.86: Momentos torsores segundo o eixo zy (piso 8), SAP2000.
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5.7.4 Comparacao de Resultados

Na tabela 5.6 serao comparados os diferentes resultados obtidos através de métodos de calculo
distintos:

freeFEM++ | SAP2000 | erro (%)
us Py max(—) 0,0024 0,0025 5,6
us Py max(—) 0,0028 0,0030 6,4
us Py max(—) 0,0033 0,0035 7,3
us Py mazx(—) 0,0037 0,0040 8,5
us Ps max(—) 0,0040 0,0044 8,5
ug Ps maz(—) 0,0043 0,0047 8,6
us Py maz(—) 0,0045 0,0049 8,6
us Py max(—) 0,0045 0,0050 9,4
us Py max(—) 0,0051 0,0054 6,8
m; max 8,37 8,31 0,72
m, max -4,25 -3,60 18,06
m;/r max 8,37 8,31 0,72
m, mazx -4,25 -3,60 18,06
m;, max 2,28 2,60 12,31
m,, max -2.28 -2,60 12,31
Tempo (s) 143 85 -

Tabela 5.6: Tabela comparativa de resultados - 6° modelo

A anélise cuidada do tabela 5.6 permite-nos concluir que os valores dos deslocamentos determi-
nados em freeFEM++ demonstram boa compatibilidade em relacdo ao SAP2000, sendo que o
erro relativo varia entre 5,6% e 9,4%. Relativamente aos momentos flectores os valores também
sdo compativeis com o SAP2000, apresentando um erro méaximo 18,06%. De acordo com o
quadro 5.6 verifica-se que os momentos flectores negativos apresentam maior percentagem de
erro, devendo-se sobretudo a qualidade da malha de elementos finitos, sendo que, ao longo do
desenvolvimento deste trabalho, a determinagao dos momentos negativos revelaram geralmente
alguma sensibilidade relativamente a discretizacao da malha de elementos finitos, ou seja, os va-
lores dos momentos negativos sofrem algumas oscilagoes com a alteracao do factor que determina
a qualidade (pormenor) da malha de elementos finitos.

85



86



Capitulo 6

Conclusao

6.1 Conclusoes

A determinacao dos deslocamentos e esforcos, sendo uma etapa indispensdvel no dimensiona-
mento de um edificio alto, é feita de forma a permitir a execugao de uma estrutura economi-
camente viavel e garantir niveis satisfatérios de seguranca. Um bom modelo matematico deve
levar em consideracao todos os factores que afectam o comportamento de uma estrutura e obter
solugoes préximas do seu funcionamento real. A técnica de elementos finitos é uma ferramenta
de grande utilidade neste sentido, na medida em que permite a simulacao de problemas reais
abrangendo maior parte das obras de engenharia civil.

Neste trabalho foi usada uma implementacao do método de elementos finitos para andlise de
problemas estaticos de elasticidade linear em estruturas tridimensionais que, por sua vez, re-
velou ser uma ferramenta importante na simulacao do comportamento estrutural. Os modelos
implementados em freeF’EM ++ permitiram a obtencao de solugoes estaticamente admissiveis.
A geometria e a discretizacao das estruturas de cada modelo foram criadas gracas a poderosa
ferramenta com facilidades de pré e pds-processamento, o GMSH, permitindo deste modo a in-
sercao da malha discretizada em freeFEM++4-. Tendo em conta que a interface grafica utilizada
pelo freeFEM++ para a representagao dos resultados gera gréficos/imagens de fraca qualidade,
decidiu-se utilizar como alternativa o GMSH de forma a aproveitar uma das suas grandes po-
tencialidades que é o processamento dos graficos.

Os deslocamentos e os esforcos foram determinados tendo como base de comparacao os resultados
obtidos com o SAP2000. Todos os modelos estudados apresentaram boa compatibilidade no que
se refere aos resultados obtidos entre os dois programas de cédlculo automaético.

Os esforcos determinados em freeFEM ++4, mais concretamente os momentos flectores negativos
apresentaram no computo geral uma maior percentagem de erro quando comparado com os
valores determinados com o SAP2000.

De acordo com os resultados obtidos ao longo deste trabalho, é possivel constatar que o free-
FEM++ é uma ferramenta til que pode ser utilizada para a determinacao dos deslocamentos
maximos de uma estrutura, bem como o esforgo actuante. Contudo, a utilizacao e implementagao
de um modelo em freeFEM++ exige o conhecimento da sua linguagem de forma a possibilitar
o tnput do modelo e a exportacao de resultados para posterior analise.
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6.2 Desenvolvimentos futuros

Como desenvolvimentos possiveis do estudo efectuado, sugere-se a utilizacao de polinémios de
grau 3 que, dada a sua complexidade, darao sem duvida resultados mais precisos em termos de
determinagao de esforgos. A utilizacdo de polinémios de grau n (para n > 3) ja exige que a
analise seja feita por intermédio de computadores com elevada capacidade de processamento.

Tendo em conta que o SAP2000 utiliza malhas quandrangulares, propoe-se, para o caso do
freeFEM++, a utilizacao de malhas de elementos finitos contituidas por paralelipipedos para

resolugao de problemas eldsticos 3D.

Outra questao interessante seria a andlise dinamica da estrutura de um edificio alto quando
submetida a accao sismica.
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Capitulo 8

Anexos

Anexo

Construgao da estrutura vigada de 9 pisos em GMSH.

I

lc = 0.56;

x0 = 0.; yO = 0.; z0 = 0; //ponto de referencia

hl = .2;
hp = 2.9;
hv = .2;
1t = 6.;
1b = .3;
wt = 6.;
wb = .3;
11b = 1t-
wlb = wt-

// altura laje

// altura pilar
// altura da viga

// comprimento topo
// comprimento base

// largura topo

// largura base

2%1b;
2%1b;

//Rectangulo inferior

Point (1)
Point (2)
Point (3)
Point (4)
Point (5)
Point (6)
Point (7)
Point (8)
Point (9)
Point (10)
Point (11)
Point (12)
Point (13)
Point (14)
Point (15)
Point (16)
npall[] =
npa2[] =
npa3[]

1
B S S S P S S S s

x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0
x0

]
-~

+
+
+

Translate
Translate
Translate

1b
11b+1b
1t
1b
11b+1b
1t
1b
11b+1b
1t
1b
11b+1b
1t
{0., o.
{0., o.
{0., o.

>

>

>

>

yo

yO

yO

yo

yO+wb
yO+wb
yO+wb
yO+wb
yO+wib+wb
yO+wlb+wb
yO+wlb+wb
yO+wib+wb
yO+wt
yO+wt
yo+wt
yO+wt

hp-hv }{ Duplicata { Point{ 2, 3 ,5, 6 , 7, 8, 9, 10 ,
hp }{ Duplicata { Point{ 6 , 7 , 10 ,

z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,
z0,

1lc
1lc
1c
1lc
1lc
1c
1lc
1lc
1c
1lc
1lc
1lc
1lc
1lc
1lc
1lc
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11 3} 3

hl+hp }{ Duplicata { Point{ 1 , 4 , 13 ,16 }; } };
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// linhas horizontais
Line(1) = {1, 2};
Line(2) = {56, 6};
Line(3) = {1, 5};
Line(4) = {2, 63};
Line(5) = {3, 4};
Line(6) = {7 , 8};

Line(7) = {3, 7};

Line(8) = {4 , 8};

Line(9) = {9 ,10};

Line(10) = {13,14};

Line(11) = {9 ,13};

Line(12) = {10,14};

Line(13) = {11,12};

Line(14) = {15,163};

Line(15) = {11,15};

Line(16) = {12,16};

Line(17) = {npall[0 ],npall[1l 1};
Line(18) = {npall[l ],npall4 1};
Line(19) = {npai[4 ],npall3 1};
Line(20) = {npall3 ],npall0 13};
Line(21) = {npall[2 ],npall3 13};
Line(22) = {npall3 J],npall7 1};
Line(23) = {npall7 ],npall6 13};
Line(24) = {npall6 ],npall2 13};
Line(25) = {npall7 ],npall8 1};
Line(26) = {npall[8 ],npall[11]};
Line(27) = {npall[11],npall[10]};
Line(28) = {npal([10],npall7 1};
Line(29) = {npall[4 ],npall5 1};
Line(30) = {npall5 ],npall9 1};
Line(31) = {npall[9 ],npall8 1};
Line(32) = {npall[8 ],npall4 1};
Line(33) = {npa2[0 ],npa2[1 1};
Line(34) = {npa2[1 ],npa2(3 1};
Line(35) = {npa2[3 ],npa2[2 1};
Line(36) = {npa2[2 ],npa2[0 1};

// linhas verticais

Line(41) = {1, npa3[0]};
Line(42) = {4, npa3[1 1};
Line(43) = {13,npa3[2 1};
Line(44) = {16,npa3[3 1};
Line(45) = {5, npall2 1};
Line(46) = {6, npall3 1};
Line(47) = {2, npall0 1};
Line(48) = {3, npall1l};
Line(49) = {7, npall4 1};
Line(50) = {8, npall5 1};
Line(51) = {12, npal[9]};
Line(52) = {11, npall8 1};
Line(53) = {15, npal[11l 1};
Line(54) = {14, npal[10]};
Line(55) = {10, npall7 1};
Line(56) = {9, npall6 1};
Line(57) = {npall[3],npa2[0]};
Line(58) = {npal([4],npa2[1]};
Line(59) = {npall(7],npa2[2]};
Line(60) = {npal[8],npa2[3]};
npa4[] = Translate {0., 0., hl+hp }{ Duplicata { Line{ 1, 2, 3 ,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12,
13, 14, 15, 16 }; } };
npab[] = Translate {0., 0., hl+hv }{ Duplicata { Line{ 17 , 24 , 27 ,30 }; } };
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//superficies horizontais

Line Loop (1001) = {npa5[0],npa4[6],npad[5],npab[3],-npad[12],npad[14],
npa5[2], -npa4[11], -npa4([8], npa5[1],npa4[1], -npad[3]};
Plane Surface (101) = {1001};

Line Loop (1002) = {17,18,19,20};
Plane Surface (102) = {1002};

Line Loop (1003) = {29,30,31,32};
Plane Surface (103) = {1003};

Line Loop (1004) = {21,22,23,24};
Plane Surface (104) = {1004};

Line Loop (1005) = {25,26,27,28};
Plane Surface (105) = {1005};

Line Loop (1006) = {5,8,-6,-7};
Plane Surface (106) = {1006};

Line Loop (1007) = {9,12,-10,-11};
Plane Surface (107) = {1007};

Line Loop (1008) = {13,16,-14,-15};
Plane Surface (108) = {1008};

Line Loop (1009) = {1,4,-2,-3};
Plane Surface (109) = {1009};

Line Loop (1010) = {33,34,35,36};
Plane Surface (110) = {1010};

//superficies verticais

Line Loop (1011) = {1,47,17,-48,5,42,-npa4[4],-npa5[0],-npad[0],-41};
Plane Surface (111) = {1011};

Line Loop (1012) = {8,50,30,-51,16,44,-npa4[15],-npab[3],-npa4[7],-42};
Plane Surface (112) = {1012};

Line Loop (1013) = {10,54,-27,-53,14,44,-npa4[13] ,npa5[2],-npad[9],-43};
Plane Surface (113) = {1013};

Line Loop (1014) = {-11,56,24,-45,-3,41,npa4[10],-npa5[1] ,npad[2],-43};
Plane Surface (114) = {1014};

Line Loop (1015) = {4,46,20,-47};

Plane Surface (115) = {1015};

Line Loop (1016) = {2,46,-21,-45};

Plane Surface (116) = {1016};

Line Loop (1017) = {6,50,-29,-49};

Plane Surface (117) = {1017%};

Line Loop (1018) = {7,49,-18,-48};

Plane Surface (118) = {1018};

Line Loop (1019) = {9,55,23,-56};

Plane Surface (119) = {1019};

Line Loop (1020) = {12,54,28,-55};

Plane Surface (120) = {1020};

Line Loop (1021) = {13,51,31,-52};

Plane Surface (121) = {1021};

Line Loop (1022) = {15,53,-26,-52};

Plane Surface (122) = {1022};

Line Loop (1023) = {-19,58,-33,-57};

Plane Surface (123) = {1023};

Line Loop (1024) = {32,58,34,-60%};

Plane Surface (124) = {1024};

Line Loop (1025) = {25,60,35,-59};

Plane Surface (125) = {1025};

Line Loop (1026) = {22,59,36,-57};

Plane Surface (126) = {1026};

npa6[] = Translate {0., 0., hl+hp }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };
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npa7[] = Translate {0., 0., 2*x(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };

npa8[] = Translate {0., 0., 3*(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };

npa9[] = Translate {0., 0., 4*(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };

npalO[] = Translate {0., 0., b5*(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };

npali[] = Translate {0., 0., 6*(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };

npal2[] = Translate {0., 0., 7#*(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };

npal3[] = Translate {0., 0., 8+%(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{ 101,102,103,104,105,110,111,
112,113,114,115,116,117,118,119,120,121,122,123,124,125,126}; } };

npal4[] = Translate {0., 0., 9*(hl+hp) }{ Duplicata { Surface{106,107,108,109}; } };

//superficies

Surface Loop (2001) = {101,102,103,104,105,106,107,108,109,110,111,112,113,114,115,116,117,
118,119,120,121,122,123,124,125,126 ,npa6[] ,npa7[],npa8[],npa9[] ,npa10[],npal1[],npa12[],npal3[],npald[]1};
Volume (201) = {2001};

Physical Surface (3002) = {106,107,108,109%};
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Anexo I1
Programa exemplo da estrutura vigada de 9 pisos, freeFEM++-.

load "Element_P3"
load "msh3"
load "medit"

mesh3 Th("9mcv.mesh");

// CONSTANTES DO MATERIAL
real E = 30e6,
H= .2,
poisson = 0.16,
mu = E/(2x(1+poisson)),
lambda = Expoisson/((l+poisson)*(1-2*poisson)),
D=E*H"3/(12*(1-poisson~2));
// func f1=-5;
func g = -25.;
int num;
// DEFINIGAQ DOS ESPAGOS
//fespace Vh(Th,P1);
//fespace Vh(Th, [P2,P2,P2]), Vh1(Th,P2), Vh2(Th,P2);
fespace Vh(Th,P2);
Vh ul,u2,u3,vl,v2,v3,
Sx, Sy, Sz, Sxy, Sxz, Syz,
Mx,My,Mxy;
// INTRODUGAD DAS MACRO’s
real sqrt2=sqrt(2.);
macro epsilon(ul,u2,u3) [dx(ul),dy(u2),dz(u3), (dz(u2)+dy(u3))/sqrt2, (dz(ul)+dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqr
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
// SOLUGRD DO PROBLEMA________ e
solve Lame([ul,u2,u3], [vl,v2,v3], solver=CG,eps=1.e-1)=
int3d(Th) ( lambda*div(ul,u2,u3)*div(vl,v2,v3)
+ 2.xmu*(epsilon(ul,u2,u3) ’*epsilon(vl,v2,v3)))
-int3d(Th) (g*v3) //
//- int2d(Th,3001) (g*v3)
+ on(3002,u3=0,u2=0,ul1=0);
// DESLOCAMENTOS______ o R S
real dmax= u3[].max,
dmin= u3[] .min,
coef=abs(1/dmin) ;
mesh3 Thm= movemesh3(Th, transfo=[x+ul,y+u2,z+uld*coef]);
plot (Thm,wait=1 );
plot ([ul,u2,u3], ps="lame3d.eps", coef=coef);
// TENSOES ____ e
Sx = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdx(ul);
Sy = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdy(u2);
Sz = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdz(u3);
Sxy = mux(dy(ul) + dx(u2));
Sxz = mu*(dz(ul) + dx(u3));
Syz = mux(dz(u2) + dz(u2));
plot(Sx,wait=1);
plot(Sy,wait=1);
// MOMENTOS NA LAJE _ _ __
Mx = D*(dxx(u3)+poissonx*dyy(u3));
My = D*(dyy(u3)+poisson*dxx(u3));
Mxy = D*(l-poisson)*dxy(u3);
plot (Mx, wait=true,cmm ="Mx laje",fill=1,value=true,ps="Mxlaje.eps", coef=coef);
plot (My, wait=true,cmm ="My laje",fill=1,value=true,ps="Mylaje.eps",coef=coef);
plot (Mxy, wait=true,cmm ="Mxy laje",fill=1,value=true,ps="Mxylaje.eps",coef=coef);
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real MxM=Mx[].max, Mxm=Mx[] .min,

MyM=My [] .max, Mym=My[].min,

MxyM=Mxy [] .max, Mxym=Mxy[].min;

// RESULTADOS E OUTPUT’s____ __ _
cout << "lambda ="<< lambda << endl

<< "mu =" << mu << endl
<< "Esbelteza =" << D << endl
<< " max deslocamento = " << dmin << endl
<< " Momentos na Laje: " << endl

<< " Mx max=" << MxM << ", Mx min=" << Mxm << endl
<< " My max=" << MyM << ", My min=" << Mym << endl
<< " Mxy max=" << MxyM << ", Mxy min=" << Mxym << endl;

savemesh (Thm, "Thm.mesh") ;
ofstream file("deslocamentos.pos");

file << "View \" "<<"DESLOCAMENTO0S"<<" \" {"<< endl;
//registo das coordenadas dos vertices dos tetraedros

for (int k=0; k< Th.nt; k++)
{

file<<"VS(";
for (int j=0; j <3; j++) file << Th[k][j].x <<","<< Th[k][j].y <<","<< Th[k][j].=z<<",";
file << Th[k][3].x <<","<< Th[k][3].y <<","<< Th[k][3].z;

file<<"){"<<endl;
//registo dos deslocamentos em cada vertice

for (int j=0; j <3; j++) file << ul[][Vh(k,j)I<< " "
<< u2[] [Vh(k,j)l<< ","
<< u3[][Vh(k,j)I<< ","<<endl;
file << ul[] [Vh(k,3)]I<< ","

<< u2[][Vh(k,3)]<< ",
<< u3[][Vh(k,3)]<<"};"<<endl;

file<< "};"<<endl;

// registo dos momentos

//registo dos momentos em x
ofstream file2("momentos_em_x.pos");

file2 << "View \" "<<"MOMENTOS"<<" \" {"<< endl;
//registo das coordenadas dos vertices dos tetraedros

for (int k=0; k< Th.nt; k++)
{

file2<<"SS(";
for (int j=0; j <3; j++)
file2 << Th[k][j].x <<","<< Th[k][j].y <<","<< Th[k][j].z<<",";
file2 << Th[k][3].x <<","<< Th[k][3].y <<","<< Th([k][3].z;
file2<<"){"<<endl;

//registo dos momentos em cada vertice
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for (int j=0; j <3; j++) file2 << Mx[][Vh(k,j)]1<< ","<<endl;
file2 << Mx[][Vh(k,3)]1<<"};"<<endl;
}

file2<< "};"<<endl;

//registo dos momentos em y
ofstream file3("momentos_em_y.pos");

file3 << "View \" "<<"MOMENTOS"<<" \" {"<< endl;
//registo das coordenadas dos vertices dos tetraedros

for (int k=0; k< Th.nt; k++)
{

file3<<"SS(";
for (int j=0; j <3; j++)
file3 << Th[k][j].x <<","<< Th[k][j].y <<","<< Th[k][j].z<<",";
file3 << Th[k][3].x <<","<< Th[k][3].y <<","<< Th([k][3].z;
file3<<"){"<<endl;
//registo dos momentos em cada vertice
for (int j=0; j <3; j++) file3 << Myl[]l[Vh(k,j)I<< ","<<endl;
file3 << My[][Vh(k,3)]<<"};"<<endl;
}

file3<< "};"<<endl;

//registo dos momentos em xy
ofstream file4("momentos_em_xy.pos");

filed << "View \" "<<"MOMENTOS"<<" \" {"<< endl;
//registo das coordenadas dos vertices dos tetraedros

for (int k=0; k< Th.nt; k++)
{

filed<<"SS(";
for (int j=0; j <3; j++)
file4 << Thlk][j].x <<","<< Th[k][j].y <<","<< Th[k][j].z<<",";
filed << Th([k][3].x <<","<< Th[k][3].y <<","<< Th[k][3].z;
filed<<"){"<<endl;
//registo dos momentos em cada vertice
for (int j=0; j <3; j++) filed << Mxy[][Vh(k,j)]<< ","<<endl;
file4 << Mxy[][Vh(k,3)]<<"};"<<endl;
}

filed<< "};"<<endl;

ofstream file5("mx_1imcv.dat");

for (int j=0; j <=20; j++)
fileb << j/5. <<" "<< Mx( j/5. , 0.5 , .0 )<<endl;
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// DESLOCAMENTO MAXIMO

cout<<"deslocamento
<<"deslocamento
<<"deslocamento
<<"deslocamento
<<"deslocamento
<<"deslocamento
<<"deslocamento
<<"deslocamento
<<"deslocamento

<<"momento maximo x
<<"momento minimo x
<<"momento maximo xy = "<<Mxy( 0.3, O.

no
no
no
no
no
no
no
no
no

POR PISO
piso 1 = "<<u3(
piso 2 = "<<u3(
piso 3 = "<<u3(
piso 4 = "<<u3(
piso 5 = "<<u3(
piso 6 = "<<u3(
piso 7 = "<<u3(
piso 8 = "<<u3(
piso 9 = "<<u3(
= "<Mx( 3, 3,

W wWwwwwwwowow

27.

= "<<Mx( 0.3, 0.3

]

W wwwwwwowow

>

3.1 )<<endl
6.2 )<<endl
9.3 )<<endl
12.4)<<endl
15.5 )<<endl
18.6)<<endl
21.7)<<endl
24 .8)<<endl
27.9)<<endl

)<<endl
24.7 )<<endl
24.7 )<<endl;
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