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PREFACIO

Encontram-se aqui reunidos os artigos apresentados nas Jomadas de Aplicagtes da Matemética,
que tiveram lugar nos dias 14, 15 ¢ 16 de Outubro de 1998, no Instituto Superior de
Engenharia de Lisboa.

A popularidade da Modelagdo Matemdtica tem levado ao aparecimento de novos e mais
perfeitos modelos, paralelamente com o incremento das técnicas de simulagdo de problemas
quer académicos quer industriais. Contudo, a proliferagdo da utilizagdo destas técnicas exige
um aumento de robustez e de eficiéncia nos programas de aplicagdo. Neste contexto € essencial
a colaboragdo entre peritos com vérias formagdes.

Os artigos apresentados incidem sobre os mais recentes desenvolvimentos efectuados em
Modelagdo Matemadtica e as suas aplicagdes realizadas a nivel nacional.

Estas actas foram impressas directamente a partir dos textos fornecidos pelos autores, desta
forma os editores ndo sao responsdveis por inexactiddes, comentirios ou opinides expressas
nos artigos.

Os editores pretendem agradecer a participagdo e cooperagdo dos autores, sem 0Os quais ndo
seria possivel realizar este encontro.

Acilina Azenha  Maria Amélia Jerénimo  José Alberto Rodrigues
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NOVOS DESAFIOS NO ENSINO DA MATEMATICA
- Dos modelos aos conceitos ... -

Teresa Ventura

Universidade Atlantica
Antiga Fabrica da Pdlvora de Barcarena
2745 Barcarena

1. Um novo olhar sobre a Matematica...

Todo o professor conhece bem a situagdo de caréncia generalizada de
conhecimentos de Matematica, por parte dos alunos que ingressam no Ensino
Superior. Assim sendo é pratica corrente dedicar uma grossa fatia dos curricula ao
“refrescamento” de conhecimentos, que mais se confunde com "primeira aquisigdo"”
dos mesmos.

Ora este refrescamento tem de se compiementar, de facto, com novas aquisicdes
sob pena de ser repetitivo também no seu insucesso. Novas aquisicdes no campo
do saber, apenas, ou igualmente do saber fazer e saber ser?

A Matematica &', numa primeira (e simples...) definigdo, a Ciéncia da qualidade, da
quantidade e do espago, de como descrevé-los simbolicamente e como pensar
sobre eles... Numa abordagem mais profunda poderemos acrescentar que é uma
invencdo humana, no sentido em que lida com "objectos” inventados pelas mentes
humanas.

Conjuntos, fungbes, sucessGes, derivadas, espacos topolégicos sdo realidades
ideais (n&o fisicas), mas objectivas (a sua definigio e propriedades nio dependem
da opinido ou consciéncia individual),

A Matematica n&o € um jogo, ndo é técnica de ginastica mental, nem nos foi
imposta por poderes supra (ou extra)-humanos. E uma construgdo da humanidade
e, como tal, a inteligibilidade das afirmagdes que produz sé pode ser atingida no
contexto do patriménio de conhecimentos partilhado pelas comunidades humanas.

A caracteristica mais marcante que a distingue das outras humanidades - das
ideologias ou das diversas formas de arte, por exemplo - é ser suportada, no seu
desenvolvimento, por metodologias cientificas.

Como qualquer invengdo humana a Matematica é falivel e susceptivel de
correcgdes e reformulagbes; como qualquer ciéncia tem significado, é capaz de
estabelecer o consenso sobre resultados reprodutiveis.
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Julgo que, hoje, um dos primeiros desafios que se colocam ao professor que ensina
Matemética é precisamente o de suscitar um novo olhar sobre a Matemética: que
reabilite as suas vertentes intuitivas e afectivas a par das cognitivas, que revalorize
0 erro, a certeza e a incerteza, que a reposicione entre as varias ciéncias e as
varias humanidades, € que promova activamente, a partir desse reposicionamento,
uma nova oportunidade para o aluno.

Uma experiéncia em debate: ... os outdoors no ensino da Matemética... Entre Sherlock
Holmes e Maigret ou o conforto ilusério de Carl Sagan...

2. Quem faz Matemética ?

N&o ha cultura, que ndo demonstre usar alguma espécie (ainda que primitiva) de
matematica. Hoje ndc ha praticamente pais no mundo que ndo inove em
matematica; até os paises sub-desenvolvidos {...em vias de desenvolvimento...)
procuram manter actividade neste dominio. A investigagdo e inovagcdo matematica
realizam-se sobretudo nas universidades ou com o apoio destas, de programas
governamentais, de grandes empresas: embora qualquer pessoa isolada possa
fazé-la, a actividade n&o apoiada n&oc tem potencial de inovagéo suficientemente
elevado para ser significativo.

Mas a pergunta "Quem faz Matematica ?" nao fica respondida apenas com o que
se disser sobre os matematicos que criam nova matematica; tem sido a interacgéo
entre os "fazedores" e os "utilizadores" de matematica - matematicos ou néo - o
fermento que conduz ao aparecimento de novos desenvolvimentos.

Na medida em que todas as criangas aprendem a usar a matematica na sua vida
corrente @ um numero significativo de nogdes matematicas entram na linguagem

i comum, podemos dizer que todos somos utilizadores de matematica, isto é, a
matematica estd fimemente incorporada no conjunto de instrumentos com que

i olhamos e operamos sobre a realidade e sobre nés préprios e que, portanto, todos
contribuimos para o seu desenvolvimento. Mas os mais exigentes utilizadores das
matematicas sdo os cientistas e técnicos de outros dominios - fisicos, astrénomos,
engenheiros e projectistas, nomeadamente na engenharia civil, electrotécnica e
electronica, aeronautica e aeroespacial, informética, genética,..., economistas e
financeiros, gestores e produtores de informagdo para decis@o estratégica ou
operacional,...

Podemos dizer que hoje €& inconcebivel qualquer desenvolvimento cientifico,
técnico ou tecnolégico que ndo envolva forte suporte matemético. Igualmente
podemos afirmar que as duas riquissimas fontes de desenvolvimento da
matematica t&ém sido e s&@o por um lado a interacgZo com as restantes ciéncias,
técnicas e tecnologias - elas proprias em desenvolvimento - e por outro lado os
avangos internos da matematica: cada problema resolvide abre mdiltiplos novos
caminhos a percorrer e problemas a resolver...
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Penso, assim, que outro dos novos desafios que se colocam ao professor que
ensina Matemética ao nivel médio/superior é o de questionar-se sobre a eficécia -
também a estes niveis - de uma abordagem psicogenética da aprendizagem
Matemética”: que suscite situagbes de vivéncia efectiva da interacgdo
interdisciplinar e transdisciplinar geradora do préprio desenvolvimento daquela
ciéncia.

Uma experiéncia em debate: ... a concepgdo de cendrios contextualimente crediveis, de
prética cientifica ou aplicacional, em domfnios ndo mateméticos, como ponto de partida para
a busca dos conceifos mateméticos de suporfe ... Uso de técnicas da formacdo
profissional”...

3. Como se faz Matematica ?

Num primeiro tempo poderemos dizer que a maioria dos actores com papel
relevante no desenvolvimento e aplicagéo cientifica e técnica da Matematica
concebem, implementam, testam e exploram Modelos, dado ser a modelagdo o
suporte de desenvolvimento e aplicaggo das Ciéncias, das Técnicas e das
Tecnologias.

Num segundo tempo deveremos realgar que o fazem, em geral, em trabalho
cooperativo: discutindo com os seus pares, trabalhando em equipas pluri-
disciplinares, testando hipéteses e soluges em ambiente real.

Num terceiro tempo ha que considerar que recorrem cada vez mais e mais as
ferramentas tecnoldgicas da nossa época: o uso das tecnologias da informagdo e
da comunicagio s@o hoje indispenséaveis a eficicia e eficiencia do trabalho
cientifico e técnico.

Penso assim que o terceiro dos novos desafios que se colocam ao professor que
ensina Matemética ao nivel médio/superior é o de questionar-se sobre a eficécia -
também a estes niveis - da adopgéo de pedagogias de trabalho cooperativo, em
ensino por projecto, suportadas em redes de computadores”: que garantam a
possibilidade de resolugdo de problemas reais, complexos, em equipa, em tempo
util ao ciclo de aprendizagem.

Uma experiéncia em debate: ... a concepgdo e implementagdo de um observatério
estatfstico de... na dptica cliente-servidor...

4. Dos modelos aos conceitos ?

Um problema esta equacionado (ou "bem posto...") se:

e esta definido o contexto (tema; caracteristicas do dominio de enquadramento;
condigbes especiais e limitacdes...);
e estdo bem definidas as questdes a que se pretende responder;
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e esta garantida a existéncia de solugao.

Equacionado o problema (Etapa 1), isto &, estando ele "bem posto”, ha que
* percorrer novas etapas:
Etapa 2: Planeamento da resolug@o do problema.
Etapa 3: Execug&o do plano - procura/construgio da(s) solucao(oes).
Etapa 4: Avaliagao e eventual reajuste da(s) solugdo(es).
Etapa 5. Visdo: Memorizag2o da experiéncia vivida e extrapolagdo dessa
experiéncia para novos contextos efou para uso comunitdrio em diferentes
situagoes.

Do equacionamento do problema faz parte a identificacdo de hipdteses prévias ou
adicionais - condicionantes externas, limitagdes de recursos a usar, etc. No entanto
poderemos ser obrigados a acrescentar ou alterar certas hipdteses ao longo das
fases subsequentes, nomeadamente porque, ao planear ou ao modelar a situagéo,
poderemos concluir que a adicéo de novas hipoteses podera aligeirar o processo
de resolugdo do problema, sem diminuir a eficicia da(s) solugZo(8es).

Na escolha de caminho(s) a seguir faz-se a selecgdo dos meétodos, a afectagdo de
recursos, a programacdo de tempos e a distribuicdo de tarefas e
responsabilidades... Inimeras vezes a resolugdo de problemas passa pela
concep¢ao e implementacdo de um Modelo da realidade contextual em que o
problema se coloca para, através da operagdo desse modelo, procurar/obter as
possiveis solugbes.

Mas nZo se pode finalizar o trabalho com a obteng&o da(s) solugdo(des). Ha que
ter em conta que esta(s) foi(ram) condicionada(s) pelas hipéteses formuladas e,
provavelmente, so é(s&o) valida(s) nesse contexto. E, por isso, indispenséavel uma
critica dos resultados obtidos e dos caminhos percorridos, para se avaliar se a
solugdo ndo sera excessivamente restrita, se podera ser melhorada em eficacia ou
eficiencia.

Quando se faz trabalho cientifico é desta avaliagdo que, na maior parte dos casos,
surgem as melhores pistas para reformulagéo de concep¢des ou construgéo de
novos modelos explicativos dos fendmenos observados... Quando se desenvolvem
técnicas ou tecnologias € desta fase que, com frequéncia, surgem os mais fortes
contributos para uma maior eficiéncia.

A etapa final é a de constituicdo da memodria individual e grupal. Esta etapa é
realizada por todos nés, numa primeira fase sub-conscientemente: € assim que
aprendemos, desde criangcas. Mas a memorizagao/extrapolagéo da experiéncia
vivida pode ndo se fazer apenas através dos nossos mecanismos cerebrais: o
registo da informagdo, devidamente classificada para mais facil acesso e,
nomeadamente, 0 recurso aos computadores veio amplificar fortemente as
possibilidades de novos usos, em idénticos contextos e/ou situagbes e de
extrapolagéo de resultados e processos, para situagdes e contextos diversos.
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Se pretendermos evidenciar as caracteristicas mais importantes da Modelagéo

diremos que:

* & uma actividade de criag&o de objectos - os modelos:

e Que permite a manipulacdo e o teste desses objectos para observar o seu
funcionamento e avaliar o seu comportamento face a situagdes-tipo;

¢ que orienta a correcgdo das deficiéncias detectadas;

» e que tem em vista a reprodugdo do modelo testado e corrigido - para uso
repetido, na mesma ou em diferentes situages.

Usamos modelos por raziGes de mercado: porque o teste do modelo:

€ menos dispendioso do que o teste do produto real...
& mais seguro do que o teste do produto real...
facilita a sua optimizacéo ...

facilita a sua entrada no mercado...

facilita a sua adaptagdo rapida a novas situagdes ...

Usamos modelos por razbes cientificas e técnicas: porque a concepgso,
implementagao, operagéo e teste do modelo:

» facilita a compreensao dos fendmenos e situagdes ...
o facilita a compreensdo das condicionantes e limitagdes do modelo construido. ..
» facilita a busca de respostas a questdes e a procura de solugdes...

Em qualquer dos casos o Fazedor de Modelos necessita seguir as diversas etapas
de resolugéo de problemas, neste caso tomando em conta que a modelagso seré a
sua ferramenta privilegiada para encontrar as solugdes que procura.

E a riqueza do percurso a seguir ao construir uma representagdo da realidade -
suficientemente simples para que seja facilmente inteligivel o sistema de
representagdo usado, mas suficientemente potente para que a sua operagdo
produza solugdes eficazes - que é geradora de uma melhor compreensdo dos
conceitos de suporte.

Porque uso a Légica ou a Teoria de Conjuntos para criar um modelo de
investigagao policial? Porgue uso SucessGes para modelar a reproducso de certas
espécies em diferentes ambientes? Porque uso Equagbes Diferenciais em
Derivadas Parciais para modelar o comportamento de estruturas de engenharia
civil? Porque uso FungSes Continuas para modelar trajectérias de corpos celestes?
Como construo o modelo; quais sé@o as propriedades matematicas da estrutura
adoptada que justificam a sua exploragéo na busca de respostas as questdes
postas; como interpreto as conclusées? Havera varios modelos para responder as
mesmas questoes? Podera o mesmo modelo ser usado em diferentes contextos e
para diferentes situagSes? Ha modelos verdadeiros ou falsos? E melhores ou
piores?
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Pedagogicamente, a passagem dos modelos aos conceitos pode ser feita, num
primeiro tempo, na anélise critica da passagem da realidade para o modelo:
passando por uma descrigo dos objectos, relagdes e propriedades relevantes em
linguagem natural e evidenciando o que se espera da estrutura-modelo. A
avaliagdo das limitagbes do modelo reforga a compreenséo das diferengas entre a
estrutura escolhida e outras, clarificando as auséncia de certas caracteristicas e,
em consequéncia, algum tipo de questdes a que nao podera responder.

Num segundo tempo, para estruturas/conceitos mais complexos, pode/deve seguir-
se 0 caminho inverso: com a experiéncia adquirida na construgio e avaliagdo dos
modelos anteriormente referidos, passar a interpretagéo e avaliaggo de modelos
com valor cientifico ou técnico reconhecido. Nestes casos poderemos
eventualmente ir mais longe nas capacidades operatérias das estruturas adoptadas
e no valor da comprovagao experimental de resultados.

Penso assim que o quarto dos novos desafios que se colocam ao professor que
ensina Matemética ao nivel médio/superior é o de questionar-se sobre o
balanceamento adequado entre um ensino extensivo das matérias ou um ensino
compreensivo/interpretativo. Entre privilegiar a concepgédo, operacgéo, interpretagéo
e avaliagdo ou privilegiar a demonstragao.

Uma experiéncia em debate: ... as novas memorias virtuais cooperafivas...

5. O que se aprende, o que se ensina ?

As pedagogias de Aprendizagem Cooperativa s&o hoje consideradas de
indiscutivel eficacia sobretudo se conjugadas com outras pedagogias, igualmente
centradas no aluno mas orientadas para a realizaggo de objectivos finais
socialmente estabelecidos como credibilizadores, como é ¢ caso da Pedagogia por
Projecto. A alianga das novas tecnologias de trabalho cooperativo scbre redes de
computadores (CSCW) veio abrir perspectivas promissoras para uma educagio
para o século XX|, nomeadamente permitindo o desenvolvimento de novas
vertentes bastante eficazes da Pedagogia por Projecto.

No ensino da matemaética, a concepgdo e desenvolvimento de projectos reais (ou
aproximadamente reais...), bastante complexos, que exigem os esforgos
conjugados de uma equipa vasta para serem equacionados e solucionados em
tempo Util, usando tecnologias adequadas - projectos que pressupdem modelar a
realidade, implementar, testar e explorar modelos - potencia enormemente a
aquisi¢cdo de conhecimentos, o dominio das técnicas e a aquisi¢gdo de uma visédo
transdisciplinar sobre a prépria matematica.

Este trabalho em grupo, se adequadamente orientado, ndo invalida antes exige e
motiva cada elemento do grupo a uma aprendizagem individualizada (auto-
controlada e tutelada), que lhe garanta as condigdes de reconhecimento como
membro activo e valioso na equipa.
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Aqui também o uso de software de apoio as vertentes de ensino individualizado
tutelado é garantia de maior qualidade educativa.

E de realgar o facto de que, neste tipo de pedagogia, se adquirem e treinam,
também, competéncias complementares bastante valiosas em lideranga de grupos
e lideranga cooperativa, em partilha de informagdo em rede, coordenagdo e
realizagio cooperativa de projectos, na decisdo em grupo, na eiaboragio de
documentos em co-autoria, na comunicagdo e negociacdo, etc. Estas como
aquelas, sdo competéncias essenciais a quem trabalha e vive hoje numa
sociedade cada dia mais interactiva, globalizada, informacional e
necessariamente, matematizada...

Uma experiéncia em debate: Vivmat - Viveiro de Matemdética(o)s...
Aprender a aprender, aprender a ensinar: em Maternética, sempre...

() "A experiéncia matemitica”, Philip J. Davis e Reuben Hersh, Coleccdo Ciéncia Aberta, GRADIVA,
Lisboa, 1995

" "Légica e conhecimento cientifico”, Jean Piaget ¢ all, Colecgdio Ponte, Livraria Civilizagio -Editora, Porto,
1980

& "Guia de métodos e préticas em formacdo”, Edmond Marc, Jacqueline Garcia-Locqueneux, Horizontes
Pedagtgicos, Instituto Piaget, Lisboa, 1997

" "Implementing computer supported cooperative learning”, David McConnell, Kogan Page Limited, London,
1994
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Tendencioso, Vago e Inteligente

José Carlos Quadrado
CIPROMEC, ISEL, IPL

R Conselheiro Emidio Navarro, 1900 Lisboa
Telefone: 8317271  Fax: 8317273

E-mail: jequadrado@isel.pt
Resumo

O caracter vago e incerto dos sisternas reais tem sido, ao longo de geragdes, uma motivagdo para
criar diferentes abordagens com o objectivo de lidar com este cardcter vago e incerto. Algumas das
abordagens tém sido bem sucedidas, nomeadamente as que recorrem 2 teoria das probabilidades e a
estatistica para lidar com sistemas reais com acontecimentos possiveis bem definidos.

Para o caso de sistemas reais onde os acomtecimentos possiveis nio sdo bem definidos, criaram-se
abordagens que lidam com a dificuldade de uma classificagio, sem ser por comparagdo, associando um
certo caracter de incerteza. Para lidar com o carcter vago e incerto existente em alguns sisternas reais, o
autor propds a utilizagdo de objectos matematicos ditos comjuntos vagos tendemciosos (TSets), e
desenvolveu uma teoria para aplicar aos sistemas reais anteriormente referidos, 2 qual fomece um suporte
matemdtico rigoroso, no qual um fendémeno vago conceptualmente, pode ser estudado de uma maneira
Precisa e rigorosa, permitindo igualmente a sua utilizagdo em situagdes em que existem relagSes, critérios
ou fenémenos vagos, quer na modelizagdo, quer no controlo de sistemas reais.

Com o objectivo de sistematizar controladores vagos tendenciosos, apresenta-se, resumidamente, a
teoria basica dos conjuntos vagos tendenciosos, e com base nesta, apresenta-se a sintese de um controlador
vago tendencioso para um sistema electromecinico e os resultados de implementagio do referido
controfador.

1 Introduciio

A evolugio das espécies forgou o desenvolvimento de redes de neurdnios, que originaram
0 comportamento inteligente, permitindo que a evolugdo da linguagem ¢ a actividade do
pensamento alcangassem complexidade.

A actividade do pensamento vélido, do raciocinio, € o objecto de estudo da légica. Os

estudos sobre a logica € a sua organizagio comegaram com Aristoteles nas escolas da antiga
Grécia no século IV A.C.. A contribuicdo de Arist6teles mais importante para a logica foi a teoria
do silogismo [1], considerada pelos pensadores da Idade Média como a mais importante teoria
para a légica. Esta consideragéio manteve-se até ao século XVIII, culminando com a afirmagdo do
filésofo germanico Kant, “A 16gica ¢ uma ciéncia completa™.
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No século XIX, o irlandés Boole provou a falsidade da afirmagdo de Kant, demonstrando
que o campo das fungGes de verdade era bem mais rico do que se supunha, desenvolvendo para tal
novos métodos que permitiram generalizar a teoria Aristotélica do silogismo. Ainda neste século,
0 matemético alemio Frege contribuin com a teoria da quantificagéo, para que no inicio do século
XX Whitehead e Russel sistematizassem os novos desenvolvimentos da logica no seu Principia
Matematica. Nesse trabalho, os autores generalizaram a l6gica Aristotélica lidando com mais
formas de raciocinio, e utilizando mais simbolismo [1].

Os estudos logicos mais recemtes assumem um cardcter semelhante a0 da matematica pura
e tém mantido o interesse dos investigadores pela 16gica. Exemplo disso, a ldgica de conjuntos
multivalor de Lukasiewicz [2], veio permitir o advento da l6gica fuzzy [3], a qual permite elaborar
raciocinios num universo linguistico estruturado. Estes raciocinios aumentam o mimero de
elementos 16gicos passiveis de serem utilizados, como € o caso da inferéncia composicional. A
logica fuzzy caracteriza-se sumariamente pela capacidade de efectuar raciocinios aproximados,
recorrendo a2 um suporte linguistico e 4 logica de conjuntos multivalor, obtendo desta forma uma
relaxagdo de conceitos.

No entanto ao introduzir-se a relaxagdo dos conceitos, ndo se levou este procedimento ao
ultimo estagio, “limitando” as fungGes de pertenga das variaveis dos universos linguisticos a
fungdes deterministicas. Posteriormente, foi proposta a nogédo de conjumtos vagos [4], que apesar
de ultrapassar a referida limitagdo, ndo eram passtveis de um facil manuseamento e aplicagéo a
situa¢Oes reais. Com efeito, a nogdo de conjuntos vagos consiste numa extensdo dos conjuntos
fuzzy, através da definicio de fungGes de pertenga nf#o deterministicas, caracterizada por um
intervalo de graus de pertenga para cada valor do universo considerado.

Ao apresentar-se neste trabalho uma variagio da teoria dos comjuntos vagos, designada
por teoria dos conjuntos vagos tendenciosos [7], procura-se ultrapassar as limitagdes na utilizagio
dos comjuntos vagos e incorporando simultaneamente outros elementos linguisticos, tais como a
ironia, a hipérbole, o ruido de fundo, as perdas de amostragem, entre outros.

2 Defini¢des basicas dos conjuntos vagos tendenciosos

No universo linguistico, a credibilidade que o receptor atribui & mensagem deve ser
considerada como um elemento importante, sendo naturalmente incorporada no processamento
linguistico. Os TSets procuram incorporar esta credibilidade do receptor linguistico através da
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criag8o de trés fungoes de pertenga, nomeadamente a optimista, a pessimista e a tendenciosa, que
procuram retractar respectivamente o grau de possibilidade, o grau de impossibilidade, ¢ o grau de
certeza de uma dada informagao linguistica.
2.1 Elementos vagos basicos

Um conjunto vago tendencioso (TSet), € uma colecgéo de elementos que pertencem a um
conjunto suporte X que satisfaz a seguinte defini¢do:

Def. 1: Conjunto vago tendencioso

Seja X um conjunto. A éum conjunto vago tendencioso em X sse:

A={(x {0 @] s w]ked 0
sendo pE:X—:‘[O,l] uma fungio de pertenga, que mede o grau de pertenga optimista de x ao
comjunto A , ou seja, dado x €X: p5 (x) = Grau(x ef&) €[0,1]; sendo uy*(x)= 1- p2(x) com
p%’:X—)[O,l] uma fun¢do de pertenga, que mede o grau de pertenga pessimista (ou de ndo
pertenga) de x ao conjumto A, ou sja, dado x €X:pf(x)= Gran(x ei) e[o1], e onde

:X—[0,1], é uma fimgéio de pertenca, dada pela expressao:

()= \/ ] + [ o]

4

ST

#0 2
el com «a (2)

que mede o grau de pertenga tendencioso (ou de credibilidade tendenciosa) de x ao conjunto A.
O elemento a € o factor de credibilidade, representando a credibilidade de um elemento
mum conjunto vago, que pode variar do descrédito total (a0 — ) até ao crédito total (@ — ).
Nesta teorta as relagdes seguintes sdo sempre verificadas, qualquer que seja o valor de x.
Mz (x) + pz () <1
B ®sEE<ET®
Pela definigdo, verifica-se que um TSet é uma generalizagdo de um conjunto vago e por
conseguinte uma generaliza¢do de um conjunto fuzzy. Assim, se as trés fingcSes de pertenca (3)
tiverem o mesmo grafo, entdo o TSet identifica-se, naturalmente com um conjunto fuzzy.
Por outro lado se o factor de credibilidade, o, for indefinido entdo os TSets reduzem-se

vxeX (3)

aos conjuntos vagos, de acordo com a defini¢do [4].
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O factor de credibilidade vai ser uma condicionante dos TSets, pois dependo do valor de o

'min(yg (%), p;’ (x)) a— - (minimo)

2% 2 (%) * " (%) : ,
o a=-1 (media harmonica)
00+ 157 (x)
p5 (%) =1 \/ s (x)* ,u%"’ (x) a—0 (media geometrica) 4)
K0+ ()

5 a=1 (media aritmetica)

max(px (%), ,u%") a—>® (maximo)

2.2 Operacdes basicas para TSets

As fungBes de pertenca, optimista e pessimista sGo componentes cruciais dos TSets, pois €
através delas que sio definidas as operagbes possiveis com os TSets. A titulo de exemplo,
apresentam-se em seguida algumas operagGes basicas para TSets.

Def. 2: Unifio de dois TSets

Sejam A e B dois TSets. A unifio de A ¢ B ¢é também um TSet sse as fungdes de
pertenga sdo definidas ponto a ponto por:

PAMCELE POV
i ) = man{ e 00,47 () = 1= min{ ), 4 ) ©)
ﬂ(}uf,) (x)= maX(#% (%), 445 (X))

A figura 1 ilustra a uni@o e a intersecgdo de dois TSets.

TSt 5 TS B
| x % X %
— R ()
.......... pij(x)
—
X_}

Figura 1 - Unifo e intersecgio de dois TSets
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Def. 3:Complemento de um TSet

Seja A um TSet. q:i é o TSet complemento de A sse apresemnta as fungGes de pertenga:
px @) =1- uf* ) =1-[1- 2 9]= )
B ®)=1- 45 (%) ®)
Pz 0)=1- ()

Graficamente o complemento de um TSet € o que se apresenta em seguida:

TSet(X TSet
S ) A 2 (0 zA

l_ ‘. -‘
-a '. *\.-
- /\ -. ‘
L4

—— K e A 3 — B

Figura 2.2 - Complemento de um TSet

h 4

3 Sistematizacdo da aplicacio da légica vaga tendenciosa

Nos pontos anteriores apresentou-se todo o suporte matematico considerado basico na
teoria dos conjumtos vagos tendenciosos. Neste ponto apresentam-se as ferramentas matematicas
necessarias i utilizagdo desta teoria.

Uma das ferramentas basicas na utilizagdo da légica TSets é a nogdo de variavel
linguistica, [5]. Uma variavel linguistica no universo dos TSets pode ser definida como se segue:

Def. 4: Varidvel linguistica

Uma variave] linguistica € caracterizada por cinco pardmetros (x, T(x), U, G, §), onde x €

o nome da variével, T(x) o conjunto dos valores linguisticos possiveis dessa variavel, U o universo

de discurso da variavel, G a regra sintéctica (gramética) para gerar os termos da vari4vel, e S(...)
a regra semintica para associar a cada termo o seu valor, o qual é um subconjunto vago
tendencioso do universo de discurso.
3.1 Raciocinio aproximado

As principais ferramentas do raciocinio sio tautologias tais como o modus ponens. Esta
tautologia foi generalizada [8], criando o chamado modus ponens generalizado. Aplicando & logica
vaga tendenciosa o modus ponens generalizado, surge a regra de inferéncia composicionat [9],
que no dominio dos TSets é definida como:
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Def. 5: Regra de inferéncia composicional
Sendo i(x) , Ix{(x, y),e Izi(y) , definidas nos espagos X, XxY, Y, respectivamente, como
restrigdes nos espagos de x, (X, y), e y respectivamente, com xe€X e yeY. Sendo ainda K ¢ B

dois TSets em X e XxY respectivamente, entdo a regra de inferéncia composicional define a
solugo das equagdes de atribuigio relacional

R(x)=A @
R(x,y)=B (®)

como sendo dada por
R(y)=A-B )

onde Ke]ix!éacomposigﬁo de K e E
Utilizando operadores de unifo e intersecgdo, a relagio anterior de implicacéo fica:

R(y)= U {I[(#A T ) s ;(pg T ) s ]} (10)

Sendo U qualquer operador de unido, ou seja, que cumpra as normas-t, ¢ I qualquer
operador intersecgdo que cumpra as conormas-t. Os operadores mais vulgarmente utilizados séo
respectivamente 0 maximo € 0 minimo.

3.2 Controlo vago tendencioso

A semelhanga do controlo légico fuzzy [6], o comtrolo vago tendencioso pretende
modelizar o comportamento humano na tomada de decisdes, procurando neste segundo caso
incluir elementos que nfo se encontram naturalmente no comteido do discurso, mas que
influenciam essa tomada de decises.

A ideia basica do controlo vago tendencioso € incorporar a credibilidade do receptor da
mensagem linguistica no projecto do controlador. Com base mum conjunto de regras linguisticas
que descrevem a estratégia de controlo, constréi-se um algoritmo de controlo onde as palavras
sao definidas como conjuntos vagos tendenciosos. Assim, para além da possibilidade de incorporar
no controlador a experiéncia do operador, ou intui¢io, ou conhecimentos heuristicos, ou ainda de
ndo precisar do modelo do processo, este tipo de controlo permite ainda uma correcgdio a esta
informagio em tempo real através de um factor de credibilidade.

Em termos de diagrama de blocos, o controlador vago tendencioso, é composto pelos
blocos que se apresentam na figura seguinte: '
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Base de
Caonhecmento
Jr \/ Asgio do
Estado do Logade | Interfuce de Cantrolador
m—-—) Eterface de M Tomada ce — —>—
Vagnificagio . Desvaguificagio

AvaliacSo da
S
Credibilidade

Figura 3 - Diagrama de blocos funcional do controlador vago tendencioso

4 Resultados de Aplicagio do Controlador Vago Tendencioso
A aplicagdo de uma versdo discreta simples do controlador vago tendencioso, a um
posictonador electromecénico utilizando um motor DC, apresentou os seguintes resultados:

-

------
Posigio | I L e g
Angular (rad) : " ' '
EX ----- S P O O SO
tempo (s)

Figura 4 - Posicionador electromecénico inteligente (escalas: vertical 1 [rad); horizontal 500 [ms])
A saida do controlador na situa¢do de acompanhamento da referencia anterior é a seguinte:

=

b
L)
1
i
1
]
1
1
]
]
]
4
[
)
]
-
1]
[
1

SRSPUPE TERUUE U NN E—
iinlnial Shidiel Shakake’ dhunby miiale

tempo (s)
Figura 5 - Comportamento do controlador vago tendencioso (escala horizontal 500 {ms])

A anilise dos dois gréficos anteriores permite verificar que o posicionador electromecénico
segue a referéncia sem sobreelevagio, reage muito rapidamente a perturbagses, e nio apresenta
erros estiticos, fazendo uma auto-correcgdo desses erros. No entanto, apresenta um "ripple”
excessivo durante a fase de eliminagdo do erro estatico, o qual pode ser resolvido com pequenas
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mudangas na determinacdo do factor de credibilidade, o, mas com custos na simplicidade e
velocidade de actuagdo do controlador.

5 - Conclusdes

Neste trabalho, apresentou-se, resumidamente, a teoria dos conjuntos vagos tendenciosos
(TSets), procurando realgar os aspectos mais importantes para o estudo do controlo vago
tendencioso, e dirigido para o desenvolvimento de controladores vagos tendenciosos.

Verificou-se que os TSets incorporam conceitos que emulam as incertezas do mundo real
impossiveis de incluir nos conjuntos fuzzy, particularmente através da atribuicdo de um grau de
credibilidade 4 informag3o recebida, a semelhanga do comportamento dos seres humanos. Os
TSets suportam também todas as operagSes dos comjuntos fuzzy e ainda outras especificas,
tornando facil a sua implementa¢do no comtrolo, devido as suas caracteristicas internas de auto-
correcgdo, permitindo prescindir por vezes de acgdes de correcgdo exteriores ao controlador.

Concluiu-s¢ que a definigio deste tipo de controladores ndo recorre a informagio
precedente de ensaios laboratoriais, permitindo criar bases de conhecimento universais, ou seja,
independentes dos pardmetros do sistema, € que através da utilizagdo de um factor de
credibilidade, se incorpora um elemento de aprendizagem que abre o caminho a possiveis
incrementos da quantidade de inteligéncia deste controlador.

Por ultimo, concluiu-se que as possibilidades de incorporagéo pelos TSets, de incertezas
do mundo real, niio se esgotam com os elementos apresentados neste capitulo, podendo os TSets

incorporar outros elementos do universo linguistico.
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Grafos, Caixeiros Viajantes e Estatistica*

Manuel Joao Cabral Morais
Departamento de Matematica e Centro de Matemitica Aplicada, Instituto Superior Técnico

Resumo

A simplicidade de defini¢@o, a diversidade de aplicagdes e a dificuldade de resolugdo do
Problema do Caixeiro Viajante (PCV) constituem algumas das caracteristicas comuns 2 maior
parte dos problemas que tém vindo a atrair e intrigar os matemaéticos.

Por se tratar de um problema NP -dificil, o PCV tem vindo a ser esporadicamente
abordado sob o ponto de vista estatistico, com o objectivo de obter estimativas quer pontuais, quer
intervalares para o custo do percurso 6ptimo.

No presente trabalho as estimativas do custo do percurso 6ptimo — pardmetro de
localiza¢do do modelo Weibull de minimos tri-paramétrico — s&o calculadas com base em custos
minimos obtidos em diversas execugbes dos algoritmos 2 e 3 - oprimal, considerando-se estas
solugdes aproximadas do PCV como provenientes de tal modelo extremal.

A importéncia destas estimativas prende-se com o facto de auxiliaremn a decidir se é ou nao
aconselhdvel prolongar o processo de obtengdo de solugGes aproximadas.

Palavras-Chave: Problema do Caixeiro Viajante, Algoritmos A -optimais, Teorema de
Gnedenko, Estimag¢do Pontual e Intervalar.

1. O Problema do Caixeiro Viajante

Admita-se que um caixeiro viajante pretende visitar uma tnica vez cada uma das cidades que
figuram numa lista e regressar a cidade donde partiu. Admita-se ainda que ele conhece o custo
da viagem entre qualquer par de cidades (podendo o custo nio ser igual em ambos os sentidos).
A obtengdo da sequéncia de cidades que constitui o percurso associado ao custo total minimo —
0 percurso 6ptimo — € usualmente denominada de Problema do Caixeiro Viajante (PCV).

H4 razBes préticas que justificam a importéncia do PCV quer num grafo orientado, quer
num grafo ndo orientado: muitos dos problemas reais que, a partida, parecem ser bem distintos
do PCV, podem ser formulados como insténcias deste. No capitulo 2 de Lawler et al. (1985),
p. 18-22, podem encontrar-se algumas das variadissimas aplica¢des deste problema, ilustrando
assim a versatilidade do PCV; sdo disso exemplo a sequencializagio 6ptima de tarefas em
gestdo da produgio e o wiring 6ptimo no design de computadores e outros sistemas digitais.

O PCV é, a semelhanga de um grande nimero de problemas de optimizagfio combinatéria
(POC), um problema para o qual nio existem algoritmos exactos com complexidade
polinomial.l Nzo surpreende pois que o PCV seja o primeiro problema descrito no livro

* Investigagdo parcialmente suportada pelo Programa Praxis XXI — PCEX/P/MAT/41/96
1 Recorde-se que o ntimero total de percursos possiveis & igual a (N —1)1/2 ((N —1)1), caso as distincias entre
as N cidades da lista (nio) sejam simétricas.

—
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Computers and Intractability (Garey e Johnson, 1979), seja comum a frase "E tgo dificil quanto
o PCV", ou que de um reviewww feito recentemente tenham resultado 505 referéncias
relacionadas com PCV e com data de publicag@o posterior a 1979.

Neste trabalho o destaque vai para a utilizagdo de solugdes do PCV — solugbes essas
obtidas recorrendo a algoritios aproximativos com complexidade polinomial — no célculo de
estimativas pontuais e intervalares para o custo da solugéo 6ptima de tal POC, provando assim
que da estatistica e da optimiza¢3o combinatéria pode resultar um casamento interessante.

2. O PCV e a Estatistica

A anélise de um conjunto de solu¢Ges de um PCV especifico, obtidas usando um algoritmo
aproximativo, pode ser feita recorrendo a técnicas de inferéncia estatistica que permitam avaliar
os desvios entre tais solugSes e a solugdo Optima. Este tipo de andlise pressupde ndo s6 a
obtenc@o de uma amostra, como a especificagdo de um modelo probabilistico que caracterize o
comportamento das observagdes dessa amostra.

A amostra a considerar neste tipo de andlise € constituida por n custos dos percursos
resultantes de n execugGes de um algoritmo aproximativo de melhoramento? D para 0 PCV.
O custo do percurso resultante da i — ésima (i =1,...,n) execugdo do algoritmo €, por sua vez,
0 minimo de um conjunto de m; custos dos percursos obtidos nas m; iteragbes do algoritmo.

A utilizagdo do modelo probabilistico Weibull de minimos tri-paramétrico (localizagzo,
escala e forma), para caracterizar os custos obtidos por intermédio de algoritmos aproximativos
para o PCV, remonta a McRoberts (1966). Este mesmo modelo foi também utilizado na
estimagdo das solucBes exactas de outros POC’s que vio desde o problema da afectagio
quadréitica (Bruijs (1984)) ao problema de Steiner definido em grafos (Cerdeira (1986))
passando pelos problemas de cobertura (Vasko ¢ Wilson (1984)) e de cobertura generalizada
(Gonsalvez et al. (1987)).

A fung¢@o de densidade de probabilidade do modelo Weibull de minimos tri-paramétrico é
dada por

F@) = (c/B)x[(x— @) e x 1 (%) W

onde ~=<a<+w, b>0 ¢ c>0 representam os pardmetros de localizacdo, escala e forma,
respectivamente. Adiante-se no entanto que, pelo facto de na definigio do PCV se considerar
que a fungdo de custo € ndo negativa, os valores possiveis para o parimetro a — que
corresponde ao custo do percurso 6ptimo do PCV — restringir-se-3o ao intervalo [0,+<o).

A aplicagdo deste modelo 2 estimagéo do custo da solug&o 6ptima do PCV encontra uma
justificagdio — parcial € certo — no teorema de Gnedenko na sua vers3o para o minimo.3 Com

2 Ao contrério dos algoritmos aproximativos de construgdo, lida-se, em qualquer iteragfio da execugdo do
algoritmo, com um percurso que inclui todas as cidades.

Este teorema, espécie de teorema do limite central para o0 minimo de uma amostra aleatéria, afirma que tal
minimo (devidamente estandardizado), caso nio convirja para uma distribuigso nfo degenerada, converge para uma
das trés seguintes distribuigdes: a Fréchet de minimos, a Weibull de mfnimos ou a Gumbel de minimos.




Aplicacbes da Matematica 19

efeito lida-se, em cada execug¢do, com o minimo de um grande nimero de custos que sdo
limitados & esquerda pelo custo do percurso ptimo, a. Mas, como refere Morais (1998), ndo
basta que o conjunto de valores possiveis para os custos seja limitado A esquerda para que a
distribui¢@o de cada um dos » custos minimos possa ser aproximada pela distribuigdo Weibull
de minimos, como referem Golden (1977) e outros autores. Esta e outras objecgGes quanto &
aplicagdio do teorema de Gnedenko ¢ do modelo de Weibull de minimos ao PCV ndo
impediram que alguns autores tivessem obtido resultados, por vezes surpreendenies, na
estimac@o quer pontual, quer intervalar, do custo da solugdo Sptima do PCV e de outros
POC's.

2.1 Estimativas pontuais

O custo da solug@o 6ptima de um PCV (ou de qualquer outro POC NP - dificil) pode
considerar-se um "pardmetro desconhecido em tempo polinomial" e por consequéncia é
razoével estimé-1o quer pontual, quer intervalarmente, com base numa amostra de dimenséo n
de custos de percursos, x=(x,..,x,), ou na amostra ordenada (x(l),...,x(n)) onde
Yoy = 20 %
Comega-se por fazer uma breve referéncia s estimativas de maxima verosimilhanga.
Estas obtém-se, tal como o nome indica, maximizando a fun¢@o de verosimilhanga que, para o

modelo Weibull de minimos tri-paramétrico, € igual a

L{a,b,clx) = (c/b)’ {H[(x a) /b]} xexp{—i:‘[ o /b]}

(a,b,c), (2)

X1 [O.x(,,]x(0,+-)x(0.+-)

onde I, representa a funcdo indicatriz do conjunto A. Logo a estimativa de méxima
verosimilhanga do vector de pardmetros do modelo (a,b,c), (3,5, E) = (&(;),5(5),3(5_)), é
caracterizada por ser a escolha mais plausfvel na regido [O,xm] X {0,400} x(0,+°¢) uma vez
obtida a amostra x.

Surgem algumas dificuldades na obtengéo de (8,5,¢). Com efeito, Rockette et al. (1974)
referem — ao contrdrio do que sugere a leitura de Golden (1977) — que (&,B,é) nem sempre
se obtém resolvendo numericamente o sistema de equacdes de verosimilhanca

VinL{a,b,cjz) =(0,0,0) 3)

na regido [0 xm] X (0,40) X (0,+2c). Quando o verdadeiro valor do parﬁmetro de forma se
restringe ao intervalo (0,1) conclui-se que d=x,, e que as estimativas b ¢ & se obtém
resolvendo as duas tdltimas equagbes do sistema em (3). E, caso ¢ €[l,+e0) e ndo exista
solugfio para (3), In L(a,b,cx) possui ponto de méximo em

(a,b‘,a):[xm,%g(x,.-xm),l]ﬁ @

4 E interessante notar que as estimativas obtidas para o parimetro de forma, em Golden e Alt (1979), sdo todas
superiores 3 unidade.

_



Nio admira pois que alguns autores tenham proposto estimativas pontuais alternativas as
de mé4xima verosimilhanga para os trés parimetros do modelo; destas alternativas destacam-se
as propostas por Zanakis (1979) e Wyckoff et al. (1980), que se encontram na Tabela 1 e que
tm a particularidade de ser precisas e de célculo bastante trivial.

Estimativas
Parémetro Zanakis Wyckoff-Bain-Engelhardt
2 =/ V&
o Qocalizacko) | 7= Xy X Xy = Xz 5o —x/n_"
Xy F Xy =2 X X 1-1/n¥
b (escala) b=-a+ X067 b= exp{ y/c+ Z:‘In[xm - Ez] /n}
}Ill:ln(l — D )
In(1-p,
¢ (forma) z= ( p,)__ f=— "xfn _
X, =@ - i
1) 2T ‘Z;h‘[xu) -a|+ __ ;Elm[x"" -
wrr) ~ ¢

Tabela 1 — Outras estimativas pontuais para o custo da solugo 6ptima do PCV

onde: p,=0.16731 ¢ p, =0.97366; [np] = [np]+[1 S (np)] com p €(0,1), [np] a parte
inteira do real positivo np e N, o conjunto de inteiros ndo negativos; &, € estimativa rude do
pardmetro de forma, calculada com base em observa¢Ses da amostra ordenada (x(l),...,x(n)),
que se obtém a partir de ¢ substituindo @ por x,;5 =2 x/n é a média amostral;
y=lm |37 Vi- In(m)|=0.57721 € & constante de Euler; s=[0.84n]; e k, ¢ uma
constante dependente da dimensdo da amostra, tabelada em Engeihardt ¢ Bain (1977), para
valores de n de 2 a 60 e para n =-es.

Importa referir que as estimativas pontuais de Zanakis j4 foram utilizadas em Cerdeira
(1986) no contexto de um POC distinto do PCV, tendo-se obtido resultados que o autor
considerou bastante satisfatérios. Para mais detalhes acerca de todas estas estimativas pontuais
consulte-se Morais (1998).

Realce-se por fim a importéncia do minimo amostral como estimativa pontual do custo da
solugdo 6ptima. Apesar de nem sempre se tratar da estimativa de méxima verosimilhanga, o
minimo amostral esté associado a melhor das solugdes aproximadas obtidas. Para além disso €
relevante a comparagio desta estimativa pontual com outras eventualmente adoptadas — 4, @
ou & —, j4 que um minimo amostral muito maior que qualquer das trés estimativas leva a crer
que 2 solugdio aproximada associada a x, ainda pode ser melhorada, sendo por isso
aconselhdvel prolongar o processo de obtengdo de solugdes aproximadas.

S A constante Z, s6 estd bem definida se x([ ) > x,,), isto €, se n>1/p,.
L

Aplicagbes da Maternatica




Aplicagdes da Matematica 21

2.2 Estimativas intervalares

Por ser usual acompanhar uma estimativa pontual de um intervalo de valores razodveis para o
pardmetro desconhecido — intervalo este associado a nivel de confianga exacto ou aproximado
—, segue-se uma tabela de estimativas intervalares para o custo da solugdo Sptima do PCV.

Estimativas intervalares

Golden-Alt IC;,(a)= ("m ~b; x(,,)
Golden-Alt-Zanakis IC;,;(a)=(xyy B3 x,)
Golden-Alt-Wyckoff-Bain-Engelhardt | ICouysz(a) = (¥ = 3 x,)
Los-Lardinois IC,(a)= (xm - b/[-nfim()]"*; xm)
Los-Lardinois-Zanakis ICy1(a) = (% —B/[-n/1n(a)] " xm)

Los-Lardinois-Wyckoff-Bain-Engethardt | IC,;ppe(a) = (xm ~bf[-n/n(a)]"; x,)

Tabela 2 — Estimativas intervalares para o custo da solugéo éptima do PCV

Golden e Alt (1979) constitui aquela que se julga ser a primeira referéncia em que € feita
estimagao por intervalos do custo da soluggo 6ptima do PCV. Estes autores propuseram que
se substituisse o parmetro de escala b pela sua estimativa de méxima verosimilhanca b na
expressdo do intervalo de confianga a (1—e™)x100% para o parfmetro de localizagdo a,
IC(H_, a w0 D)= (xm -b; xm), resultando assim IC,, (a). O segundo e terceiro intervalos de
confianga da Tabela 2 foram propostos em Morais (1998) e obtiveram-se substituindo b pelas
estimativas de Zanakis e de Wickoff-Bain-Engelhardt, respectivamente.

Por seu lado, as trés dltimas estimativas intervalares da Tabela 2 resultaram da
substitui¢do dos parimetros desconhecidos b e ¢ pelas suas estimativas de mdxima
verosimilhanga (tal como proposto por Los e Lardinois, 1982), de Zanakis e de Wyckoff-Bain-
Engelhardt (tal como sugerido por Morais, 1998), na expressao do intervalo de confianga a
(1-a)x100% para o custo da solugdo O6ptima do  PCV,
IC,_pyms(@) = (x(l) —bf[-n/m(a)]"; xm). De referir que concretizagdes do limite inferior
de IAC,,(a) j4 foram utilizadas em Cerdeira (1986), na estimagdo do custo da solugdo 6ptima
de um outro POC, o problema de Steiner em grafos.

A substituicdo de b e ¢ por suas estimativas em IC(]—e"‘ e w0l ® € IC,_arame(a) altera,
naturalmente, o nivel de confianga destas duas estimativas intervalares; e, tanto quanto se sabe,
nenhum autor determinou os niveis de confianga exactos dos intervalos da Tabela 2. Por este
motivo os seis intervalos ndo possuem um indice indicando o respectivo nivel de confianga;
possuem antes iniciais que dizem respeito aos autores que propuseram o intervalo original e as

estimativas utilizadas.
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3. Uma aplicacao

Segue-se a anélise estatistica de uma variagao do problema das 100 cidades originalmente
descrito em Krolak et al. (1971). Na verdade ndo se tratam de cidades mas de 100 pontos
gerados aleatoriamente, que poderiam representar, tal como em Lin e Kernighan (1973), pontos
marcados sobre uma placa, onde deve ser efectuada uma pequena perfuragio com um laser (ver
Figura 1).6 A variagio propriamente dita expressa-se sob a forma da seguinte restrigdo: 0s
pontos de inicio e de fim da perfuragdo foram pré-especificados, e coincidem com o 1° e 63°
pontos (2 esquerda e i direita, respectivamente, na Figura 2);7 mas atribuindo uma distincia
ndo positiva a esse par de pontos, & semelhanga do que Crowder e Padberg (1980) sugerem, €
somando posteriormente a distincia entre esses dois pontos o problema torna-se uma instincia
do PCV standard definido sobre um grafo ndo orientado.

2000 . . 2000
wsoof ;0T T LTl 1s00
1000f . . o+ - <. T 1000
500} o %5 " 500
1000 2000 3000 4000 1000 2000 3000 4000

Figuras 1 e 2 — Pontos do problema das 100 cidades e o percurso 6ptimo

A escolha deste exemplo prende-se com o facto de Crowder e Padberg (1980) terem
estabelecido a optimalidade da solugfo apresentada por Krolak et al. (1971). Deste modo,
poder-se-4 avaliar objectivamente a precisdo das estimativas pontuais e a qualidade dos
intervalos de confianga para o custo éptimo do PCV, obtidos com base em 100 execugdes dos
algoritmos 2 e 3~ optimal.

Na anlise estatistica deste PCV, que é andloga 3 efectuada para o problema standard das
100 cidades de Krolak et al. (1971) em Morais (1998), serdo ainda apresentados, para cada um
dos dois algoritmos, os valores observados da estatistica do teste de ajustamento de
Kolmogorov-Smirnov bem como o valor critico do teste (isto €, 0 p — value) associado; esses
valores foram obtidos ao conjecturar trés distribuigoes Weibull que possuem o temo de
paridmetros igual a cada uma das trés estimativas pontuais do terno de parmetros
desconbecidos.8

Comega-se por referir que o percurso com menor custo, nas 100 execugdes do algoritmo
3 — optimal , se encontra na Figura 2. Este percurso foi obtido na 89* execug#o e coincide com
o percurso éptimo obtido por Krolak ez al. (1971) e por Morais (1998). A diferenga de trés

6 Recorde-se que Lin e Kernighan (1973) consideram um problema andlogo com trés conjuntos idénticos de 105
pontos e outros trés pontos, onde deve ser feita a referida perfuragio.

7 A escolha deste dltimo ponto deve-se ao facto de coincidir com o Gltimo ponto do percurso éptimo obtido em
Krolak et al. (1971) bem como em Morais (1998).

8 Para detalhes acerca da anlise estatfstica consulte-se Morais (1998).
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unidades entre o custo associado ao percurso aqui obtido, que € de aproximadamente 21285
unidades (ver Tabela 3), e o custo do percurso 6ptimo que se encontra na primeira daquelas
referéncias bem como em Crowder e Padberg (1980) deve-se ao facto de aqueles autores terem
aproximado as unidades as distancias entre os 100 pontos.

24500

2-optimal
3-oprimal

24000+

235001

230001

225004 U

22000+ \ |

215001 '

21000———m——"—""Tr" 7 T T T T
10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100

N da execugllo

Figura 3 — Custos minimos em 100 execugdes dos algoritmos 2 e 3 — optimal

Ao recorrer ao algoritmo 2 - optimal, obteve-se o percurso de custo minimo na 74"
execugao de um grupo de 100 execugdes; o respectivo custo € de 21426.914 unidades e €, tal
como seria de esperar, superior ao do melhor dos 100 percursos 3 — optimais.

Freq. Absolata Freq. Absohm
501 504
B 2-ocptimal B d-optimal
404 40

304

20

10+

0-
21000 22000 23000 24000

——

25000

21000 22000 23000 24000 25000

| Figura 4 — Histogramas dos custos minimos em 100 execugdes dos algoritmos 2 e 3 — optimal

As Figuras 3 e 4 deixam bem claro que os dados associados aos dois procedimentos de
melhoramento se distinguem quer em dispersdo e quer em forma. Estas diferengas graficas
bem nitidas sdo consubstanciadas por estimativas pontuais algo discrepantes dos trés
parimetros desconhecidos do modelo, bem como intervalos de confianga para o custo minimo
do PCV com amplitudes relativas bem distintas (ver Tabelas 3 ¢ 4).

Assim as observagdes relativas ao algoritmo 2 — optimal estdo associadas a estimativas
do parimetro de escala pelo menos duas vezes superiores as obtidas pelo algoritmo
3—optimal. E, embora os resultados das execugdes dos algoritmos n2o parecam Ser

__
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provenientes de uma populagdo exponencial bi-paramétrica,? os resultados referentes ao
algoritmo 3 — optimal estdo associados a estimativas do parimetro de forma em torno de 1.5,
ao passo que os resultados do algoritmo 2—optimal estdo associados a estimativas desse
l parimetro que excedem as duas unidades.

,‘ 2-optimal 3-optimal

Estimativas | Localizaggo Escala Forma Localizacio Escala Forma
, MV 21403.287 | 1468.927 2.275 21261.787 | 593.718 1.646
| Zanalds 21420297 | 1475.598 2.341 21285.436 612.865 1.468
i WBE 21220.674 | 1688.664 2.641 21262420 | 581.948 1.671
| Minimo 21426.914 21285.438

Tabela 3 — Estimativas pontuais obtidas com base em 100 execugdes dos algoritmos 2 e 3 — optimal

E importante referir que Morais (1998) constatou que, para o PCV standard definido
sobre a mesma centena de pontos, os resultados do algoritmo 3 - optimal parecem ser
exponencialmente distribuidos (as estimativas obtidas para o pardmetro de forma estao Muito
préximas da unidade) enquanto que os concernentes ao algoritmo 2-optimal 530
demarcadarnente nio exponenciais (tais estimativas estdo préximas de 2). Este comportamento
distinto deve-se essencialmente 3 introdugdo da variag@o acima descrita no problema das 100

; cidades de Krolak er al. (1998) e ao facto de qualquer das execugdes se iniciar com a geragao
(pseudo-)aleatéria de um percurso cujos extremos s&0 0s pontos 1 e 63.

| Os trés tipos de estimativas pontuais do custo éptimo do PCV pouco se distinguem
quando & utilizado o algoritmo 3 — optimal,, devendo-se isto i regularidade dos resultados que
serviram de base ao célculo de tais estimativas. Mas 0 mesmo nao acontece com a utiliza¢do do
algoritmo 2 - optimal. Com efeito, ao utilizar o algoritmo 2 — optimal, destaca-se de imediato
a estimativa de Wyckoff-Bain-Engelhardt do grupo de estimativas do pardmetro de localizagao;
A partida, julgava-se que ela subestimava excessivamente o custo éptimo do PCV, no entanto,
pOr se encontrar mais préxima das estimativas obtidas recorrendo ao algoritmo 3 — optimal, éa
mais razodvel das estimativas do referido pardmetro desconhecido quando se utiliza o algoritmo
2 —optimal.

Na Tabela 4 figuram as amplitudes relativas dos seis intervalos de confianga para o custo

da solugéio 6ptima do PCV, estando o primeiro e o segundo grupos de trés estimativas

intervalares associados aos niveis de confianga originais (1—e"°°)x100%= 100.000% e

(1- @) x100% = 95%, respectivamente. Esta tabela permite afirmar que, ao transitar do

| algoritmo 2 — optimal para o algoritmo 3 - gptimal, ocorre uma clara redugdo da amplitude
relativa de qualquer dos intervalos de confianga, tal como previam Golden e Alt (1979) e se
refere em Lawler ez al. (1985), pag. 249. Estas reducGes tém a sua razfo de ser: as amplitudes
relativa e absoluta dos intervalos de confianga apresentados na subsecgdo 2.2 sao fungdes

9 Esm populagéio corresponde 2 Weibul! de minimos tri-paramétrica com parémetro de forma unitdrio.

_————
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crescentes das estimativas dos pardmetros de dispersdao ou forma, e as estimativas destes
pardmetros sao menores quando se utiliza o algoritmo 3 —optimal. Acrescente-se ainda que as
amplitudes relativas dos intervalos de confianga para os resultados do algoritmo 3 — optimal
levam a crer que o custo minimo aqui obtido serd dificilmente melhorado (o que € coerente com
o resultado de optimalidade de Crowder e Padberg, 1980), nédo fazendo pois sentido prolongar
0 processo de obtencgdo de solugbes aproximadas.

Algoritmo
Ampiitudes relativas dos IC’s de| 2-optimal 3-optimal
Golden-Alt 0.068555 0.027893
Golden-Alt-Zanakis 0.068867 0.028793
Golden-Alt-Wyckoff-Bain-Engelhardt 0.078810 0.027340
Los-Lardinois 0.014666 0.003312
Los-Lardinois-Zanakis 0.015393 0.002640
Los-Lardinois-Wyckoff-Bain-Engelhardt 0.020884 0.003348

Tabela 4 — Amplitudes relat dos IC’s para o custo éptimo apds 100 exec. dos algorit, 2 e 3 — optimal

Ao efectuar-se os testes de ajustamento referidos no infcio desta secg¢do, obtém-se
p — values bastante superiores a qualquer dos niveis usuais de significincia — 1%, 5% ¢€.10%
— como tal ndo se deve rejeitar as hipSteses de os dados serem provenientes de populagdes
Weibull de minimos.

2-optimal 3-optimal
Valor obs. da Valor obs. da
Dist. conjecterada | estat. de teste p-value estat, de teste p-value
Weibull-MV 0.065317 0.787080 0.056754 0.904126
Weibull-Zanakis 0.085138 0.4632313 0.070050 0.710409
Weibull-WBE 0.077923 0.578266 0.064787 0.795311

Tabela 5 — Resultados do testes de ajustamento com 100 execugSes dos algoritmos 2 e 3 — optimal

Termina-se referindo que este trabalho constitui mais uma achega 2 aplicagdo da
abordagem estatistica a0 PCV, a acrescentar aos estudos de autores como Golden (1977),
Golden e Alt (1979) e Morais (1998); e reafirmando que os algoritmos 2 e 3 —optimal
conduzem a resultados distintos, quanto 2 localizagdo, dispersdo, forma e qualidade das
estimativas pontuais e intervalares aqui apresentadas, tal como constatou Morais (1998),
aquando da andlise do problema standard das 100 cidades de Krolak et al. (1971).
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Métodos Matemdticos para pesquisa de Informacio na Internet

J. Ferreira

Departamento de Matematica
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Sumirio: O artigo aborda o problema da pesquisa da informacdo, no maior sistema de
informacio existente, a Internet, na perspectiva dos modelos matematicos usados para o
efeito.

1 Introdugdo

O Homem encontra-se plena Idade da Informacdo! Devido is novas tecnologias e em especial a
Internet, hoje dia, a quantidade de informacio disponivel tem vindo a aumentar de uma forma
exponencial. Este aumento deve-se 4 facilidade com que se acede ¢ se guardam documentos na Internet.
Esta situaciio cria-nos o problema de encontrar a informagio pretendida num volume incrivelmente grande!
Este problema ¢é abordado em duas vertentes:

- Dado um conjunto de interesses estiveis (perfis) os utilizadores s3o automaticamente informados de
nova informagdo relevante, (filtragem de Informacdo).

- Dada uma necessidade de informag3o os utilizadores vio expressi-la numa ‘pergunta’ ¢ um sistema ird
tentar encontrar os documentos relevantes numa base de dados ndo estruturada, (pesquisa de
informagdo).

Este problema, devido 4 complexidade e subjectividade da linguagem Humana est4 longe de estar resolvido

¢ ¢ um dos pontos onde se tem despendido mais esforgo no sentido de desenvolver as técnicas e estratégias

para suprir o problema. Abordagem € estruturada em sete Pontos, nos quais se aborda o estado da arte da

Ppesquisa e filtragem da informaggo:

- Ponto 2: Fundamentos dos sistemas de pesquisa de informagio, onde se faz uma analise de blocos dos
sistemas de pesquisa;

- Ponto 3: Representagdo de documentos (Indexagdo) e ‘perguntss’. Processos automiticos, semi-
automiticos ¢ manuais de criagio de representativos. Métodos para normalizar o espago dos
representativos. Técnicas para guardar\manipular os representativos criados que permitam um acesso
répido e eficaz;

- Ponto 4: Pesquisa, métodos de comparagdo. S0 descritos os métodos mais usados para encontrar 0s
documentos relevantes. Estudo da retroagdo (“feedback™) do utilizador;

- Ponto 5: Métodos de avaliagio do grau de satisfagio proporcionados pelos sistemas de pesquisa;

- Ponto 6: Sisternas ¢ aplicagdes na Internet, sistemas de pesquisas e de filtragem;

- Ponto 7: Conclusdes.

2 Fundamentos

Os sistemas de pesquisa sfo caracterizados pelos blocos abaixo representados (fgura 1). Teremos um
repositério de informacio onde sfio guardados os documentos nos mais variados formamdos constituindo
um espago heterogéneo de informaciio. O conteiido deste espaco ¢ indexado (1) por forma a criar um
espagodemdimmsiorepmmﬁvodnimwnndeuﬁﬂoaspﬁquimsdeamrdowmosmémdos
em questio.

Os interesses dos utilizadores sfo representados por um conjunto de palavras (termos) as quais apés a
devidaaqnnﬁoenmma]im;ﬁodetamossevﬁocompamrcomosmpmemaﬁvos dos documentos (2)
através dum modelo de comparagio estabelecido. Os sistemas podem ainda incluir mecanismos que
utilizem a retroagdio (3) dos utilizadores aos resultados da pesquisa, como forma de a methorar. Dos
docamentos que o sistsma mostra como relevantes o utilizador escolhe os que vai consultar 4 base de dados
dos docurnentos.
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Indexagdo (1)> Rﬂp;esenta;;gi dos

Submete .
' ou Documentos Pesquisa
| consulta relcvaates (Comparagio) (2)

Termos de
— |  pesquisa
(Pergunta)

Termos de
interesses
estiveis

THilizador

Figura 1: Diagrama dos blocos principais de um sistema de pesquisa de informagdo.

3 Indexagao

Dado o volume de informagio existente o primeiro passo ¢ arranjar métodos para representar 0s
documentos reduzindo assim o seu tamanho a um conjunto de termos minimo que o representem na sua
plenitude e que possa ser tratado pelo computador (Indexacdo). O processo de indexagdo vai ter em conta o
modelo de comparagdo usado. Uma “boa indexacdo” cria uma representacio que permite uma melhor
disting3o entre os documentos.

3.1 Mecanismos automaticos
Num processo automitico de indexacdo os Tepresentativos s3o criados de uma forma automitica sem
| qualquer intervengio Humana Este método baseia-se nos seguintes conjunto de técnicas:
- Remogdo das palavras ndo significativas (consoante a lingua existe uma lista predeterminada de
palavras). Estas palavras em geral aparecem com uma frequéncia elevada em todos os documentos.
- Derivacio das raizes seminticas das palavras. Neste método pretende-se reduzir as palavras a sua
formula mais simples, para posterior comparago. Este método chama-se concatenagdo.
- Frequéncia das palavras:
Técnica existentes para determinar a relevincia de um termo mun documento.
A frequéncia de ocormréncia dum termo num documento fornece uma ideia do grau de importincia do
termo, sendo um factor importante para extrair os termos representativos dos documentos. Os estudos
efectuados em documentos mostram que o ordenamento multiplicado pela frequéncia dos termos €
constante (regra de Zipf's). Assim os termos considerados tém uma frequéncia inferior ao de uma
! frequéncia de corte superior ¢ superior a uma frequéncia de corte inferior.
‘ Os conceitos mais importantes sio:
| - Quantas vezes um termo aparece num documento (f; — frequéacia do termo j no documento i).
- Quantos documentos contém o termo (d;— numero de documentos que contém o termo j).
-  Nomero total documentos na colecgdio N.
| Aparﬁrdestasdeﬁniq;ﬁ&sbésicaspodem—sederivaroutms,nasquaissetentaafeﬂraimportﬁnciaou
peso do termo em relagZo aos restantes termos tendo em conta a colecgo existente. A diversidade de
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definigBes é grande [1] ird apenas ser referida a mais usada, peso do termo j no documento i que a

seguir se apresenta,
Wy = fy (log(N/d) 1)
Esta medida mede o peso deste termo na colec¢do existente, a0 seja um termo ¢ tanto mais relevante
quanto menos vezes aparecer noutros documentos da colecc3o.
A apm:nmaqﬁo automaética pode ser baseada em termos simples ou miiltiplos;
Termos simples:
O documento £ analisado e sdo identificadas e retiradas as palavras sem significado (lista predefinida,
fungiio da lingua em causa). O conjunto de palavras existentes sfo reduzidas na suva forma mais
simples pela remogdo dos sufixos, através dum conjunto de algoritmos de concatenagdo. Estes termos
identificados serdo contados o numero de vezes que aparecem num documento e guardados num
vector.
O mesmo procedimento € feito para o conjunto dos documentos existentes.
- Termos multiplos (frases):
O processo ¢ verificar o numero de vezes que determinados termos aparecem juntos.

ji: 5
St

f4;.;) frequéncia que os termos i ¢ j aparecerem juntos. f;, ; frequéncia do termo i4.

Coesdolj, j)= Cons tan te =& @)

3.2 Método semi-automatico (“metadata™)

A ‘metadata’ serve para produzir uma descrigfio, em formato normalizado, de um documento no momento
da sua submisso. Para além da descrigdo outros campos podem ser preenchidos permitindo outro tipo de
pesquisa (ex. Autor, data do documento, etc), O campo de descricZo, quando preenchido pelo autor, € uma
informacdo importante a qual pode ser usada na indexa¢fio para representacio do documento de uma forma
semi-automética.

3.3 Método manual

Esta aproximagio consiste na criagdio dos representativos apenas com a intervengio humana. A qualidade
desta aproximagdo manual ¢ superior 4 automatica, mas devido a quantidade de documentos existente esta
abordagem toma-se impraticivel e dispendiosa.

3.4 Normalizagdo do espaco

Qutro aspecto importante nz indexacdo ¢ o controle dos termos usados para repmemar os documentos
tendo em conta que existem diversas palavras para representar o mesmo comceito e que o mgmﬁmdo das
palavras varia consoante o contexto. Uma forma de minimizar o efeito deste problema complexo € usar as
técmicas de pré-coordenagdo ou pos-coordenacdo, na qual os termos usados para representar os documentos
advenham dum vocabulério controlado. E habitual substituir termos por outros equivalentes, sendo esta
relacdo de equivaléncia estabelecida por ‘thesaurus’ ou por sistemas de classificacio especificos de cada
assonto ou tema. Na pré-coordenacfio este processo € executado com o processo da indexagio ¢ na pés-
coordenacio ¢ realizado no momento da pesquisa AplicagBes destes métodos demostram que quando
aplicados em dominios especificos aumentam a eficiéncia do sistema de pesquisa sendo uma 4rea onde
actualmente se desenvolvem grandes esforgos. A existéncia de sistemas de classificacBes em varias lingnas
permite a pesquisa de informag3o messas linguas pela equivaléncia de termos dos mesmos niveis nas
diferentes linguagens disponiveis.

3.5 Processamento de representativos.

Serlo analisados os diferentes métodos usados para criar um espago de indexagdo que permita guardar,
manipular ¢s representativos dos documentos criados pela indexacdio dos documentos originais que
permitam um acesso répido e eficaz durante o processo de comparagio com as perguntas.

3.5.1 Agrupamento (“clusteres”)

Cada documento ¢ representado por um vector oum espaco vectorial de dimens3o n, que reflecte o seu
conteido, ou seja, os termos que ¢ compdem. O conjunto de vectores ¢ pode dar origem a uma matriz n.2.

s -
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Com o objectivo de reduzir o tempo de pesquisa, estes vectores sio agrupados de acordo com as suas
semelhanca e identificado o vector central do grupo que serd usado na pesquisa (ver método vectorial 4.2).
os grupos sdo formados pelo conjunto de documentos semelhantes, sendo esta similaridade dada por:

Z:=1 dik 'dfk

WA

Sempre que este valor for superior a2 um determinado valor previamente definido o conjunto de documentos
nestas circunstancias formam um agrupamento. Este conceito vai permitir acelerar a pesquisa, restringindo
o espago de pesquisa. O valor para o qual se define um grupo € empirico, depende em geral do tamanho da
colecgdo.

Esta determinacdo de grupos requer um namero de comparagdes proporcional ao quadrado do numero total
de documentos na colecedo sendo dificil controlar a sobreposi¢iio das fronteiras entre os diversos grupos.
Estes grupos estdo na origem dos catdlogos e na pesquisa por temas, sendo este um método automdtico.
Tendo em vista os mesmos conceitos muitas vezes estes catilogos e grupos sfo determinados manualmente
como forma de garantir maior qualidade. Como exemplo disto temos o0 Yahoo, um dos servigos com mais
sucesso na Web, no qual a pesquisa ¢ realizada dentro de determinados tépicos.

&)

Cos D,.,Dj)=

3.5.2 Inversao
Este é o método mais usado nos sistema comerciais devido 4 sua rapidez. O conjunto de termos

Vector central do grupo. Este vector ¢
identificado como o vector tipo do grupo.

Este vector pertence a trés grupos
diferentes

Vector mum espago N-Dimensional O Grupo Identificado
> Tistancia

Figura 2; Visualizagio da criagio de grupos num espaco N-dimensional de documentos.

representativos dos documentos sio guardados por ordem alfabética num ficheiro indexado onde cada
termo tem uma lista de apontadores para os documentos onde este termo € representativo. Os métodos mais
sofisticados utilizam B-trees, hashing ou combinagles ou varia¢Ses destes métodos. Como vantagem
temos a rapidez, a facilidade com que € implementado e se pode a posterior estabelecer sinénimos, Como
desvantagens temos o espago que ocupa € o tempo despendido para a introdugdio de novos termos na
estrotura,

3.5.3 Assinatura

Os documentos sio transformados numa sequéncia de bits ou assinatura através da utilizacso de fungdes
hash sobre a codificacdo dos termos. O ficheiro resultante ¢ mais pequeno e as operagdes de pesquisa sdo
mais rpidas. Este método apresenta vantagens quando se trabalha com documentos grandes,

4 Pesquisa de informacao

Dado uma necessidade de informac3o por parte do utilizador, pretende-se representar essa necessidade por
uma pergunta ao sistema e posteriorments compara-la com os representativos dos documentos com a
representagio da pergunta formulada. Ao contrario das base de dados, nos sistemas de pesquisa hi uma
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falta de precisdo na representacio dos documentos e perguntas dos utilizadores, devido 4 natureza do
problema. Vamos considerar como forma de reduzir o impacto deste problema, o uso de “thesaurus” e de
sistemas de classificac3o (jd referido em 3.4), e a utilizagdio do retroagdo dada pelo wtilizador (4.3).

4.1 Pergunta

E a forma como sc representa o desgjo de informagfio de um utilizador e depende do método de

oomparac;ao que o sistema usa, podendo-se dividir em duas grandes classes:

Linguistico: No qual se pretende que o utilizador use a sua propria linguagem, para formular a
pergunta ao sistema. Este método requer um sistema complexo de tratamento da pergunta e propde
como modelo de comparagdo com base num sistema de linguagem natural. Computacionalmente este
método € bastante pesado pois requer um grande namero de condigdes linguisticas para processar,
nomeadamente ao nivel da sintictica e semantica,

- Estatistico: Tem como base os sistemas estatisticos construidos com base na frequéncia de termos.
Neste método o utilizador tem que fazer um esforgo adicional ao expressar a sua necessidade de
informac3o especificando um conjunto de termos que julgue descrever os seus interesses. Se o método
de comparacdo for 0 modelo boleano o utilizador tera que associar os termos utilizando um conjunto
de relagBes 16gicas (/\.,V —-) Estes termos serdo tratados por forma a possibilitar a sua expansdo e

normalizagdo para posterior comparagio.

4.2 Métodos de comparagao

O cbjectivo dos métodos de comparagdo criados € definir um conjunto de regras para comparar os termos
representativos dos documentos com o0s das perguntas e assim encontrar um conjunto de documentos que
satisfacam a necessidade de informagao expressada na pergunta.

4.2.1 Métodos Gerais
4.2.1.1 Boleano

Embora ndo seja o método que produz melhores resultados ¢ o método mais usado nos sistemas comerciais
existentes. A pergunta ¢ feita com um conjunto de termos ligados através das preposigdes 16gicas (/\,V, ~)
€ 0 sistema vai procurar documentos onde se encontram estes termos de acordo com as preposi¢des logicas
usadas. Um dos principais problemas deste método € a quantidade enorme de documentos que devolve sem
qualquer ordem. O modelo de Fuzzy tenta resolver este problema, com a introduggio de operadores 16gicos
para incluir associagio parcial dos termos a classes.

Outro aspecto a considerar é que os utilizadores por vezes tem dificuldade em usar a 16gica.

4.2.1.2 Vectorial

Cada documento ¢ representado por um vector num espago N-dimensional D, = ( d, )ondeﬁo

guatdadosospesosdeeadatﬂmo Um doqnnentoérelcvanteparaumadetermmdape:gumasefor
Superior a um determinado nivel previamente definido:

Ca;(D” qj Zk—l dy I d, ~pesodo termo k no doc.i

\/Zl—l :ut)2 Z:, (qﬂ)z 9s — peso do termo k na perg. j

Para evitar a comparagio dum pergunta com todos os documentos (exigia grande capacidade
computacional) faz-se a comparagdo com os elementos centrais dos grupes de documentos previamente
ﬁmhﬁmdosedepomdeldmﬂadosédenmdesseguméquesevﬁommmasmmpamqﬁs Para um
£rupo k contendo m documentos o elemento central é:

¢, =L>" d, com D, e k (5)

@
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Assume-se que os diferentes termos so ortogonais, ignorando a possivel relagdo entre os termos. Embora
computacionalmente mais pesado este método apresenta a vantagem de ordenar os resultados e permitir
englobar 3 retroago do utilizador 2 uma pergunta feita.

Embora o coseno seja a medida de comparagdo mais usual, com base neste modelo (vectorial) podemos
generalizar obtendo a seguinte expressio de comparagio:

, A
Lp(Di=Dj)= [Z]dlk _djl:| ] coml€ p<w (6)

Para p=2 temos o coseno, para p = @ temos um comportamento equivalente ao modelo Boleano.

Este método tem em conta a relagio existente entre os termos. O modelo baseia-se na premissa que os
dfﬁcllmmtos para pesquisa, s30 aqueles em que, a probabilidade de serem relevantes para uma pergunta é
elevado,

No calculo da probabilidade de um documento ser relevante para uma pergunta, quase toda a formulagio
matematica ¢ baseada no teorema de Bayes.

P@Jﬂ:PWﬁﬂP@Q i=12
P(d)
d= (d, ,dl,...,d") vector representativo do documento bindrio d; =0v1 e w, = doc. relevante
eW, =doc. nilo relevante.
Se os termos forem estocatiscamente independentes vem que:
P(d/w,)=P(d,,w)P(d,w).Pd,w) @®
considerando p, = P(d, = 1/w,) e g, = P(d, =1/w,) vem que a relevancia dum termo i é dada por:

|
4.2.1.3 Métodos Probabilisticos “

Q)

g.(1-p,)
Sendo
Relevante | Ndo — Re levante
d =1 r n-r n
d=0 R-r N-n-R+r |N-n
R N-R N
Assimpi =% eq;, = ;:; . Donde vem que:

- r/(R-r)
45 ‘°g[(n-r)/(N-n “R +r)) a0

O peso do termo i pode ser simplificando, com base na premissa de que o conjunto de documentos

relevantes é pequeno comparado com o tamanho da colecgiio. A probabilidade de ser relevante p, € assim

assumida como constante. Assim a express3o (10) fica reduzida a:

N—R-—n+r] i
n-r

Como o conjunto de documentos nio relevante & aproximadamente igual a0 tamanho da colecgfio N, a

probabilidade de ndo relevincia é igual a probabilidade de ocorréncia do termo i em toda a colecgdio, (7;)

t,=lo

e
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N-n

Dondetemosquet,.=log[ )+C,ondecéumaconstame.Estepesoéaﬁ'equénciainversadum

termo, express3o equivalente a (1) onde 7 = d; nimero de vezes que o termo i aparecen no documento.

4.2.2 Métodos, com base hum espago de conceitos previamente definido.

Tendo em vista a normaliza¢Zo dos termos, os métodos abaixo descritos usam um espago controlado de
termos (conceitos) para proceder 4 comparagdo, permitindo assim diminuir a dimens3o do espago vectorial
¢ tentar resolver o problema da diversidade de termos empregues com o mesmo significado.

4.2.2.1 Métodos vectoriais/matricial

422.1.1 Indexagdo Latente Semdntica - LSI (“Latent Semantic index”)

Para diminuir a dimensdo dos espago vectoriais considerados este método permite a introdugdo de uma lista
controlada de palavras com cariz seméntico. Os termos retirados da indexagfio sdo projectados num espago
vectorial de dimens3o menor. Esta projec¢do € baseada no método matricial da decomposicio singular dos
valores (SVD- Singular Value Decomposition), técnica relacionada com decomposigio de valores proprios.

Seja a matriz X, , (t-linhas que representam os termos e d-colunas que representam cada um dos

documentos) em que t>>d, com colunas linearmente independentes e caracteristicar. A SVD de X, , é
definida como:
Xoa =15, (12)

Onde § ¢ uma matriz diagonal com valores proprios positivos ordenados por ordem decrescente ao fongo
da diagonal principal § = diag(s, ..., s, ) e as matrizes T e V so vectores proprios.
Pelo Teorema de Echart ¢ Young s & <7 = p a diferenga entre as duas matrizes é dada pela seguinte
norma:
2 2 2
||X—XEIL=SE+1+...+SP (13)
onde 5, sdo os valores proprios de S ordenmados por ordem decrescente. A técnica LSI consiste em

reconstruir a matriz X eliminando os valores préprios mais pequenos, pois o erro que se comete é pequeno
(8). Sendo k a dimensfo do sub-espago que se quer considerar

X, =TSV} (14).
As perguntas também sdo projectadas para este sub-espago no qual se efectuara a comparag3o:
9 =975} (15)

onde g7, representa a projecedio no sub-espago € S;] a diferenga de pesos das duas dimensdes.

Assim teremos um espago conceptual k onde TSK representa a projeceio dos termos no sub-espago e
raspectivamudanc;adeescala.TrepresentaaprojeocﬂoeSHadifmnqadepesosnasdmsdhnensﬁs,
fazendo a mmdanga de escala. V5% representa a projecgdo do espago vectorial dos documentos duma
dimensdo d para r e a respectiva mudanga de escala.

42.2.1.2 Fungio de mapeamento LLSF (Linear Least Squares Fit)

Este método utiliza ym conjunto de documentos que sdo classificados manualmente. A partir deste trabalho
vai-se construir uma fun¢io que uma vez aplicada a um representativo de um documento ou a pergumntas
identifique as categorias de palavras relacionadas com esse documento. Seja A a matriz dos vectores de
todos os documentos e B a matriz das categorias o0 método consiste em determinar uma matriz F que
minimize o erro na passagem de A para B. O erro é:
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Sle| -t -5l - -,
=1 5

onde F = BT (A*)r e pelo método SVD aplicado a matriz A, fica F = B'TS™'V7 . A transformagdo
F ¢ uma matriz de associagdo termos categorias onde as colunas s¥o os termos no espago inicial e as linhas
as categorias no espacoe resultante.

Qualquer conjunto de termos X pode ser projectado no espago de conceitos considerado através da
transformagZo F:

y={F"} an
4.2.2.2 Métodos probabilisticos

42221 RedesNeuronais

As redes Neuronais utilizam principaimente os métodos de activagio expansiva, como forma de expandir o
vocabuldrio de pesquisa de acordo com o contexto ¢ assim complementar o conjunto de documentos
seleccionados. 830 exemplo deste método a construgdo de “thesqurus™.

A técnica usual é construir, manuaimente ou automaticamente, diciondrios de termos que especifiquem
relagBes entre termos, ou diciondrios de palavras que contenham defini¢des e outra informagdo referente
aos termos usados. Nesta expansiio sdo estabelecidas relagSes entre os documentos. A dificuldade deste
método consiste na determinacio das relagdes ou associagdes que realmente permitem melhorar os
resultados da pesquisa. Este método tem sido bem sucedido em dominios especializados. As técnicas de
expansio baseiam-se na existéncia de fungdes que especificam as relagBes particulares entre termos e
conceitos

Os documentos ou termos s30 representados por nés numa rede ¢ as relagGes etiquetadas por arcos entre 0§
nds. Neste modelo de activagio expansiva 0 processo comeg¢a por colocar um peso inicial num né
(determinado empiricamente) e os pesos resultantes s3o resultados de aplicacdo de técnicas probabilisticas.
A mesma rede ¢ constituida para as perguntas. A ligacio entre estas duas redes é estabelecida ao nivel dos
CONCEitos.

423 Linguagem natural

Existem varios métodos que empregam a linguagem natural como forma de pesquisa. Estes métodos em
geral produzem melhores resultados que os métodos descritos anteriormente s6 que sdo dificeis de
implementar devido ao elevado numero de condig3es e relagdes a considerar. A ideia basica deste método ¢
implementar um conjunto de mecanismos complexos que permitam descobrir a estrutura seméntica e
sintictica de um documento, os processos de lingua natural (NLP- “Natural Language Processing”).

4.3 Retroagédo do utilizador
A retroagdo do utilizador em relagio aos resultados da pesquisa ¢ uma informagdo importante que pode ser
usada para alterar a representagdo das perguntas ¢ documentos. O conceito consiste em estabelecer um
dialogo entre o sistema e o utilizador a partir das reacgSes do utilizador aos resultados da pesquisa. Este
dialogo pode ser a dois niveis (documentos relevantes e ndo relevantes) ou de vérios niveis, no qual o
utilizador estabelece graus de relevincia relativa entre os documentos. O modelo vectorial é o que
apresenta maiores facilidades na aplicagio de algoritmos de retroagdo usando a informagdo dos utilizadores
para melhorar futuras respostas do sistema. Este processo de retroagdio € interactivo, o qual deve ter no
miximo trés a quatro ciclos de interacgdo e deve apresentar melhorias de uns ciclos para outros, sob pena
de o utilizador desistir desmotivado.
A mod:ﬁmﬁo da pergunta:
Dos pesos dos termos. O retroagfio positivo pode aumentar o peso dos termos considerados enquanto
que 0 negativo terd o efeito oposto. Esta técnica s e valida em sistemas que permitam pesos de termos
diferentes;
- Da expansio dos termos da pergunta pela introdugfio de termos seleccionados dos documentos com
retroaciio positivo. Pode ser pelo uso de “fhesaurus” ou por associagio de novos termos encontrados
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nos documentos considerados relevantes. O mesmo processo de remogdo aplica-se ao processo de
retroacdo negativo;

- Da divisdo dos termos da pergunta em grupos de acorde com o retroagdo positivo dado.

Modificagdo ao nivel da representacdo dos documentos:

- Os vectores que representam o documentos sfo reajustados, os quais vio originar novos grupos de
documentos ¢ novos pesos nos termos. Devido 4 subjectividade dos utilizadores este método deve
introduzir pequenas modificagtes na representagio dos documentos.

No modelo vectorial um dos algoritmos mais usado € o de Rocchio, o qual modifica o peso dos termos da

pergunta:

0, Qo"'_ Sd-L ¥4 (18)
1 fermos nz Lermos
relevanizs ndo—relevantes

com d,conjuntos dos termos normalizados que representam o documento, 7, numero de termos
relevantes e 72, mumero de termos ndo-relevantes. S+ =1le B,y € [0,1]

5 Avaliagao
Muitos esforgos se tém desenvolvido no sentido de medir a eficicia de um sistema de pesquisa e é um
problema longe de estar resolvido. Este assunto ¢ coberto pelas seguintes perguntas: Porqué a avaliagio? O
que avaliar? Como avaliar? A primeira pergunta ¢ wma mera questio social ¢ econdmica. A segunda
pergunta mede-se a capacidade de o sistema satisfazer o utilizador nas suas necessidades de informagio e
engloha 0s seguintes pontos:
O tempo entre a pergunta ¢ a resposta do sistema;
- A cobertura da colecgdo de documentos;
-~ A forma como os resultados sjo apresentados;
- Esforgo empregue pelo utilizador para obter os resuitados desejados; |
- Precisio do sistema, isto €, a percentagem dos documentos obtidos relevantes obtidos, em relacdo a
totalidade dos documentos obtidos nessa operagZo de pesquisa;
= O“recall” é a percentagem dos documentos relevantes, obtides numa operagio de pesquisa em relagiio
atodo o conjunto de documentos relevantes existentes no universo de pesquisa.
(Geralmente sdo estes dois 1iltimos os mais utilizados para medir a eficicia de um método, a precisdo e o
“recall”, os quais reflectem a habilidade do sistema para fornecer documentos relevantes em detrimentos
dos n#o relevantes.

Documentos relevantes pesquisados
Total documentos pesquisados

Documentos relevantes pesquisados

Total documentos relevantes

Precisdo = (19)

Recall =

(20

Enquanto que a pesquisa de um documento aumenta a precisfo ¢ o “recall”, a pesquisa de um documento
nio-relevante diminui apenas a precisio. A medida exacta do “recall” ¢ dificil de obter, pois necessitamos
de saber todos os documentos relevantes da colecgfio, sendo a maior parte das vezes uma medida estatistica
eponantonnprecxsa.Omaspectoéqueovalord&ctasgrandmsdepmdedosuuhzadorsedasimﬁo
em causa. Quando nio se quer perder nenhum documento o recall alto € importante, mas na maior parte das
situagdes os utilizadores preferem uma precisio elevado, pois nfio desejam encontrar nos resultados da
pwqmsadocumcntosnio-relevants Na maioria dos sistemas estas grandezas tém wm comportamento
inverso. Se a precisio aumenta, 0 “recall” ird certamente diminuir e vice-versa. E de salientar que a nog3o
de relevante ¢ subjectiva, pois um documento pode ser relevante para um determinado utilizador ¢ nio
relevante para outro.

A terceira pergunta como avaliar, pode admitir varias respostas técnicas. Dada a extensdo do tema nfio ird

ser explorado no presente artigo.
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4 Sistema Perfeito Pr(Pesquisa)=1

Siste de pesquisa
‘/ﬁﬂém

e Pesquisa aleatéria Pr(pesquisa)=g /
|

l » Re
/ g 1
Sistema de pesquisa pervertido Pr(pesquisa)=0 para Re [0,1 - g]
1 _
Pl(pesqum)—-(l_—gFR—e paraRe €[l -g,1]

Figura 3: Grafico da precisiio versus ‘recall’,

6 Sistemas e aplicagoes na Internet

6.1 Sistemas de Pesquisa [2]

Muitos dos enderegos genéricos de informacdo na Jnternet tém hoje em dia uma grande quantidade de
documentos e/ou outra informagdo textual. Esta informacdo torma-se muito mais acessivel se existir um
sistema de pesquisa que permita encontrar os documentos relevantes para cada utilizador, Assim, os
sistemas de pesquisa comegaram a ter uma enorme popularidade, existindo mesmo intmeros enderegos na
Internet com o objectivo praticamente vnico de facilitar a pesquisa de documentos relevantes. Como
exemplos temos o Yahoo, o endereco mais visitado da Jnternef, o Excite, o AltaVista, o Lycos, o
Webcraler, o Infoseek, Hotbot e muitos outros que se baseiam fundamentalmente em sistemas de pesquisa.
Para além destes sistemas comerciais temos sistemas académicos como o Smart, Tapestry, Inquery.

Grande parte dos sistemas comerciais usa o método Boleano sendo a informagiio guardada em ficheiros
invertidos para permitir um répido acesso. Muitos destes sistemas permitem o acesso a informagdo
distribuida através do uso de mecanismos que visitam os varios enderegos e indexam os documentos. Na
maior parte dos casos estes mecanismos so consideram o primeiro parigrafo dos documeato, pois
normalmente ai encontra-se a descrigio do documento. A ordenaglio ¢ feita segundo vérios critérios visto
usarem um modelo boelano: por exemplo em alguns motores de pesquisa di-se mais importincia aos
termos que aparecem nas primeiras linhas, etc. Dos motores comerciais de pesquisa acima referidos apenas
0 webcrawler usa o modelo vectorial. O Smart foi 0 primeiro sistema construido baseado no método
vectorial.

6.2 Filtragem de Informagao [3]

Devido ao excesso de informacio existente , 0 numero de sistemas de filtragem tem vindo a aumentar,
tendo como objectivo levar a informacdo comrecta ds pessoas comsiderando um conjunto de interesses
estiveis. Estes sistemas podem-se dividir em duas categorias principais:
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e (Conteido: onde se faz a comparagdo entre os perfis dos utilizadores e os representativos dos
documentos.

e Colaboragio:

e Comparagio do perfil com outros perfis. Dos perfis mais proximos podem-se tirar, quando
existirem, os julgamentos efectuados pelos utilizadores.

s Comparagio do perfil com os perfis tipo das comunidades. Identificagiio da comunidade a que o
utilizador pertence da qual se vai retirar o perfil tipo ¢ assim procurar a informagio a enviar ao
utilizador (filtragem social).

e Comparagio do perfil com julgamentos explicitos feitos pelos utilizadores em documentos
(anotagdes).

A criacgo dos perfis pode ser feita duma forma explicita na qual o utilizador introduz um conjunto de
termos que julga descreverem os seus interesses. Estes termos serdo refinados duma forma implicita usando
técnicas de aprendizagem baseados na retroagdo disponivel ou por cbservagio dos comportamentos do
utilizador.

Os filtos baseados em conteido tém tido apenas sucesso em colecgbes simples de documentos. O
problema principal € a criagio eficaz de representativos de documentos num fluxo de informagiio. Devido a
esta complexidade a tarefa é muitas vezes desempenhada por Humanos. Os sistemas colaborativos tém
mostrado maior eficiéncia mas nic sfo capazes de dar informacdo de documentos que punca tenha sido
lidos e bem ¢omo no possui defesas contra utilizadores que ddo falsas informagGes.

Ao longo desta década os sistemas de filtragem tém sido apliczdos principalmente a: listas de correio
electronico, relatérios técnicos, noticias de Usenet, robots, misica, filmes e video. Hoje em dia estes
sistemas estio a ser aphcados a tecnologias emergentes como 0s jornais personalizados e bibliotecas
digitais. Historicamente o primeiro sistema foi o TAPESTRY [4], o qual introduziu a designagiio de
sistemas colaborativos. Este sisterna permite duas aproximacg0es, wma autorndtica, baseada no contexto e
outra colaborativa. Na tabela 1, € apresentado um sumério de alguns sistemas de filtragem existentes tendo
em conta o perfil dos utilizadores e as técnicas de comparagio usadas.

Sift ¢ Newsweeder sio exemplos de sistemas de filtragem (SF) baseado no conteiido. A grande diferenga
entre os dois é que o Mewsweeder usa a experiéncia passados dos utilizadores para melhor refinar o perfil

i dos utilizadores. Como exemplo de SF colaborativo temos o Grouplens, Firefly e Referralweb no qual o
perfil ¢ comparado com os outros existentes sendo escolhidos os mais proximos.

Perfis H Comparagao
Sistema (;: ::::ate;:’e Explicito Implicito Técnicas | Argumentos Notas
. Sisterna de
SIFT (84) Usenst lista termos - Boleana (FI) vs (perfil) firagem (SF)
Grouplens , | vector numérico | Vectorial {perfil) vs .
(92) Usenet _jyemiur numeAen (tempo leitura) {coseno) {perfis) SF enbalxirslivg
vector numérico .
A Usenet |vector numéricof (historia do e (FI) vs (perfil) =2 basaa-do i
(94) utilizador) (coseno) conteddo
vector numérico Vectorial (Fl) and | SF colaborativo
Fab {94) Web vector numérico| (historia do (cosana) {perfis) vs | e baseado no
utilizador) (perfid | _ contefido
ReferralWWeb Web referencia a pessoa ou (p(:;ﬁr:i)s\fs SF colaborativo
(4) © documento - social
comunidades)
Musica, : Vectonal {perfil) vs 2
Firefly (94) Eil vector numérico (c o) (oerfis) SF colaborativo
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7 Conclusdes

uma resolugio completa do problems. conunto diverso de aproximagdes sem que ha?:
Dumafomageralnota-sequeossistemasdep@qujsamm oy )

J EICIAiS usam majg
comparagdo enqlfantoqpeosmstemasdeﬁlnagemusammaisométosd . L gm0 bohm de
fiosmmas,pomossstemadepesquisaﬁoexecutadosemu !

m
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Resumo

No presente trabalho tratam-se aspectos inerentes ao desenvolvimento de sistemas de comunicagiio
segura. Analisam-se as componentes de codificagdo de fonte, cifra e codificagdo de canal, salientando a
sua modelagdo matematica.

A importéncia desta formulacio num contexto matematico, é realcada através das solugbes que ela
permite; trata-se de aplicagBes que ilustram novas orientagdes na aplicagio da matemitica em
engenharia.

1. Introdugdo

No Centro de Calculo do Instituto Superior de Engenharia de Lisboa, tem vindo a ser
desenvolvida actividade de investigago e desenvolvimento na area das comunicagdes digitais
seguras. A figura 1 representa esquematicamente a estrutura de blocos dessa classe de sisternas
[12].

: Codificagio Codificaco :
Fonte — de — Cifra —— de —
Transmissor - A
N
A
L
: ; Descodificagio . | Descodificachio
.. Receptor -

e eeneisy 4488 sbn s sk ey et

Figura 1. Estrutura genérica dos sistemas de comunica¢io segura.

Nos casos considerados, a fonte de informacéo ¢ discreta e modelada por um processo

estocastico discreto estaciondrio. A codificagio de fonte tem por objectivo a eliminagio da
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redundéncia. O bloco de cifra destina-se a impedir o acesso a utilizadores ndo autorizados, Na
codificagdo de canal insere-se informagio redundante com vista & posterior detec¢do e/ou
correcgdo de erros no receptor. Qs blocos associados ao receptor operam de forma inversa.
Considera-se a situagdo de comunicagdo em canal discreto, ruidoso e sem memoéria.

No desenvolvimento destes conceitos tomam-se como exemplo sistemas reais,
desenvolvidos em colaboragio com outras institui¢des, ilustrando-se a aplicagdo de
ferramentas matematicas nessa actividade de investigagio ¢ desenvolvimento. Por razdes de

espago, os detalhes de implementagdo sdo remetidos para a bibliografia.

2. Codificaciio de fonte

As fontes de informagio consideradas neste trabalho sio modeladas por processos
estocasticos discretos estacionarios. A perspectiva adoptada € a da Teoria da Informacio

proposta por C. Shannon (para maior detalhe sugerem-se as referéncias [2] e [10]).

Definigido 2.1 — Entropia, Entropia Conjunta e Entropia Condicionada
A entropia H(X) de uma varivel aleatéria (v. a.) discreta X (com espago de acontecimentos
1 X) ¢ definida por
H(X) = -Error!
Sendo X e Y varidveis aleatérias define-se entropia conjunta e entropia condicionada,
respectivamente, como
H(XY)=-Error! Error!
l H(Y1X) = -Error! Error!

Embora o logaritmo possa ser em qualquer base, é comum utilizar-se a base 2 sendo, neste

‘ caso, a entropia medida em bits por simbolo (¢ também esta a base considerada no presente
trabalho).
A taxa de entropia do processo estocéstico estacionario {Xn, =0, 1, 2, ...} define-se como
H{X,,r0,1,2,..}=H{X}=lim,, oError! HX,| X, ..., X))
O limite existe e esta definigdo corresponde & nogdo de entropia por simbolo da Gltima v. a.
dado o passado. Outra definicdo equivalente, correspondente & nog3o de entropia por simbolo
de » varidveis aleatorias, é
' H{X} =lim, ., .Error! H(X,, X, ..., X,).

A codificagio de fonte consiste em atribuir descri¢des mais curtas para os acontecimentos

mais provéveis e, necessariamente, descrihes mais longas para os acontecimentos menos
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frequentes. O objectivo Gltimo € a descrigdo, de menor comprimento médio, para uma variavel
aleatoria.

A codificagio de fonte divide-se em duas classes: sem perda de informagio (também
designada simplesmente por compresso de dados) e com perda de informagdo. Nas técnicas
de codificagdo sem perda garante-se a regeneragdo exacta dos dados apds a sequéncia
codifica¢gdo — descodificagio. Por outro lado, na codifica¢do com perdas admite-se distorgio,

com vista a aumentar a taxa de compressao.

Definicdio 2.2 — Codigo de Fonte
Um cddigo de fonte C para a v. a. X' é uma transformagéo de X, o dominio de X, em D*
sendo este um conjunto de sequéncias, de dimens&o finita, de simbolos de um alfabeto p.
A palavra de codigo correspondente a x é C(x), sendo I(x) o seu comprimento.

O comprimento esperado de um cédigo de fonte C para a v. a. X, com fungdo de massa de
probabilidade p(x), é dado por L(C) = Exlc(x)].

Teorema 2.1 — (Shannon [10]) Codificagéo de Fonte

Seja L* o menor valor esperado do comprimento das palavras de um qualquer codigo
unicamente descodificavel. O valor L* satisfaz a seguinte relagdo

Error! <L* <Error! + Error!  para qualquern> Q.

A desigualdade antenior estabelece o valor maximo para a capacidade de compressao de um
codigo, designando-se codigos Optimos os que a verificam [2]. Contudo, ndo existe forma
sistemética para estabelecer codigos Optimos, computacionalmente eficientes, para uma
qualquer fonte de informagao.

Havendo independéncia entre as variaveis aleatdrias Xj, o que corresponde & modelagio de
uma fonte de informagdo sem memoria, entdo

H{X} =H(X), Vi

A codificacdo de fontes de informagZo com memoéria reduz-se a codificagio sem meméria
introduzindo-se predigio adequada [2].

Em [11] ilustra-se a aplicagiio destas técnicas na implementag3o de codificadores de fala
usando métodos de predigdo linear.

3. Codificagio de Canal

Um canal discreto é um sistema caracterizado por: alfabeto de entrada X (dominio de X),
alfabeto de saida Y (dominio de ¥) e matriz de transigio de probabilidades p(yix) (x € X, y € ¥)
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que exprime a probabilidade de observar o simbolo y dado ter sido enviado o simbolo x (canal:
(X, pOkx), ¥)). O canal diz-se sem memoria se a distribuigio de probabilidades na saida

depende apenas da entrada nesse instante e é condicionalmente independente das entradas e

saidas anteriores: P(ValXn, X, -p X0Vn-1, Yn2s - Y0) = P(VnlXn) .

Defini¢fio 3.1 — Capacidade de Canal
A capacidade de um canal discreto sem memoéria define-se como
C= ;max; p(x) I(X; D),
em que I(X; ¥) = H(X) - H(X]Y) = H(Y) - H(Y\X) = [(Y; X) € a informag¢do mutua.
Definigiio 3.2 — Codigo de Canal
Um cddigo (n, M) para o canal (X, p{ylx), Y) consiste em:
i) conjunto de indices {1, 2, ..., M}
ii) fun¢dio de codificagao X":{1, 2, ..., M} — X" dando origem a palavras de codigo
X'(1), X'(2), ..., X'(M)
iii) funcdio de descodificagio g Y" — {1, 2, ..., M} que consiste numa regra
deterministica gque associa um eleito a cada um dos possiveis vectores recebidos.
A taxa R de um cddigo (r, M) define-se como

R =Error! bits por simbolo transmitido.

Teorema 3.1 — (Shannon [10]) Codificagdo de Canal

E possivel transmitir informagio através de um canal ruidoso a qualquer velocidade inferior
a capacidade do canal (R < C) com uma probabilidade de erro tdo pequena quanto se quiser.

Seja (S,)" o conjunto de todos os n-tupletos ordenados s = 5y, 53, ..., S, em que cada 5; € S,
Os elementos s € (S,)" designam-se vectores ou palavras. A dimensdo do conjunto (S;)" é ¢".
Um cddigo g-ario de comprimento » é um subconjunto de (S,)".

A distincia de Hamming entre dois vectores x e y de (S,)" é o mimero de posi¢Ses em que
os dois vectores diferem (note-se que satisfaz os axiomas de disténcia [2]).

A disténcia minima do cédigo C, designada por d(C), é a menor distincia entre quaisquer
dois vectores do c6digo, e traduz uma medida da capacidade de correcgéio de erros do codigo

d(C) =min {d(x, y) | Vx,y € C,x#y}.

Se o codigo C tem disténcia minima d, entdo o codigo pode ser usado para: i) detectar até

‘ d - 1 erros ou i) corrigir até L (d—1) / 2] erros, em qualquer palavra do codigo.

‘ ' No desenho do cadigo (7, M) com distdncia minima 4, designado por (n, M, d) pretende-se:




Aplicagdes da Matematica 43

i) baixo valor de n (para transmissdo rapida da informagao),
ii) elevado M (para maximizar a informagéo por simbolo transmitido);
ili) elevado d (para corrigir muitos erros).

Estes objectivos sdo contraditorios pelo que, normalmente, a pesquisa de codigos é feita
variando apenas um dos parimetros. E comum a pesquisa do maior codigo (maior M) dado o
comprimento » e a distdncia minima d.

Restringindo 2 pesquisa aos codigos lineares (isto €, ¢ € poténcia de um nimero primo
sendo, em consequéncia, S; um campo de Galois GF(g)) simplifica-se a pesquisa e optimiza-se
o desenho dos codificadores, devido & estruturagdo do espago de pesquisa e dos codigos
considerados. Fixando os valores de ¢ e d, o problema da pesquisa do codigo pode ser
enunciado por: dado o comprimento », determine-se a maxima dimensio k, tal que M= ¢",
para a qual existe um cédigo [n, &, d] sobre GF{g). A redundincia do cddigo [n, k, d] é
r=n-k

Exemplo 3.1
Cadigo [4, 3, 3] sobre GF(3)
O matriz geradora do codigo (sub-espago) €
[ 1;1;0;0;0;1;1;0;0;0;1;1 ]

S@o palavras do codigo:
0000, 1100, 2200, 0110, 0220, 0011, 0022, 1210, 2010, 1020, 1111, ...

As principais vantagens dos codigos lineares sdo: simplificac@o na determinagio da distancia
minima (M-1 vs (1/2)M(M-1) operagGes); para caracterizagdo do cddigo [n, k, d] bastam &
palavras do codigo (a dimensgo do sub-espago € k); existem técnicas simples para codificagdo e
descodificagdo. S3o desvantagens: existéncia de codigos lineares apenas para valores de p que
sejam poténcias inteiras de nimeros primos; eventual existéncia de codigos n#o lineares com
maior distincia minima. Constata-se contudo que frequentemente os codigos 6ptimos num
certo sentido sdo lineares.

Em [12] descreve-se a aplicaggo, num sistema de comunicagio, do codigo [8, 4, 3] sobre
GF(2). Trata-se de um cédigo linear obtido por extensio do codigo de Hamming [15)].

Por razdes de simplificagio da pesquisa de codigos ¢ da implementag@o dos codificadores ¢
ainda comum restringir a-pesquisa aos codigos lineares ciclicos (as rotagdes de palavras do
cbdigo sdo palavras do codigo) [15]. Note-se que o codigo do exemplo anterior é ciclico.

Trata-se de um cédigo éptimo no sentido em que se verifica a igualdade na relaggiod <r + 1.

m
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4. Componente criptografica

O primeiro passo para o estudo dedutivo da criptografia passa pela definigdo formal de
sistema criptografico.

Definicdo 4.1 - Sistema criptografico
Um sistema criptogréafico é definido por cinco conjuntos de objectos (P, C, K, E e D) com a
seguinte caracterizaggo:
i} P ¢ um conjunto finito de textos ou mensagens;
i) C éum conjunto finito de criptogramas;
ili) K é um conjunto finito de chaves;
iv) E é um conjunto de fungdes E: P —C, designadas por transformacdes de cifra;
v) D éum conjunto de fungdes D: C —P, designadas por transformagdes de decifra;
vi) Para cada chave &k € K existe uma transformagao E; € E e uma transformagéio D, € D
tal que: Vx P, Di(E(x)) = x.

As mensagens x, pertencentes ac conjunto P, s3o transformadas pela fungdo de cifra em
criptogramas y pertencentes a C. A regra de cifra € escolhida, de entre as pertencentes ao
conjunto E, pela chave k pertencente a K. Essa mesma chave deve ser utilizada no decifrador
para escolher, de entre o conjunto D, a regra de decifra 2 aplicar em y para obter x.
Considera-se que o criptoanalista conhece o sistema criptografico, ou seja, os conjuntos P, C,
K, E e D. Munido desta informagiic e de um criptograma, o seu objectivo € estimar qual a
mensagem que lhe deu origem, sem o conhecimento da chave. A definicdo anterior refere
apenas as premissas que o sistema criptografico tem de respeitar para ser consistente, ndo o
caracterizando em termos da seguranga proporcionada, Considerem-se ainda duas varidveis
aleatorias: a v.a. X, definida sobre o conjunto P, modela o comportamento estatistico da fonte
de mensagens; a v.a. K, definida sobre o conjunto K, modela o gerador de chaves. Com este
modelo surge naturalmente a v.a.¥, fung3o de X' e X, definida sobre o conjunto C.
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Definicao 4.2

Unm sistema criptografico possui seguranga perfeita [14] se e s6 se:
pix|y)=p(x), comy=E{x), Vxc PeVyeC

A definig8o anterior implica que a informagZo mitua entre X ¢ ¥ seja nula: I(X; ¥) = 0. A
seguranga perfeita € igualmente designada de incondicional, uma vez que nio sdo colocadas
restrigbes quanto a caracterizagiio computacional do criptoanalista.

E condigio necessaria para que um sistema criptogrifico possua seguranga perfeita, que
H(K) 2 H(X). Esta condigio estabelece um limite que reduz a aplicabilidade pratica deste
critério de seguranca, obrigando a que a dimensio em bits da chave seja maior ou igual que a

dimensdo em bits da mensagem.

Exemplo 4.1

Um sistema que possui seguranga perfeita € o de Vernam, permitindo a cifra de mensagens

com N bits, sendo caracterizado da seguinte forma:
i) p=c=k={0,1)"
i) y=Ex)=x1+kmod?2, ..., xy+kymod?2),
i) x=Dy)=0nt+thimod2, .., yv+kymod2),
iv) p(®) =27 vkek

Num sistema sem seguranga perfeita, o criptoanalista, com recursos computacionais
ilimitados, usa o criptograma para reduzir a incerteza sobre a mensagem. Havendo constrigSes
nos recursos computacionais, o sistema criptografico € caracterizavel sob o ponto de vista da
seguranga condicional ou seguranga computacional. Esta caracterizagdo, para além da Teoria
da Informagdo, envolve a Teoria da Complexidade.

Para uma comunicagiio segura entre dois interlocutores sobre um canal nio seguro, ha
necessidade prévia de troca de chaves. A necessidade de distribuigio segura de chaves a todos
os utilizadores autorizados é comum a todos os sistemas criptogrificos. Na definicio de
sistema de comunica¢3o segura é utilizado um canal fisico seguro para a distribuicio das
chaves. A necessidade deste canal suplementar constitui forte limitagdo. O problema da
distribui¢@o de chaves agrava-se nas redes de comunicag¢do de larga escala em que o mimero de
ligagBes evolui em (* - n)/2 para n utilizadores. Para valores de n elevados o custo da
distribui¢io de chaves é proibitivo. Assim, na concepgdo de grandes redes de comunicagio

segura é-se compelido & utilizacdo de canais ndo seguros quer para a distribuigio das chaves
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quer para a subsequente comunicagio segura. Este constrangimento leva-nos a uma questio
fundamental: como trocar de forma segura as chaves sobre um canal ndo seguro?

Diffie e Hellman, em [3], propSem uma solugdo, que passa pela definicdo de sistema
criptografico assimétrico. No que se segue, iremos focar a nossa atengZo no desenho, analise e

realizacio desta classe de sistemas.

Definigio 4.3
Um sistema criptografico assimétrico respeita a definigio de sistema criptografico (4.1),
:i” acrescida do seguinte: para qualquer ¥ € K é "computacionalmente dificil” obter a fungio D,
l conhecendo-se apenas a fungdo E, Contudo, é "computacionalmente facil" obter pares
(Ex, Dy), bem como realizar essas operagdes.
Neste contexto, a fungdo E; € designada por transformagdo publica e a fungdio D; é
designada por transformagio privada. Tipicamente a chave é dividida em duas componentes:

piblica e privada. A componente piblica é suficiente para a realizagio da fungdo E;. Em

contrapartida, num sistema simétrico, o conhecimento da fungio E; € equivalente ao
conhecimento da fungdo D;.

A formulagio de sistemas assimétricos passa assim pela criagio de fungdes, designadas de
one-way functions with trapdoor. Esta fungdes sio caracterizadas como sendo faceis de
calcular, mas dificeis de inverter, a menos que se possua informagdo adicional ndo piblica
(trapdoor).

Apresentamos de seguida dois sistemas baseados em dois problemas classicos da Teoria
Computacional dos Numeros: a factorizagdo de nimeros inteiros e o calculo de logaritmos
discretos.

Definicfio 4.4 - Sistema assimétrico de Rivest-Shamir-Adleman (RSA [9])

| Sejam p e g dois mimeros primos:
I K= {(e, d, n): n=pg e ed= 1 mod ((p-1)(g-1))}.
; P=C=Z/nZ
y=E{x)=x"modn
x=Dyy) =) modn
A componente pablica da chave, que permite caracterizar a transformagio de cifra é (e, n),
e a componente privada é d. A seguranga do sistema RSA € condicionads i dificuldade da

factorizagéo de um nimero composto.
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Defini¢io 4.5 - Sistema assimétrico de ElGamal [14]

Seja G = (G, o) um grupo finito, seja @ um elemento de G e seja H o subgrupo gerado por
a, tal que o célculo de logaritmos discretos em H seja dificil.

K={(a, q,B): p=0a"}

P=G

C=GxG

Yy=0Ly)=Efx) iy =0, y,=x 0 B, em que r é um nimero aleatério que deve
permanecer secreto.

x=Dy) =y20 nY" .

A componente piblica da chave é (o, B) e 2 componente privada ¢ a. Normalmente &
utilizado é o grupo multiplicativo Zp*, com p inteiro primo.

A implementagio e utilizacio de um sistema assimétrico como o RSA num sistema de
comunicagio seguro, coloca problemas a varios niveis: geragdo de parmetros e chaves,
implementagdo das transformagGes de cifra e decifra, correcta utilizagdo no desenho de
protocolos de comunicac3o.

A forma de utilizagdo do sistema criptogrifico condiciona o nivel de segurancga do sistema
de comunicagdo. Tipicamente, as falhas dos protocolos criptogrificos devem-se, nio a

 deficiéncias dos sistemas criptograficos, mas 2 sua incorrecta utilizagio. Esta depende ndo s6
da classificagio do sistema (simétrico vs assimétrico) mas também das suas caracteristicas
internas, i.e., da teoria matemitica que o suporta. Ilustramos de seguida este aspecto com um

exemplo paradigmatico.

Exemplo 4.2
No sistema RSA, para optimizagio computacional da transformagao pablica (x° mod n), é
corrente a utilizagio do expoente piblico 3 (¢ = 3). O criptoanalista, dispondo de trés
criptogramas resultantes da cifra de uma mesma mensagem com trés chaves diferentes (com
e=3), obtém facilmente a mensagem. Este cenirio ¢ vulgar em situagSes de broadcast. A

metodologia do ataque baseia-se num teorema classico da Teoria Elementar dos Niimeros.

Teorema 4.2 - Teorema Chinés do Resto (TCR [6], [14])
Seja M =ny.n,...ny, tal que mde(m;, n) = 1, comi = J. O sistema de equagSes congruenciais:
x=rimodn,i=1, ..., N, possui uma e sé6 uma solugdo no conjunto {0, ..., M-1}. Essa

solugdo € dada por
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x = Errortmod M, com M; = Error! e y;=M;" mod n;

O coeficientes M; sio calculados através de divisdes e 0s coeficientes y; sdo calculados
usando a extensio do algoritmo de Euclides.

Sejam y;=x’ mod n;, comi=1,2¢e3, 0s criptogramas resultantes da cifra de x utilizando as
chaves pablicas (3, m), (3, m2)} e (3, m3). Se os trés modulos ndo forem relativamente primos
(situaggo altamente improvavel) a factorizago de um dos médulos é trivial. Caso contrario, 0
Teorema Chinés do Resto é aplicavel, e o valor ¥ mod M = x* é facilmente calculado. Para
finalmente se obter x basta calcular uma raiz cibica (n@o modular).

Este método é facilmente estendido a qualquer exponente publico e, necessitando-se para tal
de e criptogramas.

A optimizagdo computacional das transformages publica e privada representa outro dos
desafios na implementagio do RSA. Apresentamos de seguida um conjunto de optimizagdes,
numa abordagem top-down do problema.

Tipicamente, o expoente publico € pequeno, pelo que a transformagdo publica € bastante
mais rapida de efectuar do que a transformagéo privada. Um dos métodos mais eficientes de
optimizagio desta ultima, proposto por Quisquater e Couvreur [8], baseia-se igualmente no
TCR.

Para o cilculo de )¥ mod n, com n = pg, pode-se calcular r,=)  modp er9=ydmodq ede
seguida utilizar o TCR. O célculo de rp, tal como o de r,, pode ser optimizado da seguinte
forma:

y# modp =y 4™ mod p = PNy dm &) modp, k € L.

Se p ndo dividir y temos, pelo Teorema de Fermat [5], que ¥ = 1 mod p, ou seja,
y 4=y ™4® Y odp. Se p dividir y a congruéncia anterior € igualmente verificada.

A operagio y*™? ¥ mod p tem complexidade O(log’(p)), enquanto que Y mod n tem
complexidade O(log’(n)). Sendo log(p) aproximadamente metade de log(n) obtemos uma
redugiio assimptotica de 8 no tempo de processamento. Como sdo necessirias duas
exponenciagdes modulares, ¢ o peso computacional do TCR ¢ desprezivel face a estas,
obtemos um ganho assimptético de 4 no célculo da transformagdo privada.

Para a realizagio de uma exponenciagio modular é necessario calcular uma sucessio de
multiplicagdes modulares. Uma forma de diminuir o nimero de operagdes passa pela utilizagao
de cadeias de adigio [4]. Seja d um nimero inteiro, a cadeia de adigio de d é a sequéncia de

inteiros ay, ay,..., d- tel que
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av=l;a,=dea;=ag;+ta,para0<k<j<i<r,

A cadeia de adigdo para o expoente estabelece a sequéncia de multiplicagSes modulares que é
necessario realizar. A minimizag&io do comprimento da cadeia minimiza igualmente o mimero
de multiplicagSes. Encontrar a cadeia de menor dimensio para um qualquer inteiro é
considerado um problema NP-hard, contudo existem solugdes sub-6ptimas, com complexidade
polinomial, nomeadamente: cadeias binarias e M-érias, janela deslizante, etc.

Em [13] ilustra-se a aplicagdo da cadeia M-dria no céalculo da exponenciagdo modular.
Cohen, em [1], descreve algoritmos bem como a determinagéo do valor de A éptimo.

O método proposto por Quisquater e Couvreur [8] (baseado no TCR) diminui a dimensio
dos operandos da exponenciagio modular. A utilizagdo das cadeias de adi¢do reduz o nimero
de multiplicagbes necessarias para a realizagdo dessa operagdo. Contudo, o célculo de uma
multiplicagfio modular, realizado da forma mais imediata, envolve uma divisdo no passo de
redugio. Montgomery, em [7], propds um método de redugdo sem divisGes.

Sejam n e r inteiros positivos tal que » > n e mdc(n, r) = 1. Defina-se o n-residue de um
inteiro x < n como sendo x' = T, {(x) = x»r mod n, em que T,,. Z/nZ — Z/nZ. Como
mde(n, ¥) = 1, existe a transformagdo inversa I, {x) = xr! mod n, com rr! = 1 mod n.
Consideremos a transformagio R.(x) = xr"' mod n, com 0 < x < nr, normalmente designada por
redugdo de Montgomery. Temos que

RA(xy) = (ar mod n) (yr mod n) r'' mod n = (nr)(yr)r” mod n=xyr mod n=T,,().

Assim, as operagdes de multiplicagdo modular podem ser realizadas no dominio dos
n-residue utilizando a transformag3o R,. A optimizag3o advém da existéncia dum algoritmo

sem divisGes para o célculo de R,.

49
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Algoritmo 4.1
Seja 7 um inteiro tal que 0 < ¢ < nr, representado na base b: 1= (tv.y,....Io)y; i’ =-1mod b e

r = 5"; um algoritmo para o calculo de R(?) é:

1. a &« t.
2. Desde i = 0 até N-1:
21. o « a;n’' mod b.
22. a « a + anb’.
3. a«al/b.
4 Se a 2 n entdo a « a - n.

5. Devolver a.

Para provarmos a correcgdo do algoritmo temos que mostrar que o valor de @ no final do
passo 3 é: inteiro; congruente com #"' mod n € que se encontra no intervalo 0 < f < 2n.

No passo 2.2, a é sempre adicionado com um multiplo de 7 pelo que no final do passo 2
temos que a = t mod n. Assim no final do passo 3 temos a = " mod n.

O valor o é igual a kb + (am mod b), com k € Z, que simplifica para
kb + (- a;)) mod b= kb - a;. Temos assim que no final do passo 2.2 e para cada iterag:ib i,o
valor de a é divisivel por 5.

No final de do passo 2 temos que

0<as<t+n(b-1)Error! <> 0<a<nr+nr,
uma vez que (5-1)Error! < 5". Assim no final do passo 3 temos 0 < a < 2n.

As trés optimizagSes descritas ilustram a aplicag@o de aspectos da teoria dos nimeros num
problema classico de engenharia: desenho de algoritmos eficientes para resolugdo de um
problema. Utilizaram-se aspectos elementares dessa teoria, nomeadamente: nogdo de
congruéncia, teorema de Fermat ¢ Teorema Chinés do Resto. Qutros temas, tais como a
geracdo de nimeros primos e o desenho de sisternas assimétricos baseados em curvas elipticas,
constituem exemplos de aplicagdo de outros conceitos da teoria dos nameros. Estas técnicas

foram ferramenta indispensével no desenvolvimento de uma biblioteca, em linguagem "C", para

realizagdo de operagdes sobre inteiros em preciséo estendida.
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5. Conclusdes e comentarios finais

No presente trabalho tratam-se aspectos inerentes ao desenvolvimento de sistemas de
comunicagdo segura. Analisam-se as componentes de codificagdo de fonte, cifra e codificagio
de canal, salientando a sua modelagdo matemética.

A importéncia desta formulagao num contexto matematico, € realcada através das solugdes
que ela permite: trata-se de aplicagOes de areas da matematica como probabilidades, algebra
linear, algebra abstracta e teoria dos ndmeros. Ilustram-se assim novas orientagSes na aplica¢do
da matematica em engenharia.

A realizagdo das operagbes criptograficas é exemplo paradigmatico: a utilizagio de
resultados da teoria dos numeros, permitiu satisfazer requisitos funcionais previamente
estabelecidos, s6 doutra forma alcangéveis se adoptadas plataformas computacionais mais
Onerosas.

Os temas abordados constituem ainda areas de investigagdo, onde a aplicagio da

matematica em engenharia, ndo s6 € natural como essencial.
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Andlise Dindmica de Permutadores de Fluxo Cruzado

José Emilio da Costa Cruces

Instituto Superior de Engenharia de Lisboa

Resumo

Deduz-se a equagio diferencial parcial que govema o comportamento térmico de um
permutador de calor de fluxo cruzado.

Integra-se analiticamente a referida equagio para temperaturas & caudais variiveis.

Estudam-se os esquemas numéricos de diferengas finitas mais adequados para a resolucdo do
problema, em termos de simplicidade, precisdo e estabilidade.

Apresenta-se a representagdio grafica dos resultados obtidos.

1. Introducio
O balango entélpico para um pequeno trogo do permutador de comprimento Ax,
durante um curto intervalo de tempo Af, conduz a-

- 2 . 2
z:D -Ax-u —p-C-’r b -Ax-u +
xt 4 x 1AL

+p-C-Q-Atul_—p-C-Q-At-uf__ +
+U-n-D-Ax-At-(u-u,)=0

p-C-

em que:
C - capacidade calorifica,
D - didmetro da tubagem em que circula o fluido que se deseja arrefecer/aquecer,
O - caudal de fluido que se deseja arrefecer/aquecer,
U - coeficiente global de transferéncia de calor,
u - temperatura do fluido que se deseja arrefecer/aquecer,
u, - temperatura do fluido de arrefecimento/aquecimento,
p - massa volumica.
Se D for constante e se C, U e p nfio tiverem variagdes significativas ao longo do
permutador, situag@o relativamente frequente, dividindo ambos os membros da equagdo por

z-D? 4.0

p-C -Ax-Ar, tendo em conta que v= 5
T-D

é a velocidade do fluido que se deseja

4-U

arrefecer/ fazendo £ = ,
ecer/aquecer e >C.D




54 Aplicactes da Matematica
u(x,t)—u(x,t +A1)+v_ ulx,t)—ulx + Ax,t) +h-(u—u,)=0
At Ax
Nestas condicdes, quando Ax — 0 e Af — 0, chega-se a:
ou

BB u)m0
ot ox

| Trata-se de uma equacdo diferencial parcial do tipo hiperbdlico, cuja solugdo analitica
'I geral se obtém com relativa facilidade quando », e v sdo constantes:

| st o] £ (2] A2

S ew ® e w

u(x,0)=u, +, ~u,)- "‘"P[_ ﬂ]

&
3
8
g
<)
g
B,
B
:
B
g
!
]
5
B
E

v

¢ a condigiio fronteira equivaler a uma varia¢do simisoidal da temperatura de entrada do fluido
que se quer arrefecer /aquecer, com o tempo:

.(2-m-t
0,7)= -
w(0.8) = u, +u, sm( z ]

onde:
T - periodo da variagdo de temperatura de entrada do fluido que se deseja arrefecer/aquecer,
u, - amplitude da variagdo de temperatura de entrada do fluido que se deseja

arrefecer/aquecer,

u, - temperatura média de entrada do fluido que se deseja arrefecer/aquecer,

a solugdo do problema escreve-se:

ule,f)=u, + (u,—u,)+u,-H(i—%)-sin

H(y)={0 y<0

1 y>0
Quando v depende de 7 a obtengdo de uma sohigéo analitica torna-se mais dificil.

Todavia, pode verificar-se que, para uma variagao sinusoidal:

. 2.1
v=y, +Va-SIn

onde:
T - periodo da variagdo da velocidade do fluido que se deseja arrefecer/aquecer,

.. OO
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v, - amplitude da variag8o da velocidade do fluido que se deseja arrefecer/aquecer,
v, - velocidade média do fluido que se deseja arrefecer/aquecer,

-

associada a uma condig3o inicial idéntica a do caso anterior:

w(x0)=u, +, —u,)-exp(-ﬂj

v

e a uma condi¢do fronteira representativa de uma temperatura constante de entrada do fluido

que se pretende arrefecer/aquecer:

u(0,8)=u,
se tem:
u(e,t)=u, +(, -u,)-expl- k- (- 6)]

em que:

f=r4L Ve -(l—cosz"r't)-—i 6<0

2-z-v, T v,
- v, -coszlxﬂ:t- I-v, ’0052-71'-:__:_!:_ >0
2-%-v, T 2-7-v, r v,

Para compreender a forma da solugio obtida, vélida para v, >|v,|, deve ter-se em

ateng¢do que:

dx . 2-m-t Ty, ( 2--¢
—=V=V,+V, Sl ——— > X=X, =V, - I+ -| 1—cos
dt T 2.7 T

Por outro lado, como nio se consegue resolver formalmente a equagéo:
T.v, 2-z%-6 T-v, 2:m-t x
- €O =1 -COS

s
2-%-v, T 2-7-v, T v

8-

ha que recorrer a métodos numéricos. Se se optar pelo método de Newton, pode-se escrever:

T.v, 2-z-6
- cOS -t
2-m-v, T 2-%-v, T v,

T-v 2.7t x
+ —- cOs +

f6)=6-

Depois faz-se, sucessivamente:
Opn =6, — f,( 9,)
1'6.)
ate obter a precisio desejada. Claro que;
2-7-0

@)=1+2e.s
f(0)-1+v sin
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2. Esquemas Numéricos

O conhecimento das solugdes analiticas apresentadas em 1. permite testar, de uma
forma objectiva, diversos esquemas alternativos de discretizagio numérica, para a integragéo
da equagdo diferencial parcial em estudo.

Embora a anélise efectuada se tenha estendido a um leque mais vasto de opgdes, por
questdes de simplicidade e brevidade, vai-se considerar, em primeiro lugar, o caso em que a
velocidade se mantém constante, o permutador se encontra no estado estacionario no instamte
inicial e a temperatura de entrada do fluido que se deseja arrefecer/aquecer tem uma variaggo
sinusoidal, aplicando-lhe as seguintes discretizagGes:

e Método de Euler para a frente no tempo, método de Euler para tras no espago
u, =uli-1)-Ax0) (=1..1)
u,, =u(0,(j-1)-A1) (j=2,.,7)
u ,—u u

Y WP .Y Wl = =k-(u ~-u, )—)
Af Ax I i, j=1

Su,, = At-[k.uo +é-ui_,,j_, +(i—7"£—k)-u,..j_l] (=2..5j=2,.,J)

Ar

e Método de Runge-Kutta (4." ordem) para a frente no tempo, método de Euler para tras no

espago
u,, =ui-1)-Ax0) ¢=1..1)
U, =u(0,(j—1)-At) (G=2,...7)
kl,=k2,=k3,=k4,=0

du, U =

+v
at Ax

r v v
Kkl = At-l:k-uo +E'ui-l.j-l _[E+k]'ui-j-1j|

v kl_ y k1,
S S

v k2, v k2
- k3,- = Af- -k ‘U, +E'[uf-l-i-l +—2i'l') —[E-I-kj . (u,..j_l +TiJ:|

= 00 o, o +k3,._1)_[é+k].(uu_, +k3,)}

k1, +2-k2, +2-k3, + k4,
6

=k.(uo -ui)_)

fl'..j =ﬂ'-'j_1 +

(i=2...5j=2,..J)
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e Método de Euler para tras no tempo, método de Euler para tras no espago
u, =u((i-1)-Ax0) (=1..71)
u,; =u(0,(-1)-A1) (i=2,...7)

u —u' 1 ui.' _ui—l,' _
T B )
u. .
k-u, + Z:+é- -y
Su,, = — (=2..I,j=2,..J)
k+—+—
At Ax

¢ Meétodo de Euler para tris no tempo, método das diferencas centrais no espago
u, =u(i-1)-Ax0) (=1..1)
u, =u(0,(-1)-&) (=2..J)

u, . —U, . u, . —u,
,,,f‘;i 1,j=1 +v- i+, j i-1,7 =k u, _uij)—)
At 2-Ax ;

v 1 v u;', -1 . .
—>—'E-u,._u +(k +Ej-u,.'j +—2$-umd. =k-u,+ AJt (1 =2.,5j=2,.J)

' Upyj =28y ;=

e Meétodo das caracteristicas de Euler
u, =ul(i-1)-ax0) G=1..7)
u, =u(0,(j-1)-&0) (j=2..J)

%~ % =VAX, =0 x, =V‘A1"(f‘1) (i=2’-"=1)

At

U~ 1 ; j
2 Atu ; =k'("o -"i-l.j-l)—>ui_j =k-u, +(Xt-—k}ui-1.j-1 ¢(=2..5j=2..,J)
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® Método das caracteristicas de Runge-Kutta (4.2 ordem)
u,, =u((i-1)-Ax,0) (i=1..,1)
u,; =u0,(j-1)-&7) (=2,.,J)

= ;txi“‘ =VAY, =0 x, =v-At-(i-1) (i=2,.,I)
Vd:At-k-(u, —u,._LJ._l)
k2=At-k-( a—[ui-lj-l"'ﬂjj
) 2
du,_ k2
Tf‘-:k-(uo-—u,._,)—)ék3=m-k-[ o-—(u,_w._l+?)J

k4 =At-k- (Ho ("x‘-l.i-l + k3))
Kl+2-k2+2-k3+k4
6

u
1/
+

Uj Uiga

“

(=2..55=2..J)
Do ponto de vista tedrico, sem entrar em grandes detalhes, o métode de Euler para a
frente no tempo, método de Euler para tris no espago, bem como o método de Runge-Kutta
(4.* ordem) para a frente no tempo, método de Euler para tras no €SPago, séo métodos simples,

sobretudo o primeiro, cuja estabilidade, todavia, depende do valor do Parmetro v::t , 0 qual

deve ser menor que a unidade, quando a equagio diferencial parcial tem a form,-

ou ou
—+v-—=0
Ox

ot

O método de Euler para tris no tempo, método de Euler para trés no espaco € o
método de Euler para tris no tempo, método das diferencas centrais no €Spago, nio sofrem
desse defeito, que costuma obrigar a uma utilizagio de valores de A7 demasiad pequenos, ou
de Ar excessivamente grandes. O principal 6bice dos métodos para tris no tempo costuma
residir na necessidade da resolugiio sucessiva de um sistema de equagdes lineares, o que niio
acomtece, porém, na presente situagio, para o método de Euler para trés no tempo, método de
Euler para trés no espaco. Relativamente ao método de Euler para tris no tempo, método das
diferencas centrais no espago, significativamente mais exacto QUe © amerior, além da
dificuldade j&4 mencionada, existe a necessidade de introdugdo de uma condigtio fronteira
mﬁﬁcianuepermitaadetenninaqﬁodastemperaumsdoﬂlﬁdOQuesema
arrefecer/aquecer. No presente caso, admitiu-se que se estendia a malha Para além fronteira no
sentido dos x crescentes e se fazia:

Uy =28, -, (7=2,.,J)
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O método das caracteristicas de Euler e o método das caracteristicas de Runge-Kutta
(42 ordem), por sua vez, embora de implementacdo simples, especialmente o primeiro, €
gozando de razoével preciséo, particularmente o segundo, apresentam uma grande limitag3o,
visto imporem que:
Ax=v- At
Face a tudo o que ficou exposto, que, como se vera, € suportado pelos resultados a que
se chegou, decidiu-se limitar a analise do caso de variagdo sinusoidal da velocidade do fluido
a arrefecer/aquecer 20s seguintes esquemas:
e Meétodo de Euler para tras no tempo, método de Euler para tras no espago
u,, =u((i-1)-Ax0) (=1..1)
u,; =u(0,(j-1)-41) (=2,..7)

Uy ~Ui Yij Uy _
——-&—+Vj--—=ijx-—-—-{--k-(ua "u,—’j)—)
u... v
kou,+ =4 Loy
E)ul‘.j. = Az;. ﬁ% (i= 2’""I;j =2’""J)
k+—+-1
At Ax

e Método de Euler para tras no tempo, método das diferengas centrais no espago
uy =0=1)-550) G=1,..1)
u, =u(0,(j-1)-A1) (j=2,.,J)

U ~U . Uiy ~ Uiy
At 2-Ax '

vy
2-Ax

Upy =2:Uy ;—Up,

: kv e sku, +290 (=2, Lj=2,..,]
S -u,__u.+ +'Z;- -ui._’.+m-um’j— ‘uo+—-§—' (1—2,..., ,_]—2,..., )

Convém sublinhar, que a aplicag@io de métodos das caracteristicas com v varidvel,
além de bastante complexa, ndo produz uma malha uniforme. Serviu, no entanto, para
estabelecer a solugdo analitica apresentada anteriormente.

3. Resultados

A fim de estudar os esquemas muméricos apresentados, na situagdo de temperatura de
entrada varidvel e velocidade constante do fluido que se deseja arrefecer/aquecer, escreveram-
s¢ programas em MATLAB, adoptando os seguintes valores para oOs parSmetros
intervenientes: L =10;Ax=1Af =054, =25,v=2k=0,05u, =75u, =10,T =100. As
unidades utilizadas sfio as do Sistema Internacional (8. L.).
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Os erros quadraticos médios das temperaturas do fluido que se quer arrefecer/aquecer,
a saida do permutador, em relagéio 4 solugdo analitica, cifram-se em:
i a) método de Euler para a fremte no tempo, método de Euler para trds no espago -
o =0,0062;

b) método de Runge-Kutta (4.* ordem) para 2 frente no tempo, método de Euler para tras no
espago - o> =0,0113;

¢) método de Euler para tris no tempo, método de Euler para trés no espago - o = 0,0079;

d) método de Euler para trds no tempo, método das diferengas centrais no espago -
c? =0,0007;

e) método das caracteristicas de Euler - o =0,0060;

f) método das caracteristicas de Runge-Kutta (4.* ordem) - o> = 0,0000.

| Uma anilise de estabilidade mostra que dos métodos para a frente no tempo, método

‘ | de Euler parza tras no espago, o de Euler se torna instivel quando %>1, enquanto para o

‘ ! de Runge-Kutta (4.* ordem) a situa¢do sé ocorre se % >15. Por outro lado, os métodos de

Euler para trés no tempo, método de Euler para tras, ou das diferengas centrais, no espago, s30
ambos intrinsecamente estiveis. Finalmente, os métodos das caracteristicas, quer de Euler,

quer de Runge-Kutta (4.* ordem), obrigam a que Y—A-xét— =1, conforme ja foi explicado.

Os resultados obtidos correspondem, mais ou menos, ao que seria de esperar, com a
notével excepgdo de os valores de o* do método de Euler para a frente no tempo, método de
Euler para trés no espago serem inferiores aos do método de Runge-Kutta (4.2 ordem) para a
frente no tempo, método de Euler para trés no espago. A explicagio do facto, prende-se com
umz descontinuidade na derivada em ordem ao tempo, que se verifica alguns momentos apés
o instante inicial, quando a perturbagiio da temperatura chega ao ponto em estudo. Como é
logico, um método de aproximag@o linear das derivadas em ordem ao tempo, tipo Euler,
acompanha melhor um tal fenémeno, que outro de ordem mais elevada!

Apresenta-se, em seguida, um grafico dos resultados, usando o método de Euler para
trés no tempo (M. E. T. T.), método das diferengas centrais no espago (M. D. C. E.), mas com
uma malha menos apertada do ponto de vista temporal - Ar =2 - que evita a sobrecarga da

v-At
Ax

imagem e demonstra, simultaneamente, a estabilidade do esquema para >1:
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Parmutador de Fluxo Cruzads - Variagdo Sinusoidal da Temperatura-M. E T. T., M.D.C.E

Figura 1
Quando a temperatura de entrada do fluido que se deseja arrefecer/aquecer permanece

constante, mas as sua velocidade varia, supds-se, sempre em unidades S. I, que:
L=10,Ax=LAt=0,5u, =25;v, =2;v, =08,k = 0,05,2, =75,T =100,

Usando sempre a mesma linguagem, escreveram-se outros programas € determinaram-
se, também relativamente 4 solugdo analitica, os novos erros quadriticos médios, cujos
valores s8o:

a) método de Euler para trés no tempo, método de Euler para trds no espago - o> =0,0136;
b) método de Euler para tris no tempo, método das diferencas centrais no espago -
o? =0,0001.

Inclui-se, continuagio, uma representagio grifica dos resultados gerados pela
aplicagéo do método de Euler para tris no tempo, método das diferencas centrais no espago,
onde se fez Af = 4, a fim de evitar um detalhe excessivo que torna a imagem menos legivel e

prova, mais uma vez, a estabilidade do esquema quando %>l:
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Permutador de Fluxo Cruzado - Variagie Sinusoidal do Caudal - M. ETT.MDCE

4. Conclusdes

O estudo efectuado mostra que, na integragdo de equagdes diferenciais parciais do tipo
considerado, o esquema mumérico de diferengas finitas correspondente ao método de Euler
. para tras no tempo, método das diferencas centrais DO espago, apresenta vamtagens
significativas, em termos quer de estabilidade, quer de precisdo.

No que diz respeito ao primeiro aspecto, tratando-~se de um método para trés no tempo,
ndo tem competicdo, excepto por parte do outro que pertence a0 mesmo grupo, como seria de
esperar. Quanto ao segundo, o tnico esquema alternativo que mostrou superioridade foi o
método das caracteristicas de Runge-Kutta (4" ordem). Infelizmente, este método ndo se
adapta bem aos casos, de mgmﬁcatwalmportanclaprénca,emqueo caudal e, portanto, a
velocidade do fluido a arrefecer/aquecer dependem do tempo.

Finalmente, a desvantagem decorrente da necessidade de resolver uma sucessio de
sistemas de equagdes algébricas lineares, ndo constitui 6bice significativo, porque a respectiva
matriz dos coeficientes emdmgonal,oquepermneauuhzacao de métodos de resolugio que
diminuem significativamente & complexidade computacional do problema.
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Computacado simbdlica e numérica — um caso
paradigmatico

Heitor L. Pina
Instituto Superior Técnico

Resumo

Neste artigo apresenta-se um caso de aplicagio da computagio simbélica & res-
olugdo aproximada das equagdes da Dindmica de Fluidos aplicadas concretamente 3
modelagdo de um lago solar. Sao realgadas as vantagens deste procedimento e sub-
linhadas as principais diferencas relativamente acs métodos puramente numeéricos.

1 Introducao

Um lago solar é uma bacia de 4gua que absorve e armazena a energia solar. Esta absor¢do
de energia cria um gradiente de temperatura na direcgio vertical o qual tende a produzir
movimentos de convecgdo que reduzem a capacidade de armazenamento do lago (ver
a Fig. 1.1). Assim, para aumentar a eficicia do lago como dispositivo armezenador, é
necessario contrariar estas correntes convectivas o que é feito estabelecendo artificialmente
um gradiente salino que aumenta a densidade da 4gua na zona mais quente, o fundo do
lago. Resultam daqui dois problemas interessantes:

* o estudo da estabilidade do lago perante duas tendéncias opostas: o gradiente de
temperatura (desestabilizador) e o gradiente salino (estabilizador);

¢ a modelagio da dindmica do lago em condigdes realistas e por periodos de tempo
longos, tipicamente, um a dois anos.

Portugal teve um lago solar experimental entre 1982 e 1990 que permitiu recolher um
volume razoavel de dados. Em 1995 foi iniciado um programa de investigacdo com vista a
estudar por via teérica a estabilidade do lago e a construir um modelo analitico-numérico
que possibilitasse a simulagio do seu comportamento
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Figura 1.1: Esquema de um lago solar

2 Modelo matematico

Para efeitos de modelagao o lago vai ser considerado como possuindo uma geometria
" rectangular, com coordenada horizontal z e vertical z. A dinamica do lago é regida
pelas equacoes de Navier-Stokes bidimensionais com a apraximacdo de Boussinesq (para
o desenvolvimento detalhado, consultar (4) e (2)). Assim, temos:

(Balango de massa) V.v=0
(Balango de momento linear) gyv+(v-V)v= —in + g(eT - 88k + vV3v

(Difusdo do calor) 87T +v-VT = KrVT + ;g_'
P

(Difusio do sal) 8,5 +v- VS = KsV?S (2.1)
(Equagdo de estado)  p = py(1 — aT + BS)

. 1 1
com a = —~0rp, 8 =-0s
Pach Pl

As varidveis independentes sdo z, z e 0 texﬁpo t. A velocidade v, a temperatura T e a
concentragao salina S sao fungdes das varidveis independentes a determinar mediante a
solu¢do deste sistema de equagbes as derivadas parciais, complementado com condi¢Ges

v(zi 2, 0) = VO(z: Z)
T(z,z,0) = To(z, 2) (2.2)
S(z,,0) = Sp(z, 2)

e condigdes de fronteira apropriadas (consultar (3), (4) e (2) para mais detalhes).




B

Aplicacdes da Matematica =

A equagdo do balan¢o de massa pode ser satisfeita identicamente se exprimirmos a
velocidade em termos da fungao de corrente 1,

v = (v v,w) = (8:%,0,-8:9) (2-3)

e sendo, deste modo, eliminada do sistema (2.1). As variaveis dependentes ficam assim a
ser os campos escalares ¢, T' e S.

3 Meétodo de solugao

Tradicionalmente, os problemas envolvendo equagdes diferenciais sao resolvidos tentando
métodos analiticos (leia-se exactos). No entanto esta via s6 se mostra frutuosa nos casos
mais simples. O problema formulado, como alids quase todos os que envolvem equacdes
diferenciais nao-lineares, é demasiado complicado para estes métodos poderem ser apli-
cados pelo que se desenvolveram métodos aproximados, numeéricos, de que se destacam o
método das diferencas finitas e, mais recentemente, 0 método dos elementos finitos.

Com o aparecimento e desenvolvimento, sobretudo nas décadas de 70 e 80, de ma-
nipuladores simbélicos ou sistemas de 4lgebra computacional (por exemplo: AXIOM (6),
MAPLE (1), MATHEMATICA (9)), tornou-se possivel efectuar em computador muitas
das tarefas laboriosas susceptiveis a erros humanos, requeridas pelos métodos analiticos.
A disponibilidade desta nova ferramenta veio relangar o interesse por estes métodos ou,
pelo menos, pela combinag¢do destes com os métodos numeéricos propriamente ditos. A
ideia orientadora desta nova via de solugao ¢ a de levar tao longe quanto possivel o tra-
balho analitico deixando para a via numérica a parte que, de todo em todo, ndo pode
ser resolvida exactamente. Um ponto de partida para apreciar o desenvolvimento desta
abordagem na 4rea da Mecénica Computacional ¢ a referéncia (7).

Dada a geometria simples (rectangular) Q do problema em causa optou-se por usar
um méfodo estectral de aproximacio, i.e., cada vari4vel dependente é aproximada num
subespaco de fungdes de classe C™ e cujo suporte & {). Note-se que este tipo de aprox-
imag3o & possivel gragas A simplicidade da geometria; num dominio mais complicado a
satisfacdo das condigdes de fronteira do problema obrigaria a recorrer a um método de
diferengas finitas, ou, melhor, a um método de elementos finitos.

Por exemplo, a salinidade S é aproximada por

Salm; 2, 8] = Zn: a;(t)di(z, z) (3.1)

i=1

em que os ¢;(z, z) s3o escolhidos de modo a respeitar as condigdes de fronteira (essenciais)
apropriadas para esta variavel; expressdes semelhantes sdo propostas para a funcio de
corrente e para a temperatura. Assim, uma vez fixados os ¢;(z, z) o problema fica reduzido
& determinagdo dos coeficientes a;{t) que determinam a aproximacio S,(z, z,t).
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Para obter estes coeficientes foi empregue 0 método dos residuos ponderados, ou de
Galerkin, que consiste em substituir a formulagio do problema em termos das equagGes
as derivadas parciais (2.1) por uma formulagdo frace que consiste em obrigar o residuo a
ser ortogonal ao um subespago apropriado. Exemplificando com a equacdo da salinidade,
} | temos que

(8Sn+v- VS~ KsV2Sn,¢),  i=1,...,n (3.2)

| onde

(£,9) = [ F@ 2)g(z,2) dz dz

designa o produto interno e Q o dominio rectangular do lago. Efectuando os calcu-

| los necessdrios, os quais envolvem algiumas integragdes por partes e a introducdo das
condigdes de fronteira, cujos detalhes se omitem por brevidade (ver (3), (4) e (2)), cheg-
amos a seguinte relacao

(3¢Sn, ¢!;) +T (VSn -V, l) + (331,0,1, (,15;) - (J('(bn, Sn), ¢1) =0, i=1....n
(3.3)

em que

J(f,g) = 0;f8,9 — O.fB:g

e 7 = Ks/Kr & o inverso do nimero de Schmidt.

Uma vantagem da formulagio fraca reside no facto de apenas as condigdes de fronteira
essenciais necessitarem de ser satisfeitas & partida pelas fun¢des S, o que d4 mais liberdade
na escolha das formas admissiveis para estas funcgdes.

Aplicado o procedimento acabado de descrever a todas as equagdes de (2.1), obtem-

‘ se como resultado final um sistema de equagdes diferenciais ordinarias nio-linear nos
coeficientes a;(t),... o qual pode ser resolvido por um método numérico adequado, por
‘ exemplo, Runge-Kutta de quarta ordem com controlo de passo (RK45, (8)).

Uma analise de (3.3) revela que, admitindo que todas as aproximagdes recorrem a n
termos, o esforgo computacional para formar o sistema de equacdes diferenciais ordinarias
se centra em calcular O(n®) integrais resultantes do termo (J(¥n, Sn), #;) e @(3n?) in-
tegrais resultantes dos restantes termos. Para os valores de n em vista — da ordem da
dezena - o esfor¢o computacional é pois dominado pelo termo do jacobiano.

4 Alguns aspectos

Uma vez estabelecida a formulagio fraca, a tarefa seguinte &4 da escolha das funcdes de
apraximagao. No caso presente, dadas as condigSes de fronteira do problema, optou-se
por tomar como fungdes tentativa e teste fungdes do tipo

¢; = £ sin(£)™ cos(€)* (4.1)
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em que { € uma versao adimensionalizada de z ou de z e r;, p;, ¢; s30 expoentes inteiros
ndo negativos. Atendendo a que estas fungdes entram nos produtos internos que figuram
em (3.3), torna-se necessario calcular integrais da forma

(65, ;) = jﬂ €7 sin(£)” cos(€)%€™ sin(€£)” cos(£)¥ dQ (4.2)

os quais, por separagdo de varidveis, se podem reduzir ao calculo de integrais do tipo

[ € sin(ey cos(e)* de (43)

Mesmo para uma aproximag¢ao modesta, o niimero de integrais que é necessario calcular
€ enorme. Por exemplo, para uma aproximacao com 6 fun¢des por cada uma das varidveis
dependentes ¥, T e S, no total de 18 graus de liberdade, conduzindo portanto a 18 EDQ’s,
este nlimero é da ordem de 104. Uma aplicagao directa do procedimento de integragio int
do Maple revelou-se desastrosa. Nao sb o tempo de cilculo atingia facilmente a dezena de
horas (num PC a 200 MHz) como o comprimento das expressdes intermédias crescia de
tal modo que a memoéra disponivel era facilmente excedida, com o consequente blogueio
da execucao do programa.

Todas as tentativas de simplificacdo ou nao resultaram ou produziram melhorias
marginais. A solu¢do encontrada foi a de tirar partido da estrutura especial dos inte-
grais (4.3), que permitia que fossem calculados utilizando as férmulas de recorréncia de
(5). Para tal torna-se necessirio ‘ensinar’ o programa a reconhecer aquelas férmulas e a
identificar os expoentes 7, p e ¢. A solugdo encontrada consta dos procedimentos que se
incluem nas Figs. 4.1, 4.2 e 4.3. O tempo de calculo foi reduzido a alguns minutos, deste
modo viabilizando a abordagem adoptada para o problema.

5 Conclusoes e comentarios finais

Um aspecto interessante que merece um comentirio é o da complexidade computacional.
i Em programs puramente numéricos, a complexidade de um algoritmo ¢ geralmente me-
dida pela memoéria gasta e pelo ntumero de operagdes aritméticas envolvidas (em flops).
Em computagio simbolica, estes parametros continuam naturalmente a ser importantes,
sobretudo o segundo se a aritmética em ponto flutuante for simulada por software em vez
de ser efectuada por hardware nativo. Todavia, surge uma outra dimens3o que pode as-
sumir um papel dominante que é o do crescimento das expressdes matemAticas, ou, melhor
dizendo, da sua representacio pelo sistema de computagao simboélica. Este crescimento
tende a ser exponencial e, se ndo forem tomadas as devidas precaucgdes, pode facilmente
esgotar a memoria disponive] ou conduzir a tempos de célculo incomportaveis. Este as-
Pecto é um dos que mais surpreende os analistas numéricos recém chegados 4 computagéao
simbélica.
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# Proc IXMSN computes int (xi~m*sin(xi)~n, xi=a..b)
#
IXMSN := proc(m, n)
local a, b, val, aux, auxa, auxb, auxzab:
option remember;
a :=0; b :=Pi;

if m*n = 0 then val := int(xi“m#*sin(xi)-n, xi = a .. b)

elif m*n = 1 then val := int(xi*sin(xi), xi =a .. b)

elif 1 < m*n then

aux := xi"(m - 1)*sin(xi)~(n - 1)*(m*sin(xi) - n*xi*cos(xi)) /n~2:
auxa := subs(xi = a, aux);
auxb := subs(xi = b, aux);

auxab := eval(auxb - auxa);
if n = 1 then val := auxab - m*(m - 1)*IXMSN(m - 2, 1) fi o
if m = 1 then val := auxab + (n - 1)*IXMSN(1, n - 2)/n fi :
if 1 < m and 1 < n then
val := auxab + (n - 1)4IXMSN(m, n - 2)/n - m*{m - 1)*IXMSN(m - 2, n)/n

fi;
val := evalf(val)

end

¥

# Proc IXMCN computes int {(xi~m*cos(xi)-n, xi=a..b)

*

IXMCN := proc(m, n)
local a, b, val, aux, auxa, auxb, auxab;
option remember;

a:=90;
b := Pi;
if m*n = 0 then val := int(xi“m*cos(zi)"n, xi = a .. b)

elif m*n = 1 then val := int(xi*cos(xi), xi = a .. b)

elif 1 < m#*n then
aux := xi~(m - 1*cos(xi)~(n - 1)*(m*cos(xi) + n¥xi*sin(xi)) /p~2;
auxa := gsubs(zi = a, aux);
‘auxb := subs(xi = b, aux);

auxab := eval(auxb - auxa);
if n = 1 then val := auxab - m*(m - 1)*IXMCN(m - 2, 1) fi ;
if m = 1 then val := auxab + (n - 1)*IXMCN(1, & - 2)/n fi ;:
if 1 <m and 1 < n then
val := auxab + (o - 1)*IXMCN(m, n - 2)/n - m*(m -1)*IXMCN(m - 2, n)/n"2
fi:
£i;
val := evalf(val)

end

Figura 5.1: Fragmento do programa em Maple

:I ) '
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#
# Proc IXRSPCQ computes int (xi”r * sin(xi)~p * cos(xi)~q, xi=a..b)
#
IXRSPCQ := procir, p, )
local a, b, val, aux, auxa, auxb, auxab;
option remember;

a :=0;
= Pi;
if p = O then val := IXMCN(r, @
elif q = 0 then val := IXMSN(r, p)
elif 0 < p and 0 < q then

o
i

aux := (p + q)*xi~r*sin(xi)~(p + 1)*cos(xi)~(q - 1)
+ r*xi~(r - 1)*sin(xi)-p*cos(xi)~q;

auxa := subs(xi = a, aux);

auxb := subs(zi = b, aux);

auxab := eval(auxb - auxa);

if r = 0 then
if g = 1 then val := auxab; val := val/(p + q)~2

else
val := auzab + (q - 1)*(p + @Q)*IXRSPCQ(r, P, q - 2);
val := val/(p + @) "2
fi
elif r = 1 then
if q = 1 then

val '= auxab - r+*p*IXRSPCQ(r - 1, p - 1, q - 1);

val := val/(p + Q)2
else
val := auxab - r*p*IXRSPCQ(r - 1, p- 1, q - 1)
+ (g - 1)*(p + q)*IXRSPCQ(r, p, q - 2);
val := val/(p + @072

fi
elif 1 < r then
if q = 1 then
val := auxab - r*p*IXRSPCQ(r - 1, p -1, q - 1)
- r#(r - 1)*IXRSPCQ(r - 2, P, 9);
val := val/(p + @72

else
val := auxab - r*p+IXRSPCQ(r - 1, p -1, 9 - 1)
- r*+(r - 1)*IXRSPCQ(r - 2, p, @
+ (g - Dx(p + q)*IXRSPCQ(r, p, q - 2);
val := val/(p + q@)~2
fi
fi
fi;
val := evalf(val)
end

+
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INTXSC := proc(func)

#

local nterms, s, i, fun, opl, const, td, dsxi, dseta, dcxi, dceta,
dxi, deta,ixi,ieta;

if hastype(func, ‘+°) then nterms := nops(func)
else nterms := 1 fi;
s:= 0;

for i to nterms do
if nterms = 1 then fun := func; else fun := op(i,func); fi;
if type (fun,numeric) then const := funm
elif type(op(1,fun),numeric) then comst := op(1,fun);
else const:=1 fi;
else const:=1 fi;
td:= degree(fun);
dszi:= degree(fun,sin(xi));
dseta:= degree(fun,sin(eta));
dcxi:= degree(fun, cos(xi));
dceta:= degree(fun, cos(eta));
dxi:= degree(fun/sin(xi)‘dsxi/cos(xi)‘dcxi,xi);
deta:= degree(fun/sin(eta)‘dseta/cos(eta)‘dceta,eta);
ixi:=IXRSPCQ(dxi,dsxi,dcxi);
ieta:=IXRSPCQ(deta,dseta,dceta) ;
8i= s + evalf{const*ixi*ieta)
od;
end;

Figura 5.3: Fragmento do programa em Maple (cont.)
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A Investigagio Operacional e suas aplicacdes nos aspectos
ticticos e logisticos das operacdes militares

Margal Lourengo

Comando Logistica— E. M. E.
Av. Infante Santo, 49
1350 Lisboa

"A protecgdo com revestimentos de metal é menos importante que cereais e
alimentos"

Esta afirmagdo é referida por SUN TZU no seu livio A Arte da Guerra , tratado
militar escrito na China 500 anos antes de Cristo e considerado como muito marcante no
pensamento militar Japonés.

Ela revela a necessidade ja nessa altura sentida , da importincia de uma disciplina que
tivesse como objectivo fundamental proporcionar os meios as forgas armadas.

Foi Henry Jomini, escritor militar suico e coronel ao servico de Napoledo quem no
seu livro "Precis de I'art de la Guerre" usou pela primeira vez a palavra Logistica definindo-
a como "tudo o que inclui a preparacdo e manutengio das campanhas” iniciando assim um
novo ramo de conhecimentos militares.

Nos exércitos antigos dava-se mais realce aos aspectos tcticos e estratégicos do que
a logistica . Napoledo, embora reconhecendo importincia aos aspectos logisticos nio os
levava por vezes em consideragdo, sendo, segundo varios historiadores, uma das razdes de
algumas das suas derrotas, nomeadamente nas campanhas da Rissia onde falharam os
abastecimentos is tropas

Verifica-se que até & 1* Guerra Mundial o uso que se fez da expressdo Logistica foi
bastante limitado e o estudo da logistica ¢ o conceito modemno que lhe anda ligado,
resultaram do largo uso que da mesma se fez e do amplo significado que lhe atribuiram as
forgas armadas dos Estados Unidos durante a 2° Guerra Mundial .

Muitos de v6s com certeza viram filmes sobre a 2* Guerra Mundial . nomeadamente
mostrando o desembarque aliado na Normandia , ( muito recentemente estreou um filme de
Spilberg focando o mesmo tema ) mas ndo sei é se conseguiremos apercebermo-nos das
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quantidades astrondmicas de homens e abastecimentos que foi preciso colocar no
continente Europeu em espago e tempo reduzidos .

Mas ¢ o eclodir d2 Guerra do Golfo que vem mostrar ainda mais o quanto &
importante a Logistica chegando alguns autores a considera-la como elemento fundamental
no desenvolvimento do combate, alterando a filosofia que até ai existia.

Esta considerava que a logistica devia apoiar o desenrolar das operagdes . Pensa-se
agora que a logistica determina até que ponto se pode desenvolver o aspecto operacional.
A titulo de exemplo, refira-se o pré-posicionamento de muni¢des como factor determinante
para os éxitos da artilharia, e a necessidade de abastecimento de 4dgua e outros materiais
para satisfazer em qualidade e em quantidade no momento e lugar oportuno as exigéncias
do combate

Constatou-se na Guerra do Golfo que os dois primeiros soldados americanos feitos
prisioneiros pertenciam & 4rea da Logistica e n3o &s tropas combatentes como era usual nos
conflitos anteriores, e que o oficial que mais condecoragSes recebeu foi o general
comandante da Logistica.

A aplicagdo de alguns modelos ¢ técnicas de Investigagdo Operacional. tém sido a
solugdo aos obstaculos e a resposta cabal para os objectivos destas missGes.

Embora alguns modelos ¢ técnicas de Investigagdo Operacional possam ser
considerados muito mais recuados é geralmente aceite que a disciplina comegou durante a
2* Guerra Mundial.

Muitos problemas estratégicos e tacticos associados ao esforgo militar dos aliados
que se consideravam bastante complicados foram de uma maneira simples resolvidos por
vezes por apenas um individuo ou por uma pequena equipa.

Quando a Marinha dos Estados Unidos concebeu o projecto do Submarino Polaris
nio s6 tinha que se preocupar com os problemas técnicos e cientificos mas também com a
coordenagdo e controlo do enorme esforgo a despender.. Neste projecto havia 250
empreitadas directas e mais de 9000 subempreitadas . Era necessario encontrar uma nova
técnica para concluir o projecto com eficiéncia dentro de um nivel aceitivel de custo e
tempo . Em colaboragio com uma empresa da especialidade iniciaram-se os conceitos
bésicos do método PERT (Project Evaluation and Review Technic) como instrumento de
planeamento, controlo e informagao .

Da aplicagdo desta nova técnica resultou o avango de 2 anos num projecto com 2
durag3o total de 5 anos .

Curioso ¢ notar que anos volvidos a aplicagdo de Investigacio Operacional na
conducio das operagbes militares foi extraordinariamente reduzida e por vezes até
esquecida, sendo em contrapartida a sua aplicagdo nas indistrias ditas civis o seu campo
normal de aplicagdo.



Aplicactes da Matematica 77

————

Na maioria dos livros que abordam assuntos relacionados com Investigacdo
Operacional os exemplos j ndo s3o relacionados com aspectos ticticos ou estratégicos de
ambito militar e a maioria das vezes nem as indistrias de defesa sio focadas ..

No caso dos problemas militares verifica-se que € na rea do apoio logistico que a
Investigagdo Operacional. vai fazendo o seu regresso a0 ambiente militar, desenvolvendo-
se algoritmos que poderdo apoiar a tomada de decisio do comandante, sendo a propria
teoria da decisdo uma matéria que também se esti a generalizar.

O desenvolvimento e utilizagdo vulgarizada do computador veio permitir maior
facilidade ¢ rapidez de célculo com recurso a grande nimero de algoritmos de apoio a
Investigagdo Operacional.

Exemplos de algoritmos de apoio 4 Investigagio Operacional utilizados no campo
da Logistica,

Suponhamos que queremos encher um contentor com varios objectos seleccionados
entre varios possiveis , de modo a utilizar 0 maximo de objectos e o maximo de volume &
nossa disposigio

Este problema pode ser formulado matematicamente numerando os objectos de 1 a n
e introduzindo um vector de varidveis binarias x; (j = 1... n) tendo o seguinte significado

1 se selecciono o objecto
x- ] .
g 0 no  caso contrario

Entdo se p; for a medida da “necessidade” dada para o objecto j , w; 0 seu tamanho e ¢ 0
tamanho do contentor, o nosso problema sera seleccionar de entre todos os vectores
binarios x satisfazendo a restrigio

n
ZWJ’X}' <cC

J=1

aquele que maximiza a fung3o objectivo

"
D.pix

=1

Este algoritmo ¢ conhecido pelo problema do Knapsack (saco mochila) e tem sido
intensamente estudado , atraindo tedricos e praticos.
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Vé-se que ele ¢ fundamental para resolver situagGes de carregamento de navios ou
avides, mas também estd a ser amplamente estudado na aplicagdio de verbas em
investimentos.

Outro dos aspectos fundamentais da Logistica é o transporte de munigdes,
combustiveis e viveres, com economia de custos.

O “Problema de Transporte™ envolve a optimizagZo do transporte e a distribuigdo de
bens e servigos a partir de varias origens para varios destinos E evidente que existem
sempre diferentes modalidades de encaminhamento  Origem-Destino, com custos
diferentes.

A solug@o do problema obriga a que sejam calculadas quantas unidades devem ser
encaminhadas de cada origem para cada destino, satisfazendo as necessidades destes com o
custo total minimo

Estrutura matematica do problema

Considerando m Origens dispondo da quantidade a; de um bem (i =1,...m)

Considerando ainda n Destinos necessitando da quantidade b; daquele bem (j=1,...n)
Existe um custo unitario ¢; correspondente ao transporte de uma unidade do bem de cada

origem para cada destino
| De cada origem i sera transportado para cada destino j a quantidade x;;

O modelo de PL € entio

Min f{x)= i Z": Cij Xy

i=l j=1

Restriges : 1) Da “ Oferta”

2) Da “Procura”

D xw=b (©>0,j=1,.n)

i=l

3) Logicas

X 20 einteiro
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Num modelo equilibrado considera-se

m n
Z a = Z = b
i=l j=1
Significando que a totalidade da “Oferta” das Origens iguala a totalidade da “Procura™ nos
Destinos ( quando a “Procura” difere da “Oferta” ¢ necessario equilibrar 0 modelo)

Um dos aspectos que é de importéncia capital quando ha necessidade de ligar varias
origens com varios destinos € a obteng@o das distancias minimas.

O algoritmo Floyd-Warshall permite-nos obter as distancias minimas e a descri¢gao
dos caminhos correspondentes a cada uma .

Este aligoritmo ¢ de extrema utilidade pois permite obter as distancias minimas tanto
no emprego de pipe-lines como no langamento de fio telefonico ou deslocagio de
munigSes, por exemplo.

Assim seja o grafo G = ( X,A) um grafo conexo, x; 0 vértice inicial, x, o vértice final
e consideremos os custos ¢; > 0 associados aos arcos (x;,x;)de G. O problema do caminho
mais curto consiste em determinar o caminho entre o vértice origem x; e o vértice destino
Xa CUja soma dos custos ¢; associados aos arcos que o constituem € minima

Apresentei apenas exemplos de algoritmos que tém aplicago directa em acgdes
logisticas , nomeadamente no que respeita & fungdo Transporte, mas praticamente toda a
teoria de Investigagio Operacional é aplicada com grande utilidade na 4rea Logistica.

A logistica nos tempos actuais tem nas operagdes militares tanta importincia quanto
os aspectos ticticos e melhora cabalmente os seus procedimentos apoijando-se na
Investigagdo Operacional

No nosso pais hoje em dia , felizmente , a solicitagdo feita s Forgas Armadas tem
sido sobretudo nas operagdes de manutengdo de paz e acgGes humanitarias . Sdo do
domix;i: plblico as acgdes desenvolvidas pelas Forgas Armadas Portuguesas na Bosnia e
em Affica.

Estas situagbes apoiam-se grandemente na componente logistica , dando-the
actualidade e exigindo aos profissionais de logistica um elevado grau de pericia em virias
especialidades tais como , stocks, transportes, gestdo de manuteng@io , caminhos criticos ,
controlo , planeamento de factores humanos etc....

Muito atil e louvavel seria que a comunidade cientifica e a militar juntassem esforgos
no sentido de produzir um efeito sinergético na optimizagdo das acgdes logisticas
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Limites das Propriedades Efectivas de Materiais Celulares.

Z. Dimitrovova' and L. Faria®
Resumo.
Apresenta-se nova metodologia para o estabelecimento de limites das propriedades mecanicas
efectivas de materiais celulares constituidos por células abertas. Essa metodologia foi aplicada a casos
bidimensionais em [7], verificando resultados conhecidos. O trabatho presente trata modelos
tridimensionais, em que os limites obtidos s3o novos. A metodologia apresentada permite estabelecer
condigdes para microestruturas Optimas, que em alguns casos podem ser especificadas
geometricamente.
1 Introducdo

Materiais celulares tém propriedades uteis que permitem miultiplas aplicagdes, como
absorsores de energia cinética, como isoladores térmicos, etc. Alguns destes materiais sio
naturais (cortiga e madeira), outros podem ser fabricados.

Um material celular é composto por uma rede de barras e cascas sélidas interligadas,
formando células, que se repetem, talvez com algumas modificacBes, no meio c&lular.
Materiais celulares podem ser divididos em materiais com células abertas, quando apenas
barras s6lidas estdo presentes; e os com células fechadas, que contém partes de cascas. De
ponto de vista de estudo de propriedades mecinicas, podem ser considerados como
compdsitos de duas fases: sélida e vazia.

A monografia mais detalhada sobre solidos celulares foi publicada por Gibson e Ashby,
[10], mas o problema de estabelecimento de limites das propriedades efectivas nio esti 13
tratado.

O estabelecimento de limites das propriedades mecénicas efectivas de compésitos é um
assunto de investigagiio considerdvel hi muitos anos. No trabalho presente estimativas de
[12]-[13] e de [2] para compdsitos efectivamente isotrépicos ou com simetria cibica efectiva,

respectivamente, s3o utilizados.

' IDMEC, Instimto Superior Técmico, Av. Rovisco Pais 1, 1096 Lisboa, (zdimitro@demistutlpt ou
arznadimitrovova@yahoo.com).

* Departamento de Engenharia Mecinica, Instituto Superior Técnico, Av. Rovisco Pais 1, 1096 Lisboa.
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| Um dos mais importantes parimetros que descreve um material celular particular ¢ a
densidade relativa, s, definida como razio entre a densidade de meio celular e densidade de
material de fase sélida. Ha duas caracteristicas principais que determinam solidos celulares:

o Dimensdo das partes vazias ¢ muito pequena em relagio & dimensio do meio, o que

' permite utilizagdo de teoria de homogeneizag3o, ver [3]-[4], [9], [11], [15], [17].

o Densidade relativa € baixa, habitvalmente estd considerada até s=0.3, ver [10],
consequentemente uma das dimensSes ao nivel das células é pequena, permitindo
simplificagio dos cilculos da teoria de homogeneizagio utilizando teorias estruturais

H como estd demonstrado em [5]-[6].

Naturalmente, limites das propriedades mecénicas efectivas de materiais celulares podem
ser calculados usando limites para compositos de duas fases, introduzindo propriedades zero
das partes vazias e possivelmente com posterior linearizaggo em relacdo 4 densidade relativa.
Assim podem ser obtidos limites para casos bidimensionais, onde meios celulares podem ser
compostos apenas por uma rede de barras solidas. Para o caso tridimensional foi provado em

. [1] que estruturas 6ptimas tém que conter partes de cascas. Por isso limites para materiais

celulares de celular abertas t&m que ser estritamente inferiores e a necessidade da nova
metodologia esté estabelecida.

A contribuigdo deste trabalho € na determinagdo destes limites até agora no publicados,
e na especificagdo detalhada das microestruturas dptimas em forma de condigdes necessarias
e suficientes, que podem ser em alguns casos especificadas geometricamente.
2 A Nova Metodologia

Como ja foi dito, a metodologia foi apresentada em [7), mas apenas para o caso
bidimensional.

De ponto vista de simplificagdo do problema, vamos assumir que o material da fase
s6lida ¢ isotrépico homogéneo. Sem restrigio na generalidade podemos também assumir que

a microestrutura dos meios celulares em consideragio é peribdica. Apenas materiais

efectivamente isotropicos ou com simetria cibica efectiva sdo considerados neste trabalho. A

matriz de rigidez efectiva, C*, nestes casos tem a forma seguinte:

o0 o K*+4'G*/3 K*-2'G*/3 K*-2'G*/3
C*=[ ! < *},onde C*= K*+4'G*/3 K*-2'G*/3|e
2 sim. K*+4'G*/3

0
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2k
G 0 0
C,*= G* 0
sim. ’G*

K* representa médulo de Young,'G* ¢ *G* os médulos de corte com condigdo de isotropia:
'G*="G*=G*. Asterisco determina nio s6 propriedade efectiva mas também o facto que as
constantes sdo adimensionadas em relagdo ao médulo de Young da fase sélida E,.

De ponto de vista de modelo estrutural barras sio modeladas pelas vigas e para jungdes
dois tipos de modelagio sdo possiveis: ou articulagio ou junta rigida. De acordo com [16]
termos micro-estruturas (quando vigas possivelmente curvas sio ligadas principalmente pelas
juntas rigidas) ou micro-treligas (quando vigas directas, de facto barras, sdo ligadas somente
pelas articulagSes) sdo introduzidos.

A metodologia nova esti baseada na expressio da energia de deformagio efectiva, que
pode ter forma (Z é tensdo efectiva):

2 3
W=l .&L.FMR ou
2\ K*  2G*

(1)
W = __1_{_& + 2323,12 "'2%,13 + 2123.23 + (En,n - ED.ZZ + (zb,u — ED.33 + (zn.n - zn.zs)zJ

2| K* G+ 6'G*
para materiais efectivamente isotropicos ou com simetria cibica efectiva, respectivamente.
Para poder exprimir desta formula uma propriedade constitutiva efectiva, a carga teste tem
que ser introduzida em termos de componentes de tensio efectiva. Consequentemente

componentes de deformagio efectiva tem que satisfazer algumas condigges, ver Tabela 1.

Carga | Propriedade . - . -~
teste constitutiva Especificagdo de T Especificagdo de E
T K* Z,,=25,=L,;#0, Z;=0 Vi E, =E ;,=E ;;#0, E;;=0 Vi
s 1G* 2,42y +L55=0, 3k; Zy, 20, E,,+E,,+E,,=0, 3k; E,,=0,
Z,,=0 Vi E,;=0 Vizj
2 ‘G 272,72, =0, Jizj; Z,;#0 E,,=E,,=E;;=0, Ji#j; E; #0
zll-'-F':ZZ'-'-E@S:O’ 3k, Ekk;"oi E11+E22+ESJ=0’ Bk; Ekkioi
BE G* Jiwg; Z,%0 Ji#j; E,=0
L, /Z;=v;; Vi#j when 20 E./E;= Y; Vi#j when E;#0

Tabela 1 - Cargas testes e especificagdo correspondente de componetes de tensdo e deformagdo efectiva
Para expressio de = e W o operador de média sobre célula basica pode ser usado:
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z =|%:[cdy = Fl;lz Jcidy = Z(ci),

Z, =Z(c}k), Wi=iz(wi),

onde ¢’ ¢ W' sdo tensio e energia de deformagdo local, que correspondem a viga-i com

volume [V*]. O volume total da célula basica é [V e o volume da fase sélida ¢ designado
por [V¥ . No passo seguinte as contribuigBes da viga-i (¢') e (W') s3o exprimidas em termos
de forgas internas generalizadas.
I A metodologia nova é mais facil de aplicar quando apenas micro-treligas sdo
|| consideradas. Primeiro, ¢ possivel provar que, em relagdo a estruturas optimas, vigas
rectilineas com érea de secgdo transversal constante s@o preferiveis a vigas curvas, ver [8].
‘ Segundo, usando conclusdes formuladas em [7], apenas no caso da carga teste Z° estruturas
optimas de grupo das micro-trelias tém modulo de corte G* mais elevado quando micro-
estrutura relacionada é considerada. Este aumento é causado pela contribuigio de flexdo, é
diferente para diferentes estruturas G*-Gptimas mas n#o ¢ significativo, e a tangente em s=0
coincide com modulo G* anterior, i.e. para micro-trelica.

3 A Nova Metodologia Aplicada Dentro de Micro-Trelicas

Vamos considerar uma célula basica composta pelas n barras com 4rea de seccdo

transversal constante ao longo da barra. A barra-i tem comprimento /, area de secgdo

transversal A,, fora normal intema N; e 2 sua posi¢do estd determinada pelos angulos
6 e (0, 'n:) e Qe (0,211:) em relago as coordenadas y;, j=1,2,3, ver Figura 1. Depois:

. cos’;sin?@;; sin g; cosg;sin®6;; cose, sin §, cosH,
(O‘i> =[—‘}T‘ sin® @;sin®8;;  sin @,sinB, cosb, | e
sim. cos’ 9,

o))

1
E conveniente usar notagio:

'Q; =cos’ @;sin*6;, *Q; =sin’ g, sin*0;, *Q; = cos? 6, ;
'®, =sin @; sin 6, cosh;, >®; = cos; sin 6; cosH,, * P, =sin @; cos, sin*6, ;
"¥, =sin’ @, sin’ @, —cos*6;, *'¥, = cos® B, —cos’ ¢, sin? 6, , ¥, =cos(29, )sin?8, ;
e introduzir os vectores seguintes, ver [7]:
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N=<N, —ll—,I‘I2 -—[2—,...,Nn - ,

A1 AI An
R={Q1A,Q,JLA,,. jQ JTA | =123,
jQ= jd)l IIA],jtl)zvlez,,_,,j(Dn LA, §, 51,23,

L= {\/I|A| :\/IzAz ’"'"\/lnAn }’
'P=’R—'R, ’P='R-'R, *P='R-"R.

Obviamente:

i = (% JIA, ¥, LA, ¥, /LA, }, 12,3 ¢
'"P+*P+P =0, 'R+’R+'R=L,

['of 2 + 2 +]of +] o +[PQf =2jj

=[Lf v

onde | | é norma Euclidean. A tensZo efectiva pode ser exprimida como:

2
»

>

1

P SN = R R Q20 Qf 7, @

onde 2={2,1,22,233,223,23,,212}, S ¢ matriz estitica modificada e “” designa

multiplicagio de matrizes. Estas formulas sdo suficientes para poder exprimir a razio que
define uma das propriedades constitutivas de formula (1) e condi¢Ses adicionais nas forgas
normais internas usando formula (2) e coluna 3 da Tabela 1. Condigdes de maximalidade sdo
obtidas como condigSes que asseguram igualdade em posteriores estimativas dessa razio. Nas
estimativas sdo utilizadas basicamente desigualdade de Schwarz e alguns factos de algebra
linear. Mas estas estimativas ndo podiam ser desenvolvidas geralmente sem utilizag@io de mais
um pressuposto relacionado com limite de Voight, ver [14], que pode ser escrito em forma:
ST-E=N/E,,

onde E= {E“,EE,E”,ZEB,ZE”,ZEB}. A condi¢gdo de maximalidade é obtida pela
introdugdo das condig@es especificadas na coluna 4 da Tabela 1.

Os resultados obtidos s&o presentes em Tabela 2. As provas para casos de 'G* e *G* sio
bastante compridas, mas permitem uma descrigfio inica de micro-treligas optimas. Os meios
mais simples destes grupos estio nas Figuras 2 e 3. O G*-limite foi estabelecido usando

sobreposigio dos resultados anteriores, que pode ser usada em alguns casos, ver [7].
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Constante . Condigdes de _— C
constitutiva Limite maximalidade Condigdes adicionais
i K* §/9 N//L 'R-L'="R-L'="R-LT & 'QLL Vi
‘jn 'G* s/6 Possivel especificagdo geométrica
| [ 2G* /9 Possivel especificagio geométrica
[ Inll_lzell s
| — CECEED
G* 15 | N=AP+p'Q cos{'R,*R)= cos"R ’R)=cos"R'R) &
'QURVij & 'Q1'QL'Q & ['0f=[*0]=[*q]
r Tabela 2 — Limites e condi¢bes necessdrias e suficientes para micro-trelicas dptimas

| 4 Conclusio

: A metodologia nova apresentada neste trabalho é completamente geral para materiais
’ celulares de células abertas e permite estabelecer valores limites de propriedades mecinicas
ainda ndo encontradas. Em relagdo a direcgGes principais das cargas testes examinadas neste

I
' trabalho, pode-se concluir que apenas no caso de Z'C este conhecimento é util, porque s6

estruturas ' ~6ptimas.

|
|
‘ neste caso as direcgdes principais de Z'® concordam com as direcgdes das barras das
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Figura I — Especificacdo da barra-i
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Figura 2 — Micro-treli¢a mais simples ! G*-6ptima, a célula bésica possivel tem barras mais grosas
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Figura 3 — Micro-trelica mais simples > G*-6 tima, a célula bésica possivel tem barras mais grosas
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Deteccdo ndo destrutiva

Carlos J. S, Alves
Departamento de Matematica, Instituto Superior Técnico,
Av. Rovisco Pais 1, 1096 LISBOA Codex
(e-mail: calves@math.ist.utl.pt)

Resumo

A utilizagao de raios X para detecgdo ¢ uma prética de uso corrente que ¢ utilizada na medicina
através de radiografias ou tomografia axial computadorizada, ou no controlo de seguranga nos aeroportos.
No entanto nio podemos falar de uma detecgio completamente nio destrutiva, pois trata-se da emissio de
radiagdo de alta frequéncia. Neste artigo, apresentaremos recentes técnicas matematicas que abordam o
problema de detec¢do (para qualquer frequéncia) como um problema inverso de difracgdo.

1. Introdugio

Com o objectivo de apresentar o contexto actual em que se situa a investigagdo no campo
da deteccdo ndo destrutiva, comegamos por apresentar exemplos em diferentes dominios
cientificos.

Medicina. O primeiro caso notivel de detecgio ndo destrutiva é a descoberta da
radiografia por Roentgen no final do século XTX. A emissdo de ondas electromagnéticas de alta
frequéncia (os denominados Raios X) permite obter uma reconstituicio fotografica de objectos
opacos contidos num corpo transparente através da sua sombra. E o caso das radiografias em
que, a determinada frequéncia, os tecidos subcuténeos sdo transparentes e o objecto a analisar
(um osso, ou algum 6rgdo) provoca alguma sombra. Situagdo semelhante ocorre com as
ecografias, s6 que neste caso sdo utilizadas ondas acisticas de alta frequéncia, os ultra-sons, em
vez de ondas electromagnéticas.

A utilizagdo das ecografias ¢ mais benigna, mas a técnica implementada nio permite
imagens nitidas e ndo ha muitas solugBes quando os érgdos a examinar s3o transparentes a essas
altas frequéncias. Um processo desagradave! consiste em utilizar substincias que se infiltram
nesses 0rgdos e os tornam momentaneamente opacos 4 radiagdo.

No entanto, ha muitas circunstincias em que no ha solugdo aparente. Um caso habitual é
a deteccdo de um tumor situado na medula 6ssea, causador de leucemia. O osso sendo opaco &
alta radiagio nio permite a sua detecgdo pelos processos vulgares. A recente abordagem deste
caso por D. Colton e P. Monk [4], encarando-o como um problema inverso de difracgiio levou 2
obtengdo de resultados promissores do ponto vista teérico... Com efeito, até 2 presente data ainda
nZo foi construido o simulador com o qual a Forga Aérea Norte-Americana pretende realizar
experiéncias.

Materiais. Um outro aspecto importante é a detec¢do nio destrutiva de defeitos em
materiais, mais concretamente a detecgdo de fissuras, cavidades ou impurezas em materiais. Uma
vez construida uma pega, € importante assegurar a sua qualidade com um processo que ndo
comprometa a propria pega!

Um processo pode ser a difracgdo de ondas (elasticas ou electromagnéticas), ou a
aplicagdo de tensdes superficiais e subsequente medigio dos efeitos.

Um problema real é a jungio ou colagem de dois componentes que s&o pegas de um
reactor nuclear. Caso haja uma fissura ou uma cavidade entre eles essa jungio ¢é instavel s altas
temperaturas a que estd submetida e pode pdr em perigo o funcionamento de uma central
nuclear.

Convém notar que a inspecgdo da qualidade de pequenas pegas através de Raios X ¢
bastante usual. No entanto, podendo permitir a detecgio de cavidades no material, nfio permite a
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deteccdo de fissuras (podemos entender fissura como sendo uma cavidade em que a sua
‘ espessura € bastante inferior ao comprimento de onda).

Geofisica. A pesquisa geologica € outro assunto em que a detec¢do é factor fundamental.
Aqui n3o ha sequer a possibilidade real de que a detecgio seja fortemente destrutiva.

A explosdo de cargas no subsolo (no contexto, encarada como minimamente destrutiva)
gera ondas elasticas que se propagam com velocidades diferentes nos diversos estratos. A
medi¢io do resultado dessa difracgdo permite, actualmente, apenas testar teorias acerca da
localizagdo de estratos e falhas na crosta terrestre. Um tratamento matemitico completo do
assunto & neste caso demasiado complexo devido ac grande nimero de graus de liberdade
existente e a escassa informagéio que é possivel reunir através de sismografos.

Radar e Sonar. O radar € outra aplicagdo importante, popularizado pela eficacia
revelada na II Guerra Mundial. Permite a detecgdo de aparelhos no espago aéreo (avides) ou
maritimo (submarinos) e também a detecgio de materiais enterrados a pouca profundidade (por
exemplo, minas). O sonar, por sua vez, tem também grande aplicagdo a nivel maritimo,
nomeadamente para a localizagdo da pesca. A qualidade da informagdo obtida pela reflexdo das
ondas (acisticas, no caso do sonar, e electromagnéticas no caso do radar) é, no entanto, bastante
deficiente.

2. Problemas Directo e Inverso

Chamamos problema directo ao problema que consiste em emitir uma onda e determinar
o resultado da sua difracgdo num obsticulo conhecido (ver Figura 1). O obsticulo considerado
nao tem que ser conexo, pode ter varias componentes separadas no espago, mas a fronteira é
suficientemente regular (sem cantos), sendo normalmente consideradas fronteiras C' . Trata-se de
um problema bem posto (cf. [3]), pelo que pequenas alteragSes na emissdo conduzem a pequenas
alterages na recepgao e reciprocamente (supde-se o obstaculo fixo).
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Figura 1. Esquematicamente, os problemas directo e inverso.

O mesmo ndo se passa com o problema inverso. Entendemos por problema inverso, o
problema em que o obsticulo é desconhecido, e apenas conhecemos as ondas incidente e
difractada (ver Figura 1). As restrigdes impostas a regularidade da fronteira do obstaculo s3o as
mesmas que no problema directo, normalmente trabalhamos com regularidade C', ou mesmo

C?. O problema inverso € mal posto, j4 que se mantivermos a mesma ondz incidente, e fizermos
uma pequena alteragdo na forma do objecto, podemos obter uma onda difractada completamente
diferente. Assim, também pequenas alteragSes na medi¢do da amplitude da onda difractada,
proprias do aparelho de medida, podem comprometer a identificagéio da forma.
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3. O Problema Directo

3.1 Equagio de Helmholtz

Vamos modelizar matematicamente um problema simples. Consideramos a difracggo de
ondas acusticas planas (harménicas no tempo) por um obstaculo tridimensional e medimos a
amplitude da onda difractada.

Sejam u"™(x)=¢"™#, ondas planas incidentes cuja direcgfio de deslocamento é um .
vector unitério e ondew € a frequéncia da onda. A onda difractada pelo objecto € verifica a
equagdo de Helmholtz':

Au+@’*u=0 em R°\Q
e sdo impostas condicGes na fronteira do objecto, consoante as suas propriedades de impedancia.
Num caso razoavelmente geral, podemos considerar uma condigdo de Robin:

(%HZ)(:: +u™)(x) =0 em &,

em que Z ¢ a impedéncia. O comportamento da onda difractada quando ||x]|— © é determinado
pela amplitude limite 4, tendo-se (a partir da condigio de radiagdo de Sommerfeld)
€

£
”(x)-—”“x—‘”— (m)"' (1=l™ ) |-

E a partir do conhecimento de A, uma fungdo analitica definida sobre a superficie esférica
unitaria (ver Figura 2), que se pretende determinar a forma do objecto.

ol |

-

Figura 2. Padrdo do médulo da amplitude limite
num caso de incidéncia de ondas eldsticas.

' Convém referir que assumimos aqui um meio homogéneo em que a velocidade de propagacdo da onda é
constante ¢ define a unidade. Num caso geral a equagdo de Helmholtz fica

c(x
em que ¢(x) é a velocidade no ponto X . Isto introduz um outro tipo de problema inverso em que a distribuicio
da velocidade c(>x) passa a ser a incognita a determinar.

2
Au+(i)J =0 em IR\ O
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3.2 Resolu¢iio numérica do problema directo.

Ao pretender resolver numericamente o problema directo com ¢ método dos elementos
finitos, e como pretenderemos usar o mesmo método para a resolugio do problema inverso,
debatemo-nos com um problema imediato que € o facto dos nossos dominios serem o exterior de
obstaculos . Como se tratam de dominios infinitos, a Ginica possibilidade é considerar um
dominio artificial suficientemente grande que contenha Q, o que pode levar a malhagens de
grande dimensdo e exageradamente complexas.

Uma solugdo razoavel e eficaz é discretizar o problema com o método do elementos de
fronteira. Para esse efeito precisamos de estabelecer equagGes integrais associadas ao problema
directo. No caso de considerarmos objectos rigidos, a condi¢do de fronteira é a condi¢io de

Neumann,
& )
—@+u™)(x)=0,em &,
a‘h(u u™)(x) em

e podemos obter a formula de representagio integral em &), através de um potencial de camada
dupla

u()= [p0) 2 O(x-2)as(7),

em que ¢ € uma densidade em A2, e Tx—))=

€ uma solugio fundamental da equagdo
4| x-y|

de Helmholtz em R’. A densidade @ ¢ determinada resolvendo a equagdo integral

a d a

—D(x - y)s(y) =—u"(x) em &2,
o [90) 5 @G B0) = ()
que tem, no entanto, um nicleo hiper-singular. Todavia, usando um método de elementos finitos
de fronteira, € possivel obter uma formulag3o variacional equivalente em que a forma bilinear ja
apresenta integrais com nicleo fracamente singular, numericamente calculaveis. Uma outra

hipétese é obter uma equagdo integral derivada de um potencial de camada simples

u(x) = [y ()B(x-y)ds(),
o]

e aplicar um método de quadratura de Nystrém, como em [3].

4. O Problema Inverso

O estudo do problema inverso de difracgdo é consideravelmente recente, e sofreu um
grande impulso com os trabalhos de D. Colton e R. Kress nos anos 80, [2, 3].

Ja referimos que se trata de um problema mal posto, em primeiro lugar, porque pequenas
alteragSes na forma do obsticulo podem provocar enormes alteragdes na amplitude da onda
difractada (ver Figura 3), e em segundo lugar, porque ndo se pode sequer falar em existéncia de
solugdo, por falta de um espago conveniente. Basta reparar que a amplitude é uma funggio
analitica e nfo podemos esperar efectuar medi¢Bes analiticas, ja que devemos sempre contar com
‘ruido’, imprecisGes inerentes a qualquer medig#o. No entanto, temos um resultado de densidade
que ¢é importante a este nivel:

Teorema 1: A amplitude limite gerada pela difrac¢do de uma infinidade de ondas planas
inciderttes é densa no espago das fungdes L' definidas sobre a superficie esférica.
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N7 N

Figura 3. Uma pequena alteragé@o no dominio provoca uma grande alteragdo
na onda difractada (pressupde-se neste esquema ilustrativo uma reflexdo
perfeita de um raio, assumindo alta frequéncia}

4.1 O problema da unicidade.

E muito importante saber se é possivel determinar univocamente o objecto a partir da
difracgdo que provoca e, caso afirmativo, saber quantas ondas incidentes sdo necessirias para o
fazer.

O primeiro resultado que se conhece acerca de unicidade para o problema inverso é um
resultade comunicado por Schiffer a Lax e Phillips ([7]), cujo argumento se baseia numa
propriedade dos valores proprios que é apenas vilida quando na fronteira dos objectos se verifica
a condi¢do de Dirichlet »=u". O resultado de Schiffer assegurava unicidade, caso se
dispusesse das amplitudes limite de uma infinidade de ondas incidentes, mas este resultado foi
melhorado por Colton e Sleeman [CS], que conseguiram mesmo estabelecer unicidade usando
uma unica onda incidente, caso se soubesse que os obstaculos estavam contidos numa bola de
raio r<z/o.

Até 1990 o problema de unicidade para a condigfio de Neumann ficou por provar, mas
uma nova demonstragio de unicidade para o problema de Dirichlet, por V. Isakov [5], permitiu a
Kirsch e Kress [6] assegurar a unicidade para o problema de Neumann através da incidéncia de
uma infinidade de ondas planas (ainda é um problema em aberto saber se & possivel obter
unicidade com um nimero finito de ondas incidentes).

Em qualquer destas demonstragGes é assumido que os obsticulos possuem fronteiras
regulares (pelo menos C') e foi o excluido o caso de obstaculos que podem incluir fissuras. Mais
recentemente (cf. [1]), foi demonstrada a unicidade para o caso mais geral em que também se
incluem fissuras e € considerada uma condigio de fronteira de Robin, em que a propria
impedéncia é desconhecida. Também neste caso é exigido o conhecimento da amplitude limite
gerada pela incidéncia de uma infinidade de ondas planas.

Teorema 2: Sejam A,(,;0) e A,(.;0) as amplitudes limite geradas por obstdculos D, e
D, (respectivamente), apés a incidéncia de uma onda plana de direcgdo 8.

Se 4,(,;0) = A,(;0), V8, entdo D,=D, e Z,=Z, (em que Z,, Z, sdo as respectivas
impeddncias).

Convém referir aqui que, apesar de se assumir que parte de D, ou D, pode ser uma

fls§ura, estamos ainda a considerar superficies regulares. Estabelecer estes resultados para
objectos com ‘cantos’ é ainda um problema em aberto.
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4.2 Resolugiio numérica do problema inverso.

Como se trata de um problema mal posto, resolver numericamente o problema inverso é
uma tarefa complicada e portanto é normalmente necessario usar técnicas de regularizacdo para
inverter operadores compactos, nomeadamente usando os resultados de Tikhonov {e.g.[3]).

As técnicas numéricas encaram o problema inverso como um problema de minimizagdo,
ja que, sendo impossivel obter a forma exacta (... a menos que se caia num ‘inverse crime’, como
alertado em [3]), procura-se obter a forma D que melhor aproxima D, no sentido de minimizar

| 4p ~ Az ||

emque § ¢ a superficie esférica e 4,, , Aj sdo as respectivas amplitudes limite.

Actualmente, os processos de resolugio numérica tratam apenas da recuperagdo da forma

de um tnico objecto conexo, normalmente um dominio ‘estrelado’, cuja fronteira de D &
descrita pelos pontos

*(8)

x=r()8 (@cs),
em que § ¢€ a superficie esférica e 7 é uma fungio continua definida em S .
Para aproximar r, considera-se uma familia de fungdes densa nas fungSes continuas em
§ . Isto pode ser obtido usando varios tipos de funcSes base, no quais se incluem fungdes
trigonométricas.
O método de minimizagio normalmente utilizado é um método do tipo ‘minimos
quadrados’, uma variante do método de Gauss-Newton, conhecido como Levenberg-Marquardt.

Uma outra maneira de proceder 4 minimizagio é obter a derivada de Fréchet do operador
Ap,, relativamente ao dominio, trata-se de uma derivada de dominio, cujo valor pode ser obtido
através da resolugdo de um problema semelhante ao da difracgdo, como foi provado por Kirsch
(cf. [3]). Tendo a derivada de Fréchet pode ser implementado um método de Newton para o
operador 4,, .

No entanto, em qualquer dos casos, existe um problema dificil de solucionar na
minimiza¢do, que é o da boa escolha da aproximagdo inicial, j4 que é dificil contornar a
existéncia de minimos locais, que nos afastam da forma pretendida - o minimo global. Mas,
como normalmente hi uma informagio ‘a priori’ acerca da localizagdo aproximada do objecto,
os resultados actualmente obtidos sio prometedores para uma implementagdo experimental, ja
que asseguram bons resultados, mesmo com um erro experimental nas medi¢des de 10%.
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Resumo

A \tilizagdo da modelagdo matematica em engenharia costeira representa
actualmente um valor acrescentado inprescindivel na abordagem destes problemas. A
utilizagdo dos modelos contribui decisivamente para uma melhor comprensdo dos
sistemas e funciona como ferramenta de apoio @ decisdo na analise de possiveis
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Introducgdo

Em zonas ecologicamente sensiveis como é o caso dos meios aquéticos, as acgbes
de planeamento e gestdo ou os projectos e execugdo de trabalhos de engenharia
devem ser antecedidos por um planeamento cuidado que minimize os impactes sobre
o meio. No entanto, para que se atinja este objectivo é necessario ter um
conhecimento profundo dos sisternas, de modo a ser possivel prever como estes irdo
reagir as novas condigoes.

Com o aparecimento dos computadores surgiu uma ferramenta capaz de processar
grandes volumes de informagéo, que rapidamente se tomou num auxiliar essencial na
integragdo do conhecimento. Esta “nova” ferramenta permitiu a estruturagio da
informagdo de um modo intuitivo e de facil acesso (SIG — Sistema de Informagéo
Geografica), permitiu a divulgagdo a escala mundial dessa mesma informagio
(interet) e permitiu que os modelos conceptuais desenvolvidos ao longo de décadas
a partir da analise experimental por bidlogos, quimicos, fisicos pudessem ser
acoplados e aplicados de uma forma generalizada a casos reais.

Nesta perspectiva, os modelos matematicos representam actualmente uma
ferramenta imprescindivel na abordagem destes problemas, contribuindo
decisivamente para uma melhor compreensé@o dos fenémenos envolvidos e fazer o
diagnostico das situagdes, permitindo tomar decisées ao nivel das solugbes de
engenharia e efectuar uma analise dos impactes associados. O campo de aplicagio
dos modelos é bastante vasto, podendo simular fenémenos que vao desde a
hidrodinamica ao transporte de sedimentos, a qualidade da 4gua e ecologia.

Nesta comunicagdo apresentam-se alguns exemplos de aplicagio de modelos
matematicos a problemas de engenharia costeira, envolvendo problemas de
hidrodinamica, transporte de sedimentos e qualidade de agua.

Os Modelos Matematicos

Um modelo matematico, na perspectiva em que é aqui apresentado, pretende ser a
representagdo matematica de uma realidade fisica. Estas representagbes
matematicas podem ser derivadas directamente das equagdes fundamentais que
descrevem os fenémenos (com ou sem simplificagdes) ou resultar de modelos
empiricos construidos em tomo de observagdes sistematicas da natureza.

Implementacdo de um modelo matemético

A implementagdo de um modelo matematico passa por diversas fases. Numa primeira
fase é necessario proceder a uma recolha de informagé&o sobre o local. Elementos
sobre batimetria, dados de comentes e niveis para a calibragio da hidrodinamica,
dados relativos ao problema especifico que se pretende modelar (e.g. qualidade da
agua, sedimentos, etc). No caso dos elementos ndo existirem sera necessario definir
um programa de trabalhos para recolha de dados de campo que permitam a definigdo
da geometria, uma verificagéo e posterior calibragdo do modelo.

Com base na informagdo recolhida, nomeadamente da batimetria, é entio possivel
definir uma malha de calculo. Este procedimento consiste na interpolagdo da
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informagdo existente para os pontos de uma malha onde irdo ser calculadas as
varidveis do problema (velocidades, niveis, taxas de transporte, etc).

Verificagao, Calibracao e Validagdo dos Modelos

A qualidade dos resultados de um modelo depende da qualidade do modelo
propriamente dito (equagdes, método numérico e codigo) e dos cuidados fidos
durante a implementagéo (qualidade dos dados, da calibragéo e da validagdo). A
verificag@o do modelo ¢ feita através da comparagéo dos seus resultados com casos
com solugdo analitica, ou através da andlise qualitativa dos resultados em casos
teste. Este processo permite verificar a capacidade para as equagdes resolverem o
problema em andlise, verificar a qualidade do método numérico utilizado e identificar
erros do programa. No caso de um modelo hidrodinadmico as equagbes e o seu
dominio de validade sdo nomalmente conhecidos, mas no caso da qualidade da
agua, ou mesmo do transporte de sedimentos o grau de confianga é menor.

A qualidade dos resultados de um modelo que tenha passado a fase de verificagdo
depende da qualidade da implementagdo, a qual estd dependente da qualidade dos
dados utilizados para definir as condi¢des aos limites e proceder a calibragio
(batimetria, marés na fronteira aberta, caudal do rio, caracteristicas dos sedimentos,
etc.). Durante a fase de calibragéo séo ajustados os parametros do modelo, de forma
a que este reproduza o conjunto de dados utilizados para o efeito.

A validagdo consiste na verificagio dos resultados através da sua comparagdo com
um conjunto de dados independente dos utilizados na calibragdo. Num modelo
hidrodin@mico a validade dos resultados € normalmente assegurada através de uma
calibragdo cuidada. No caso dos modelos de qualidade da &gua o numerc de
parametros € normalmente muito elevado. A validagio dos resultados, utilizando um
conjunto de dados independente, € assim essencial para garantir que através da
calibragdio ndo estamos fazer um simples ajustamento aos dados de campo
disponiveis e que o modelo mantém a capacidade de previsdo.

A calibragdo e validagdo da hidrodinamica € em geral relatvamente simples.
Normalmente & neste campo que existem mais medidas disponiveis e, mesmo ndo
existindo, a execugdc de uma campanha de medidas (niveis e cormrentes) envolve
meios relativamente pouco dispendiosos, sendo possivel obter elevados graus de
concordancia entre os resultados dos modelos e as medidas.

Ja no que respeita & simulagéo do transporte de sedimentos ou da qualidade da &gua,
a calibragio e validagdo dos modelos é bastante mais dificll. Estas dificuldades
adicionais tém a ver tanto com a propria complexidade dos fendmenos como com
limitagbes no que respeita & disponibilidade de dados, quer em quantidade quer em
qualidade.

Exemplo das dificuldades no que respeita ao conhecimento dos fenémenos &, entre
muitos outros, a descricio dos processos de troca entre a coluna de 4gua e o fundo, a
determinagdo dos campos de correntes produzidos por acgio combinada de ondas e
correntes e dos volumes de erosdo-sedimentagdo associados aos fenémenos de
transporte.

Estas limitagdes nao devem no entanto ser encaradas liminarmente como impeditivas
da utilizagZo dos modelos, uma vez que os resultados que s&o possiveis de obter
podem conduzir a ganhos significativos de qualidade no que toca ao conhecimento
dos sistemas e ao tipo de resposta a esperar na sequéncia de determinada acgao,
mesmo que sé possam ser encarados do ponto de vista qualitativo.
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Exemplos de Aplicagio

A aplicagio de modelos matematicos em problemas de engenharia costeira tem-se
generalizado ao longo dos ultimos anos, na medida que o custo dos computadores
tem vindo a decrescer e a capacidade de calculo a aumentar.

Com efeito, a utilizagio dos modelo é hoje considerada imprescindivel na
generalidade dos problemas, para efectuar diagnéstico de situagdes, integrar
resultados de medidas pontuais, aumentar a comprensao sobre o funcionamento dos
sistemas ou avaliar os possiveis impactes associados a determinado tipo de
interven¢do que se pretenda fazer.

Ao longo dos dltimos anos a Hidromod, em resultado da participagdo num grande
ndmero de trabalhos, envolvendo problemas relacionados com a hidrodinamica,
transporte de sedimentos, qualidade de agua, dispersio de poluentes, propagagéo de
ondas, efc., acumulou uma larga experiéncia na aplicagdo de modelo a zonas
costeiras.

A titulo de exemplo presentam-se de seguida alguns exemplos de aplicagdo dos
modelos & simulagéo de diferentes problemas.

Avaliagdo dos impactes de construgdo de estruturas ou dragagem de
canais

A utilizagdio dos modelos matematicos como forma de avaliar o nivel dos impactes
associados a diferentes possibilidades de intervengdo, conduz a ganhos significativos
na compreenséo da dinamica dos sistemas e, consequentemente, a uma perspectiva
objectiva do tipo de reacgdo a esperar de cada uma das acgbes propostas, permitindo
nomeadamente:

¢ Avaliar as alteragbes esperadas ao nivel da hidrodinamica e da qualidade da
agua;

» Caracterizar a forma como se processa o trinsito de areias por acgdo combinada
de ondas e comrentes;

» Avaliar os impactes de diferentes op¢des construtivas, tanto no que respeita a
geometria como as respectivas metodologias de construgao;

* Avaliar possiveis riscos decorentes das obras propostas (e.g. contaminagéo de
zonas vizinhas, possibilidade de agravamento de problemas de cheias, etc.).

Este tipo de tecnologias tem sido aplicado com sucesso a diferentes estudos, dos
quais se podem destacar, pela sua complexidade, os relacionados com as dragagens
do canal de acesso ao porto de Setiibal € com a possibilidade de construgdo dos
espordes a entrada do estudrio do Douro.

Em ambos os casos a utilizagio da modelagio matematica desempenhou um papel
determinante tanto ao nivel da escolha das solugdes de engenharia como da
avaliagéo dos possiveis impactes sobre o meio fisico aquatico.

No que respeita ao caso do estudrio do Douro (Figura 1) foi possivel simular sete
diferentes solugbes para uma futura possivel configuragio da barra, tendo a solugao
final proposta tido em consideragdo os possiveis efeitos sobre:

* A seguranga da navegagio,

e ftransporte de areias:
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* A inundagao das zonas ribeirinhas em situag¢éo de cheias;
e As alteragdes de salinidade no estuario.

Esta abordagem do problema permitiu assim por em evidéncia aspectos que de outra
forma n&o seria possivel avaliar,
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Figura 1 — campo de comrentes produzide por acgdo combinada de ondas, maré e caudal do rio
Deouro na situagdo de referéncia

No caso do estudrioc do Sado a Hidromod tem participado em diversos estudos
relacionados com a operagdo e expansdao do porto de Setibal. Estes estudos
iniciaram-se genericamente com a avaliagdo dos impactes relacionados com a

construgdo do terminal da Ford-VW e tém vindo sucessivamente a envolver outros
aspectos.

Recentemente foi concluido um estudo envolvendo a aplicagdo de um modelo
tridimensional para o estuario, que apresenta aspectos importantes em termos de
inovagdo tecnolégica. Esta aplicagdo teve por objectivo efectuar uma avaliagéo dos
impactes resultantes de um possivel aprofundamento do actual canal sobre o
transporte de sedimentos em suspensao (Figura 2) e sobre a distribuicdo de
salinidade no estuario. Como resultado foi possivel por em evidéncia alguns aspectos
relacionados com a tridimensionalidade do escoamento, nomeadamente alguns

efeitos de curvatura, que nao seria possivel avaliar com recurso a um modelo
bidimensional (Figura 3).
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Figura 2 - a) Conceniragdo de sedimentos coesivos durante uma baixa-mar com uma
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coesivos durante uma baixa-mar com uma amplitude de maré de 3.30 m {maré
viva).
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Figura 3 — Campo de correntes na camada de fundo e corte vertical & entrada do canal norte,

Avaliagéo de diferentes alternativas para a constru¢do de uma estrutura
de profecgao

A construgdo de uma estrutura de abrigo, para protecgdo da agitagdo incidente,
implica sempre a execugdo de estruturas pesadas em que cada metro de estrutura
tem um elevado custo de construgao.

A utilizacdo de modelos mateméticos para avaliagdo das condigdes de abrigo
proporcionadas por determinado tipo e estrutura, permitindo testar rapidamente e a
custos reduzidos diferentes solugbes alternativas, permite conduzir a ganhos que
podem ser significativos.
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A Hidromod tem efectuado diversos estudos visando a determinag&o das condigbes
de abrigo propocionadas pela constru¢io de molhes de protecgdo, especialmente em
pequenos portos de pesca ou de recreio.

Como resultado das possibilidades oferecidas pela capacidade de simulagdo de
muiltiplas configuragbes tem sido possivel fomecer dados ao projectista que lhe
permitem optimizar a estrutura, reduzindo substancialmente os custos de construgZo.

Avallagdo das condicbes de dispersdo de um efluente.

A rejeicdo de efluentes em meio aquatico pde sempre problemas do ponto de vista
ambiental. Estes problemas podem tanto ter origem a montante do sistema, como
seja o caso das afluéncias de ribeiras com elevadas cargas poluentes, como ser
produzidos localmente.

Mesmo em caso de necessidade de construgdo de uma estagio de tratamento,
continua a ser necessario descarregar nalgum ponto o efluente tratado, podendo
neste caso a escolha correcta do local da rejeicdo ser de fundamental importancia
para o sucesso do projecto, sobretudo em estuarios e outras zonas sensiveis. Em
qualquer caso sera sempre necessario garantir a manutengdo de valores legais ao
nivel da qualidade da agua e demonstrar a capacidade do meio receptor para
dispersar o efluente rejeitado.

A modelagdo matematica pode nestes casos ser importante quer para caracterizagao
dos sistemas (ex. Figura 4) quer para simular os impactes de possiveis solugbes ou
de novos projectos que se pretendam desenvolver em determinada zona.
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1€3 — 141
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10 - oo B
< 10 [ |

Dic 94,/3/18
Horm 8hZ0m
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Passo espaciak
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Figura 4 - Estudo da dispers@o de coliformes fecais na costa do Estoril. Localizagio da pluma
30 minutos ap6s a preia mar
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Conclusoes

Nesta comunicagdo apresenta-se uma descricao de alguns dos meios matematicos
actualmente a disposi¢do da comunidade técnica e cientifica capazes de dar um
contributo importante na caracterizag@o e avaliagado dos impactes resultantes de
intervengdes em estuarios e zonas costeiras.

Dos modelos e exemplos de aplicagcéo aqui descritos pode verificar-se que este tipo
de tecnologias, criteriosamente utilizadas, possui um caracter integrador Gnico que
permite obter uma visdo ao nivel global do estuario {ou zona costeira afectada) de
possiveis impactes resultantes de alteragdes introduzidas quer no meio fisico quer no
ecossistema. Este cardcter integrador associado a capacidade de simulagéo de
multiplos cenarios e da comparacgéo relativa entre eles, permite estabelecer critérios
com bases objectivas que podem constituir um precioso auxiliar no processo de
tomada de decisao.
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1 Introducgao

O Método de Dominios Ficticios aplicado 4 resolugio numérica de equagoes com derivadas
parciais tem-se revelado muito itil na aplicagdo a problemas industriais de geornetria
complexa. Para este sucesso contribui fundarmentalmente a possibilidade de se poder
eliminar as dificuldades impostas pela geometria do dominio, mergulhando-o num outre de
geometria mais simples e permitindo assim a utilizacio dos métodos numéricos cléssicos.

Com base nos artigos (7], [4] e [3] apresentamos neste trabalho uma resolucio numérica
de um problema do tipo Poisson com condigdes de fronteira de Dirichlet ndo homogéneas,
recorrendo ao Método de Dominios Ficticios.

Comecamos por mergulhar o domifnio, onde & formulado o problema, num mais regu-
lar. Posteriormente damos nova formulagao ao problema inicial impondo a condicao de
fronteira com recurso a multiplicadores de Lagrange. Na tltima seccao apresentamos
resultados numéricos para vdrios exemplos.

No que se segue utilizaremos os seguintes espagos de Sobolev:

HY(Q) = {'v € L*(Q): % € L*(Q),i= 1,2}
Hy(@) = {veHY(Q): v="0sobre 80},

H}(09) = {peI*90): Fve HY(Q),vlm= v}
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com as respectivas normas

1
lollmey = (||'U||%,=(n)‘P'HV‘U”fv,z(n))2
Illgs gy = e dRE oo, Il
além destes consideramos também o espago H ‘é(I‘), o dual de H% (T') com a norma

”u”H—é(r) = Sup (#: "lb) °
veri(D)

2 Formulagiao de um problema de Dirichlet

Seja ) um dominio limitado de JR? com fronteira 80 = I', que se supde Lipschitziana e n
a normal exterior em I.
Consideremos o seguinte problema de Dirichlet:

Dados f em H-1(Q) e g em H#(T), determinar u tal que

(Q){ au—vAy

U

fem
g sobre T,

ondea>0ev>0.
O problema (Q) admite solugio tinica u € H'(Q). (cf. [5]).
Introduzimos a seguinte forma bilinear continua
an(.,.) : Hy(Q) x Hy(Q) — R,
definida do seguinte modo: '

an{u,v) =/n euv+ v VuVuds, Yu,v € Hi(Q).

Integrando por partes a primeira equagio do problema (Q) podemos escrever este prob-
lema com uma nova formulagéo que designaremos por (P):

(P) Determinar u € V'(g) tal que
aa(y,v) =< f,v >, Yo € H}(Q),

onde V(g) = {v € H()) : v=g sobre '} e < .,. > representa a dualidade entre H~1({2)
e Hy ().
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3 Uma Formulacao em Dominios Ficticios
Seja O um subconjunto poligonal de JR? tal que  C O e designemos a sua fronteira por
¥.

Vamos considerar uma extensio ao dominio O do problema (Q), formulado sobre Q:

determinar % tal que
att —vA
(QF)

onde f[o=fed la € solugéo do problema (Q).

fem O
g sobre I'
0 sobre 7,

21 £ &
n

A fim de apresentar uma formulagio variacional do problema (QF) introduzimas o seguinte
operador de projecio:
T : H}(0) — H(T)

que, para cada v € H}(©), satisfaz
(T(v) ~ v, py = 0,¥p € H-H(T). (3.1)
onde < .,. >r designa agora a dualidade entre H ‘%(I‘) e H %(I‘)

Propomos assim a seguinte formulagdo variacional:
determinar (&, A) € H}(Q) x H-%(I') tal que

(PF) { Joa@v+vViVvdz = [, fvdzs+ (AT(v)), Yo € H}(O)
1
(T(w) —v, Wy = 0, Vue HH(r),
onde % [q= u( solugéo do problema (P) ) e A & o multiplicador de Lagrange associado &

restricdo 4 = g sobre I, isto é, A = —v [g], onde [.] representa o salto em T.
Definimos as seguintes formas bilineares:

a0 : Hy(0) x Hy(O) — R e b: H}(O)x H™i(I') — R,
respectivamente por

ao(u,v) = .[o (@uv+vVuVy) dz, Yu,v € H(O).

bv, ) = (v, ), YW € H(}(O): Vu € Lz(r)'
A forma bilinear a(., .) é Hj(O)-eliptica e a forma bilinear b(., .) satisfaz a condigio inf-sup:
existe uma constante positiva 5* tal que '

inf sup (v, 1) > B (3.2)
wer-}) veri() l1vllno luil_s

Nestas condigGes podemos garantir existéncia e unicidade de solugio para o problema
misto (PF). (cf. [4])
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4 Discretizacao

Por uma questdo de simplicagio consideramos agora f € L?(0). Discretizando o problema
(PF) pelo Método dos Elementos Finitos obtemos o seguinte problema que designaremos
por (PF}):

Determinar (@, Ap) € V, X M, tal que

Jo (T(@n) — gn) pndo =0, Y, € M,

onde V e M s3o, dois espagos de elementos finitos, subespagos de dimensao finita de
Hj(O) e L?(T'), respectivamente, definidos por:

(PF;,,){ ao(ﬁh,'vh) =< f,‘uh 3 +fl" /\h'vhda, V‘Uh € Vh

Vi = {w€C(O)NE}(O): v |xe PPy, VK € T;} (VER) (4.3)
My = {g€L*D): g |xrr€ Po, VK € Tr}. (4.4)

Onde PP; designa o espago dos polinémios de duas varidveis de grau menor o igual a &.

Para que a solugdo do problema (PF}) convirja (quando A — 0), é suficiente que a
condicio "inf-sup” discreta se verifique para os espagos de elementos finitos escolhidos,
isto é, que exista uma constante positiva § independente de A tal que

. fr Vi Qr do
inf su > A, 4.5
ot el Tonllio laallor = © (48)

Nestas condigbes e para uma triangulag8o uniformemente regular de @ temos que

lim l|t@n — @l 1oy = 0

Se para a descritizagio da fronteira utilizarmos uma malha cujo o didmetro seja pelo
menos 0 dobro ou triplo do didmetro da malba do dominio, prova-se que se obtém uma es-
timativa de erro na ordem de 4 (cf.[4]). No presente trabalho nao pretendemos comprovar
esta ordem de convergéncia.

5 Algoritmo de Gradiente Conjugado

Na resolugio do problema discreto usamos o seguinte algoritmo de Gradiente Conjugado:

1. Dado Ay € M; i
determinar ug € V4 tal que ao(uo, vn) =< f,v > + f Xovndo, Yo, € V4,

2. determinar go € M), tal que Jr go pun do = Jr (uo — g) un do, Y, € My,

. 1
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3. considerar wy = gp.

4. Imnicio do ciclo
Para n > 0, conhecidos Ay, gn, W, determinar Apiy, gni1, Waysi

(a) determinar %@, € V tal que @(%,,v) = ;. w,vdo, Vv € Vi,

— f |9n|? do
(b) calcular Pn = Tm,
(c) fazer Any1 = M — pn Un4l = Un — Pn Un,
(d) determinar g,,, € M, tal que

Lgu+1udo = fl‘gnvda-pn_[,ﬁnvda, Yu e M,

(e) Se "9n+l“;2 < &. entio fa.zer
"90”;,2([-) -

A= Aggl U = Upy,

n+1il}
(f) caso contrério, calcular v, = IL9_+:LL_2[£1 e considerar

”gﬂlle(f‘}
Wa+1 = Gny1 + Yn Wy

(g)} Voltar a0 inicio do ciclo.

6 Resultados Numéricos

Nesta secgdo pretendemos validar o método descrito anteriormente apresentando resulta-
dos numéricos para um problema particular. Consideremos o problema de Dirichlet com
Q=1[0,1)x[0,1] e O = [-1,2] x [-1, 2](Fig.1) :
determinar u tal que
au—vAu = femQ
u = 0Osobrel,

coma=1,v=1e f(z,y) = z(z — 1)y(y — 1) — 2(z® + y? —  — y). Para estes dados é
conhecida a solucio exacta

u==z(z - Ly(y—1),
que iremos posteriormente comparar com a solugio numérica obtida.
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Utilizando o algoritmo descrito na secgio 5 com o critério de paragem & = 1075, obtemos

os seguintes resultados:
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Fig. 4: Solugio exacta em ).
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Fig. 6: Curvas de nfvel em £}

Fig. 5: Curvas de nivel da solugio numérica em O.




Aplicacbes da Matematica 111

A tabela seguinte apresenta os erros obtidos entre u e uy, respectivamente a solugio exacta
do problema e a solugao discreta correspondente, para trés malhas diferentes, obtida pelo
o Método de Dominios Ficticios.

malhas h n.° de iter. | |lu — uallco0 | 2 — wrllog
(10 x 10) | 4,71 x 10-* 4 3,63 x 103 | 7,28 x 10-3
(16 x 16) | 2,83 x 10~ ) 1,52 x 107° | 4,59 x 103
(28 x 28) | 1,57 x 1071 8 50x10-% [2,08 x10-3
(43 x 43) | 1,01 x 10-1 i1 2,1x 107 | 1,67 x 103

Apresentamos mais um exemplo de aplicagio do Método de Dominios Ficticios a
dominios de fronteira seccionalmente Lipchitziana. Consideremos agora o mesmos prob-
lema formulado num dominio em forma de L e com f=2. Como sempre a solugdo obtida
¢ independente da geometria do dominio O.

(= )
L}
L3
L:
L
REETFEEE]
oaN. CHEF SO EREEANSdRRE R S
(LT PP PR TR E P TTCE R 1 1 &
w

Fig. 7: Solugéo em O. Fig. 8: Curvas de nivel em Q

7 Conclusao

Neste traballho apresentamos uma abordagem numérica do Método de Dominios Ficticios
aplicado a um problema particular. A utilizagio de um multiplicador de Lagrange, as-
sociado & condi¢do de fronteira do dominio genuino, permiti-nos o uso do algoritmo de
gradiente conjugado trabalhando sempre no espago do multiplicador, M;. Esta técnica
elimina as eventuais restri¢des geométricas existentes em 2, sendo deste modo bem adap-
tado a problemas industriais onde as geometrias sio geralmente complexas. As estimativas
tedricas do erro sio analisadas em [1].
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Resumo

O movimento rotativo de um rotor numa regiéio confinada determi-
na o escoamento do fluido envolvente e o desenvolvimento de forgas de
interaccio flufdo-estrutura, cujo conhecimento é essencial na previsio
do comportamento dindmico deste sistema. A determinagfio explicita
das forcs referidas a partir das equagdes de Navier-Stokes conduz &
necessidade de resolucéo de integrais definidos do tipo,

sin’ 8 cos? 8
(H — X cosf — Y sin )"

. 2
G Exy= [ ,
0
em que H, X, e Y 330 constantes tais que X2 +Y2 < H2 e, j e k séo
parAmetros inteiros que podemn variar entre zero e quatro.

A aplicacio de uma forma particular do teorems dos resfducs da
andlise complexa constitui a solugio natural do problema anterior, con-
cretizada recorrendo ao auxilio de um manipulador simbélico para fazer
face 4 extensio das manipulacdes algébricas necessdrias,

1 Introducao

1.1 Formulacao do Problema

Consideremos as forcas resultantes do escoamento de flufdo na regido anu-
lar representada na figure 1, determinado pela rotagéo £ do veio circular
interno de reio R. A determinacdo destas forgas (também designadas fluf
do-elssticas) é essencial no estudo do comportamento vibratério dos veios
e rotores de equipamentos rotativos em geral. Em Antunes et al [1], por

"Comunicacio apresentada nas Jornadas de Aplicagbes da Matemsética no Centro de
Matemstica do ISEL
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exemplo, pode encontrar-se uma completa discusséo tedrica ¢ a motivagao
para o estudo deste assunto.

Figura 1: Geometria do escoamento

No apéndice B faz-se referéncia ao significado da simbologia utilizada.
De referir que a folga b (8,1) , representada na figura indicada, pode ser bem
aproximada recorrendo a seguinte equagao,

h(8,t) = H — X(t)cosf — Y (t)sin¥, (1)

em que X e Y representam factores associados & excentricidade do sistema
(posigao do centro do veio interior) e H representa a folga que existiria se
a excentricidade instanténea referida fosse nula. Naturalmente e para que
o veio interior ndo entre em contacto com a superficie do estator supde-se
que, X (t)2 +Y (t)® < B2

As equagdes de conservagio da massa e do momento que permitem mo-
delar (simplificadamente) o escoamento referido sao (ver Antunes et ol. [1]):

oh  18(hs) _
tr o - ° (2)

8 (hu) | 18 (he®) hdp _
"{ % tE e (TTtra = © (3)

em que u (6, t) representa uma velocidade tangencial do flufdo (valor médio
na folga) e 7 (f,t) as tensdes de natureza dissipativa. Estas dltimes podem
ser descritas recorrendo & formulacdo semi-empfrica

T(w) = 7r(w)+7s(w)
= —%Pf (QR—u)’ + %P.f’“z

= pfRu- ZpfPR @

onde f representa um apropriado coeficiente de fricgéo.
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Observe-se que reescrevendo a equagio da continuidade (2} como, % +

4 = 54 dedunie,

ue, =2 (—/ (-3—") aw) Bl iie i) (5)

ot H-Xcosf—Ysinb
tendo em conta (1). De assinalar a presenga da constante de integragao,
C(t), na expressio da velocidade (5),assim obtida.
1.2 Determinagio das Forcas Fluido-elésticas

Denotando por Fx(t) ¢ Fy(t) as componentes segundo X e Y da forga
resultante que o fluido exerce no rotor, pode mostrar-se que

on 6p(0 1)

Fx(t) = —LR / p(8,t) cos8d8 = LR ] sinfd,  (6)

Fet) = -LR f p(8,¢)sin 6 = —LR f a”(9 D) cosd8, (7)

em que R e L representam o raio e o comprimento do rotor. Assim, inte-
grando entre 0 e 2, as seguintes formas equivalentes da equaggo (3),

~Zsing = {p{R‘“‘“ + o }+R“‘ }sina, ®)
~Zoosh = {p{R““ + A }+Rﬂ,;-‘l}oose, )

deduz-se
Fx(t) = - RzL/ha(hu sin 6df — m/hah’;f) sindé (10)
T(u) .
—RZL-[D Tsm&d&,
B(hu

cos#d (11)

Fyl(t) = R2Lf 9 (hw) 9d9+pRLf2w
+R2Lf l:)oosodﬂ.
0

Tendo em conta a expressio conhecida da velocidade (5), facilmente se
verifica que cada um dos integrais definidos representados nas equagdes (10)
e (11), pode ser descrito com base em integrais definidos elementares do
tipo,

sin®* @ cos?

&, 0<i, k<4 (12
X cosf—Ysin)F ’ (12)

. 2x
G‘;:’(H,Xﬂv')=fo =
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A tftulo de écemplo apresentamos a representagao de um dos integrais
definidos indicados:

2r 212) i 06 = 22 (((X)2 - (¥) 2) G3+ 2XY GgO)
+2R? (— Xy GR+C (X Gll+y G§°))
~R? ((i)zxc:g? +X (1;)2(3'%2 ~2X XV Ggl)
~R? (C*XGP +20X (X G- ¥ G}))
_R? (— ()'r)zyc:gl —Y (}")2@,%,3 +2XYY ng)
~R? (-C?Y G} - 20Y (X G- ¥ Gi)).

Torna-se assim claro que a obtengao de expressbes analfticas que descre-
vam Fx (t) e Fy (t) estd dependente do cdlculo dos integrais definidos do
tipo (12) em fungdo dos parémetros H, X e Y.

Refira-se que o seu cédlculo recorrendo as técnicas da andlise real depen-
dente da computacio prévia das primitivas envolvidas nao é uma tarefa fcil,
conduzindo frequentemente a expressoes muito pesadas.

2 A aplicagcao do Teorema dos Residuos

O procedimento natural para calcular estes integrais definidos (12) consiste
na utilizagdo do resultado elementar (consequéncia do teorema dos resfduos)
da andlise complexa (proposi¢io 2.1) que seguidamente se expde.

Proposigao 2.1 Seja R(z,y) uma fungdo racional em z e y cujo denomi-

nador ndo se anula na circunferéncia centrade na origem e de raio unitério.
Entao

foan(cos 6,sin8) df = 2m'2[m3{duos de f(z) no interior de D] (13)

em que

R(i{(z+1),4(z-1
f(z) - (2 ( zgz 2z ( z)) (14)
e D representa o interior do cfrculo unitdrio centrado na origemn.
Demonstragdo. Consultar Marsden [2], pg 302, por exemplo. =

Pode encontrar-se também em Marsden [2] a definicio dos conceitos de
restduo, polo e ordem de um polo de utilizacio necessdria. A proposicio 2.2
apresenta um resultado a partir do qual se torna possfvel a determinacéo de
resfduos associados a polos de ordem arbitréria.
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Proposigdo 2.2 Suponha-se que f tem um polo de ordem k em zy. Entéo

. @t-1)
R0 = 1, Ty

em que & (2) = (z — 20)* £ (2).
Demonstragao. Consultar Marsden [2], pg 272. [ |

2.1 Exemplo de Aplicagao
Tlustremos a aplicagdo destes resultados no cdlculo de

2r
1
GPH,X,Y =f d8,
3 A (H — X cos6 — Y sin 8)°

supondo naturalmente que H >0 e X2+ Y2 < H2.

1. Comecemos por determinar a funcdo f(z) nos termos da proposicio
2.1,

R(z(z+3),5(z-3))

flz2) =
1
iz(H-X}(z+1) -V (- 2))°
—822
i((X -iY)22 - 2Hz+ X +iY)®
—822
(X —iY)? (2 — 21)3 (2~ 2)%

em que

_ 1
~&-m

1
2= X=m

sa0 polos de ordem 3.

(H+\/H2—X2-—Y2)

2

(H-—\/H?—X2—Y2)

2. Repare-se que 23 & o tnico polo que se localiza no interior d; cfr-
culo unitédrio. Celculemos ent@o o residuo de f em z; com base na
proposicao 2.2. Seja,

—822
X - (z—2)%

®(z)=

entio 1
Res(f;z) = 5 lim 8" (z).




118 Aplicagtes da Matematica

Conclufndo-se,

—1623 — 1627 — 642122

Res(f;22) =1 2(X —iY) (21 —2)°

3. Substituindo em (13) e simplificando obtemos finalmente o resultado
desejado:
2 1 1624 + 1627 + 64220
—gdf = 7 3 5
0 (H—Xcos@~—Ysing) (X =1Y) (21— z2)
7 (2H? + X2 +Y?)
=
( HI—X2— Y2)

(15)

3 Conclusoes

No apéndice A podem encontrar-se os integrais definidos do tipo G'E calcu-
lados pela via apresentada. )

De referir que a metodologia referida se bem que conceptualmente sim-
ples exige a realizagdo de computagbes algébricas extensas e pesadas que
s6 puderam ser facilmente ultrapassadas com o recurso a um manipulador
simbdlico.

Este trabalho reforca a ideia da importancia de se considerar na for-
magao do Engenheiro uma sélida preparacio matemética (nomeadamente e
em particular o conhecimento de alguns resultados elementares da an4lise
complexa) e a familiaridade na utilizagdo das ferramentas computacionais
de manipulacao simbélica actualmente disponfveis.
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A Integrais Azimutais
2n
=T $

OseX=Y=0
6% =

H—/[F2-X?-17) (17)
2n X T o c.C.

-
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Dse X=Y=0

G = H—/(IP—X2-73)
{ 21TY(X2+Y2) Gt c.c.

{ OseX=Y =0

X24Y2-2f242 (Hﬂ-xLY?)H
Y X e a0 ©C

GO = o ﬂXQ+Y2J—H2(X2—Y2)+H(X2—Y2) (m-xz-}'?

(X24y2) (- X2-Y?)

G =GP - 6P =

FseX=Y=0,

= { 2WX2Y“~’+Y4+H2X’—H’Y3—H (H2-X2-Y2) X2+ H./(H2-X2_Y2)Y?

G =

Gll {

(X2472)%, [(H2-X2_72)

Gm 2nH V(H? — X7 - — )

(HZ - X2 Y2)
1_ V(H? - X2 -7?)
GE' =X (5 — x2 Y2)2
10 _ V(H? - X2-77)
% =Y R xa s _y?)?

e X=Y=0
EIY’(Y’+X2)+(H2(X2—Y2) —X4+Y4) (H-\/(Hﬂ_-W))

X2+y ) (\(EE=X2-7R))
P =cP-Gp

OseX=Y=0
o Xy (22 43(X24Y2))+2(H2— 1/2--}:5’)\/(1?12—}{2 Y’)

(\/(W) (X2+Y2)2

c.c.

(18)

(19)

(20)

(21)
(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)
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=3/ (HZ=X2=Y2) X2 —3HX?-2HY?+3,/(H?—X2-Y2)H2+3H°

GP— 217 (S (a+f =TT (28)

—3/(H2—X2_Y?2)Y2-3HY2~2HX3+3/(H2—X3-Y3)H?+3H°

GF = WX (VX7 (f+ GE-TT2)) (29)
P =GP -G¥ (30)
G =G -GP (31)
G = (2H? + X% +Y?) T . (32)
(\ﬁfﬂ - yz))
20 H:—X%42Y?

Gs =T (\/(Hz — X2 — Yz))s (33)
G =GP -G% (34)
Gl =x SXY (35)

T (varmxEs)
G0 =3n HY (36)

C O (vEExE)
G =3r BX (37)

(VE=%z= Y2))5

(om*+9 (HE—X2-V2)(H*~X2H)—4H?Y?—15H?X2-2Y 4 +4Y 2 X2+6X*)

GP= ¥ (VE—T27D)) (B ETR))
(38)
G =Gy -GY (39)

(984 +9,/(HF—X2—Y2)(H°-Y*H) ~4H* X~ 15H?Y?—2X 14> X +6Y¢)

Guhey (VE—Xo70) (B (=TT

(40)

G =G§' -G¢ (41)
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o (GHS—SHAX B X - X+ 3HA Y2 —6H? XY 243X Y 2 4H?Y 4 14X 2V 4)

G = 3 (VE=x72)) (4t TS

2H(H4-2H3 X2+ X4+ 2032 2X2Y2-Y4)

+37 oy (s myx (42)
GH =GP 2GR +GYP° (43)
CR=GP-G¥ (44)

of - eI,
XY i j(-i;)}izﬂ—ﬂq*)* (45)
G =Gi' - 63 (46)

B Simbologia Utilizada

C (t) —Constante (dependente do tempo) associada 4 integragio da equacso
da continuidade;

f—Coeficiente de friccao na parede do rotor/parede do estator;
Fx(t), Fy(t)~Forcas fluidoel4sticas;

h(8,t)—Folga. local;

L—Comprimento mergulhado do veio (rotor);

p(6,t)~—Pressdo azimutal;

R—Raio do veio (rotor) imerso;

t—Tempo;

u(0, t)—Velocidade tangencial local;

X(t),Y (t)—Posicio do veio (rotor);

6—Angulo azimutal;

p—Massa voliimica do fluido;

T (u) ~Tensgo de corte total {como funcio de u);

Ty (u) —Tensao de corte na parede do rotor (como funcio de u);
T, (u) —Tens8o de corte na parede do estator (como funcio de u);
{)—Velocidade angular do rotor;

p—Viscosidade dindmica do flufdo em escoamento;
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Aplicagdes da Teoria Matematica da Comunicacio

David P. Coutinho Fernando M. G. Sousa

Centro de Cilculo,
DEEC, ISEL
E-mail: {davidpc,fsousa}@ cc.isel.pt

Resumo

O presente artigo visa dar resposta unmificada s questSes do que é a informag#o, da
transmissdo de dados com seguranga e da compressio de dados, usando a Teoria da Informacao.
Aplicando os conceitos da Teoria das Probabilidades e o conceito de entropia, ilustra-se como ¢
possivel demonstrar que existem sistenas com seguranga perfeita e aborda-se o problema da
compressio e dos seus limites; discute-se a possibilidade de compressdo de ficheiros face s suas

caracteristicas estatisticas e como tirar partido destas na compress3o.

1. Imtroducao

Nos anos 40, C. E. Shannon introduziu a Teoria Matematica da Comunicagéo, ou
Teoria da Informagdo, motivado pelo problema das comunicagSes com segurancga
"verdadeira". Concentrou-se inicialmente no estudo da estrutura matematica genérica e
propriedades dos sistemas de comunicagiio com seguranga. Na sequéncia deste estudo [17,
estabelecen um modelo de sistema de comunicago genérico e formalizou os conceitos de
medida de informagZo, de capacidade de transferéncia de informacdo sobre um canal e de
codificagdo [2].

Um dos resultados mais importante do seu trabalho foi a formalizagio da ideia
(abstracta) de incerteza ou informacdo. Para ilustrar este conceito, considere-se o seguinte
exemplo: o resultado da corrida de dois cavalos "iguais" é menos incerto do que de outra
corrida com 8 cavalos "iguais". Antes da corrida temos incerteza em relacio ao resultado,
depois de sabermos o resultado temos informagio, que pode ser vista como a resolugdo da
incerteza e est4 relacionada com o inverso da probabilidade desse resultado.

Mas como medir informagsio? A entropia pode ser entendida como uma medida
matemética da informagio necesséria, em média, para descrever uma varidvel aleatéria (v.2.)

ou como uma medida da incerteza acerca desta. Seja X uma v.a. discreta que toma valores de

! Trabalho iniciabmente publicado em 1945 mas classificado como confidencial.

__
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um conjunto finito X, de acordo com uma distribuigio de probabilidades p(X). Define-se

entropia (ou incerteza) de uma v.a. X por

HX) =Y p(x)log[1/p(x)]  (L1)

xeX

¢ satisfaz 0 £ HX) <log,n
(sendo n a cardinalidade de X ) com igualdade & esquerda sse 3x € X : p(x)=1 e 2 direita
(méxima entropia) sse Vx € X : p(x)=1/n, isto ¢, se X tomar todos os valores com igual
probabilidade. A entropia é um nimero real que depende apenas do conjunto de valores
diferentes de zero de p(x) e vem expressa em bits’ por concretizagio da v.a. X ou seja
bits/simbolo.

Nas secgGes seguintes ilustra-se a aplicagdo deste conceito em areas como a

criptografia e a compresséo de dados.

2. Transmissdo de dados com seguranga perfeita

E possivel enviar pela Internet dados relativos a uma compra electrénica, garantido a
confidencialidade dos mesmos? Ou por outras palavras, existe transmissio de dados com |
seguranca perfeita? A resposta a estas perguntas € dada pela Criptologiaz Os assuntos
abordados por esta ciéncia podem ser divididos em criptoanalise e criptografia.

O objectivo fundamental da criptografia é permitir que duas pessoas, geralmente referidas
por Alice e Bob, comuniquem através dum canal inseguro, no sentido em que um "estranho"
(Oscar) ndo consiga perceber o que estd a ser "dito". Esse canal pode ser a Internet, por
exemplo. A informacdo que Alice pretende enviar para Bob, designa-se por texto em claro,
pode ser um texto em lingua portuguesa, dados numéricos, ou qualquer outra coisa. Alice cifra
o texto em claro usando uma chave predeterminada e envia o resultante texto cifrado pelo
canal. Com base neste, Oscar ndo consegue determinar o texto em claro, ao contrario de Bob
que conhece a chave,

Em termos matemdticos sistema criptografico define-se como sendo o quintupleto
(P,C,K.E,D) onde P ¢ o conjunto finito de possiveis textos em claro (espago de textos em
claro), C ¢ conjunto finito de possiveis textos cifrados, K é o conjunto finito de possiveis
chaves, E ¢ o conjunto de regras de cifra e finalmente D € o conjunto de regras de decifra.
Para cada k e K, existe uma regra de cifra ¢, € E ¢ a correspondente regra de decifra 4, € D.
Cadae, : P—> Ced,: C— P sio fungses tais que d, (e, (X)) =x para Vx € P.

* Niio confundir com a contracedo das palavras binary digits (bits).
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observador
(Oscar)
Fy
geradorde | x : ¥ : x destino das |
mensagans » c:;a(:‘;l)or > dezT;}dor mensagens
(Alice) + (Bob)
L=
k
gerador de |
NCTHVasY
@) (b)

Fig.1 a) Modelo genérico proposto por Shannon para os sistemas criptogréaficos.
b) Diagrama dum sistema criptogrifico exemplo.

Como primeiro passo para a anilise matematica dos sistemas criptogrificos Shannon
idealizou um modelo genérico, tal com o que se representa na figura 1.a). Existem no entanto
outras representagdes mais conveniente para efeitos ilustrativos. Para isso considere-se por
exemplo o sistema criptogréfico representado sob a forma de diagrama na figura 1.b).

O conceito de seguranga perfeita pode-se definir informalmente como sendo a
impossibilidade de Oscar obter informagao acerca do texto em claro por observagao do texto

cifrado. Formalmente diz-se que um sistema criptografico tem seguranga perfeita se
H(xly)=H(x) paratodooxeP,yeC.

Analisemos o sistema da figura 1.b) em termos de entropia, para detenminarmos se
permite seguranga perfeita. Antes porém, fagamos algumas consideragBes. Cada texto e cada
chave ¢ constituido apenas por um simbolo. Uma chave em particular nio é usada para cifrar
mais do que um texto, pelo que o mimero de chaves é pelo menos ignal 20 nimero de textos a
cifrar. Existe uma distribuicio de probabilidades que caracteriza completamente uma v.a.
discreta X, que toma valores no espago de textos em claro, P. Seja p(x) a probabilidade 2
priori do texto x ocorrer. Admita-se que a chave k & escolhida, de forma aleat6ria pela Alice e
pelo Bob, de acordo com uma distribuiggo fixa, designada por p(k). Note-se que a chave &
escolhida antes de se saber qual o texto a transmitir, por isso é razoével assumir que a chave k
€ o texto sdo acontecimentos independentes. Finalmente, existe uma distribuicio de
probabilidades que caracteriza completamente uma v.a. discreta Y, que toma valores no
espago de textos cifrados, C.

As distribui¢des de probabilidades de P ¢ K induzem a distribuigiio de probabilidades de
C. Donde, € possivel calcular a probabilidade p(y) em que y é o texto cifrado. Assim para todo

oy € C temos que

-_—— - -
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p =Y p(x)p(k) paratodox;ekjtalquee,(x)=y (2.1)
¥
A probabilidade de ser y o texto cifrado dado que X € o texto em claro calcula-se por
)= 3 p(k) para todo k;tal que ey (x) =y @2)
J

Admitamos entfio que sdo conhecidas as probabilidades & priori dos textos em claro e das
chaves, respectivamente p(a) = 0,25 e p(kl) = 0,5 (cada chave ¢ usada com igual
probabilidade). Aplicando a definicdo de entropia, expressdo (1.1), determina-se que a
incerteza em relagio aos textos em claro e a incerteza das chaves é, em média,
H(X) =~ 0,81 bits/simbolo e H(K) = 1 bit/simbolo. Para se determinar a incerteza relativamente
a0s textos cifrados H(Y), é necessério determinar primeiro p(y) paratodooy € C, aplicando a
expressic  (2.1). Determinada esta distribui¢do de probabilidades vem que
H(Y) = 1 bits/simbolo.

De seguida observemos qual a quantidade de informagio necessdria, em meédia, para
descrever os textos em claro e os cifrados, ou seja o par de v.a. X e Y. Para isso aplica-se a

definiggo de entropia conjunta [3]
HEY)=Y p(,y;)log [ 1/p(x, )]
i’j

sendo necessario calcular primeiro a probabilidade conjunta p(x,y). Os resultados desses
calculos apresentam-se na tabela 1. Com bases neles determina-se entdo que H(XY) = 1,81.
Como se observa HGLY) = H(X) + H(Y). Mas este é um resultado que é valido apenas se X ¢
Y forem estatisticamente independentes. Logo conclui-se que neste sistema, e nas condigdes

descritas, os textos em claro s3o independentes dos cifrados.

P ¥;) 1 2 P | yy) 1 2
a 1/8 1/8 a 1/4 1/4
b 3/3 3/8 b 3/4 3/4
Tabela 1 Tabela 2

Determine-se agora qual a incerteza em relag@o aos textos em claro depois de observados
os textos cifrados. Para tal aplica-se a defini¢io de entropia condicionada [3]
HXY)= Y p@,¥;)log, [ 1V/plx|y;)].
ij
A probabilidade condicionada p(x; | y;) pode ser obtida aplicando a lei de Bayes. Dessa forma
obtém-se os resultados apresentados na tabela 2. Com base nestes determina-se que

e ——— e
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H(X|Y) ~ 0,81 = H(X).

Ou seja, a incerteza sobre o texto em claro mantém-se antes e depois de observarmos o texto
cifrado, logo "mais vale tentarmos adivinhar qual foi o texto em claro independentemente das
observagdes”. Esta conclusdo pode ser reforcada, se calcularmos a informagZo miitua das v.a.
X eY, porque ¢ uma medida da quantidade de informagZo média que a v.a. X contém acerca
dav.a. Y. Usando a relago entre a entropia e a informag3o miitua, de acordo com [3]

IXY) = HX)-HX]Y)

vem que I(X]Y) = O neste caso, porque como vimos H(X|Y) = H(X). Por isso, n3o existe
redugdo da incerteza de X por conhecimento de Y, ou seja, ndo ha "ganho" de informacio
acerca do texto em claro por observagéo do cifrado, logo este sistema tem seguranga perfeita.

Shannon deu-nos um exemplo simples de cifrador perfeito, o designado por One Time Pad
proposto, sem prova de segurang¢a, por Vernam em 1926. Consiste em "esconder” um texto
bindrio em claro adicionando médulo 2 (XOR) uma chave secreta biniria aleatéria com a
mesma dimens3o do texto a cifrar. Este sistema tem como modelo o diagrama da figura L.b),
j4 analisado e para o qual se fez prova de seguranga.

O objectivo principal de Oscar ¢ determinar a chave para assim poder "escutar" tudo. Para
avaliarmos a incerteza acerca da chave quando se conhece o texto cifrado, aplica-se a

definicéo de equivoco da chave, tal como vem em [4],

H(K]Y) = H(K) + HX) - H(Y)

assumindo que K e X determinam um vnico Y, H(Y[K,X)=0, e que K e Y determinam um
tinico X, ou seja H(X|K,Y) = 0. Aplicando esta express3o ao exemplo analisado vem que

HEKI[Y)=1+0,81-1=0,81

verificando-se que é menor do que H(K), sendo a diferenga a quantidade de informacéo
revelada pelo texto cifrado, pelo simples facto de os textos em claro ndo serem equiprovaveis,
neste caso (senfo teriamos H(K[Y) = 1+ 1 - 1 = 1). Usando sempre a mesma chave o
equivoco vai sendo cada vez menor, porque a distribuicio de probabilidades dos textos em
claro reflecte-se nos textos cifrados e fica cada vez mais "visivel”. Mas isto pode ser evitado
se maximizarmos H(X), fazendo dessa forma com que HK|Y) = H(K).

Levanta-se assim o problema da representaggo dos textos em claro x, que de acordo com
Shannon deve ser tratado separadamente. Para isso introduziu e formalizou o conceito de
codificagdio de fonte ou compressio de dados, que veremos de seguida.
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3. Compressiao de dados

E possivel reduzir a dimensdo de todo e qualquer ficheiro, sem que haja perda de
i informago, recorrendo 2 compressdao? A resposta é negativa. Segundo Shannon nio &
: possivel representar, sem perdas, os dados contidos num ficheiro®, por exemplo, com um
mimero médio de digitos bindrios por cada simbolo, inferior a0 da entropia desse ficheiro
(informagdo média contida em cada simbolo). Este é outro resultado fundamental do seu
trabalho [2] -~ os limites da compresséo.

Fig.2 - O paradigma da compresséo,

O objectivo da compress#o de dados € eliminar a redundéncia (da fonte) dos dados. Na
figura 2 repfesenta—se um dos modelos mais comuns para descrever o paradigma da
compressdo [5]. Consiste oum codificador que com base num modelo faz a tradugio da
mensagem numa sequéncia de digitos binarios, formada por c6digos de dimensiio varidvel.
Idealmente o comprimento médio dos cédigos gerados serd igual 2 entropia da mensagem
(codificador éptimo). O descodificador traduz essa sequéncia para recuperar a mensagem
original, utilizando wm modelo idéntico elaborado a partir de mensagens anteriores. O modelo
recebe simbolos da mensagem e produz estimativas de probabilidades de acordo com
determinado conjunto de dados e regras. A exactidZo dessas estimativas dependem de quanto
conhecimento de contexto se utiliza na obten¢do das probabilidades dos simbolos.

A possibilidade de compressdo de ficheiros relaciona-se com as suas caracteristicas
estatisticas ¢ portanto com a entropia. Analise-se alguns tipos de ficheiros. Consideremos por
exemplo, o seguintes ficheiros: BOOK1 (750 Kbyre) - texto na lingua inglesa, Pic (501 Kbyte) -
- bit-map duma imagem, e RAND.256 (977 Kbyte) - dados "pseudo” aleatérios. Na figura 3
ilustram-se os histogramas respectivos.

3 Sequéncia de simbolos

N
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Fig.3 - Histogramas de ficheiros tipo a) texto em lingua inglesa b) bit-map duma imagem

c) dados "pseudo” aleatdrios.

A andlise dos histogramas revela que o ficheiro RAND.256 aproxima-se da situagio de
méxima entropia, uma vez que os valores dos simbolos constituintes sdo quase equiprovaveis.

Este facto confirma-se com os resultados da entropia estimada (E) a partir dos histogramas:
E(X)u00x = 4,5 bits/simbolo, EX),,. = 1,2 bits/simbolo & E(X),,,z05 = 8 bits/simbolo.

Entdo, ndo € possivel comprimir o ficheiro, facto que se vernifica na prética (mesmo com o
Pkzip), confirmando-se assim os limites da compressZo de Shannon.

Por outro lado constata-se que no ficheiro PIC existe um simbolo (o zero) que é muito mais
provavel do que os restantes, nio sendo to grande o desequilibrio no ficheiro Book1. Ora o
facto de existir tio grande desequilibrio reflecte-se na entropia, justificando a diferen¢a dos
valores obtidos para estes dois ficheiros. Porque a entropia da imagem é muito menor do que a
do texto, ou seja a redundancia ¢ maior na imagem, entdo € expectivel que a compress3o desta
permita representacSes sem perda com menos digitos binirios/simbolo, em média, o que
também se verifica na pritica. Portanto, quanto maior a redundéncia na representagio dos
dados maior a possibilidade de compress@o.

Para se estimar 2 entropia duma linguagem, ou de qualquer tipo de dados "estruturados"
onde exista relagfio entre os simbolos, deve-se utilizar estatisticas referentes ao conjunto de n
letras ou simbolos (n-gramas), com n — . Por exemplo, determine-se uma estimativa da
entropia do Inglés a partir de BOOK1, considerando apenas as 26 letras do alfabeto. Resulta em

E(X) = 4,18 bits/simbolo, E(X,Y)/2 = 3,90 bits/simbolo e E(X,Y,Z)/3 = 3,65 bits/simbolo.

Por limitagdes computacionais considerou-se até trigramas, o que é insuficiente para se obter
uma boa estimativa porque existem palavras com mais de 3 letras e as primeiras condicionam
sempre as iltimas. Note-se que o valor empirico da entropia do Inglés € 1,25 bits/simbolo,
segundo Stinson [4], sendo muito inferior aos resultados obtidos.

—
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Aplicando a defini¢do de entropia conjunta, conhecendo a distribuigsio de probabilidades
dos digramas que constituem os ficheiros BOOK! ¢ PIC, estima-se que

B(X,Y)go0: /2 = 4,1 bits/simbolo & B(X,Y),./2 = 1,0 bits/simbolo.

Estes valores sio inferiores aos anteriormente calculados para E(X),.. e EX) o
concluindo-se por isso que os simbolos nestes ficheiros nfio sdo independentes, porque senzio
a informagdo somava-se ¢ a entropia 2o nivel do par de simbolos dividida por dois era igual &

entropia ao nivel do simbolo. Relativamente ao ficheiro RAND.256 vem que
EQLY)numss/2 = 7,98 bits/simbolo

0 que revela o seu caracter "pseudo” aleatério, ou seja, os simbolos estio de alguma forma

relacionados.

Um exemplo de como tirar partido das caracteristicas estatisticas e da relagio entre os
simbolos num ficheiro, esté patente no novo programa de compressio BZIP2 (mais eficaz do
que o Pkzip). Trata-se da transformada de Burrows-Wheeler [6].

A transformada de Burrows-Wheeler (BWT) € um algoritmo que a partir dum bloce com
simbolos o rearranja usando um algoritmo de ordenagio. O bloco dai resultante contém
exactamente os mesmos simbolos que tinha inicialmente diferindo apenas na suz ordem (e no
indice adicionado no final do bloco [7]). Agora, tem uma particularidade caso os simbolos
estejam originalmente relacionados (nfo sejam independentes): a probabilidade dum simbolo
ser igual ao anterior € grande. Entdo o bloco resultante desta transformagdio tem mais
redundéncia, logo menor informag&o (entropia), permitindo por isso maior compressio que o
bloco original. A transformada é reversivel, o que significa que a ordem original dos simbolos
pode ser reposta sem perda de fidelidade.

Na tabela 3 apresentam-se os resultados, expressos em bits/sfmbolo, da entropia estimada
para os ficheiros copstituintes do Calgary Corpus®, antes e depois de aplicada a BWT.
Observe-se que E(X) mantém-se (sendo expectivel um ligeiro aumento pois foi adicionado
um indice) enquanto que do ponto de vista dos digramas a reducio de E(X,Y)/2 é notéria.
Este facto é fundamental na interpretaggo dos resultados da compressio destes ficheiros com
codificadores de entropia (estatisticos), apresentados na tabela 4. Note-se que os resultados
530 valores médios expressos em digitos binirios (bits) por grupo de oito bits (byte).

¢ Conjunto normalizado de ficheiros, preparado na Universidade de Calgary (Canadd), utilizado na imvestigago
em compressio de dados.

__——_—‘




Aplicagbes da Matematica 131
Calgary Corpus] E(X) [ Epur(X) | EQGY)2 |EBpur(L Y72

BIB 5,20 5,20 4,28 3,74

BOOK1 4,53 4,53 4,06 3,83

"BOOK2 4,79 4,79 4,27 3,75

GEO 5,65 5,65 4,96 4,75

NEWS 5,19 519 4,64 4,12

OBI1 5,95 5,95 4,71 4,57

OBR2 6,26 6,26 5,07 4,44

PAPER]1 4,98 4,99 431 3,86

PAPER2 4,60 4,60 4,06 3,69

PAPER3 4,67 4,67 4,11 3,81

PAPER4 470 | 4,71 4,09 3,88

PAPERS 494 | 494 423 3,99

PAPERG 5,01 5,01 431 3,87

PIC 1,21 1,21 1,02 1,00

PROGC 520 | 5,20 4,40 3,94

PROGL 4,77 4,77 3,99 3,36

PROGP 487 | 4387 4,03 3,36

TRANS/BWT | 5,53 5,53 4,44 3,57

vilormédic | 489 | 489 417 | 335

Tabela 3
“Tipo de Compressor Calg. Corpus [bits/byre] | BWI(Calg. Corpus) [bits/byte)
Codificador de Huffamn 4,99 5,00
Codificador Aritmético 495 4,96
Codificador Aritmético (digramas) 4,16 3,30
tabela 4

Utilizando um codificador de Huffman ou um Aritmético, com modelo estatistico ao nivel
do sfmbolo, antes ¢ depois da BWT o resultado é praticamente igual, porque os simbolos s3o
0s mesmos, a distribuicdo estatistica € igual, logo o cédigo também & igual.

Com um codificador Aritmético usando um modelo estatistico ao nivel dos digramas,
verifica-se que depois da transformada a compressio é maior. Como a entropia estimada é
menor para os digramas depois da BWT, entfio tem menos informaglio e por isso pode-se
COmMPprimir mais.

Mark Nelson em [7] faz a anilise da BWT, complementado-a com uma implementagio,
na linguagem 'C', da nova técnica de compressio baseada nesta transforrada.

- __um
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4. Conclusio

Este artigo ilustra a aplicagéo da Teoria da InformagZo na criptografia e na compresszo de
dados. Na secgdo 2 recorrendo a um exemplo fez-se a anélise do sistema criptografico One
Tima Pad de Vernam, para se verificar em termos de entropia que tem seguranga perfeita.
Desta forma evidenciou-se o papel importante que a Teoria da Informacéo tem na avaliagio
da seguranga provavel dos sistemas criptograficos, independentemente da capacidade
computacional do observador (pode ser infinita). Por tltimo fez-se a ligagdo da criptografia
com a compress3o de dados ilustrando a sua importéncia na seguranga da chave.

Na sec¢do 3 analisaram-se trés ficheiros, de tipos diferentes, para ilustrar a relagdo entre as
suas caracteristicas estatisticas, a entropia € a possibilidade de compressio. Finalmente
analisou-se a transformada de Burrows-Wheeler, para exemplificar como na compressdo se
pode tirar partido das caracteristicas estatisticas dos dados. Observou-se o seu efeito sobre o
conjunto de ficheiros nommalizado Calgary Corpus e constatou-se o aumento de eficicia na

compressdo deste conjunto apds esta transformada.
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Resumo

Correntemente o analista, depois de formular o seu problema, delinea a experiéncia e
recolhe os dados. Ao trabalhd-los, € frequentemente assaltado pela dificuldade em
encontrar significado (estatistico) para os resultados obtidos, que corrobore, ou n3o, as suas
expectativas. A natureza multivariada dos dados &, em geral, responsavel por este facto.

Neste trabalho apresenta-se um estudo sobre a selecgio de jovens futebolistas, problema
real em que a interveng¢#o da andlise multivariada teve um papel preponderante. Dada a
inexisténcia de estudos desta natureza em Futebol, em Portugal, contrastaram-se trés
grupos etdrios distintos de jovens futebolistas de nivel médio a elevado com jovens da
mesma idade, cuja prética motora estava limitada 3s aulas curriculares de Educagio Fisica.
As nossas preocupagbes centraram-se ern encontrar distingbes entre os dois grupos de
individuos, nas diferentes faixas etdrias e procurar estabelecer relagGes entre os dominios
motor e somético.,

Palavras Chave: Matrizes de correlagdes, funcdo discriminante, correlagdes canénicas.

1. Introducio

A modelagio do desempenho desportivo-motor apresenta-se como o problema
fundamental da pesquisa em Ciéncias do Desporto na vertente do rendimento. A pesquisa
nesta matéria tem-se centrado na identificagio das caracteristicas éptimas do sujeito que se
Ppensa estar intimamente associada i performance.

Este trabalho concentra-se numa faceta de um problema fulcral para os treinadores - 0 da
selecgo: como escolher os mais aptos, de um vasto conjunto de candidatos, que oferegam
elevadas possibilidades de (i) resposta adequada ao treino e (ii) sucesso competitivo. Este
problema nio tem solugfio ficil. Contudo, a identificagdo da relevincia dos tragos
somiticos, motores, psicolégicos e outros de atletas que “sobrevivem” ao treino e
competi¢do pode ser um auxiliar precioso neste processo.

Apesar do fascinio colectivo pelo Futebol, esta modalidade permanece, paradoxalmente,

;
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menos investigada pelos pesquisadores das Ciéncias do Desporto (Silva, 1997). Em
Portugal, e nos escaldes mais baixos, o panorama € deveras desolador. Se nos deslocarmos
para o dominio da selecgdo, entdo o quadro é ainda mais delicado, apesar das exigéncias
colocadas aos jovens futebolistas em termos de resposta ao treino e a competicao.

Alguns dos especialistas na matéria manifestam a necessidade da utilizagdo adequada de
ferramentas estatisticas de natureza multivariada, que possam ajudar a esclarecer os
resultados dos estudos que t8m sido desenvolvidos sobre ¢ assunto.

2. Objectivo do estudo

Este estudo prende-se com objectivos de natureza analitica e substantiva:

s reduzir o conjunto original de varidveis a um outro que contenha a informacio
relevante na identificagdo de aspectos da selecgdo e da resposta ao treino em Futebol;

e identificar a eventual presenca de um padrdo de indicadores de selecgdo e resposta ao
treino nas trés faixas etdrias consideradas no estudo;

¢ relacionar os dominios somitico € motor nas diferentes faixas etdrias.

3. Material e métodos
3.1 Ameostra

A amostra deste estudo estd dividida em dois grupos de contraste (futebolistas versus nao
futebolistas, designados por “sedentirios™) em cada um de trés intervalos de idade.

Tabela 1: DimensGes dos sub-grupos da amostra em estudo.

Categoria Limites Dimens#o
de idade da amostra
Infantil (10-12 anos) futebolistas n=46
“sedentdrios” n=28
Iniciado (13-14 anos) futebolistas n=47
“sedentarios” n=29
Juvenil (15-16 anos) futebolistas n=46
“sedentfrios” _n=28

Os sujeitos “sedentdrios” sao alunos de diferentes escolas do distrito do Porto que nio
realizam qualquer pritica formal de desporto para além das aulas de Educagfio Fisica
curricular.

Os futebolistas pertencem a clubes do distrito do Porto. A sua pritica de treino €, no

minimo, de 3 treinos semanais e de um jogo-competi¢io ao Sdbado. Todos possuem, no
minimo, 2 anos de treino.

3.2 Medidas somiticas

Para calcular o somat6tipo (i.e. a configuragdo morfolégica externa presente do sujeito)
foram obtidas 10 medidas sométicas: peso, altura, didmetros bicondio-humeral e femoral,
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perimetros braquial tenso e geminal, pregas de adiposidade subcutinea tricipital
subescapular, iliaca e geminal. O procedimento de medicio utilizado foi proposto pelo
Grupo Internacional para o avango da Cineantropometria (Ross e Marfell-Jones, 1983). As
férmulas usadas para calcular as componentes do somatétipo foram propostas por Carter e
Heath (1990). O somatétipo € representado por trés componentes derivadas dos trés
folhetos embriondrios: a endomorfia (Endo) expressa o grau de gordura-magreza, a
mesomorfia (Meso) o desenvolvimento musculo-esquelético relativamente 2 altura e
Ectomorfia (Ecto) o desenvolvimento da linearidade dos segmentos.

33 Medidas motoras

Utilizou-se a bateria de testes proposta pela American Alliance Jor Health Physical
Education Recreation and Dance. A sua estrutura € a seguinte:

Tabela 2: Varidveis motoras.

Componentes da aptidio Testes Representacio
fisica da varidvel
Forga média Niimero de abdominais Abdom

Forga inferior Salto horizontal Shoriz
Agilidade Corrida vai-vem Agilid
Velocidade Corrida de 50 metros 50m
Resisténcia Corrida de 12 minutos 12min

3.4 Anilise estatistica: métodos de interesse para o problema em estudo

Utilizou-se a anélise discriminante (vide Seber, 1984) para perceber o que distingue os
futebolistas dos “sedent4rios” nas v4rias faixas etdrias. No caso do dominio motor utilizou-
se a taxa de erro aparente como indicador para a escolha da methor fungdo discriminante, o
que conduziu a redugio do nimero de varidveis iniciais.

A andlise de correlagSes canénicas (vide Gittings, 1980) foi empregue na tentativa de
entender as relagdes lineares entre os dois domfnios em estudo.

4. Metodologia

Ambos as ferramentas estatfsticas utilizadas pressupdem a hipStese de normalidade
multivariada dos dados. Esta foi verificada recorrendo ao papel de mormalidade
(Krzanowski, 1988). No caso da anlise discriminante utilizou-se um método robusto, ja
que o papel de normalidade levantou algumas questdes quanto a esta hipétese. Foram
realizados testes de igualdade das matrizes de covarifincias dos dois grupos considerados
(futebolistas e “sedentdrios™), hip6tese rejeitada em todos os casos. Assim optou-se pela
estimag3o da funcio discriminante linear por um método denominado pela autora (Pires,
1995) por discriminante projection pursuit. Para mais detalhes sobre a metodologia
empregue neste trabalho vide Oliveira et al. (1998).
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5. Resultados

5.1 Andlise discriminante

i. Dominio motor

Para escolher o conjunto de varidveis motoras que conduziu & melhor fungdo discriminante
linear obtiveram-se todas as fungBes discriminantes possiveis. Entre estas foi escolhida
aquela que apresentava uma menor taxa de erro aparente (um indicador optimista da
qualidade do ajuste do modelo). Esta abordagem foi possivel dado ac baixe ndmero de
varidveis envolvidas: 5, para cada faixa etdria (vide tabela 2).

As fungdes discriminantes seleccionadas assim como as taxas de emro aparente
correspondentes estao sintetizadas na tabela 3.

Tabela 3: Fun¢Ges discriminantes para o dominio motor.

Faixa Funcio discrininante Taxa de erro aparente
A
Infantil 4.280 - 0.143Agilid - 0.199(50m) + 0.024Abdom - 0.969Shoriz 10.81%
Iniciado 3.198 - 0.930Agilid - 0.272(50m) + 0.147Abdom 14.47%
Juvenil 6.213 + 0.024A gilid - 0.989(50m) 7.90%
(-] BEAG [-1-----% - N-X- .1
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Figura 1: Scores discriminantes para o dominio motor.
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A tabela 3 permite concluir que 2 medida que os individuos tém mais anos de treino as
varidveis importantes para os distinguir sdo cada vez menos (menos uma que no escalio
anterior). As variéveis agilidade (Agilid) e 50 metros (50m), que fazem sempre parte das
tr€s funcdes discriminantes, traduzem a nog¢do de velocidade e deslocamento. A
importéncia destas varidveis estd bem clara no dmbito das exigéncias fisicas colocadas pelo
jogo de futebol.

E ainda importante realcar que a taxa de erro aparente € menor nos juvenis. Este facto é
devido ao aumento das exigéncias do jogo, e ao caricter mais fino que a agilidade e a
velocidade traduzem nas mudangas de direcgéo, fintas, arranques e desmarcagdes.

A figura 1 ilustra os resultados da reclassificacdo da amostra inicial. Um futebolista est4d
bern classificado se o seu score for superior a zero ¢ um sedentirio estd bem classificado se
0 seu score for negativo. Pode entdo afirmar-se que para os infantis a regra tende a
maiores erros na classificagdo de futebolistas. A categoria iniciado € o caso em que a taxa
de erro aparente ¢ mais elevada. E nos juvenis que a fungdo discriminante apresenta um
melhor ajuste, e parece comportar-se igualmente bem nos dois casos.

ii. Dominio somdtico
Uma vez que no dominio somitico se decidin trabalhar apenas com 3 varidveis (Endo,
Meso e Ecto) ndo se fez qualquer selecgdo destas.

Para os infantis ndo se encontrou diferencas médias significativas entre os dois grupos:
futebolistas ¢ “sedentdrios”. Assim conclui-se que estas trés varidveis s6 por si, ndo
distinguem os individuos nesta faixa etiria Note-se que ao usar as varidveis sométicas
medidas directamente nos individuos encontraram-se diferengas e conseguiu-se construir
uma regra discriminante, apesar de ter uma taxa de erro aparente elevada: 25.68% (vide

Oliveira et al., 1998).
As funcdes discriminantes, e respectivas taxas de erro, para os iniciados e juvenis estdo
apresentadas na tabela 4.

Tabela 4: Funges discriminantes para o dominio somético.
Faixa etdria Funcio discriminante Taxa de erro aparente
Iniciedo 4.381 — 0.914Endo — 0.181Meso —0.363Ecto 25.00%
Juvenil 4,636 — 0.464Endo — 0.256Meso -0.848Ecto 27.03%

A tabela 4 parece evidenciar que a varidvel com maior peso na fungio discriminante para
os iniciados é a endomorfia. No caso dos juvenis, a varidvel com maior peso passa a ser
ectomorfia. A varidvel que em ambos 0s casos tem menor peso & sempre a mesomorfia
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‘ | Figura 2: Scores disctiminantes para o dominio somético.

A figura 2 permite-nos concluir que € o grupo dos “sedentdrios” aquele em que ambas as
regras cometem mais erros, sendo problemitico no caso dos iniciados (percentagem de
individuos mal classificados do grupo dos “sedentirios”: 57.14%). Estes resultados
permitem-nos concluir que estas trés varidveis nio conduzem a regras discriminantes
satisfatérias.

5.2 Andlise de correlacbes canénicas

Nas trés faixas etdrias em estudo, o teste de Bartlett (Cliff, 1987) sugere que se extraia
apenas um par de varidveis canénicas. Representar-se-4 por U, a varidvel canénica, do
primeiro par, associada 3s varidveis somdticas, € V, a varidvel canénica, do primeiro par,
associada as varidveis motoras.

Em todos os casos o coeficiente de correlagdo, p, entre o primeiro par de varidveis
canénicas € elevado, assim como a percentagem de varidncia explicada pelas varidveis
canénicas. Apenas no caso das varidveis somsticas se registam valores um pouco mais
baixos.

i Infantil

De acordo com a tabela 5, a varidvel canénica U, é dominada pelo valor da varigvel
endomorfia, uma medida da gordura/magreza de um individuo, A varidvel V, estd muito
correlacionada com todas as varidveis motoras €xcepto com a agilidade, tendo os 50m um
papel preponderante na definigio da varifvel canénica. Da observago da figura 3 pode
concluir-se que, em geral, os futebolistas tem valores baixos nas duas varidveis canénicas:
530 0s mais “magros”, os mais ripidos e os mais resistentes (embora a agilidade tenha um
Peso cannico negativo, o que indicaria que os futebolistas eram pouco 4geis, esta varifvel
| estd pouco correlacionada com a varidvel canénica, logo ndo serd tida em conta na

interpretagio da mesma). O que se esperaria era uma grande concentrago de “sedentérios”

RO primeiro quadrante (os mais “pesados”, menos dgeis, mais lentos e os menos

I ——
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resistentes) o que ndo acontece. O que se verifica € uma distribui¢io quase uniforme nos
trés primeiros quadrantes. Note que o facto de o quarto quadrante contér poucas
observagtes apenas significa que ha poucos individuos com maior tendéncia para ser mais
“pesado” e conseguir ser dgil € resistente, simultaneamente.

Tabela 5: Andlise de correlaghes candnicas para a cateporia infantil.

X, Y, Pesos % varidncia | % varidncia

(estandard.) | (estandard.) | Candnicos | Corr{e,U, ) | Corr(e,V, )i explicada | explicada
por U, por V,

Endo 0.965 0.997 0.589 33.13 12.35

Meso -0.105 0.555 0.339 10.27 3.83

Ecto -0.126 -0.758 -0.423 19.15 7.14

Abdom -0.145 -0.325 -0.532 2.11 5.66

Agilid -0.534 0.180 0.294 0.64 1.73

Shoriz -0.087 -0.424 -0.694 3.59 9.63

50m 0.774 0.499 0.818 4.99 13.38

12min -0.514 -0.458 0.751 4.20 11.28

Viy, =% da variancia total dos X's explicada por U, =62.55%
Viv, =% da varidncia total dos Y's explicada por V, = 41.68%
Vzu, =% da varidncia total dos X's explicada por V; =23.32%
Vi, = % da varidincia total dos Y’s explicada por U, =15.53%

p=0.610 o .
o °
S ° O °
= ° * e
] o o @ 8 ® o
o 9_%‘ of o? o ® @ Futebol.
: I _l‘ fe) =T T T 1
5 s ' .g, : o © Sedent.
0 e * 7o [}
g e o =
o ®
Scores Ul (Motoras)
Figura 3: Scores dos infantis no primeiro par de varifiveis candnicas.
il Iniciado

Tal como anteriormente, a tabela 6 indica que a varidvel can6nica U, ¢ dominada pelo valor
da varidvel endomorfia. A varidvel V, pode ser interpretada como uma média ponderada
das varidveis motoras. A figura 4 ilustra bem, que os futebolistas estdo quase todos no
terceiro quadrante, estando apenas 9 (em 47) numa vizinhanga da origem (e fora do terceiro
quadrante). Assim pode afirmar-se que, em geral, os futebolistas sdo mais magros e que
conseguem fazer mais abdominais, ser mais #geis, com melhores resultados na prova de
salto horizontal, mais velozes e mais resistentes. Os “sedentirios” localizam-se, na sua
maioria, no primeiro e segundo quadrante, o que significa que tém maior tendéncia a ter
resultados inferiores nas provas de aptidio, mas ndo se distingnem dos futebolistas pela sua
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medida de gordura/magreza.
Tabela 6: Anslise de correlagbes candnicas para a categoria iniciado.

i X, Y; Pesos % varidncia | % variancia
(estandard.) | (estandard.) Canénicos | Corr{e,U, ) | Corr(s,V, )| explicada | explicada

| por Ul por Vl
Endo 1.092 0.979 0.676 31.95 15.23
| Meso 0.083 0.202 0.140 1.36 0.65
[ Ecto 0.267 -0.322 -0.222 3.46 1.65
I Abdom -0.286 0525 | -0.761 552 11.58
Agilid 0.209 0.501 0.726 5.02 10.54
' Shoriz -0.262 -0.517 -0.749 5.35 11.22
| 50m 0.258 0.614 0.850 755 15.84
‘ 12min -0.298 0.475 -0.688 4.51 9.47

Viy, =36.71%, Vyy, =58.65%, Vi =17.53%, Viy =2195%, p=0.690

° ® Futebol.
i ' o Sedentr

Scores V1 (Somdticas)

Scores Ul (Motoras)

Figura 4: Scores dos iniciados no primeiro par de varidveis can6nicas.

il Juvenil

Pela tabela 6 pode afirmar-se que varidvel canénica U, é dominada pelo valor da varidvel
endomorfia e ectomorfia, ou seja com valores positivos teremos individuos altos e
“pesados” e com valores negativos individuos magros mas com tendéncia para ser mais
baixos. Esta nova varidvel nfo parece distinguir entre os dois grupos de individuos. A
varidvel V, é essencialmente definida a custa da agilidade e salto horizontal. Ndo se
considera a prova de resisténcia (12min), para interpretar V,, uma vez que estid pouco
correlacionada com esta. A figura 5 ilustra bem que os futebolistas podem-se considerar
quase todos com bons niveis de agilidade ¢ de for¢a nos membros inferiores. Sobre os
“sedentérios” apenas se pode afirmar que quase ndo existem individuos altos, “pesados”,
que sejam rdpidos e com valores elevados da for¢a dos membros inferiores (i.e. com
localizac@o no terceiro e quarto quadrantes).
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Tabela 6: Anilise de correlagdes candnicas para a categoria juvenil.
X, Y, Pesos fgb varifincia | % varifncia
(estandard.) (estand.ard.) Canénicos Corr{ o U 1 ) Carr( .’Vl ) explicada exphcada
por U, por V,
Endo 1.101 0.543 0.335 9.82 374
Meso -0.188 -0.362 0.223 4.37 1.66
Ecto 0.842 0.397 -0.245 5.25 2.00
Abdom -0.079 0.397 -0.643 3.15 8.27
Agilid 0.336 0.464 0.752 4.31 11.31
Shoriz -0.683 0.573 -0.928 6.56 17.22
50m 0.169 0.441 0.715 3.89 10.22
12min 0.320 0.112 -0.181 0.00 0.01

Vip, =1944%, Vi, =47.03%, V5, =740%, Vi, =1791%, p=0.617

- . .
] ] o
= o

-} -]
& 0% %l o . ® Futebol.
- [ o © Sedent
> o % & . ®
§ I T * =] L J
3 &P e 5 : Toe
@ o.... “e * S

Scores Ul (Motoras)

Figura 5: Scores dos juvenis no primeiro par de varifiveis canénicas.
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Resumo

Os Modelos de Markov Nao-Observaveis s@o um modelo matematico probabilistico de
sequéncias de observagSes, que constitui uma ferramenta matemética bastante versatil e que
proporciona bons resultados quando aplicados a problemas de reconhecimento.

No presente artigo descreve-se brevemente os Modelos de Markov Nao-Observaveis e ilustra-
se a sua aplicagio nos dominios do reconhecimento automético de fala e do reconhecimento

de objectos em imagens.

1. Introducio

Os modelos de Markov Nao-Observaveis (Hidden Markov Models - HMM) sio muito
utilizados em reconhecimento automditico de fala [1][2] e, mais recentemente, noutros
wnteﬁos, nomeadamente no reconhecimento de objectos bidimensionais - [31[4].
Essencialmente porque sio modelos probabilisticos que permitem lidar com a incerteza
inerente a problemas de reconhecimento de padrdes, possuem um suporte mateméatico muito
rico que lhes confere uma grande versatilidade e proporcionam bons resultados de
reconhecimento.

Este artigo est4 organizado da seguinte forma: na secgio 2 é apresentado um resumo da teoria
dos modelos de Markov nao-observaveis; as secgbes 3 € 4 ilustram a aplicagio dos modelos
ao reconhecimento de fala e ao reconhecimento de objectos bidimensionais em imagens onde

se apresentam também alguns resultados experimentais; as conclusGes sio apresentadas na
sec¢do 5.
2. Modelos de Markov Nao-Observaveis

Um HMM ¢ constituido por uma cadeia de Markov estacioniria com um nimero finito de
estado. Associada a cada estado existe uma fung3o densidade de probabilidade de observagao.

A utilizag8o dos HMM's em sistemas de reconhecimento de padrées passa pela resolucéo dos
seguintes problemas: determinar a probabilidade do HMM gerar uma sequéncia de
observagdes (problema da determinagdo); estimar os pardmetros do HMM de modo a
maximizar a probabilidade de gerar um conjunto de sequéncias de observagdes (problema da
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estimagdo); determinar qual a sequéncia de estados que gera uma sequéncia de observagoes
com maior probabilidade (problema da descodificagéo).

2.1. Os parimetros do HMM

Uma cadeia de Markov estacionéria é um processo estocastico discreto que verifica a2
propriedade de Markov - a probabilidade do processo assumir um dado valor g (que
denominaremos por estado) no instante ¢, condicionada ao facto dos estados assumidos nos

instantes anteriores (¢-1, £-2,...) serem q,, q,, -.. € igual & probabilidade do processo assumir o

estado q, no instante 7, condicionada apenas ao facto do estado assumido no instante #-1 ser q,,
ou seja:

Plq,=q:|91 = 9o+ 912 =Dso---1= Plg: = 01l9, = 4, ]-
A cadeia de Markov com N estados ¢ definida por uma matriz de probabilidades de transig@o
entre estados (de dimensio NxN) designada por matriz A. Cada um dos seus elementos a;
representa a probabilidade do processo assumir o estado q; dado que no instante anterior
assumiu o estado g;.
A evoluggo temporal da cadeia por entre os seus estados depende, ndo s6 das probabilidades
de transigio entre estados, como também do estado ocupado no instante inicial (r=1). As
probabilidades de ocupaggo inicial dos estados s#o representadas por um vector (de dimens&o
N), designado por II. Cada um dos seus elementos m; representa a probabilidade da cadeia
assumir o estado q; no instante inicial.
Caso o espago de observagSes seja finito de dimensiio M (existem apenas M observagoes
distintas), as funcGes densidade de probabilidade de observagdo associadas aos estados sdo
discretas e representadas por uma matriz B (de dimensio NxM). Cada um dos seus elementos
b;; representa a probabilidade da observagio j ser observada no estado i.
De acordo com a defini¢#io de probabilidade, os pardmetros do HMM, A=(A, B, I1) verificamn
as restrigdes estocasticas: 2,20, 120 € b;20; i:aﬁ =1, ini =le i:bﬁ =1.

= jm

iml

2.2. Problema da Determinacio
Pretende-se determinar P(O[2), a probabilidade do modelo A gerar a sequéncia de observagoes

O = {o,, 0y, ..., 0y} de comprimento T.
Considerando uma sequéncia de estados Q = {q;, q, --.Gr}, € assumindo independéncia entre
as observagdes, a probabilidade da sequéncia O ser gerada pela sequéncia Q é dada por:

T
P(0|Q,2) =b, (0,)-b, (0,)-- B, (0r) =T B, (o))
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Por outro lado, a probabilidade da sequéncia Q ocorrer, é dada por:
I
PQIA) =7, 8, By By, g, = Haq,-nq, (onde se fez z, =a, ).
t=]

A probabilidade da sequéncia O ser gerada pelo modelo A segundo a sua sequéncia de estados

Q, vem:
Fil
P(0,0|4) = P(O|Q,4)- P(Q|A) = Ha b, (0,)r

Em virtude da sequéncia de observagdes poder ser gerada pelo HMM segundo qualquer uma
das suas sequéncias de estados com o mesmo comprimento, nfio é possivel determinar a
sequéncia de estados que gerou a sequéncia de observagdes. Por esta razio, diz-se que a
sequéncia de estados ndo ¢ observavel, e denominam-se estes modelos de modelos de Markov
nZo-observéveis. Assim, a probabilidade do modelo A gerar a sequéncia de observagdes O ¢
dada pela soma das probabilidades do modelo gerar essa sequéncia de observagdes segundo
cada uma das suas sequéncias de estados de comprimento T. Deste modo, designando por Q;

todas as sequéncias de estados do modelo, de comprimento T , vem:

P(OA) = EP(OIQ, A)- P(Q|A)

Note-se que existem N' sequéncias de estados de comprimento T, o que torna a aplicagdo
directa da expressdo anterior muito exigente do ponto de vista computacional. Existe, no
entanto, uma forma eficiente de efectuar este célculo, recorrendo as probabilidades
progressiva e regressiva (Forward-Backward) [5] determinadas de um modo recursivo.

2.3. Problema da Estimacfio

Pretende-se determinar os pardmetros A, B ¢ IT do modelo A de forma a maximizar a
probabilidade do modelo gerar uma sequéncia de observagdes O. Esta maximizagio é

efectuada recorrendo a uma fungdo auxiliar Q(4,1) definida por [5]:
O(4,4) =Y P(0,q|A)In P(O,q|4)
Or

Atendendo 4 desigualdade In(x) < x -1, pode verificar-se que:
O(4,4) - O(A,4) < P(O|2) - P(O}4)

pelo que os parimetros serfio determinados de forma a que a fungdio Q(4,1) atinja o seu
méximo. Esta fimg#o sujeita as restrig3es estocésticas atinge o seu valor méximo quando :
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T
. P(O’ f=i’ 1+ = .‘2’
_ POg =y 2POa=ig.=48)

q=i =~ N gsigaesi T N T
> P(O,q, =il) 3> P(0,q, =1iq,, = jlA)

i=1 Jal =]

T
. P(0,4, =10, =¥, |)
bqrﬂi (0,=v) = KMT

2.2, P(0:q, =i,0, = ¥,|2)

k=1 t=1

Estas equagdes, reescritas utilizando as probabilidades progressiva e regressiva de modo a

proporcionarem maior eficiéncia computacional, sio conhecidas por equagdes de reestimagio
de Baum-Welch.

| 2.3.1. Treino dos modelos
As equagdes apresentadas na secg@o anterior garantem que oS novos pardmetros do modelo
correspondem a um méximo da fungdo Q(4,4) e nfo a um maximo da probabilidade P(O|L).
Por esta razio, a obtengfio dos pardmetros dos modelos efectua-se repetindo a aplicagdo das
referidas equagGes sucessivamente aos modelos obtidos, até que se atinja um méaximo (que em
geral € um maximo local) de P(OJA). Este processo de treino € efectuado sobre um modelo

inicial cujos pardmetros séo obtidos de um modo heuristico ou mesmo aleatério.

. 2.4. Problema da Descodificagio

. Embora n#o seja possivel determinar a sequéncia de estados que gerou uma dada sequéncia de
observagbes, € possivel, no entanto, determinar a sequéncia de estados que gerou a sequéncia
de observagdes com maior probabilidade. A determinacfio desta sequéncia é efectuada
recorrendo ao algoritmo de Viterbi [1], que consiste num processo recursivo semelhante ao da
determinagdo da probabilidade progressiva/regressiva, que se faz uma maximizacdo de
probabilidades em vez de uma soma. Memorizando ao longo do processo os estados que
conduzem a maximizag#o referida, pode determinar-se a sequéncia de estados pretendida.
Com base nesta sequéncia podem deduzir-se outras equagdes de reestimagéio dos parimetros
dos HMM's - treino de Viterbi.

2.5. Classificagiio com HMM’s

Para a utilizagdo de HMM’s em reconhecimento, ¢ necessério transformar o padriio que se
pretende classificar, numa sequéncia de observag8es. Em geral, o classificador é constituido
| por um HMM por cada classe de padrGes. Os pardmetros destes HMM's sio
convenientemente estimados de forma a maximizar a probabilidade de cada um gerar as

sequéncias de observagdes correspondentes aos padrdes da classe que representam (fase de
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treino). Para classificar um padrdo, determina-se a probabilidade de cada modelo gerar a
sequéncia de observagdes correspondente e escolhe-se a classe representada pelo modelo que

exibe a maior probabilidade.

3. Reconhecimento Automatico de Fala com HMM’s

Foi desenvolvido um sistema de reconhecimento de palavras isoladas dependente do orador
com 128 nomes proprios portugueses pronunciados por um unico orador. O sinal de fala foi
adquirido digitalmente a uma frequéncia de amostragem de 16KHz num ambiente sem ruido.
Utilizaram-se modelos esquerda-direita [1] (numerando os estados da cadeia de Markov, as
tunicas probabilidades de transi¢io nfio nulas sfo para o préprio estado e para o estado
seguinte) treinados com o método de Viterbi com 5 repeticdes de cada palavra. Para testar o
sistema usaram-se outras cinco repetigSes. A sequéncia de observagdes correspondente a cada
repeticdo de cada palavra consiste em simbolos obtidos por quantificagdo vectorial [6] dos
coeficientes de predigéio linear [7J(LPC) de segmentos de 30 ms de sinal de fala espagados
entre si de 20 ms. A tabela seguinte mostra as taxas de reconhecimento obtidas para diversos

numeros de estados, e diversos mimeros de simbolos.

NoOmero de Estados
3 8 9
Simbolos| treino| teste | total | treino| teste{ total | treino| teste | total
16 99,2 180,8| 90 | 99,8 186,4[93,1] 89,8] 90 |94,8
32 100 | 86,71 93,4 100 {90,9[95,5] 100 [ 93,4)|98,7
64 100 {89,7|194,8] 100 | 93,6968 100 | 84,1| 97
128 100 {94,7|97,3] 100 | 96,1] 98 | 100 | 95,8 98

Tabela 1 - Taxas de reconhecimento de palavras isoladas

4. Reconhecimento de Objectos com HMM's

Para a aplicagio dos HMM’s no reconhecimento de objectos bidimensionais, € necessario
transformar o objecto presente na imagem numa sequéncia de observagdes. Neste estudo €
utilizada a silhueta do objecto para a geracdo da sequéncia de observagdes [4]. Para esta
geracdo procedeu-se a uma segmentagdo da imagem que contém o objecto, seguida de uma
extracgdo do contorno e finalmente a caracterizagdo deste.

Para a segmentagfio foi escolhido um algoritmo de limiar em que o nivel de decisfio ¢
ponderado analisando o histograma da imagem [8].

A extracgfo do contomo é realizada com base na anélise das mudancas na imagem binéria [9)
. depois de aplicado um algoritmo de fecho morfégico [10], que permite suavizar o contorno do
| objecto e torna mais robusta a sua caracterizagfo.

| Para se obter a sequéncia de observagdes, o contorno exterior do objecto é dividido num
| nimero de segmentos com igual comprimento. Em seguida, cada segmento & aproximado por
|
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um segmento de recta, unindo os seus pontos extremos. O conjunto de todos os segmentos
forma um aproximagio poligonal da silhueta do objecto. A partir da aproximagio poligonal é
gerada uma sequéncia de observagGes do tipo chain code [11], contendo o &ngulo que cada
trogo faz com o trogo anterior quantificado uniformemente. A figura 1 mostra como é
calculado o angulo entre dois segmentos de recta consecutivos da aproximagio poligonal do
objecto, e a observagdo gerada (a sombreado) para 8 niveis de quantificacdio. A figura 2
exemplifica algumas etapas da gerago da sequéncia de observagdes.

Segmento n

5
Figura 1 - Gerag8o de observagdes. 6

a) b) c)

d) 00000000500000001000040120500001610000076000000003
Figura 2 - Etapas da gerag3io da sequéncia de observagdes : a) imagem original, b) silhueta do
objecto, c) aproximag3o poligonal com 50 segmentos, d) sequéncia de observagaes.

Foi desenvolvido um sistema de reconhecimento de 15 ferramentas ¢ pegas mecinicas. A base
de dados experimental contém entre 34 e 62 imagens de cada objecto com diferentes

translagdes, rotagGes, escalamentos e formas (no caso de objectos com partes mévelis).

Para o reconhecimento foram utilizados duas topologias dos HMM's : 1) modelos totalmente
ligados (todas as probabilidades de transi¢éo entre estados sfio nZo nulas) com 10 estados, 16
simbolos por estado e com sequéncias de 30 observagdes; 2) modelos esquerda-direita com 20
estados, 16 simbolos por estado e com sequéncias de 30 observagdes. Os modelos foram
treinados com o treino de Baum-Welch e com 25 sequéncias de cada objecto. As restantes
sequéncias de cada objecto, num total de 298, foram utilizadas para testar os modelos. Os

resultados de reconhecimento encontram-se na tabela seguinte.
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Taxa de Reconhecimento
Classificador 1 99,3%
Classificador 2 100%

Tabela 2 - Taxas de reconhecimentos para os diferentes classificadores.

5. Conclusdes

Neste artigo apresenta-se um resumo sobre modelos de Markov nio-observiveis, salientando
os resultados matematicos que permitem a sua utilizagio, nomeadamente no que diz respeito
ao treino dos modelos. A sua aplicagio em duas 4reas distintas como s@io o reconhecimento de
fala ¢ o reconhecimento de objectos em imagens e os bons resultados obtidos, permitem

constatar a grande versatilidade que os HMM's proporcionam.,
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Solugbes numéricas das equag¢des de Emden-Fowler
e suas aplicagdes

Pedro Lima
Departamento de Matematica
Instituto Superior Técnico
Lisboa

1. Introducio
Sdo conhecidas como equagdes de Emden-Fowler generalizadas [10] as
equagdes diferenciais ordinarias de segunda ordem da seguinte forma:

y'(®) +ex’y? =0, )

onde ¢, p e q s30 ndmeros reais, x >0. Segundo alguns autores [14], também se
consideram equagdes de Emden-Fowler generalizadas as que tém a forma

y'(x) +a(x) y* =0, (1a)

onde a(x) € uma fung3o absolutamente continua e ndo negativa.

Equagbes deste tipo surgem em diversos dominios da Mecénica e da Fisica,
dando origem a diferentes problemas, consoante os valores das constantes e as
condigdes iniciais ou de fronteira que s@o impostas & solugdo .

Historicamente, foi o astrofisico Emden quem primeiro se interessou por
equagdes deste tipo, no principio deste século. Ao estudar o problema do equilibrio
de uma esfera de gés, ele deduziu a seguinte equagio diferencial ordinaria:

y'(x) = x'"y", )

onde n € um nimero positivo. O problema que o interessava consistia em determinar

a solugdo da equagio (2) que satisfizesse as condigBes iniciais
limy 50 y(x) =0,

' @)

limyoo YX)=1.

A mais pequena raiz desta solugdo da o raio duma esfera de gas em equilibrio.

Mais tarde, equacbes do mesmo tipo voltariam a surgir nos modelos
estatisticos da estrutura do 4tomo. Nestes modelos, a fungfio que representa o
potencial do campo eléctrico no seio do &tomo satisfaz a chamada equagdo de
Thomas-Fermi:

y'@=x""y"?, “)

que também € um caso particular da equagdo (1). A solugdo do problema de Thomas-
Fermi ¢ uma fungéo y, nfio negativa ¢ continua num certo intervalo (ou no semi-eixo
positivo) e que satisfaz a equagdo (4) no interior desse intervalo. Existem trés tipos de
condigSes de fronteira com significado fisico para a equagdo (4):
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limyoe ¥(x) =1, limyoay(x)=0 (4a)
no caso de um atomo neutro isolado;
limy 50 y(x) =1, y(b)- by’(b) =0, (4b)

no caso de um atomo neutro, com raio de Bohr igual a b, inserido numa estrutura
cristalina;

no caso de um atomo ionizado.

Outros exemplos de aplicagdo das equages de Emden-Fowler generalizadas
podem ser encontrados em Mecanica dos Fluidos [13], Fisica do Plasma [7] e no
estudo de reacgbes quimicas [6].

E interessante notar que, apesar do seu estudo datar de ha tanto tempo e do seu
aspecto ser simples, as equagSes de Emden-Fowler levantam uma série de problemas
interessantes, alguns deles ainda por resolver, que continuam até hoje a atrair a
atengdo de muitos matematicos e fisicos.

Neste trabalho, vamos expor alguns resultados relacionados com a
aproximagdo numeérica de equa¢des de Emden-Fowler, obtidos por varios autores. Na
segunda parte, ocupar-nos-emos da equagdo de Thomas-Fermi e de algumas das suas
generalizagbes, equanto a terceira parte serd dedicada a um problema de valores de
fronteira com aplicag@o na mecédnica dos fluidos.

2. Equacio de Thomas-Fermi e suas generalizagdes
Consideremos a equagio (1), com ¢=-1, p<0 e g>1.No caso particular de
| =-1/2 e g=3/2, como ja foi dito, temos a equagio de Thomas-Fermi. Sabe-se que
esta equacdo tem uma Gnica solugdo que satisfaz as condigGes de fronteira (4c) . De
acordo com Mooney [10], a equagio (1) com as mesmas condigles de fronteira
continua a ter uma unica solugdo se considerarmos qualquer valor de p superior a -2.
Estes problemas com valores negativos de p t€m em comum a propriedade de as
respectivas solugGes serem singulares em x=0. Como resulta da propria equagéo (1),
y” € ilimitada quando x—0 e, se p<s—/, o mesmo acontece com y’. Esta propriedade
cria certas dificuldades & aproximagio numeérica da solugiio do problema (cuja
solug@o exacta ndo é conhecida); contudo foi possivel ultrapassar essas dificuldades e
obter aproximagGes de grande precisdo ( ver [10],[11],[2] [3]). Vamos descrever em
linhas gerais os métodos que foram utilizados nestes trabalhos para aproximar a
solugéo.

Em primeiro lugar, a equagdo (1) € reduzida a uma sucessdo de equagdes
lineares através de um método iterativo. Se optarmos pelo método de Picard , de
acordo com Mooney, devemos reescrever a equagdo (1) na forma

V(@) -qx*y(x) =x*y' (x) - qx"y (). (1b)

Se aplicarmos um esquema iterativo de ponto fixo & equagdo (1b) e representarmos
cada iterada por yy , 2 equag#o das iteradas vai ter a forma

W'® -q Py ) = @ -qnwa ), v=1.2,. )
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Cada iterada devera satisfazer as condigdes de fronteira correspondentes a (4a), (4b)
ou (4c), conforme o caso. Embora muitos dos resultados sejam extensiveis 20s outrog
casos, vamos deter-nos no caso do itomo ionizado, pelo que consideraremos as
condi¢des

yv (0=1 ; yv (1) =0. (5a)

Mooney provou que, partindo da aproximagdio inicial yo(x)= 0, se obtem uma
sucessdo de iteradas tais que

Yo@synx<s ... sp®<Syx), 0sx<l

e esta sucessdo converge uniformemente para y (solu¢go exacta do problema nio-
linear) em [0,1].

Por outro lado, se partirmos da aproximagéo inicial yo (x) = 1 ~ x, a sucessdo
das iteradas satisfaz

Yo@2znxz .. 2n®2yx) , 0<x<l

verificando-se igualmente convergéncia uniforme para a solugio exacta. Este método
permite-nos, portanto, obter aproximages t30 exactas quanto quisermos da solugdo,
assim como enquadra-la entre um minorante € um majorante,

Em alternativa, a solugdo da equagdo (1) também pode ser aproximada pelo
método de Newton. Neste caso, a equagdo das iteradas tem a forma

W' —q Fya )Ty @) = 1-Qpa %, V=12, (6)

com as condigdes de fronteira (5a). Partindo da aproximagéo inicial yo (x) =1 - x,
obtém-se uma sucessdo decrescente de fun¢Bes que converge uniformemente para
y(x). Como € do conhecimento geral, c método Newton tem convergéncia quadritica,
(em contraste com o método de Picard que tem simplesmente convergéncia linear), o
que significa, na prética, que usando o esquema (6) se consegue obter a aproximagio
desejada com um menor nimero de iteragdes.

Uma vez reduzido o problema nio-linear (1) a uma sucessdo de problemas
lineares, pelo método de Picard ou pelo de Newton, torna-se necessario escolher um
método numérico adequado para aproximar as solugSes dos problemas lineares (5) ou
(6), ja que estes também ndo se podem resolver analiticamente. Um dos métodos mais
simples e eficientes para resolver este problema € o método das diferengas finitas, que
foi aplicado, por exemplo, em [10] e [2] . A principal dificuldade , neste caso, resulta
da descontinuidade da segunda derivada em x=0, o que diminui significativamente a
precisio do método. Com efeito, sendo / o passo da rede utilizada, o esquema de
diferencas finitas mais comum (com aproximagdo da segunda derivada por diferengas
centrais) garantiria, num problema sem singularidades, uma aproximagio com erro
O("’). No entanto, na presenga de singularidade, o erro passa 2 ser da ordem de #7*,
conforme foi estudado detalhadamente nos trabalhos acima citados. Para conseguir
que o erro de discretizagdo fosse da ordem de O(%%), Mooney introduziu, em [10] e
[11], uma modificagio do método das diferengas finitas que entra em conta com 2
singularidade do problema considerado. Em [2], para ultrapassar esta dificuldade,
propusemos um método alternativo que consiste em utilizar o método das diferengas
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finitas comum e acelerar a convergéncia dos resultados obtidos através de métodos de
extrapolagdo. Para isso, foi necessario deduzir desenvolvimentos assimptoticos do
erro de discretizagdo, com base nos quais se pode aplicar o algoritmo-E de Brezinski
[1]. Essa abordagem permitiu-nos obter aproximagdes com cerca de 10 algarismos
significativos, para a equagio de Thomas-Fermi, e com cerca de 8, para as suas
generaliza¢des (com p=-1 e p=-1.25).

No caso de valores de p préximos de -2, no entanto, as técnicas acima
descritas ndo permitem obter uma precisgo satisfatoria . Estes casos foram estudados
por Mooney em [12] e por nos em [3]. Neste ultimo trabalho, foi analisado o
comportamento assimptético das iteradas de Picard e da solugdo exacta da
equagio(1). Em particular, conclui-se que, para valores de p, entre -2 ¢ -1, a solugdo
da equagdo (1) que satisfaz as condigSes de fronteira (4c) , quando x € proximo de O,
tem o comportamento assimptotico

y(x) ~1+axP? +o (x*?) (a- constante),
donde resulta que a primeira derivada tende para infinito junto da origem. Este facto,
naturalmente, faz com que a aproximagdo pelo método das diferencas finitas, para tais
valores de p, se torne insatisfatoria. Com base nesta anilise, no trabalho citado foi
proposta a aplicagio de uma substituicio de variavel as equages (5)e(6) ea
discretizagio das equagGes na nova varidvel. A substituigdo de varidvel proposta foi

_ 2
t=xP",
no caso de p ser irracional, e

t=x"

no caso de p = —-m/n . A vantagem destas substituicSes consiste em transformar as
solugies da equagdo (1) da equagdio (5) em fungdes que sdo continuamente
diferenciaveis em x=0, apresentando, portanto, um comportamento regular em todo o
segmento [0,1]. Os resultados apresentados em [3] confirmam que esta substitui¢do de
vari4vel permite melhorar drasticamente a precisdo da aproximaggo numérica.

Na fig.1 pode ver-se o grifico da solugio aproximada da equagdo (1) com as
condigdes de fronteira (4c), no caso de p=-1.5, q=2.5, bem como algumas das
iteradas de Picard correspondentes. A fig. 2 ilustra a aplicagdo da substituiggo de
vari4vel no caso do problema considerado na fig.1. Como se pode ver pelos graficos
das fungSes (que sdo as transformadas das fungGes da fig.1 quando € aplicada a
substituicio ¢=x"*) 0 seu comportamento torna-se regular junto da origem.
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Fig.1 Reprentagio gréfica das iteradas de Picard y,, y, ¢ da solugéio y da equagio (1) no caso de
=-1, p=-1.5 , q=2.5. Tomou-se como aproximacdo inicial y, = 0.
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Fig.2 . Grificos das fungGes da fig.1 quando & aplicada a substituigiio de varidvel t= x*?

A utilizag3o da substitui¢do de varidvel permitiu aumentar substancialmente a
precisdo dos resultados. No caso de p=-1.7, por exemplo, o niimero de algarismos
significativos passa de 4 para cerca de 12.

3.Problema singular da mecénica dos fluidos nio-newtonianos.

Como segundo exemplo de aplicagdo das equagdes de Emden-Fowler, vamos
expor alguns resultados referentes a um problema de valores de fonteira que surge na
mecénica de fluidos. Mais precisamente, considere-se um escoamento sobre uma
superficie plana impermeével de um fluido incompressivel que satisfaz a lei potencial

™=k(ou/dy)",

onde T ¢ a tensdio de cisalhamento, u ¢é a componente da velocidade segundo o eixo
dos x, k é uma constante de e n é um pardmetro caracteristico do fluido. Conforme o
valor de n, o fluido diz-se pseudodplastico (quando n<7), dilatante (quando n>1) ou
newtoniano (quando n=/). A equagdo da camada de fronteira num escoamento deste
tipo conduz, apés algumas transformagBes [8] , ao problema de determinar uma
solugdo positiva da equagio

y'(x)=l/g xy% 0<x<l, (7)
onde g=-1/n, que satisfaca as condi¢des

y'(0)=0, y(1)=0.

Facilmente se vé que 2 equagdo (7) é um caso particular da equagdo (1), desta vez
com uma singularidade em x=J, ji que y se anula neste ponto e g € negativo. A
existéncia e unicidade de solugdo deste problema foi demonstrada por Luning e Perry
[8], para o caso de -1 < g < 0, e por Nachman e Callegari [13], para o caso de g<-I.
Num trabalho recente [4], analisimos este problema e tentimos obter aproximagdes
numéricas utilizando métodos semelhantes aos que foram aplicados no caso de outras
equacgdes de Emden-Fowler.

Tal como no caso anterior, comegamos por reduzir o problema a uma sucessio
de equacdes lineares. Com este fim, propusemo-nos utilizar igualmente os esquemas
iterativos de Picard e Newton. Neste caso, porém, é necessério prestar especial
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atengdo 4 escolha das aproximagGes iniciais, j4 que a hipotese de yo(x)=0 estd
excluida por g ser negativo, ¢ a funggo yo(x)=1-x também nio garante a convergéncia.

Detivemo-nos portanto na determinagéo de sub-solugdes e supersolugdes da
equagdo (7), como passo inicial para a resolug@o do problema. Seguindo Mooney [9],
chamaremos subsolu¢do do problema (7), com as condigSes de fronteira (72), a uma
fungdo da classe C(J0,1DC([0,1)~C ([0,1], tal que

—y'(x)+1/q xyi<0, 0<x<l,
(3)
y'(0)<0, y(1)=0.

Invertendo os sinais das desigualdades (8), obtém-se a defini¢gio de uma
supersolugdo.

Ap6s uma anélise do problema, verificdmos que, para qualquer valor de g, tal
que g<-1, existem sub-solu¢es e supersolugBes do problema (7) com a forma geral

y®=B(1-x)", ©)

onde y = 2/(1-q) ¢ B é uma constante real positiva. Assim, para g<-5, prova-se que
uma fiungio da forma (9) é uma sub-solugdo de (7) se

B< (v(y-1)g)" " (102)
e € uma supersolugdo se
B2(-6yq 7. (10b)

Por outro lado, no caso de -1 > q 2-5, uma fungdo da forma (9) é uma sub-solugdo de
(7) se
B<(-6yq )/ (11a)

€ é uma supersolugdo se

B2(9y(y-1)q)* 9. (11b)

No caso de g=-5 (7= 1/3), verifica-se que (-6yq )" = (9y(y-1)g)! ¥ = 107,
Por conseguinte, a fungdo

y(x)=10" (1-x)1*

é simultaneamente uma sub-solug3o e uma supersolugdio do problema considerado.
Substituindo na equagio, verifica-se que se trata da solug3o exacta. E este o tmico
valor de ¢ para o qual é conhecida a solugdo exacta.

No que diz respeito ao caso de 0>q >-1, consegue-se provar que uma fungio
da forma

yx) =B (1-x)

¢ uma subsolugdo de (7) se
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B<(-6yq )00

mas nio foi possivel determinar supersolu¢des da mesma forma.

O conhecimento de uma subsolugio da equagdo (7) permitiu-nos generalizar a
teoria de Mooney [9] para o caso desta equagéo, quando g>-1, e provar que o método
de Newton, tomando essa subsolugdo como aproximag&o inicial , gera uma sucessio
crescente de fungGes que converge uniformemente para a solu¢do exacta.

Neste caso, a equagao das iteradas do método de Newton tem a forma

¥ ") = X ya )Ty ) = Vax -y (0 v=l2,.. (12)

e as condi¢Bes de fronteira a aplicar sdo

yv'(0) =0,y (1)=0. (12a)

Também se pode aplicar um esquema iterativo do tipo de Picard que, para este
caso, tera a forma

W' - Xy Ty ) =1ax (ya () -qy )y (x)), (13)

onde y (x) representa uma subsolug3o da equagdo (7).

Para os valores de g, inferiores a -1, uma vez determinada uma subsolugio e
uma supersolugio (usando as desigualdades (10a) e (10b) ou (11a) e (11b), conforme
o caso), pode utilizar-se a teoria desenvolvida por Mooney e generaliza-la de modo a
provar que a solugdo exacta esti enquadrada entre aquelas (tal como, no caso da
equagdo de Thomas-Fermi, a solug@o exacta esta enquadrada entre a fungdo nula e a
fun¢do J-x). Além disso, é possive] provar que os métodos de Newton e Picard,
definidos respectivamente pelas equagdes (12) e (13), se tomarmos uma subsolugio
como aproximacio inicial, geram sucessdes crescentes de fun¢Ges que convergem
uniformemente para a solugo. A demonstragéo destas afirmagSes, para o caso de
g<-1, ainda ndo estid terminada, embora os resultados numéricos obtidos indiquem
que a aplicagio dos métodos com estes valores de g continue a ser vélida.

Para a discretizagdo das equagGes lineares (12) e (13), usdmos esquemas de
diferengas finitas, anilogos aos que foram utilizados para as equag¢Bes (5) e (6).
Como seria de esperar, devido & presencga da singularidade em x=1, a precisio das
aproximagOes numeéricas ¢ baixa. Mais precisamente, estimativas a posteriori
mostraram que, para valores de g situados entre -1 e 0, o erro de discretizagio € da
ordem de #7*%, enquanto que, para g<-/, ¢ aproximadamente da ordem de h.

Tal como no caso das equagdes consideradas na primeira parte, é possivel
melhorar a aproximagdo numérica das equagbes (12) e (13) recorrendo a uma
substitui¢do de varidvel. Num trabalho recente [5], propusemos, no caso de q<-1, a
aplicagiio de uma substituiggo de variavel do tipo t= (1- x )" inspirada na forma
das sub-solug5es e supersolugdes.

Tal como as substituigdes propostas para as outras equagdes, acreditamos (nao
foi ainda provado) que esta substitui¢io tem a propriedade de converter as solugdes
das equagdes (12) e (13) (e, por conseguinte, da equagio (7)) em fung3es
continuamente diferenciiveis em [0,1].

s
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Para testar os métodos propostos, foram realizadas varias experiéncias
numéricas. Em particular, no caso de g=-5, em que 2 solugio exacta é conhecida, foi
possivel determinar o erro das aproximagdes e tirar conclusdes quanto 4 sua precisio.
Assim, chegdmos as seguintes conclusdes:
a) os resultados obtidos quando se aplica a substituigio de varidvel tém um
erro da ordem de #° ( sem a substituigdo, o erro é da ordem de h);

b) se obtivermos aproximagdes com diferentes passos (usando a substituigéo
de variavel) e aplicarmos a extrapolagdo de Richardson, podemos obter
resultados de alta precisio (até 10-11 algarismos significativos) .

Na fig.3, estdo representadas graficamente algumas iteradas do método de
Newton e a solugdo exacta no caso de g=-5 . Estes graficos evidenciam a
singularidade das funcGes representadas em x=1. Quando ¢ aplicada a substituigio de
variavel t = (1-x)'*, as fungBes correspondentes adquirem um comportamenro
regular em todo o intervalo [0,1], como se pode ver na fig. 4.
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Fig.3 . Grificos da solucdo exacta e das duas primeiras iteradas de Newton da equagdo (7) no caso de
¢=-5. A aproximacdo inicial neste caso ¢ yo(x) = 0.5 (1 - x*)'°.
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Fig.4. Quando € aplicads a substituicio de varifvel t=(1-x)"%, as funcBes representadas na fig.3
adquirem esta forma.

4, Conclusdes

Os resultados até agora obtidos levam-nos a concluir que as t&cnicas de
célculo aqui discutidas constituem uma ferramenta eficaz para o tratamento
numérico das equacdes de Emden-Fowler, j4 que permitem obter resultados de alta
precisdo sem grande esforgo computacional. De notar que todos os célculos podem
ser efectuados num computador pessoal de capacidade média em poucos segundos.
Assim, tencionamos continuar a aplicd-las na resolugdo de novos problemas.




ERRATA
Y
l’<
0.8
Y
0.6
9.4 — v2?
‘3.2 yl
X

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fiz.| Reprentagdo grafica das iteradas de Picard y,, y.e dasolugdo y daequagdo (1) no caso de
¢=-1. p=-1.5 . g=2.3. Tomou-se como aproximago inicial y, =0.

v
1.
0.8
0.5 - ¥
7.4 —=y2
0.2 —y1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig.2 . Grdficos das funcGes da fig.| quando € aplicada a substituigdo de varidvel t= £'? .

<

0o ooo0o
b L By

D.2 0.4 0.6 0.8 1%

. Grificos da solugdo exacta e das duas primeiras iteradas de Newton da equagdo (7) no caso de
. A aproximagdo inicial neste caso € yo{x) =0.5 (1 - x“)”“.

=L 0y e

L B o T o T b I s B )
L

[

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Fig.4. Quando & aplicada a substituicio de varidvel t=(1-x)", as fungdes representadas na fig.3
adquirem esta forma.




AplicagBes da Matematica 159

Bibliografia:

[1] C.Brezinski , A general extrapolation algorithm, Numer. Math. 35 (1980),175-
187.

[2] P.M.Lima , Numerical methods and asymptotic error expansions for the Emden-
Fowler equations, J. Comp. Appl. Math, 70 (1996), 245-266.

[3] PMLima and MUP.Carpentier, Asymptotic expansions and numerical
approximation of non-linear degenerate boundary-value problems, Appl. Num. Math.
(a publicar).

{4] PMLima and M.P.Carpentier, Iterative methods for a nonlinear singular
boundary-value problem, J. Comp. Appl. Math. (a publicar)

[51 PM.Lima and M.P.Carpentier, Numerical solution of a singular boundary-value
problem in non-newtonian fluid mechanics, Comp. Phys. Commun. (a publicar)

[6] C.D. Luning and W.L.Perry, A monotone iterative technique for solution of p-th
order (p<0) reaction-diffusion problems in permeable catalysis, J.Comp. Chem. 5
(1984) 353-357.

[7] C.D. Luning and W.L.Perry, Shape functions for separable solutions to cross-field
diffusion problems, J. Math. Phys. 25 (1984) 2374-2376.

[8] C.D. Luning and W.L.Perry, An iterative method for solution of a boundary value
problem in non-newtonian fluid flow.J. Non-Newtonian Fluid Mechanics, 15 (1984)
145-154.

[9].W. Mooney, A unified appproach to the solution of certain classes of nonlinear
boundary value problems using monotone iterations, Nonlinear Analysis, TM&A, 3
(1979) 449-465.

[10] J.W. Mooney, Numerical schemes for degenerate boundary-value problems.
J. Phys A 26 (1993), L413-142].

[11] J.W. Mooney, Solution of a Thomas-Fermi problem using linear approximants.
Comp: Phys. Comm. 76 (1993) 51-57.

[12] J.W. Mooney, Solution of Emden-type problems using accurate, efficient
discretization schemes, Comp. Phys. Comm. 83 (1994) 245-254.

[13] A Nachman and A. Callegari, A nonlinear singular boundary-value problem in
the theory of pseudoplastic fluids, SIAM J. Appl. Math., 38 (1980) 275-281.

[14] J.W.Wong, On the generalizeed Emden-Fowler equation, SIAM review 17
(1975), 339-360.




160 Aplicagtes da Matematica




i

Aplicagbes da Matematica 161

Analogia entre Sinais e Vectores

Isabel Milho Fernando Sousa

Centro de Calculo, ISEL
DEEC, ISEL
isabel@cc.isel.pt fsousa@cc.isel.pt

Resumo

Este artigo propde-se ilustrar a analogia entre sinais e vectores aplicada na resolugio e compreensdo
de problemas em dreas como a anélise de sinais e o desenho de sistemas de comunicag3o. Desta analogia
resulta a reinterpretagdo (aplicada) das operagbes vectoriais, nomeadamente: produto interno, norma,
desigualdades, ortogonalidade, projecgSes de vectores, base ortogonal, procedimento de Gram-Schmidt.
Evidenciam-se as vantagens desta perspectiva na andlise de problemas tipo.

1 Introduciao

Através da descri¢do de sinais como vectores num espago multi-dimensional, as operagdes e
relagSes vectoriais 5o aplicadas na resolugdo de problemas em ireas como a anélise de sinais e
o desenho de sistemas de comunicagdo. S3o exemplos de aplicag@o: compreensio da série de
Fourier, extracg@o de caracteristicas, compressdo de dados, representagio de sinais com base
num conjunto reduzido de sinais, interpretagio da amostragem, medidas de semelhanga entre
sinais, detecgdo de sinais na presenga de ruido, fungbes de Walsh.

A aplicag#o desta ferramenta consiste na reinterpretagfo (aplicada) das operagdes vectoriais,
nomeadamente: produto interno (medida de semelhanga entre dois sinais), norma (energia ou
poténcia, conforme se trate de sinal de energia ou de poténcia), desigualdades (relagbes de
energia ou poténcia entre sinais), ortogonalidade (quando a medida de semelhanga entre dois
sinais ¢ nula), projecges de vectores (representagio de sinais segundo outros), base ortogonal de
vectores (base ortogonal de sinais), procedimento de Gram-Schmidt (obten¢do da base
ortonormada para representar quaisquer M sinais de energia).

Este artigo propde-se ilustrar esta analogia (entre Espacos Vectoriais ¢ Espagos de Sinais) e
evidenciar as vantagens desta perspectiva na andlise de problemas tipo. Na secgdo 2
descrevem-se de modo informal as operagSes e relagbes dos Espacos Vectoriais. Na secgdo
seguinte ilustram-se alguns exemplos de aplicag@io destas relagGes e operagBes aos sinais,
salientando-se a simplicidade desta abordagem. Finalmente na secgfio 4 apresentam-se de forma
conclusiva as vantagens desta perspectiva na érea de analise de sinais.
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2 Espagos Vectoriais

A apresentagfo da teoria de espagos vectoriais € feita de modo informal e compactol. No
entanto, considera-se essencial esta descriio para maior simplicidade e compreensio da
exposi¢io na secgdo seguinte (Aplicagdes de Espagos de Sinais).

Um espago vectorial (ou espago lincar) S é formado por um conjunto de elementos
designados por vectores. A partir de quaisquer dois vectores v e w e dois escalares a e f
forma-se outro vector z=av+fw que pertence também ao espago vectorial S. Por outras
palavras, o conjunto de todos os elementos de S ¢ fechado sobre combinagdo linear. As
operagdes de adigdo e multiplicagdo em S sdo definidas de modo usual existindo o vector nulo
@ talque v+8=v e f-v=4.

2.1 Produto Interno, (v, w)

O produto interno, simbolizado por (v,w), é um nimero complexo associado a um par de

vectores v ¢ w pertencentes a S, com as seguintes propriedades

(.6)=0 )

(v, w)=(mv) @

(@v, pw)=aB (v,w) €)

v +w,x+y)=(,x)+ v, y)+(wx)+ (w,y) “)

O valor do produto interno representa uma medida de semelhanga entre vectores,
nomeadamente o dngulo relativo.
2.2 Norma, ||
A norma de qualquer vector v € um valor real definido por
= Cv)” ©)
Representa a medida do seu comprimento e verifica as seguintes propriedades:
=0 O)

M[=0 sse v=6 )
e vl =|ed- b1 )

! Sugere-se o texto de Apostol [1] para maior rigor e detalhe.
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23 Desigualdades e Ortogonalidade

Usando as propriedades do produto interno e da norma de vectores derivam-se vdrias

relagdes importantes [1], [2]-

2.3.1 Desigualdade de Schwarz's

v, w) <M W] ©)

Relaciona o produto interno entre dois vectores com o produto das respectivas normas. A

igualdade verifica-se para o caso de v € w serem colineares (v=aw).

2.3.2 Teorema de Pitdgoras e Ortogonalidade

\\v-‘r\ﬁ?\\ / T
liwll

¥

< ol ——
Figura 1 — Representacdo vectorial de dois vectores v e w ortogonais.

Na Figura 1, os vectores v € w sdo ortogonais, ou perpendiculares. Como o produto

interno (v, w) entre dois vectores ortogonais € nulo, verifica-se o Teorema de Pitagoras. Ou seja,

Io+wlf =+ of" e Gw)=0 (10)

2.4 Projecgdo Vectorial

v
/av-",

v w

Figura 2 — Projec¢do vectorial de v sobre w.

Na Figura 2, ilustra-se a projec¢do do vector v sobre o vector w. O vector que resulta da
projecgdo ortogonal de v sobre w designa-se por v,, e é definido pelas propriedades v, =av e
(v-v,,w)=0, tal que

proj v, = 2,

R

A norma do vector projecgio v,, € nula quando os vectores v ¢ w sdo perpendiculares e é

(1)

maxima quando so colineares (proporcionais). Na Figura 2, note que v—v, ¢ ortogonal a w (a

I_
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sua semelhanga com w € nula) ¢ que |v-v,| € distancia mais curta entre a extremidade do

vector v e qualquer ponto ao longo do vector w.

2.5 Base vectorial

O conceito de base vectorial realga a interpretagéio geométrica de um espago vectorial. Seja
S um espago vectorial que inclui um conjunto de X vectores linearmente independentes ¢,, com

k=1,2, ..., X, tal que qualquer vector v pertencente ao espago S é expresso da seguinte forma

X
V=2 a, ¢ (12)

k=1

Deste modo diz-se que o espago S tem K dimensdes e os vectores ¢, formam uma base
vectorial. Os escalares o, designam-se por coordenadas de v na base ¢ e sdo determinados

segundo v e ¢, , tal que
a, =(v.4,) (13)

Para que a base ¢, seja ortonormada tem de verificar a condigsio

1 m=k
(¢,,,¢,,,)={0 ek (14)

que garante-se que 0s vectores ¢, sdo ortogonais e de norma unitaria.

2.5.1 Procedimento de Gram-Schmidt

Para gerar uma base ortonormada de vectores ¢, que represente um determinado
conjunto de vectores segue-se o procedimento sequencial de Gram-Schmidt. Segundo este, a
base ortonormada que representa o conjunto de vectores z,, com k=1, 2, ..., K, é formada tal que

=-Ex_
¢t Ilgk II (158.)

onde

£ =7

& =2 *g(zk,fé,,)-gb,, 25k<K

mel

(15b)

Verifique que (z,,,¢,,,)-¢,, em (15b), € precisamente a projecgdo de 2z, sobre ¢, dado que -
||¢i,,,||2 =1. O procedimento est4 ilustrado na Figura 3, onde se observa que g, € ortogonal 2 ¢,

@55 -5 $1, com =2, 3; note que a coordenada @, representa o valor de (zk,¢,) em (15b).
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Z;
—
B2,/ Iz )t

, 9,

Figura 3 — Geragio de vectores ortonormados segundo o procedimento de Gram-Schmidt.

Na geragdo da base ortonormada segundo este procedimento, se os vectores z, n3o forem

linearmente independentes, entdo um ou mais vectores @, serZo nulos e a dimens3o da base serd

menor que K.

2.5.2 Prodwo Iﬁterno e Norma
O produto intemno entre dois vectores z, € z; definidos pelas suas coordenadas numa

base ortonormada vem igual a

k=l I=1 k=l

K X K .
(z..2,)= (Za.-* ‘B, D@, -¢,J =D 0 (162)
Fazendo j=i , obtem-se a norma de z,
X
|[z,.]|2 = (z,.,zj)= 2l lz (16v)

kal

que exprime ¢ Teorema de Pitagoras de dimenséo X.

3 Aplicacdes de Espacos de Sinais

Através da descricdo de sinais como vectores, as operagdes e relagdes vectoriais sio
aplicadas na resolug@o de problemas em 4reas como a analise de sinais e 0 desenho de sistemas
de comunicagfio. A ligagfio entre vectores ¢ sinais é estabelecida através da definicio adequada
do produto interno (depois de ser identificado o conjunto de sinais, fechado sobre combinagéo
linear). Esta ligagdo permite a reinterpretacio das operagdes e relagdes vectoriais,
nomeadamente: produto interno (medida de semelhanga entre dois sinais), norma (energia ou
poténcia, conforme sc trate de sinal de energia ou de poténcia), desigualdades (relagdes de
energia ou poténcia entre sinais), ortogonalidade (quando a medida de semelhanga entre dois
sinais é nula), projec¢Bes de vectores (representacfio de sinais segundo outros), base ortogonal de
vectores (base ortogonal de sinais), procedimento de Gram-Schmidt (obteng@o da base
ortonormada para representar quaisquer M sinais de energia).

—_
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Para iniciar a apresentago de exemplos de aplicagdo de Espagos de Sinais comega-se por

definir a ligagdo (produto interno) para as classes de sinais de energia e de poténcia®. De seguida
apresenta-se a classe de sinais de poténcia descrita segundo a série de Fourier. Finalmente,
referem-se os exemplos seguintes: transformada de Fourier, descritores de Fourier para extrac¢fio
de caracteristicas, compressio de dados, representagio de sinais com base num conjunto
reduzido de sinais, interpretagio da amostragem, medidas de semelhanga entre sinais, detecgdo
de sinais na presenca de ruido, fungdes de Walsh.

3.1 Sinais de Energia

O conjunto de todos os sinais de energia define um espago de sinais. A defini¢do de
produto interno entre dois sinais de energia vem igual a

(v, w)= ]'v(r)-w'(:)dr 17)

Esta definigdo estabelece a ligagdo dos sinais de energia aos vectores. Tal como no espago
vectorial, este escalar representa uma medida de semelhanga entre dois sinais. Veja-se que a

defini¢do em (17) verifica as propriedades descritas na subsecgéo 2.1.

Deste modo, com a defini¢do do produto interno, deduzem-se todas as operagdes e relagdes
da secgdo 2. Para definir a nonma de v faz-se w igual v em (17) tal que

' """2 =(vv)= Iv(r)-v'(t)dt= ﬂv(f)lzdz‘:E, (18)

-

onde se verifica que o valor quadritico da norma de um sinal de energia ¢ igual ao valor da

sua energia. De salientar o Teorema de Pitigoras em (10) e (16b) aplicado aos sinais de

energia em (19): a sobreposi¢éo de sinais implica a sobreposigdo das energias quando se verifica
a ortogonalidade.

E. . =E +E

VW v w

se (v,w)=0 (19) |

3.2 Sinais de Poténcia

O conjunto de sinais de poténcia periédicos em T, define outro espago de sinais. A
defini¢o de produto interno entre dois sinais de poténcia vem igual a

(v,w)= Ti L v(5)-w' (Hdt (20)

[]

De igual modo para os sinais de poténcia, define-se a norma de v fazendo, em (20), w igual

% Em virios autores se encontraa definig8o de sinais de energia e de poténcia [2], [4], [6]-

————
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avtal que
M = (v,v)=Tio Lv(r) v (f)at =Ti0 L|v(t)| *dt=P, @21

onde se constata que o valor quadratico da norma de um sinal de poténcia € igual ao valor
da sua poténcia.

Aos sinais de poténcia ortogonais também se aplica o Teorema de Pitdgoras de modo que

P

e

=P +P, se(v,w)=0 (22)

3.3 Série de Fourier

A Série de Fourier que representa os sinais de poténcia periddicos em 7, pode ser
facilmente compreendida usando a ferramenta vectorial. Considere-se a base ortonormada de
dimenséo igual a 2K+1

Jizks

d(H=e ®  comk=0%1+2, +K (23)

Considerando o sinal #(¢f) como a projecgéo de v(¢) sobre a base ¢, (), vem que

X X f2zkt
v(t) = Zak G ()= zak e B (242)
ke—K ke-X
onde
1 - j;zkl
a, z(v’¢‘)=f L v)e ® dt (24v)

Observe-se em (24a) que v(¢) representa os primejros 2K+1 termos da série de Fourier € as
coordenadas a, sdo os coeficientes da série de Fourier. Fazendo K=« em (24a) tem-se

¥(t) =v(r),, que é a forma de v(f) descrito na série de Fourier, em (25).

® Jj2mkt

wit) = Z“k e (25)

ko—x
Deste modo interpreta-se a série de Fourier como sendo a projec¢do do sinal v(f) na base
¢, de dimens8o infinita mas contével.

Os coeficientes de Fourier significam as coordenadas do sinal w(f) sobre cada sinal &, (7)
da base; fisicamente, cada coordenada tem significado espectral correspondents a uma

determinada frequéncia miltipla da fundamental f, =1/7, , dado que, desenvolvendo (23), vem

Jj2zkt

g (D= ® =e/h =cos(2xk f,1)+ jsen(2nk £,t) (26)
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Veja-se o exemplo da Figura 4 que ilustra a geragdo da onda quadrada (sinal periédico de

poténcia) a partir da soma sucessiva de sinuséides.

avakot

(a) ® (c)
Figura 4 — Geragfo da onda quadrada a partir da soma sucessiva de sinuséides, correspondentes aos

primeiros 2K+1 coeficientes da série de Fourier. (a) K=1; (b) k=4; (c) X=10.

£

Observe-se a semelhanga do sinal com a onda quadrada 4 medida que X aumenta: o sinal
da Figura 4(c) foi gerado com os primeiros 21 termos da série de Fourier da onda quadrada
respectiva. De salientar que, quando o sinal w(?) ¢ real, os coeficientes de Fourier tém simetria

complexa e V() definido em (242) vem expresso em funcéo da soma de sinuséides, na forma

K K
W= Y o 4= + D 2a,|-cos2afyt +arg 2, ) @27)

k=K k=1
Ainda em relagdo & série de Fourier, cada coeficiente de Fourier (coordenada o, ) tem
significado fisico em termos de poténcia, tal que |o,|" representa a distribuigio de poténcia ao

longo das diferentes frequéncias (miltiplas da fundamental f,). Como a poténcia tem analogia

com a norma entéo, usando (16b), tem-se

B= b = Dk @8

k=1

que exprime o Teorema de poténcia de Parseval.

Para ilustrarmos o significado fisico dos coeficientes &, considere-se v(f) na Figura 5.

v

T

e ————eeee

Figura 5 — Onda quadrada de frequéncia f, =1/T;, .

Os coeficientes de Fourier (ou as coordenadas da projecgdo do sinal sobre as exponenciais
complexas ¢, ) representam a contribuigfo de cada frequéncia na geragéio do sinal.
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IV nfy ) =
P Ol IJ[J l ;J_’e’ ‘ I ATt e, P
arg [V(nfy )] = arg ()]
!."].-.I...[-..; ;?“I."LI“ .' + lw ’
"”'Jr RInIYE TS

Figura 6 — Espectro da onda quadrada com duty cycle igual a 25%. (2) Amplitude; (b) fase.
Analisando a Figura 6, veja-se que a contribuigiio das exponenciais complexas ¢, e ¢_, €
nula, uma vez que a, =a_, =0. Conclui-se entdo que: a sinuséide de frequéncia igual a 4 £, ndo

afecta a geracdo da onda v(#); a projecgdo de v(f) sobre a sinusdide de frequéncia 4 £, é nula; a
medida de semelhanga (v(t),oos(27r4 f,,r)) € nula.

3.4 Outros exemplos

Outros exemplos, onde sido evidentes as vantagens em aplicar a analogia entre sinais e

vectores, sdo referidos de modo resumido:
o Transformada de Fourier — andloga a série de Fourier, para sinais de energia [10);

¢ Descritores de Fourier — para extracgio de caracteristicas em processamento de
imagem [7], {8], [9];

o DCT (Discrete Cosine Transform) — utilizada na compressio de imagem do JPEG
(Joint Photographers Expert Group) [7);

¢ Amostragem de sinais — interpretacdo dos valores das amostras como coordenadas da
projecgdo do sinal sobre uma base ortonormada formada por fungdes sinc {10], [11];

¢ Fungbes de correlagdo — sva interpretagéio como fungdes dos valores do produto interno
entre sinais [2], [10];

. o Desenho de sistemas de comunicaggo digital [3], [4];

¢ Anilise da desmodulag3o de sinais na presenca de ruido [2], [4];

* Representagdo de sinais com base nas Fun¢des de Walsh [11].
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4 Conclusges

A simplicidade das operagles e relagSes vectoriais facilita a compreensio de algumas
operagbes de analise e processamento de sinais como a série de Fourier ou as fungGes de
correlagdo entre sinais. A nossa experiéncia diz-nos que depois de sensibilizar professores e
alunos para a utilidade desta ferramenta (analogia entre sinais e vectores) os assuntos sdo
apresentados e compreendidos com maior simplicidade e clareza. Assim, conclui-se que a Teoria
de Espagos Vectoriais € de extrema importincia na formagfo basica do engenheiro, permitindo o
constante e essencial recurso a ferramenta "analogia entre sinais e vectores” ao longo da sua

restante formag#o relacionada com a anélise de sinais.
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Conducio Automatica de Veiculos Terrestres através de Redes
Neuronais

Gongalo Xufre Silva
ISEL -~ INESC

Resumo

O projecto ALVINN (Autonomous Land Vehicle In a Neural Network) [4] tem mostrado que as
técnicas de redes neuromais apresentam boas condigSes para a condugic automética de veiculos
terrestres. Neste artigo fazemos uma introdugdo as redes neuronais artificias e apresentamos uma das
suas aplicag3es priticas com maior sucesso: a condugio automsatica de veiculos terrestres.

1 Redes Neuronais Artificiais

1.1 Introduciio

As redes neuronais artificiais t8m sido motivo de estudo nos 1iltimos anos, na tentativa de
alcangar performances préximas das conseguidas pelo cérebro humano em muitos campos,
tais como a andlise de fala e o processamento de imagens. Na verdade, o cérebro humano
desempenha um conjunto de actividades, das quais a mais destacavel talvez seja o
processamento de imagem, de modo muito mais eficiente e répido do que o melhor dos super
computadores. As redes neuronais artificiais foram inspiradas no pouco conhecimento que
temos do funcionamento do cérebro, que naturaimente, é muito mais complexo que o descrito
por estes modelos.

As redes neuronais tm uma enorme ¢ variada aplicagio que envolve campos desde o
reconhecimento de fala ¢ imagem, até ao controlo de pequenas acgdes domeésticas. Sdo
geralmente utilizadas em contextos onde o conhecimento a priori, acerca do sistema
envolvido, nfo € total e muitas vezes quase inexistente, sendo necessirio uma constante
adaptag8o a frequentes variagdes desse mesmo sistema. Algumas das sua caracteristicas s&o:

* A capacidade de aprender a desempenhar determinadas tarefas
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¢ O conseguir extrair caracteristicas dos dados que lhe séio apresentados, que lhes permite
classificar em classes distintas ou estabelecer relagoes implicitas entre os mesmos.

¢ A facilidade em lidar com informagéo ruidosa, conseguindo separar de forma bastante
aceitdvel, o ruido das caracteristicas principais que compdem a informagéo.

e Processamento da informagdo em paralelo.

Uma descrigiio bastante simples, no entanto algo insuficiente, poderia ser: uma rede neuronal
¢ constituida por um conjunto de unidades (neurénios) que processam informagdo, estando
ligadas entre si, através de canais de comunicagdo unidireccionais que transportam dados
numéricos. Cada unidade opera sobre os dados que recebe através das ligagles e,
possivelmente sobre a sua meméria local. A familia das redes ¢ muito vasta, ¢ os diferentes

modelos podem ser classificados em diferentes classes consoante as suas caracteristicas:

o Redes estdticas. Nas redes estaticas, a saida de cada unidade (neurdnio) depende apenas
do valor actual das suas entradas.

® Redes dindmicas. Nas redes dindmicas as unidades sdo regidas por equagdes diferenciais
ou as diferencas. Assim, a classificagdo das redes esta relacionada com o facto destas

serem ou nio, dispositivos com memoria.

O sistema implementado por uma rede neuronal é ditado pelos diferentes valores dos
pardmetros que a compdem. Os parimetros mais importantes numa rede, sio os valores
numéricos atribuidos a cada ligag8o, a que damos o nome de pesos e que definem o ganho
fornecido pelas respectivas ligagGes entre as unidades. As redes neuronais artificiais possuem
regras de treino, através das quais, os parimetros da rede sfio ajustados por forma a que esta
desempenhe as acgSes pretendidas. Essa adaptagdo, treino ou aprendizagem é feita com base
em padrdes que viio sendo apresentados 4 rede e, por essa razio, diz-se que uma rede neuronal
¢ um dispositivo de processamento que tem a capacidade de aprender a partir de exemplos.

o Aprendizagem supervisionada. Quando se usa a aprendizagem supervisionada, véo-se
apresentando & rede pares de vectores (entrada e saida desejada) e os seus parimetros vio
sendo ajustados por forma a diminuir alguma fun¢@o pré-definida de erro entre a saida que
a rede produz e a saida desejada. A este tipo de aprendizagem chama-se aprender com um
professor.
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e Aprendizagem nio supervisionada. Na aprendizagem ndo supervisionada, apresentam-se
a rede apenas os vectores de entrada e a rede ¢ treinada de modo a desenvolver um
comportamento desejado, como por exemplo identificar classes de dados estruturalmente
diferentes.

Neste artigo iremos apenas referir o perceptriio multicamada, uma rede pertencente & classe
das redes estaticas, sendo talvez a rede mais utilizada e cujas caracteristicas mais interesse
tem despertado no seio dos investigadores de redes neuronais artificiais. O perceptriio
multicamada apresenta como regra de treino o algoritmo da retropropagacdo dos erros
pertencente ao grupo dos algoritmos de treino supervisionado.

1.2 Perceptriio multicamada

O Perceptriao multicamada é o género de rede mais conhecido, e que mais e melhores tipos de
capacidades apresenta. Um Perceptriio multicamada € uma rede que contém uma ou mais
camadas de unidades entre os nés de entrada ¢ os nds de saida da rede. Cada unidade
individual é um perceptrdo (figura 1) composto por um elemento que faz a soma poriderada
(pelos pesos) das suas entrada e que posteriormente lhe aplica uma fungfio nfo linear f(x) ,
conhecida como fungdo de activagéo, que origina o valor de saida da unidade. As camadas
que ndo estio directamente ligadas aos nds de saida chamam-se camadas escondidas. Na
figura 2 podemos observar um perceptrio multicamada com uma camada escondida Hornik
et al. [2] demonstram que um Perceptrao multicamada com uma camada escondida, desde que
se possa variar sem restrigdes o nimero de unidades nessa camada, consegue aproximar com
precisdo desejada qualquer tipo de fumggo.

1
X
\ )
: ) —
x:Av

Figura 1 — Perceptrio
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Figura 2 — Perceptrio multicamada

1.3 Algoritmo da retropropagacfio dos erros

Uma rede neuronal é um modelo matemético que tem a capacidade de adaptar os seus
pardmetros por forma a aproximar o mais possivel as saidas geradas por cada padrio de
entrada, dos valores desejados. Para essa adaptag@io existem vrias regras ou algoritmos,
sendo a mais utilizada em perceptrdes multicamada, o algoritmo da retropropagagdo dos
erros. Trata-se de um algoritmo que pode ser utilizado em qualquer rede cujas ligagdes ndo
formem ciclos e cujas unidades tenham fungdes continuas e diferencisveis como fungdes de
activagio. E um algoritmo baseado mo cilculo do gradiente de uma funcdo de custo,
geralmente 0 somatério dos erros ao quadrado, com respeito aos diferentes pardmetros da rede
(pesos das ligagbes). A inovagéo que ele apresenta, centra-se na forma facil e rapida do ponto
de vista computacional, com que nos permite calcular as derivadas parciais da fimgdo de
custo. Uma demonstragéo simples e bastante descritiva do algoritmo pode ser encontrada em
[6]. Depois de na iteragéo n, se ter calculado o gradiente da fungfio de custo relativamente

2
aospesosdarede,M » estes sdo actualizados de acordo com a seguinte regra de

owy
actualizaco:
Awy(n+1) =-q-a(—asz‘-"’—)+a-Awy(n) 8))

¥
onde Aw,(n)=w” -wi"™ e orepresenta o parimetro do termo de momemto [11, que
ﬁpieamenteapr&senmumvalorentmo.SeOBequepretendegaranﬁraeslabilidadede

convergéncia do processo de aprendizagem (convergéncia para um minimo local da fungfo de
cusm,poisosmémdosbaseadosemtécnicasdecélculodogradiemeniogaMema
convergéncia para minimos globais), através da introdugiio de uma “meméra” sobra a
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actualizacdo efectuada na iteragdo anteriorr O pardmetro 7 representa o passo de
aprendizagem, tendo sido proposto em [3] um método de passos adaptativos que usa um
passo de aprendizagem distinto para cada peso da rede, e que apresenta excelentes resultados
em termos de velocidade de convergéncia do algoritmo [5].

2 Projecto ALVINN

O projecto ALVINN ¢ um projecto inicialmente desenvolvido por Dean A. Pomerlau e Todd
M. Jochem em 1992 [4] onde o objectivo principal € conseguir que uma rede neuronal
artificial conduza sozinha, um veiculo terrestre numa situacdo real, fazendo a sua
aprendizagem através da observagdo de uma pessoa a conduzir. A arquitectura da rede que
podemos observar na figura 3 consiste numa camada de entrada com 960 unidades
correspondentes a uma retina de 30x32 que recebe como entradas as imagens de video
fornecidas por uma cémara no topo do veiculo. Cada entrada esti ligada a todas as unidades
da camada escondida que por sua vez estdo ligadas a todas as unidades de saida. A camada
escondida tem 9 unidades e a de saida 45. A camada de saida é uma representacio linear da
direcgdo a que o veiculo se deve deslocar de modo a manter-se na estrada. De modo a que &
rede conduza o veiculo, a imagem da cmara é injectada nas entradas da rede e uma ordem de
comando relativamente ao volante é obtida da camada de saida.

Figura 3 : Arquitectura da rede neuronal ALVINN
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A unidade de saida mais activa determina a direcgio em que se deve colocar o veiculo. Na
figura 4 temos uma fotografia do camro de teste conduzido pelo ALVINN onde se pode
observar a cdmara de video instalada na parte superior da cabina de condugéo.

Figura 4 — Veiculo de teste conduzido pelo ALVINN

Por forma a ensinar a rede a conduzr, sdo lhe fornecidas algumas imagens, enquanto uma
pessoa conduz, e ¢ lhe fomecido a informag#o relativamente & posigdo do volante em cada
instante da condugfio. O algoritmo dz retropropagagio do erros adapta os pesos das ligages
entre as diferentes unidades, de modo a que a rede produza uma resposta adequada quando lhe
¢ apresentada uma imagem da estrada & frente do veiculo. Podemos observar na figura §
exemplos de imagens que sdo apresentadas & rede (as imagens recolhidas pela cdmara sofrem
um pré-processamento onde sdo transformadas em imagens de niveis de cinzentos).

Figura 5 — Dois exemplos das imagens apresentadas 4 rede
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Apés 3 minutos de observagio 0 ALVINN ¢ capaz de tomar o controlo da situag3o e conduzir
sozinho. Devido 4 sua capacidade de aprender as caracteristicas importantes das imagens para
conduzir numa situa¢@o particular, o ALVINN tem sido treinado com sucesso numa maior
variedade de situagdes do qualquer outro sistema auténomo de navegagio, que geralmente
requerem situagBes pré-definidas e de caracteristicas fixas. As situagdes em que o ALVINN
tem conduzido, incluem estradas simples de uma faixa com pavimento sujo, estradas de uma
faixa com faixa para bicicletas, estradas de duas faixas e auto-estradas. Neste tltimo dominio,
o ALVINN conduziu com sucesso distdncias superiores a 90 milhas e velocidades até 70
milhas por hora, numa auto-estrada pablica a norte de Pittsburg.

Redes especificas séo treinadas para cada situagdo e além de fornecerem umz posigdo para o
volante fornecem uma estimativa da sua fiabilidade. O ALVINN usa estas estimativas para
seleccionar a rede mais apropriada para o tipo de estrada em que se encontra, € para mudar de
rede 4 medida que o tipo de estradas vai variando.

3 Conclusio

Neste artigo, fizemos uma breve apresentaco das redes neuronais artificiais que tém sofrido
um considerdvel aumento de interesse nos ltimos anos. Os investigadores t&m descoberto
caracteristicas importantes nas redes neuronais, que lhes permite em algumas situagdes obter
performances parecidas com as alcangadas pelo cérebro humano.

Apresentimos como caso de sucesso o projecto ALVINN, onde uma rede neuronal consegue
conduzir de forma automética um veiculo de terrestre. Intimeras outras situagdes existemn, nas
quais as redes neuronais conseguem desempenhar tarefas onde os computadores devido ao
seu processamento sequencial e & sua necessidade de evoluir em situagdes pré-definidas tém-
se revelado incapazes.
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Predicao linear — Aplicacdes na Codificacao de Fala.
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Resumo

Este artigo apresenta a predi¢fio linear, um dos métodos mais importantes para modelagio e
extracg3o de caracteristicas do sinal de fala. Sera dado maior énfase & estimagdo e interpretagio do
modelo e serdo apresemtadas aplicagGes ma codificagdo de sinais de fala com débito binario baixo,
tendo em especial atenglio 0 vocoder (voice coder) como medelo aproximado de produgdo da fala,
Embora a estimacio do modelo seja feita por minimizagio do erro quadratico no dominio do tempo,
ser3o apresentadas interpretacSes no dominio da autocorrelagio e da frequéncia.

1 Introducio

Um dos métodos mais poderosos de anilise e caracterizagio de sinais de fala € o da predi¢do
linear. Este método tornou-se dominante para estimar pardmetros do sinal de fala numa trama em que
se considera o sinal estacionario, devido 4 variagiio lentz do tracto vocal. A ideia bisica da predigdo
linear é a de que o valor de uma amostra pode ser aproximado (predito) por combinag3o linear dos
valores das amostras anteriores, tirando partido da correlagdo entre estas, resuitando num modelo
autoregressivo. Os pesos dz combinagdo linear ou coeficientes LPC (Linear Predictive Coding) sio
estimados por minimizag3o do efro quadrético entre a amostra actual ¢ a sua predigdo. Serd apresemtada
a formulagdo desta estimacio e os resultados interpretados quer no dominio da autocorrelagdo quer no
da frequéncia. O filtro resultante simula o tracto vocal, pelo que s30 apresentadas analogias entre este
método e a produgdo da fala.

Embora n3o se limite a0 processamento de simais de fala, as aplicagSes da predigio linear em
processamento de fala sdo indmeras. No contexto da codificagio de fala, além dos pardmetros LPC €
transmitido o erro de predi¢io, com menor gama dinidmica do que o sinal de entrada e, portanto, capaz
de ser quantificado de um modo mais eficiente. Exemplos de outras aplicagSes sdo a estimagdo de
formantes, o reconhecimento e sintese de fala ¢ a identificagdo e verificagio do orador.

Além desta introdugfio, este artigo apresenta a estimagio do modelo na secgdo 2, sendo a
interpretagio no dominio da autocorrelagio apresentado conjuntamente com a estimagio do ganho do
modelo. Na secgio 3 é apresentada a interpretacio no dominio da frequéncia e a justificagdo da
necessidade de pré-énfase. Na secgdo 4 ¢ apresentada a utilizac3o da predicSo linear na codificagio de
sinais terminando a secg3o 5 com um conjunto de breves conclusGes.

_
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2. Estimagio do Modelo

O sinal de fala é nido estaciondrio, sendo no entanto possivel considera-lo quase estacionario
(lomlmentewtacionéﬂo)mnnatmmadosina],emqueovalordemnaamostms[n]podcserpreditopor
combinag¢3o linear do valor de p amostras passadas, mais um termo correspondente 20 erro de predigio

ou residuo e[n]

strl= Zacsln i)+ ] )

em que 2, sdo os pesos da combinagdo linear. O sistema descrito por esta equagio pode ser especificado
no dominio da frequéncia, aplicando a transformada z a ambos o5 Jados da equagio e admitindo vma
entrada ufn], tal que efn]=Gu[n), em que G é o ganho do modelo

H(Z) = 3((?) - PG t Q)
1= a2”

k=1

O filtro resultznte ¢ um filtro s6 de polos, correspondentes as raizes do polinémio do
denominador. Este tipo de modelos s3o também conhecidos por modelos autoregressivos (AR).

2.1 Estimac#o dos coeficientes de LPC - Minimiza¢iio do erro quadritico

Dado um sinal s[n] e considerando a trama indice m, os pesos ou coeficientes de predigio sdo
calculados minimizando o erro quadratico do residuo, dado por

E, =§e’[n]=>;[s[n]- éaw[n—k]]z (3)

O intervalo para o qual se minimiza o erro quadrético ¢ deixado para ja indefinido, mas recaird
naturalmente sobre a trama em analise. Em aplicagdes de codificacio de sinais de fala com frequéncia
de amostragem a 8 KHz, valores tipicos para a ordem de predigio p variam entre os 8 € os 12, sendo os
coeficientes de predicdo obtidos por minimizagdo do erro quadratico em ordem aos diversos coeficientes
2y

Em-0 kl,..p @)

pelo que resulta, juntamente com a equagio 3, no sistema de p equagdes a p incognitas
p -
ZaZsdn-kdn—i]=Zebldn-i]  i=1,..p )
Esta equagbes, na terminologia da minimizacio do erro quadritico, sio conhecidas como
equagdes normais. Para se calcular os coeficientes de predigio deve-se resolver o sistema (5) de p

equagdes a p mcdgnitas, havendo para isso basicamente dois métodos, baseados em definigdes diversas
dos limites do intervalo de minimiza¢do: o método da antocorrelagio e o método da covaridncia.

—
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2.2.1 Método da autocorrelagiio - Considere-se que o sinal x[n] ¢ nulo fora da janela de analise, 0 que
pode ser descrito por

Sml}= slm + n]wlr] ©

sendo w[n] uma janela de duragio N, com valores zero forz do intervalo 0 < n < N-1. Os limites dos
somatéﬁosdasequaoﬁes(S)smﬁomemeMemwmméﬂoswnmmndetﬁoiﬁmﬁode
autocorrelagZo R(i) do sinal depois de multiplicado pela janela, que d3 nome a este método.

O sistema de equagBes colocado sobre a forma matricial da origem a uma matriz de Toeplitz
[p.q:],emquetodososooeﬁcientxaolongodasdiagonaiss&oid’mﬁoos.SendoamauizdeToep]hz,é
possivel resolver este sistema de equagdes de um modo recursivo e portamto computacionalmente
eficiente [Makhboul (75)].

2.2.2 Método da covarifincia ~ Minimizando o erro E numa trama de dimensio N, os limites do
somatério passam a ser entre 0 ¢ N-1. Se parz além desta imposigdo nada se supuser sobre o sinal fora
dessa trama, os somatdrios das equagdes (5) deixam de represemtar a correlagio do sinal multiplicado
pela janela. A matriz resultante embora simétrica deixa de ser de Toeplitz; pelo que a sua solugdo é
computacionalmente mais pesada. Este método, conhecido por método da covariincia, é mais exacto
uma vez que Os erros Bo inicio e fim da trama nio sio tio grandes como no método da autocorrelaggo.
2.3 Estimagciio do ganho do modelo

A resposta em frequéncia dada pela equagio (2) assume um ganbo G tal que Guln]=e[n], ou
seja, a excitagio deverd ser proporcicnal ao erro de predigio, sem o qual o sinal de saida nio serd igual
ao smal origmal. No entanto, este sinal serd sempre uma versio quantificada, pelo que o ganho do
modelo devera ser estimado tendo em considerag3o que a enerpia do sinal de saida devera ser igual a
energia do sinal a modelar. Iremos considerar dois tipos de entrada: Um impulso correspondente 3
modelacio da abertura da glote nas zonas vozeadas (com vibragdo das cordas vocais) e ruido branco
estaciondrio correspondente i modelagio das zonas niio vozeadas (ar saido dos pulmdes com a glote
completamente aberta).

2.3.1 Impulso 4 entrada - Se a excitagZo do filtro corresponder a um impulso de area wmitiria, a saida
do sistema serd a resposta impulsiva h [n], calculada através da equagdo (1)

h[n]=§ath[n—kl+65[n] 0

Multiplicando ambos os membros desta equagio por hin-i] e somando para todo o 7, resulta a
seguinte recursio para o calculo da autocorrelagiio da resposta impulsiva,

k@)= aRG-k) ®
k=1

-_. 9@ -
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emn que a autocorrelagio de ordem zero correspondente & energia e € dada por,
RO)= 30,k (k) + G ©
=1

Impondo a condigio de que a energia da resposta impulsiva devera ser igual a energia do sinal de
entrada, e tomando em consideragdio a recursividade imposta por (8), conclui-se que

RO =R@ Osi<p (10)

pelo que se pode reinterpertrar a estimagio do modelo de LPC como o de estimar os coeficientes de um
filtro s6 de polos, tal que os p+1 primeiros valores da autocorrelagio sejam iguais aos do sinal que se
quer modelar. Das equagbes (9) e (10) obtém-se o ganho G do modelo,

G* =R(0)- f;a,R(k) (11)
=

2.3.2 Ruido branco i entrada - Assumindo que a entrada u[n] correspande a ruido branco estaciondrio
com valor médio mulo e varifncia unitiria e aplicando a equagdo (1), a saida s’[n] correspondente sera
dada por

sn)= éa,,s’br -k]+ Guln} (12)

Multiplique-se ambos os membros desta equagdo por s'[n-i] e some-se para todo o n. Tendo em
consideragio que ufn] e s'[n} sio incorrelacionados, a condicdo de impor a mesma energia entre o sinal
de saida ¢ o sinal a modelar faz resultar quer para o ganho quer para a amtocorrelagio as mesmas
equapﬁes(lO)e(lI)jéobﬁdaspaxaomsodewrienttachmimpulso.Esheresultadoeradeesperarjé
que ambas as entradas tém a mesma autocorrelagdo € espectro plano.

3 Envolvente espectral - Estimacio do tracto vocal

Foi provado através da equagdo (10) que os primeiros p+1 cocficientes de autocomrelagiio do
cinal de saida do modelo sdo idémticos aocs do sinal que se quer modelar. Sdo estes valores que
mbumprhwrﬁamwpmaadeﬁﬁqﬁodamhemempdoqummﬁﬁohnpﬁe
mapmﬁmﬁochmmosﬂmﬁequ&xdadoﬁhochICimmmdosinﬂamodehr,
como ¢ mostrado na figura 1 (c)(d).

Namoduqiodeﬁlaoomﬁuemdoisﬁposdea:dmﬁodomm:aexdnﬁowmd&
mvibmqé‘opaiéﬁwdasmﬂasvwﬁsquemdéwrabahmefa&odaglﬂe;canﬁomdamo
mﬂﬁﬁwmmﬁepmota@omlAmﬁmﬁommchtnnmmmmﬁsﬁmapmﬁmdm
passa-baixo de segunda ordem, enquanto que a excitagio nio vozeada ¢ do tipo ruido branco, com
wpemoplmo.Dommnhdodotachmlamdiaﬁonmlébiostmmmaeﬁsﬁm._
mmdahmhmsa-aho,quepodﬂéwmddada.mrmmmﬂopamdaoﬁgm,dhﬁnmdoa
comtribuigio de um dos polos da excitagdo nas zonas vozeadas.
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E normal antes da estimagio do modelo LPC introduzir um filtro de pré-énfase das altas
frequéncias do tipo,
P(z)=1-pz™ (16)

em que p tem tipicamente um valorentre 0.9 e 1. Este filtro retira a contribui¢do do segundo pélo nas
zonas vozeadas, pelo que o filtro LPC resultante € uma estimativa do tracto vocal.

A razio da utilizac3o do filtro de pré-énfase é dar maior peso as altas frequéncias dos sinais a
modelar, atenuadas devido ao espectro da forma de onda glotal nas zonas vozeadas, que faz aparecer
um declive (i) ao longo do espectro do sinal, como € mostrado na figura 1(c). Com a utilizagao do
filtro de pré-énfase o declive espectral diminui, como € mostrado na figura 1(d) e apresenta uma menor
gama dindmica Da comparacio destas figuras verifica-se ainda que o filtro de LPC segue melhor o
sinal com pré-énfase, estando as formantes (zonas de ressonfncia do tracto vocal) melhor marcadas.
Nas zonas niao vozeadas o filtro de pré-énfase ndo deverd ser utilizado, embora nio scja notada
degradagdo da qualidade caso este se aplique. Na sintese dos sinais de fala devera ser colocado 2 saida
do filtro LPC um filtro de de-énfase, com a caracteristica inversa do da equagio (16).

x 10° Sinal a Modelar Espectro x Resp. Filt. LPC sem pré-8nfase
v 80 v T s
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Figura 1

(a) Sinal 2 modelar.
(b) Residno de predi¢fio - ordem 10 com pré-&nfase (}=0.95).
(©) Espectro do sinal a modelar versus resposta do filtro de LPC sem pré-énfase.
(d) Espectro do sinal a modelar versus respostz do filtro de LPC com pré-énfase.
A resposta do filtro pode ser distinguida da DFT do sinal a modelar por ser continua e com
andamento suave, enquanto que esta tltima & discreta, embora afectada pela janela de anslise.
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4 Codifica¢do de sinais de fala utilizando predigido linear

A figura 1 mostra o sinal a modelar em (a) e o respectivo residuo de predigdo (erro de
predi¢do) em (b). Pode-se verificar a existéncia no residuo da mesma periodicidade do sinal original,
que corresponde 3 frequéncia fundamental de vibragdo das cordas vocais (pitch), mas com muito
menor gama din&mica, podendo ser quantificado de uma forma mais eficiente que o sinal a modelar. E
exactamente esta caracteristica que tora a predi¢do linear atractiva em temos da redug3o do débito
bindrio. Repare-se que, nas zonas vozeadas, pode-se ainda tirar partido da periodicidade (com um
atraso comrespondente 3 frequéncia fandamental) para minimizar ainda mais o residuo.

O primeiro codificador a utilizar um preditor linear adaptativo foi proposto por Atal em 1970
[Atal (70)], com o nome de APC - Adaptive Predictive Coding. Consistia num modulador delta
adaptado (ADM), com um preditor LPC de ordem 9. Entretanto, diversas estratégias foram propostas
para quantificar o residuo: Multi-Pulso [Atal (82)] que modela o residuo com um mimero fnito de
pulsos ¢ funcionando na gama dos 13 aos 16 kbit/s; O RPE -Excitagdo regular de pulsos [Deprettere
(85)], que codifica vectorialmente a2 posic3o dos pulsos mais importantes ¢ que € utilizado no sistema
GSM de transmiss3o digital mével europeia[Vary (88)] a 13 Kbit's; e o CELP - Code Excited Linear
Prediction [Schroeder (84)], que quantifica vectorizlmente as amplitudes do residuo, funcionando na
gama dos 4.8 a 8 Kbit/s. Este ltimo método tem vindo a merecer especial atengdo devido  relacio
qualidade débito binirio, sendo a base de diversas normas de codificac3o.

Os vocoders (Voice Coders) LPC usam um modelo simplificado do mecanismo humano de
produgiio da fala. Como ilustra a figura 2, um filtro de sintese LPC simulando o trato vocal, seguido do
filtro representando a radiagio nos libios, é excitado por um de dois tipos de sinal: sinal da glote com
periodo igual ao do periodo da frequéncia fundamental se o som for vozeado; ruido branco se o som
for nio vozeado.

Onda Glotal |

itch
P \

Fittro LPC Radiagio
“~— Tracto Vocal +—»{ Noslibios ———p

Decisio de Vozeamenio

Figura 2
Esquema de blocos da sintese em vocoders
ntilizando um modelo simplificado de produagiio da fala

Devido ao pequeno niimero de pardmetros deste codificador (parémetros LPC, ganho, decisao
de vozeamento e frequéncia fandamental) obtém-se débitos binarios bastante baixos, sendo no entanto
pouco robusto, dado que o modelo da excitagio é demasiado simples e por possiveis erros na decisgo
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de vozeamento e estimagio da frequéncia fundamental Este tipo de codificador, puramente
paramétrico, apenas preserva a amplitude espectral de curta duragio e nio a fase.

Baseado neste modelo simplificado de produgdo de fala, a norma do departamento de defesa
(DoD) dos Estados Unidos da América FS-1015 [Tremaen (82)], codifica a fala a 2.4 kbit/s. Esta
noma, também conhecida por LPC-10, embora proposta ji em 1982 tem sido uma referéncia
obrigatéria em toda a investigagZo posterior na 4rea da codificag3o de fala a um débito binirio baixo.

5 Conclusdes

Foi apresentado o modelo de predi¢do linear e apresentado o método de estimagio dos diversos
parametros. Embora seja um método no dominio do tempo, foi interpretado no dominic da
autocorrelac@o ¢ da frequéncia. Sendo um modelo autoregressivo de minimizagio do emo, este poderd
ser representado com maior eficiéncia do que o sinal a modelar e portanto com uma melhoria na
relagio qualidade - débito bindrio. Foram ainda abordadas algumas estratégias de representagio do
erro de predigdo, e apresentado o vocoder como modelo simplificado de produgdo da fala.
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Telecomunica¢des: Um Desafio as Probabilidades
Cldudia Nunes
Departamento de Matemitica, Centro de Matemdtica Aplicada,
Instituto Superior Técnico
O desenvolvimento crescente na 4rea de Telecomunicacdes tem estado na origem de novas
técnicas probabilisticas, a0 mesmo tempo que se assiste & aplicagio de métodos estatisticos e
probabilisticos ji sobejamente conhecidos em novos problemas do dominio das
comunicagSes. Esta dicotomia tem-se mostrado particularmente fértil: a aplicagdo de
modelagdo estocdstica, embora de grande dificuldade, tem-se mostrado muito importante quer
no planeamento dos sistemas de comunica¢do quer na avaliagdo do seu desempenho, ao
mesmo tempo que novos métodos probabilisticos tém sido desenvolvidos para responder a
novas situages, contribuindo assim para a evolugéo da drea dos processos estocasticos.

Neste trabalho propomos ilustrar esta dicotomia, apresentando alguns breves exemplos.

1. Os Novos Modelos de Comunicacio
Nos dias correntes a atengdo no dominio das telecomunica¢Bes estd essencialmente centrada
sobre modelos de comunica¢do méveis : os vulgos teleméveis. Este mercado tem assistido a
um répido desenvolvimento n&o sé a nivel técnico como a nivel comercial. Este ritmo de
crescimento representa por si s6 fonte de desafio para os engenheiros e técnicos associados ao
negécio das comunicages méveis: dado que o ndmero de clientes e servigos requeridos
regista aumentos anuais muito significativos, impGem-se sofisticadas estratégias de design e
planeamento de rede. Em particular, € necessério construir sucessivos modelos que descrevam
| arquitecturas de sistemas e protocolos capazes de lidar com novos objectivos, restrigdes e
i paréimetros de qualidade.

Ao contrério de uma rede de telefones fixos, uma rede de telefones méveis serve clientes
j “dindmicos”, isto €, clientes que se movem temporal e espacialmente. Devido a esta
mobilidade, tanto o local como a duragdo das chamadas afectam os recursos presentes na rede
que suporta a comunicagio. Este aspecto € uma das particularidades mais *‘visfveis” destes
modelos [1].
Outro aspecto que merece toda a atengdo dos profissionais das comunicagSes actuais € a
necessidade de estabelecer fluxos de informag@o eficientes; estes fluxos sdo suportados por

estruturas complexas, cuja presenga deverd passar despercebida ao comum dos utilizadores.

Exemplos desta situagio s@o os mecanismos de redes de transporte de alta velocidade, dos
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quais ATM (assyncronous transfer mode) é o mais conhecido, que permitem a utilizagdo de
tecnologias que suportam novos servigos de comunicagdo (servigos multimédia, por exemplo).
Seja qual for a situagdo (redes méveis, modelos de trifego rdpido, etc), o design e as decisdes
de gestdo destes servigos requerem previsbes sobre o desempenho da rede que os suporta;
decisdes baseadas em previsGes erradas podem ser catastréficas. Existe uma panéplia
considerdvel de métodos utilizados na avaliagdo e comparagdo de designs de redes e
protocolos: técnicas analiticas (equagdes diferenciais, por exemplo), técnicas de simulagéo,
projecgdes baseadas em dados existentes, andlise de séries temporais, etc. Mas seja qual for a
técnica utilizada, estaremos sempre em presen¢a de um problema sobre o qual ndo dispomos
de informagdo completa, existindo sempre - em maior ou menor grau - conhecimento
incompleto da dinfmica dos clientes e do préprio sistema em si. E € precisamente fruto deste
conhecimento incompleto que as probabilidades se tém mostrado de importéncia fulcral.

Neste artigo ilustraremos, de forma necessariamente breve e incompleta, alguns problemas
recentes no dominio das telecomunicacdes € quais as vias probabilisticas encontradas para a
sua solugdo. Na secgdo 2 daremos exemplos de situagSes ligadas aos servigos de
comunicagdes méveis e na secg@o 3 ilustraremos um dos problemas associado aos servigos de
transmissdao de dados. Dado o objectivo deste trabalho e da sua reduzida dimensdo, os
exemplos apresentados sdo notoriamente escassos e pouco desenvolvidos, pelo que

indicaremos bibliografia considerada relevante.

2. Servigos de Comunicagdes Moveis (SCM)

Nesta secgdo procuraremos descrever brevemente duas técnicas de modelagéo presentes no
planeamento de servigos de comunicacdo méveis (abreviadamente designado por SCM).

Um SCM € composto por estacSes de base, onde sdo processadas as chamadas. A cada base
corresponde uma 4drea geogréfica coberta pelo sinal emitido/recebido pela base; esta 4rea
geogréfica constitui uma célula. Uma célula tem ¢ canais, onde cada canal representa uma
dada banda de frequéncia, que seré atribuida a cada chamada. Um conjunto de células que
forma uma édrea geogréfica continua designa-se por 4rea de registo (AR). Para que um
assinante da rede emita‘receba uma chamada € necessdrio identificar a AR associada 2
chamada [2].

Numa rede de comunicagdes méveis as estagGes de base necessitam de gerir de foﬁna
eficiente a largura de banda - o recurso mais escasso e dispendioso - devendo ter em linha de
conta dois objectivos que estdo de certa forma em conflito: utilizar ao mdximo os recursos
disponiveis vs reservar recursos de forma a que a taxa de recusa de servigos, devido a

insuficiéncia de recursos, seja mantida abaixo de um nivel aceitdvel. Na prética tal significa
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que por vezes uma estacdo de base terd que reservar recursos para eventuais chamadas que

estdo nesse preciso momento a decorrer fora da sua drea geografica de influéncia mas que

brevemente poder3o entrar nos seus “dominios”, mesmo que tal signifique rejeitar o acesso de

rede a novas chamadas. Tal balango, que se repercute na percentagem de chamadas “caidas™ e

chamadas *recusadas”, € usualmente medido em termos de um parimetro usualmente

designado de “Qualidade de Servigo” (QoS, sigla utilizada na literatura anglo-sax6nica).

Algumas das questdes mais pertinentes a nivel do planeamento de recursos de um SCM:

1. Dado que o nimero de assinantes destes 'servic;os aumenta drasticamente, dever-se-a
planear os recursos de forma que a probabilidade de que todos os canais estejam ocupados
quando uma nova chamada € pedida (e que serd recusada) seja mantida abaixo de um dado
limite;

2, DeverZo ser considerados modelos distintos para popula¢des de baixa mobilidade e de alta
mobilidade;

3. Tem-se registado uma diminuigdo na duragdo média de uma chamada (de acordo com
dados divulgados pelo CTIA, a duragio média de uma chamada passou de 2.24 min, em
1990, para 2.15 min, em 1996), pelo que no planeamento da rede dever-se-a ter em linha de
conta tal facto;

4. Dado o aumento do mimero de utilizadores de redes fixas, regista-se igualmente aumento
de comunicagSes de rede fixa/rede mével, pelo que € necessdrio estudar tais alteragGes e

propor novos protocolos e métodos de avaliagao/gestio de trifego.

Virios modelos de gestdo de rede tém sido propostos (por exemplo, em [4] e [5]). Uma das
grandes dificuldades registadas na elaboragio de tais modelos prende-se com o insuficiente
conhecimento da populag@o e respectiva dindmica.

Um SCM pode ser estudado de duas formas: através de simulagio ou de métodos analiticos.
As técnicas de simulag@o apresentam o inconveniente de requererem recursos computacionais
substanciais, pelo que & desejdvel encontrar técnicas analiticas que reduzam o esforgo
requerido no estudo do comportamento de SCM e seus utilizadores. Existem véarios modelos
que procuram satisfazer este requerimento; de entre esses modelos destacam-se os designados
Meodelo de Populaggo e Modelo de Movimento:

a) Modelo de Populagéo

Este modelo permite a determinagio da distribui¢do em equilibrio do nimero de chamadas
afectadas a uma dada célula. Para tal assume a seguinte hipbtese: a faxa a que novos
utilizadores entram na drea geogrdfica correspondente a uma célula é igual a taxa a que

utilizadores deixam essa drea (taxa de entrada=taxa de satda). Considere-se a populagdo forrnada

—
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pelos utilizadores de um SCM. Seja N o ndmero esperado de utilizadores de uma célula e
F(.)a distribui¢do (genérica) do tempo em que um utilizador permanece nesta célula, com

valor esperado ). Assume-se que o processo de chegadas de clientes a uma célula pode ser

aproximado por um processo de Poisson, com taxa de chegada A = N7 e que durante a
realizagdo de uma chamada a probabilidade do utilizador se deslocar, saindo da drea de
influéncia da célula inicial, & negligivel. Com estas hipéteses e com o facto de se assumir que
a taxa de entrada € igual 2 taxa de saida de chamadas de uma célula (esta hipétese permitird,
em particular, considerar as equages de balango de um sistema de filas de espera), podemos
considerar que a populagao afectada a uma dada célula pode ser modelada por um sistema do
tipo M/ G/ e (designagdo usual para filas de espera com processo de chegadas regido por
um processo de Poisson, distribuigso de servigos genérica e infinitos servidores), com taxa de

chegada A’ e taxa de servi¢o 7. Seja 7z, a probabilidade, estando o sistema em equilfbrio, de

n =N
existirem » clientes numa célula; ent3o € possivel provar [12] que 7, =

, seja qual for
n!

a distribui¢do da duragdio das chamadas. Esta insensibilidade a distribui¢do da duragdo do
servigo (ndo s6 da sva lei como até da duragdo média de cada chamada) parece surpreendente
mas estudos de simulagdo corroboram tal facto (vide [7], onde sdo apresentados resultados de
simulagzo para duragdes exponenciais e uniformes).

Este modelo pode servir para inferir sobre determinados pardmetros importantes da

populacdo. Um dos exemplos mais significativos é a probabilidade de bloqueio p,-

probabilidade de uma chamada nfio ser efectuada por a célula a que estd afectada estar
totalmente ocupada (porque todos os canais estdo a ser utilizados). De facto este &€ um dos
pardmetros mais significativos na determinagio do indice QoS, pelo que na gestdo e
planeamento de redes de SCM um dos objectivos que se dever ter sempre em linha de conta ¢
a minimizagdo da probabilidade de bloqueio.

Pela lei das probabilidades totais, vem que:

Py = 3 Plblogueio|existem n clientes na célula)r, = Yy p,f")x,,
cincm

cEn<em
Como caleular p{”? Dado que existem # clientes na célula, ocorre bloqueio quando ¢ estdo

em chamada e ocorre um pedido de chamada antes de algum desses ¢ clientes terminar a sua
chamada. Se as chamadas ocorrem de acordo com um processo de Poisson, se estas tiverem
duragdo com distribui¢@o exponencial e se a mobilidade da populacdo for negligivel (isto €, o

niimero de utilizadores que no decorrer de uma chamada o cliente saiem da 4rea de influéncia




Aplicagbes da Matematica 191

da célula original é negligivel), € possivel derivar uma expressio para ™M T12] e

consequentemente determinar a probabilidade de bloqueio.

b) Modelo de Movimento

E necessério distinguir duas situagdes: um cliente pode apresentar pouca mobilidade durante a
realizag@o de uma chamada mas ser mével entre duas chamadas consecutivas. E este segundo
“tipo” de mobilidade a que seguidamente dedicaremos atengéo.

Designe-se por a(K) a probabilidade de um cliente se deslocar ao longo de K AR entre duas

chamadas consecutivas ¢ f, o intervalo de tempo entre duas chamadas consecutivas desse

mesmo cliente. Suponhamos que aquando da primeira chamada o cliente se encontra na AR

R,; depois desta chamada o cliente passa por outras K AR, sendo #, o tempo em que se
encontrana AR i (0<i<K); sejaainda ¢, o tempo que decorre entre a primeira chamada e
o tempo até sair da AR R,. Assumem-se as seguintes hipSteses:

1. chamadas realizadas pelo cliente decorrem segundo um processo de Poisson; nesse caso !
tem distribuigao Exponencial de média Eft,|=1/4;

2. Os t ’s sdo v.a. independentes e identicamente distribuidas, com fung@o densidade genérica
f(z,) e valor esperado E[r,.] =1/7.

A relago entre os diversos tempos pode ser representada esquematicamente da seguinte

forma:
chamada anterior . te préxima chamada
e i
Entra Rg EntraR, EnaR; Entra Rg Entra Rg.

Utilizando o facto de que as chamadas ocorrem de acordo com um processo de Poisson €

possivel provar que [7]:

P(rm+1‘1+...+tK 1<rc<rm+r1+...+:K) K21 %[1-;'*(4)}2[?(1)]!{_1 K21
a(K)-_- P c(fm K=0= » . B
1-71[1—f (2.)} K=0

onde f7(s)=[ e f(t)r ¢ a wransformada de Laplace-Stieljes de f (), cujos valores estdo

tabelados para a maior parte das distribuigoes comuns. Casos de especial interesse sao o
exponencial (f*(s)=7/@+ 1)), e o uniforme ( /()= 17/(21)(1 — g 0im)),
Este modelo permite estudar outro parfimetro do indice de QoS: a probabilidade de terminagdo

de chamadas. Quando um cliente se move durante a realizagdo de uma chamada, de tal forma

—
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que a chamada tem de ser processada por outra célula diferente da inicial, hd sempre a
hipétese de ndo haver canal disponivel na nova célula, pelo que a chamada serd bruscamente
terminada. Esta incapacidade do sistema processar a chamada na sua totalidade € muito grave,
sendo este facto ainda menos desejdvel que a ocorréncia de bloqueio.

Suponhamos que tanto a ocorréncia de novas chamadas como a transferéncia de chamadas
(adoptaremos esta terminologia para designar o efeito de mudanga de célula responsével pelo
processamento das chamadas) ocorrem de acordo com processos de Poisson independentes, de

taxas A, e A,. Designa-se por p, a probabilidade de ocorrer bloqueio por ocorréncia de
nova chamada e p, a probabilidade de terminagéo forgada da chamada (chamada “caida).

Assumindo que os tempos que as chamadas permanecem em cada célula s@o v.a. iid., €

possivel estabelecer a seguinte relagdo ([7], [5])'

A == po) [ f (l})(ﬂ) e

a qual permite derivar e iterativamente: atribuir um valor inicial a A, e iterar a
q pe Do P id te

expressdo anterior até convergéncia (afim de assegurar convergéncia do processo iterativo, €

relevante qual o valor inicial para 4,_, vide [5]).

3. Transmissao de Dados

No ambito de modelos de transmissdo de informac3o, uma das técnicas correntemente
utilizadas é o chamado Modo de TransmissGo Assincrono (cuja sigla, de origem anglo-
saxdnica, € ATM) [10]. A tecnologia ATM caracteriza-se por uma grande versatilidade e
flexibilidade que permite, por exemplo, integrar servigos de baixo ritmo (como a voz e alguns
tipos de dados), servigos de alto débito (como o video), incluindo servigos de ritmo constante,
varidvel, com ou sem relacéo temporal. A forma mais usual de modelar as diversas fontes de
sinal a que correspondem diferentes classes de servigos € por um processo MMPP. O MMPP
(Markov Modulated Poisson Process) & um processo de Poisson duplamente estocistico cuja
intensidade & controlada por uma cadeia de Markov, vulgarmente designada de ambiente. Por
exemplo, quando o mimero de estados da cadeia de Markov € dois, o processo condicional de
chegadas & Poisson de taxa 4, (4) se o ambiente estd no estado O (1). Na maior parte das
aplicagGes em que nos deparamos com MMPP’s o ambiente ndo € observével, pelo que a0
“utilizador” n#io é facultada a possibilidade de observar directamente as transi¢Ges entre

estados do ambiente.
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Associado a um MMPP existe um conjunto de pardmetros que, a menos de permutagdes na
numeracdo dos estados, define univocamente o processo, e que € composto por: taxas de

chegada A={, 4.4, } ( A, designa a taxa de chegada ao processo quando a cadeia de

Markov estd no estado j, sendo M o numero de estados da cadeia) e taxas de transi¢do

Oy Op O

Oy Ty .. O . . . .
= 2 7= * |(onde o, designa a taxa de transi¢do do estado i para o estado j da

Om1 Oumz2 - Opm

cadeia de Markov, como,; =-3, .0,).

E sobre estes parimetros que incide um dos problemas estatisticos mais relevantes: a sua
estimag#o. Usualmente dispSe-se dos seguintes dados: instantes de ocorréncia de pedidos de

servico e duragdo do servigo.

Na literatura s&o mencionados métodos que se enquadram numa das seguintes categorias:

e Métodos baseados no método dos momentos;

* Métodos baseados na verosimilhanca.

O método dos momentos foi o primeiro a ser aplicado a este problema [8]. Apds determinag3o

da fungio geradora de probabilidades de um MMPP, sdo determinados os momentos de

diversa ordem; de seguida, os parimetros do modelo sdo escolhidos de forma a que estes
momentos sejam numericamente iguais aos mormentos empiricos dos dados recolhidos. Porém
este método de estimagao apresenta dois tipos de problemas:

1. Baseia-se num critério de estimagao “pobre” e por vezes conduz a estimadores com “més”
propriedades (e.g., a nivel de consisténcia, [3]).

2. Quando o nimero de estados do ambiente do MMPP € superior a 2, esta escolha — que na
prética significa a resolucio de um sistema de M’ equagbes — pode ser numericamente
dificil.

Quanto aos estimadores baseados na fungdo de verosimilhanga: em situagdes em que as suas

propriedades s3o conhecidas (poucas, infelizmente), apresentam caracteristicas desejéveis (em

particular, sio consistentes e t8m distribui¢do assimptética normal, facto que permite a

elaboracio de testes de hipSteses ¢ intervalos de confianga). De entre os estimadores

pertencentes a esta categoria, distinguem-se:
o Estimadores EM : estimadores obtidos iterativamente. Cada iteragdo é composta por duas

etapas (etapa E — obtengdo do valor esperado da fungéio de verosimilhanga em ordem 2
parte ndo observada do ambiente; etapa M — maximizagdo deste valor esperada).

B R
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» Estimadores Recursivos: Um procedimento recursivo para estimagdo de um vector
paramétrico arbitrdrio, que designaremos genericamente por ¥, assenta na seguinte

relagdo:

onde ¥® representa a estimativa de ¥ apSs & observagdes, f,} é uma sucessio de
nimeros positivos que tende para zero, 4, é uma matriz dita adaptativa (e que devera ser
convenientemente escolhida) e h(e;¥) designa-se por vector score. Diferentes escolhas de
H, e de hl:¥) sdo possiveis, levando a métodos e resultados eventualmente distintos;

exemplos de tal sdo os métodos de Holst e Lindgren — vide [6], o de Krishnamurthy e

Moore e 0 de Rydén — vide [11] para uma comparagéo destes trés métodos.

* Estimador de Discretizacdo Temporal: Este método deve-se a Deng ¢ Mark [3] e
constitui uma alternativa 2 estimagio paramétrica de um MMPP baseada no principio da
méxima verosimilhanca. Trata-se de um método iterativo e pode ser visto como uma
aplicagdo do algoritmo EM. Seja D,x] o intervalo temporal em que se observa o processo;
fixa-se uma unidade temporal #e divide-se o intervalo em [x/4| subintervalos. A cada
subintervalo € atribuido o valor 1 ou 0 consoante nele se registar ou nio uma ocorrénc-:ia de
evento (# dever4 ser escolhido de forma a assegurar que n3o ocorre mais de um evento em
cada subintervalo). Ap6s a discretizagdo, obtemos uma sequéncia bindra
0=10,,04,..01,)} para a qual & possivel construir um algoritmo EM de mais ficil

implementagio que para os dados originais e com resultados numéricos animadores (vide
(3] e [9D).

e Estimador Bi-etdpico: diversos estudos de simulagao tém mostrado que € dificil estimar
simultaneamente e bem as taxas de chegada e de transi¢do, uma vez que nas aplicagdes de
maior interesse as taxas de chegada sdo de ordem superior s de transigio. Geralmente os
dois conjuntos de pardmetros so simultaneamente estimados. Porém, tal como proposto
em [9], os resultados s3o francamente melhores se primeiramente se estimar as taxas de
tranSigﬁo e seguidamente, fixadas estas, se estimar as taxas de chegada. Resultados de
simulagdo evidenciam a superioridade numérica deste procedimento, a0 mesmo tempo que
indiciam os seguintes factos:

- as estimativas das taxas de transi¢do no método da discretizagio temporal apresentam
regides de estabilidade muito notérias, isto €, existe uma gama variada de & ‘s que

conduzem a estimativas semelhantes; a partir de certo limiar, tais estimativas s3o
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notoriamente diferentes. Em termos préticos, quando os parimetros do modelo forem
desconhecidos, sugere-se que se estime as taxas de transi¢do para uma gama variada de
s, se reconhega a zona de estabilidade e se tome como estimativa final uma fun¢ao das
estimativas nessa zona, como seja, por exemplo, a rnédia dessas estimativas.

- as estimativas das taxas de chegada ndo sdo muito influenciadas pelas estimativas das
taxas de transi¢do, desde que estas iiltimas ndo assumam valores muito dispares dos

verdadeiros.

4. Comentarios Finais

A cooperagdo da engenharia com as probabilidades tém jd um passado histérico relevante e €
de prever um futuro risonho. Os problemas levantados aos probabilistas (nomeadamente a
nivel de processos estocdsticos) pelas telecomunicagSes constituem verdadeiros desafios,
permitindo o avan¢o de ambas as 4reas do conhecimento. Esta cooperagdo é extensivel a
outros dominios da matem4tica: a estatistica, sistemas dinimicos e andlise numérica s3o
outros exemplos desta situagzo.
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Sumaério

O presente artigo descreve um modelo computacional para a caracterizacfio de ambientes interiores
em cdmaras frigorificas. O modelo consiste num procedimento de célculo para resolugdo, por
diferengas finitas, das equagGes diferenciais de derivadas parciais exprimindo a conservagdo de
massa, de quantidade de movimento, de energia e de concentragio de espécies no ar. O transporte
turbulento € modelado através do modelo a duas equages k-e. O modelo computacional foi validado
através da confrontagdo de previsdes numéricas com valores experimentais obtidos em modelo
laboratorial.

1 - Introducio

O projecto de instalagbes frigorificas desenvolve-se, regra geral, de um modo empirico,
prevalecendo a experiéncia do projectista e o sucesso adquirido em projectos similares
precedentes. As cdmaras frigorificas representam, actualmente, o acumular de anos de
experiéncia e de evolugfo tecnolégica, desempenhando de forma mais ou menos satisfatoria
as suas func¢des.

Néo obstante, como resultado das maiores exigéncias ac nivel das condi¢des de frio e da
utilizagfio racional de energia, nos tltimos anos a metodologia seguida comegou a ser
questionada. Assumem aqui particular importincia os métodos de distribui¢iio de ar nas
cdmaras. Com efeito, face 4 natureza complexa da movimentagio do ar nos recintos
refrigerados, estes observam uma distribuigéo nfo uniforme dos campos de velocidade, de
temperatura ¢ de humidade relativa do ar, tornando heterogéneas as condigdes de frio a que os
géneros armazenados estdio expostos.

O desenvolvimento dos métodos computacionais aplicados & Mecénica de Fluidos,
associado ao constante aumemto da capacidade de calculo e 3 redugio de custo dos
computadores, tém permitido criar ferramentas avan¢adas de céliculo de escoamentos de
fluidos geometrias mais ou menos complexas. Estas ferramentas apresentam enormes
potencialidades no dominio da refrigeragio de espagos, permitindo ao projectista antecipar e
corrigir deficiéncias na fase de projecto ou optimizar instalagGes j4 em operagio. Merecem
referéncia, por exemplo, os estudos de [1] e [2].
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Neste artigo apresenta-se um modeio computacional, implementado e validado por [3], que
permite prever as condigdes climaticas de ambientes interiores em cimaras frigorificas.

2 - Modelo Matematico

O modelo matemético que descreve o escoamento tridimensional turbulento em cimaras
frigorificas, consiste num conjunto de equages diferenciais de derivadas parciais, exprimindo
a conservagio de massa, de quantidade de movimento, de energia e de concentragdo de
espécies. A turbuléncia, sendo um fenémeno quase aleatério, tridimensional e dependente do
tempo, esta ainda longe de um perfeito entendimento. Porém, para a maioria dos problemas de
engenharia, tal como o que aqui é estudado, o conhecimento dos valores médios temporais das
propriedades sobrepSe-se ao conhecimento dos detalhes da turbuléncia. Deste modo, em
substituicdo das equagOes exactas, sio resolvidas as equagdes expressas em fun¢do de valores
médios temporais. Estas equacbes podem ser representadas segundo uma mesma equacdo
geral de transporte, definida por

Bx.

%(DU@F&&_‘[R ﬂ}"’so 1)

em que
€ a componente da velocidade média na direcgdo x;

) representa a varidvel dependente
L, ¢ o coeficiente de difusfo da varidvel ¢

S constitui o termo fonte

Nas equagdes para a continuidade, quantidade de movimento, energia térmica e concentragio
de espécies, a varidvel ¢ toma, respectivamente, os valores 1, U; ( velocidade média na
direc¢do x; ), h ( entalpia especifica ) e my, ( humidade especifica ). O efeito da turbuléncia é
modelado por recurso a0 modelo de turbuléncia k-¢ [5]. Assim, torna-se necessario resolver
adicionalmente duas equagSes diferenciais de transporte, correspondentes & energia cinética
turbulenta (k) e & sua taxa de dissipagdo (). Os efeitos de impulséo sdo contabilizados, quer
na componente vertical da equagio de conservagio de quantidade de movimento, quer no
modelo de turbuléncia. O estabelecimento das condi¢es de fronteira nas paredes é feito por
recurso as leis de parede [5].

A discretizaciio das equagBes diferenciais é obtida por diferengas finitas, formulacdo do
volume de controlo, com os termos convectivos e difusivos tratados conjuntamente segundo o
esquema hibrido. Para assegurar a satisfagio da equagio da continuidade, as equagdes
anteriores s#o resolvidas sequencialmente, num processo iterativo, de acordo com o algoritmo
SIMPLE [6]. O sistema de equacdes algébricas resultantes da discretizagéo é resolvido por um
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método iterativo linha-a-linha, que combina o algoritmo de Thomas para matrizes tri-
diagonais (TDMA) com o de Gauss-Seidel [7].

3 - Modelo Laboratorial

Os ensaios para a validagio experimental do modelo computacional foram realizados num
compartimento & escala laboratorial com 1,52x0,72x0,66m3 (Figura 1). As paredes do modelo
sdo em Perspex com 6émm de espessura e isolamento térmico em poliestireno expandido com
100mm de espessura. A temperatura no exterior foi estabilizada a 25°C. A fonte de calor
correspondente & taxa de metabolismo dos produtos armazenados foi admitida uniforme e
proveniente do pavimento com o valor aproximado de SO0W. O ar de circulagfio foi insuflado
no compartimento, a temperatura estabilizada de 5°C e com uma velocidade média de 3,1m/s,
através de uma abertura rectangular localizada numa parede junto ao tecto. O retorno foi
realizado por uma abertura mais ampla, igualmente rectangular, localizada por baixo da
insuflacdo. As medigSes da temperatura do ar foram realizadas com termopares do tipo T, de
200um, conectados a um sistema de aquisi¢do DT 2811-PGL / DT756-Y.

1,52 066 072 006 012 024 032 024 [m]

Figura 1 - Geometria simplificada do modelo laboratorial, com o plano de
simetria e o sistema de coordenadas adoptado

4 - Resultados e Discussio

A figura 2 apresenta o campo de temperatura previsto no plano de simetria do
compartimento experimental. E possivel observar uma zona sob influéncia do escoamento do
ar insuflado, com trajectéria descendente junto da parede posterior, e outra zona caracterizada
pela circulagio de retorno. Na zona sob influéncia do "jacto" de entrada verificam-se valores
baixos da temperatura do ar. Note-se que a utilizacdo de jactos parietais de tecto com elevada
velocidade de descarga permitem, coadjuvados pelo efeito de Coanda, manter o jacto junto ao
tecto até ao extremo do compartimento, onde deflecte em direcgéo ao pavimento. Assim, na
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regifio inferior da cimara regista-se um aumento gradual do nivel da temperatura do ar entre
as paredes posterior e anterior como resultado do efeito convectivo da circulagdo de retomo
junto ao pavimento. Deste modo, a zona itil localizada junto da parede anterior revela-se mais
critica do ponto de vista das condigSes de frio. Conclui-se, por conseguinte, que deve ser
considerada uma especial aten¢do neste tipo de instalagdes — regra geral refrigeradas por
escoamentos de mistura — no que se refere ao posicionamento e 2 selegdo das grelhas de
insuflaggo, assim como na especificagfo dos valores do caudal do ar de circulaggo.

Na figura 3 sfio confrontados, sob a forma de perfis, valores medidos e calculados da
temperatura do ar. Os valores da temperatura foram adimensionalizados tomando como
referéncia a temperatura do ar de insuflagdo (5°C). Senfio de uma forma quantitativa exacta,
que se revelou muito satisfatéria, € possivel observar uma boa previsdo qualitativa, o que, na
pratica, representa uma forte contribuigdo para a compreensio do escoamento no
compartimento. Uma eventual inadequada modelagio do transporte turbulento em zonas
caracterizadas por baixos mimeros de Reynolds, pode estar na origem da auséncia de uma
melhor concordéncia entre as previsdes e os valores experimentais.

7.5+ °C
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Figura 2 - Previsdo da temperatura do ar no plano de simetria
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Figura 3 - Perfis comparativos de temperatura adimensional
(0 : experimental ; — : numérico)
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5 - Nota Conclusiva

Foi apresentado um modelo computacional para a simulagdo de escoamentos
tridimensionais turbulentos, com transmissio de calor, em cémaras frigorificas. A validacgo
do modelo tedrico foi empreendida através de ensaios experimentais realizados num modelo
laboratorial, tendo-se revelado muito satisfatéria para aplicagbes de engenharia. Alguns
resultados do estudo foram apresentados e discutidos. A extensa informagio recolhida, patente
na ilustragdo apresentada, permite constatar que a simulagio computacional de ambientes
interiores em cdmaras frigorificas representa uma solugo eficiente e econémica para o estudo
de problemas neste dominio.
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Bloco-Valores Singulares: Que Aplicacoes?

CeciLia COSTA* TERESA P. DE LIMA' MANUELA S. SILVA#
Jost VITORIAS

i 1. INTRODUGAO

Nesta comunicagao centramos a nossa atengdo em matrizes bloco-companheiras e
estudamos alguns aspectos relacionados com valores singulares e bloco-valores singu-
lares [5] daqueles matrizes.

Os valores singulares de matrizes tém assumido, nos Gltimos anos, uma grande im-
porténcia, dado que se tornaram numa ferramenta eficiente na resolugéo de problemas
em diversas dreas de investigaciio, nomeadamente, na Algebra Linear Numérica [2],
em Andlise Estatistica, no Processamento de Sinal e Imagem, em Teoria de Controlo
[3] e em Engenharia Biomédica [1, 5.

Em particular, neste ltimo caso, é sabido que a decomposi¢do em valores sin-
gulares da matriz cujos elementos s8o as diferencas de potencial captadas pelos
eléctrodos cutaneos colocados no térax e no abdémen de uma mulher gravida, permite
obter o electrocardiograma fetal [1, 5.

Por outro lado, as matrizes bloco-companheiras desempenham papel importante
no estudo de equagdes diferenciais (e de diferengas) com coeficientes matriciais [6].

Finalmente, o conceito (original) de bloco-valor singular foi elaborado recente-
mente [5], tendo sido estabelecida uma relacdo entre valor singular (escalar) e bloco-
valor singular {7).

Esta nota estd organizada da seguinte maneira: na sec¢go 2, consideramos ma-
trizes bloco-companheiras, cujos blocos séo matrizes quadradas reais e apresentamos
limites superiores para os valores singulares; na secgdo 3, onde os blocos (matrizes
simétricas reais) comutam dois a dois, damos férmulas para os bloco-valores singu-
lares e, a partir destes, encontramos os valores singulares (escalares).

* Secgio de Matemitica, UTAD, Vila Real, e LS.R. (Coimbra)

t Faculdede de Economia, Universidade de Coimbra, e LS.R. (Coimbra)
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S Departamento de Matemética, Universidade de Coimbra, e L.S.R. (Coimbra)




204

Aplicactes da Matemdatica

2. Caso Nao COMUTATIVO [4]

Neste paragrafo, apresentamos limites superiores para os {quadrados dos) valores
singulares da matriz bloco-companheira

0 .- 0 -4

I - 0 -4
F= 5 % 5 5

0 --- T _W4n—1

que os blocos A;, i =0, 1,...,n — 1, sio matrizes quadradas reais, de ordem p.

Tomando a norma (escalar) ||--|| de cada bloco de FTF, obtemos ums norma
matricial ®o, (FT F) Temos a desigualdade seguinte, envolvendo matrizes nao-
-negativas:

I o - 0 141l
: ' | 4z2(lo
¢ (FTF) < : 5 : =G
0 | A1l oo
4t 148l Dl E N4 |14l |

A chave para a obtengio dos resultados deste pardgrafo é a lista seguinte de de-
sigualdades, onde estdo envolvidos os conceitos de raio espectral p, de norma (escalar)
||--||;, de norma matricial ®, € de matriz nio-negativa:

p(FTF) < p[8 (FTF)] < () < |Gl

Apresentamos duas desigualdades envolvendo os valores singulares Sy, u=1,2,...,pn,
da matriz F:
e Partindo de |G]|,:

n—1
sa<1+ ; 1471 14dll.,

¢ ¢ Usando uma técnica ligeiramente diferente:

n=1 n—1 z
ML el (1+E 4l 1) - 414000 140l

2
Sp__ 5

-
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3. Caso COMUTATIVO (7]

Consideremos, de novo, a matriz blococompanheira F, que, agora, A;,
i=0,1,..,n — 1, s8o mairizes simétricas reais, de ordem p, e A;4; = A;A;,
i,j=0,1,..,n—1.

Usamos uma versao matricial do conceito de valor singular, que designamos por
bloco-valor singular. Mais concretamente, seguindo [5], definimos:

Uma matriz normal S, quadrada, de ordem p, é dita um bloco-valor sin-
gular da matriz F, se 52 for tal que FTFV = V §2, em que o vector de
blocos V' é de caracteristica maxima.

Nestas condigoes, a V' chamamos vector singular de blocos associado ao
bloco-valor singular S.

No contexto deste parigrafo — e admitindo que a matriz radicando é semi-
-definida positiva — temos as férmulas seguintes para os bloco-valores singulares, 5,
Say Sny @ =2,...,n — 1, da matriz F:

n—1 — 2
S AT A+ 1+ \/(EIA{A,: +I) — 44T A,
S]2_ — k=0 k:;

Se = I, de multiplicidade n — 2

n—1 n—1 2
EA}’,'A;:+I—\/( A{Ak-i—f) — 4AT A,
SZ —_ k=0 k=0
» 2
E importante salientar que, neste caso concreto, os valores singulares (escalares), s,,
#=1,2,..,pn, de F, s8o os valores préprios dos bloco-valores singulares, S;, S,, S,,
a=2,..,n—1,deF.

4. NoTas E CONCLUSOES

Foram apresentadas duas abordagens para o estudo dos valores singulares (es-
calares). Em ambos os casos tratados, foram usados dois conceitos ndo muito di-
vulgados: norma matricial de matriz — que é uma matriz nio-negativa; bloco-valor
singular — que é uma matriz normal.

Quanto &s aplicagdes: ainda que bastante se saiba a respeito dos valores singulares
escalares, nada conhecemos no tocante a bloco-valores singulares [excepto, é claro,
que os valores préprios dos bloco-valores singulares sdo — para j4, somente no con-
texto da secgiio 3! — valores singulares escalares].
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Introducio ao Maple V (Release 5)

J. F. Aguilar Madeira

Instituto Superior de
Engenharia de Lisboa

Maple € um programa para pessoas que trabalham com matematica. O seu ambiente
computacional integrado permite realizar uma grande variedade de operagdes matemaéticas de
caracter simbolico, numérico e grifico.

O Maple permite resolver uma grande variedade de problemas que podem ir desde

problemas simples de aritmética elementar até aos problemas complexos da relatividade geral.

A utilizagdo do Maple pa verificagdo dos calculos, permite uma maior concentragio

nos conceitos e evitar erros de calculo.

O Maple ¢ constituido por cerca de 3000 mnstrugSes cada uma delas comportando
diversas opgBes. As instrugGes mais utilizadas algebra, analise, etc. formam a “main
Library”, enquanto as mais especializadas est3o agrupadas em “packages” que cobrem entre
outras areas: ensino da matemaética, algebra linear, equagdes diferenciais, geometria e
estatistica.

O Maple também oferece uma linguagem completa de programagio, que ajuda a

estender as suas capacidades e permite satisfazer as necessidades especificas.

Nas jomadas de matematica pretende—se dar a conhecer o Maple como uma
“ferramenta matematica” no ensino e na resolugdo de problemas. Para tal os pontos a
evidenciar nas jornadas de matematica serdo:
¢ Introdugdio a linguagem do Maple;

e A estrutura interna do Maple;
e Potencialidades do Maple no ensino e na resolugdo de problemas;
e Cuidados a ter com 0 Maple.

Comeco por apresentar uma breve referéncia a certas instrugSes do Maple.
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Breve Referéncia do Maple V (Release 5)

Abreviaturas e simbolos utilizados frequentemente

+ adicdo = igual
- subtracgdo >=  maior ou igual
* multiplicacio < menor
&* Multiplicag¢do né&o <> diferente

comutativa
/ divisé&o @ composigio
**  potenciacido % dltima instrugdo executada
ou *
! factorial -> “arrow”’(para definir fungdes)
1= “assignment” ? Ajuda

“concatenationn” ou Especificar o tamanho de um

decimal intervalo
Comandos utilizados frequentermente

Topico Exemplo Comando
Definir uma fungéo . 2 fi=x->x*2/(x*2+1);

¥ Definir f(x}= f
x°+1
Calcular um limite  xt+x—6 limit ( (x*2+x-6)/
Gl i ( x*242%x-8),x=2) ;
Decompor uma Decompor a frac¢iio convert (x/ (x"2-3*x-
fracgdo x 4),parfrac, x);
[ x?-3x—4
Simplificar uma A x-1 simplify((x-1)/
ﬁ‘acg’«io Slmphflcar 22 _1 (xAz_l) ) ;
Mostrar uma 1 simplify (1+1/x);
expressio como uma Escrever 1+ - como uma
linica frac¢go tnica fracgdo
Derivar uma d, . diff(x*sin(x),x);
expressio Calcular Zx-(x sinx)
Integral indefinido e T Ve Ix e int(x*sin(x),x);
Factorizar um Factorizar 5x* — 8x -4 factor (5*x~2-8*x-4) ;
polinémio
Multiplicar uma Calcular (5x + 2)(x - 2) expand ((5*x+2)*
| expressio algébrica (x-2)) ¢
Resolver uma Resolver x2 —4x-5=0 solve (x*2-4%x-5=0) ;
equagio
Resolver um sistema Resol 2x-y=7 solve ({2*x~y=7,
5 es = ;

de equagSes olver 4x+2y=2 4*x+2*y=21});
Resolvergma Resolver y' =1+y dsolve (diff (y(x),x)=
equagdo diferencial 1+y(x) 1 Y(X));
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3 4

1 2
e B=
el

Definir uma matriz 4 .= 11

Deﬁnil' A= 3 A: arraY([[4,3], [5r 0]])5

50

Calcular um 5 -3 with(linalqg):
determinante Caleular |, det ({[s,-3], [2,21) ;
Calcular uma série | Calcular os cinco primeiros series(sin(x),x=0,5);
de poténcias termos da série de poténcias

sinx no ponto 0
Calcular os valores | Calcular os valores propriose | with(linalg):
proprios e os 0s os os correspondentes vectores | eigenvects ([[-17,-15],
correspondentes o -17 -15 [20, 18]]) :
vectores proprios de | Propros de 20 18
urna rnatriz -
Calcular a inversa de | Calcular a inversa da matriz with(linalg):
uma matriz 1 2 inverse ([[1, 2],

3 4 [3.41D;

Visualizar o grafico . x ) plot (x/ (x~2+1),
de uma fungao Gréfico deJtz = nointervalo | .__¢  6);

[-6.6]
Grafico de uma Grafico da fung3o sinx cosy plot3d(sin(x) *cos(y),
fun¢io com duas com 0<x<4m e 0<y<2n x=0..4*Pi,y=0..2*%P1);
varidveis em trés
dimensoes
Gréﬁc?c!eequaqﬁes ] 4 x = COSt plot{[cos(t),4*sin(t)
paramétricas Gréfico de y=dsing ,£=0..2%Pi]) ;

0<t<2n
Grafico de diversas | Grafico de sinx® e sin’ x no | plot {{sin(x"2),
fungGes intervalo [0’2n] sin(x)"2},x=0..2*Pi};
Multiplicar duas 1 2 A:=arr 1,2],03,4]))
matrizes Calcular AB com 4 =[ ] ay (I, 2], 13, 41)

B:=array([[1,2],[1,3]]):
evalm(A&*B};
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