Resumo

Nesta dissertacao pretende-se simular o comportamento dinamico de uma laje de
betao armado aplicando o Método de Elementos Finitos através da sua imple-
mentacao no programa FreeFEM++4. Este programa permite-nos a analise do
modelo matematico tridimensional da Teoria da Elasticidade Linear, englobando
a Equacao de Equilibrio, Equacao de Compatibilidade e Relagoes Constitutivas.
Tratando-se de um problema dinamico é necessario recorrer a métodos numéricos
de Integracao Directa de modo a obter a resposta em termos de deslocamento ao
longo do tempo. Para este trabalho escolhemos os Método de Newmark e o Método
de Euler para a discretizacao temporal, um pela sua popularidade e o outro pela
sua simplicidade de implementacao. Os resultados obtidos pelo FreeFEM++ sao
validados através da comparacao com resultados adquiridos a partir do SAP2000 e

de Solugoes Tedricas, quando possivel.

Palavras Chave: Método de Elementos Finitos (MEF), FreeFEM++, Dinamca
Estrutural, Elasticidade Linear, Método de Newmark, Método de Euler, Lajes,
SAP2000, Solucao Analitica de Navier.



Abstract

In this dissertation we are going to simulate the dynamic behavior of a reinforced
concrete plate by applying the Finite Element Method with the FreeFEM++ pro-
gram. Thus we study and analyze the numerical solution of a tridimensional Linear
Elastic problem by FreeFEM++. We take attention to the mathematical model
based on the fundamental equations of the Theory of Linear Elasticity: the Com-
patibility Equations, the Equilibrium Equations and the Constitutive laws. For the
dynamic problem we take a numerical method by Direct Integration to obtain the
displacement over time. For this, the Newmark Method and the Euler Method have
been chosen, the first one by its popularity, and the other one by its simplicity. All
the results, obtained by the FreeFEM++, are compared to SAP2000 results and to

Analytical Solutions, when possible.

Palavras Chave: Finite Element Method (FEM), FreeFEM++, Dynamics of
Structures, Linear Elasticity, Newmark Method, Euler Method, Plates, SAP2000,

Navier’s Analytical Solutions.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Enquadramento do Tema

A analise estrutural é tida como um dos principais objectivos de um Engenheiro de
Estruturas. Tal analise podera ser considerada estatica ,quase-estatica ou dinamica
dependendo essencialmente do tipo de carregamento ao qual a estrutura esté exposta
e da sua resposta. Pode-se dizer que a andlise estatica de uma estrutura representa
um caso particular da andlise dinamica, pois o termo dinamica admite quer uma
variacao no tempo quer a consideragao do efeito das forcas de inércia resultantes na

determinacao da resposta do sistema estrutural.

Nos dias de hoje com os avancos informaticos, os investigadores e projectistas passa-
ram a dispor de ferramentas que lhes permitem desenvolver modelos mais eficientes
de anélise estrutural contribuindo tanto no aumento da confianca nos resultados ob-
tidos da andlise como também na diminuicao dos custos e dos prazos de execugao.

Por outro lado, com o desenvolvimento de materiais cada vez mais resistentes, a
tendéncia é a execucao de estruturas mais esbeltas e flexiveis, tendo em vista tanto
o factor econémico como o factor estético das mesmas. No entanto, a execucao de es-
truturas com menores seccoes transversais e maiores vaos torna estas mais sensiveis
face a acgoes varidveis no tempo sobretudo em termos dos efeitos de segunda ordem.
Dai ser recomendada a execucao de uma andlise estrutural dinamica durante a fase

de projecto de uma estrutura.

Algumas accoes dinamicas que podem despertar maior interesse, sobretudo devido
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ao efeito danificador nos elementos estruturais, sao: os sismos, a movimentacao de
pessoas (caminhar, correr, dancar, pular) e as maquinas sobre as lajes, a incidéncia

do vento sobre edificios altos e a aceleracao de veiculos sobre as pontes.

Actualmente, deparando-se com problemas cada vez mais complexos no campo de
andalise de estruturas que tornam a obtencao de solugoes exactas bastante dificil
ou até impossivel, o recurso a modelagao numérica por parte dos engenheiros tem
sido cada vez mais frequente. Entre os diversos métodos desenvolvidos, o Método
dos Elementos Finitos (MEF) tem-se revelado uma ferramenta bastante poderosa e
versatil para a engenharia civil, permitindo analises com rigor de uma grande vari-
edade de fenémenos fisicos e de leis de comportamento.

Na aplicacao do MEF no dominio da Mecanica dos Sélidos, o modelo de compati-
bilidade tem sido o mais comum devido a sua simplicidade e por apresentar uma

formulagao menos exigente e mais intuitiva.

As motivagoes subjacentes a realizacao deste trabalho sao a andlise do modelo ma-
tematico dinamico através da sua implementacao numérica pelo Método dos Ele-

mentos Finitos, usando varias técnicas de discretizacao.

1.2 Objectivos

O principal objectivo deste trabalho reside na simulagao numérica do comporta-
mento de lajes com condigoes de fronteira distintas e sujeitas a acgdes dinamicas,
neste caso uma solicitacao vibratéria harménica. A simulagao sera feita com imple-
mentagao do Método dos Elementos Finitos recorrendo ao software FreeFEM++ e
serd uma simulacao em termos de resposta em deslocamentos do sistema ao longo
do tempo. Com este software serd possivel fazer uma andlise das equagoes que
modelam o fenémeno tridimensional e verificar qual a dependéncia relativamente
as condicoes de fronteira impostas. A validagao dos resultados obtidos a partir
do freeFEM++ serd feita comparativamente aos resultados obtidos com o software
SAP2000, e quando possivel pelas solucoes analiticas. Com base na comparacao
quantitativa e qualitativa dos resultados obtidos pelos diferentes meios serao esta-

belecidas as conclusoes e consideragoes finais.
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1.3 Metodologia

A metodologia adoptada para o trabalho é:

e Definicao do modelo fisico genérico;

Formulacao do modelo matemético genérico;

Implementagao em FreeFEM+4+;

Obtencao dos resultados do FreeFEM-++;

Obtencao dos resultados do SAP2000;

Obtencao das Solugoes Tedricas;

Apresentacao de tabelas e graficos comparativos;

E as descricao das conclusoes finais em relagao ao trabalho.

1.4 Estrutura da Dissertacao

A dissertacao encontra-se dividida em sete capitulos estruturados da seguinte forma:
No capitulo 1: Introduzimos o tema, indicando os objectivos da dissertacao bem

como a metodologia utilizada para alcancar estes objectivos.

No capitulo 2: Descrevemos alguns conceitos duma andlise dinamica estrutural e

introduzimos a formulagao matematica dum problema dinamico.

No capitulo 3: Apresentamos a formulacao do problema dinamico de Elasticidade
Linear tridimensional, definindo as hipéteses admitidas e as relagoes fundamentais
entre as suas incognitas. Também neste capitulo é feita a transformagao das equagoes
que regem o problema conducentes a obtencao da formulacao fraca, com vista a sua

implementagao utilizando o Método de Elementos Finitos.

No capitulo 4: E feita a dedugao de uma solugao Tedrica, através do método de
separacao de variaveis e das séries de Fourier e é apresentada uma solugao Tedrica

proposta por Navier para o caso de lajes simplesmente apoiadas.
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No capitulo 5: Faz-se uma discricao dos métodos a implementar, nomeadamente o
Método dos Elementos Finitos e os Métodos de Integracao Directa para discretizagao
em ordem ao tempo. Também neste capitulo é feita uma descrigao da implementagao

do nosso problema dinamico de elasticidade linear no software FreeFEM-++

No capitulo 6: Sao apresentados os casos de estudo nos quais foram executadas as
andlises em que é feita a comparacgao dos resultados obtidos pelo FreeFEM++, pelo

SAP2000 e pelas solugoes analiticas.

No capitulo 7: Apresentamos as conclusoes e as consideragoes finais em relagao ao

trabalho.

E por fim seguem-se a Bibliografia no capitulo 8 e os Anexos.
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Capitulo 2

Dinamica Estrutural

2.1 Consideracoes Iniciais

Sendo o termo "dinamico”, na linguagem corrente, definido como a existéncia de uma
variacao temporal, um carregamento dinamico é entendido como um carregamento
que apresenta uma variagao no tempo quer em termos de intensidade, posi¢ao ou
direccao. Desta forma a resposta estrutural, os esforgos, as tensoes e as deformacgoes

relativamente ao dito carregamento também apresenta tal variacao temporal.

Numa andlise estrutural linear (geométrica e material) é sempre conveniente fazer
a separacao entre a componente estatica e a componente dinamica das acgoes actu-
antes. Deste modo a avaliacao da resposta da estrutura é executada separadamente
sendo feita posteriormente a sobreposi¢ao das suas respostas (possivel devido a li-

nearidade da estrutura) por forma a se conseguir obter o efeito total.

Em comparagao a tipica andlise estatica de estruturas, a andlise dinamica apresenta
um certo acréscimo quanto ao grau de dificuldade e de complexidade na obtencao
das suas solugoes. Isto dada a consideracao da inércia e do amortecimento nas forgas
elasticas resistentes e a dependéncia do tempo de todas as forcas intervenientes. O
que faz com que um problema dinamico nao tenha apenas uma tnica solucao, como
acontece num problema estatico, mas sim uma sucessao de solugoes para todos os

instantes de calculo.
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Segundo Clough e Penzien [4], para avaliagdo da resposta estrutural a uma soli-
citacao dinamica estao disponiveis dois procedimentos: determinista e estocastica
(ndo-determinista). A escolha da metodologia a adoptar estd inteiramente ligada a
accao dinamica a que a estrutura esta sujeita. No caso da ac¢ao dinamica apresentar
uma variacao temporal completamente conhecida a analise é considerada determi-
nista. Mas por outro lado, se a ac¢ao dinamica apresentar uma natureza aleatéria,
entao a analise serd estocastica, podendo ser caracterizada através de conceitos pro-
babilisticos. Ainda no campo de acgoes dinamicas deterministas, estas poderao ser
divididas em duas categorias, podendo ser periddicas, caso o carregamento demons-

tre a mesma variacao temporal sucessivamente em varios ciclos, ou nao-periédicas.

Accdo do vento Acgdo do tipo ruido ambiente
b {desconbecida) P (desconhecida)
o P o psro i
! uit) |
Resposta estrutural
——— ) . = 7
. Propriedades estruturais: L m.u(rHc.u(t}+k.u(r)=p{r) i’;’
R ! massa - m
ngidez - k
amortecimento - ¢ t

/"

Accdo harmonica
o () (conhecida / desconhecida)

Accio impulsiva
{conhecida / desconkecida)

Caracteriticas modais:

pith frequéncias naturais - fi
D configuragdes modais - §i
amortecimentos medais - £ i

Accio sismica
(desconhecida)

pltl=- m.'iiét}l

ﬁh(ij - aceleragio da base de fundacdo

Figura 2.1: Esquema representativo da caracterizacao do comportamento dinamico

de estruturas, cf. Mendes e Oliveira [12]
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Ja Cook e Malkus [5] classificam os problemas dinamicos segundo duas tipolo-
gias: problemas de propagacao de ondas ou problemas dinamicos estruturais. Nos
problemas de propagacao de ondas os carregamentos sao frequentemente impac-
tos ou explosoes e quer a excitacao quer a resposta da estrutura apresentam al-
tas frequéncias. Ja nos problemas dinamicos estruturais a frequéncia de excitacao
encontra-se na mesma ordem de grandeza de um terco da frequéncia natural de
vibracao mais baixa da estrutura. A inércia torna-se importante se as frequéncias
de excitacao sao superiores a aproximadamente um terco da frequéncia natural de
vibracao mais baixa da estrutura ou se a estrutura vibra livremente quando imposta
a determinadas condicoes iniciais. Caso contrario o problema diz-se Quase Estatico,
tratando-se de um problema com uma variagao temporal em que nao ha influéncia
da inércia no comportamento da estrutura. Por sua vez os problemas dinamicos es-
truturais subdividem-se em duas amplas classificagoes em que numa procuram-se as
frequéncias naturais de vibracao e correspondentes modos de vibragao, ou seja um
analise modal, e noutra procura-se determinar o movimento da estrutura ao longo
do tempo para determinadas solicitagoes, ou seja uma andlise histérico-temporal.
Assim sendo podemos apresentar o seguinte esquema do tipo de comportamentos

estruturais:

Tipos de coportamento

Estatico ] erse Estatico | r Dinamico |
Ku=F Ku(t) =F(t)

—-—]_ Propagacio de Onda |
—-* Dindmica Estrutural |

| ! |

Freq. e Modos Naturais | |R€‘=13‘3'3ta Temporaﬂ | Respostas em Frequéncia

|

I Integracio Direta |

Figura 2.2: Esquematizacao dos tipos de comportamentos e métodos de avaliacao
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Para além da definicao das accoes actuantes, a caracterizacao do comportamento
dinamico das estruturas passa também pela consideracao de um modelo matematico
que se mostre suficientemente capaz de representar as propriedades geométricas e
fisicas das mesmas e de descrever o seu funcionamento estrutural por aplicagao
das leis da Mecanica de modo que seja possivel a obtencao das relacoes excitagao-
resposta. E estes critérios aplicam-se tanto a nivel determinista como a nivel es-

tocéastico.

No ambito desta dissertacao apenas sera abordada a metodologia determinista uma
vez que a simulagao do comportamento dinamico, neste caso de uma laje, é feita
face a uma excitacao harmoénica simples caracterizada por uma variagao sinusoidal,

plenamente conhecida.

2.2 Formulacao da Equacao do Movimento

Os deslocamentos dinamicos sao definidos por expressoes matematicas designadas
de equagoes do movimento das estruturas em que o histérico dos deslocamentos
representam as solugoes destas equacoes. Na verdade as equagoes do movimento
de qualquer sistema dinamico tém implicita as expressoes da segunda lei do movi-
mento de Newton que diz que a taxa de variagao da quantidade do movimento de
qualquer particula de massa m é igual a forca que actua sobre o mesmo. O qual
para um sistema com apenas um grau de liberdade (SDOF) poderd ser expresso

matematicamente pela seguinte equagao diferencial:

P(t) = % (m%) (2.1)

Em que F(t) representa as forgas varidveis no tempo aplicadas e u(t) é o desloca-
mento da particula de massa m. Considerando que a massa é constante no tempo a
Equacao 2.1 podera ser escrita da seguinte forma:

d*u

P(t) = m—
(t) =m—s

= mii(t) (2.2)
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Segundo o principio d’Alembert, uma massa sujeita a uma aceleracao desenvolve
uma forca de inércia proporcional a esta mas de sentido oposto. FKEste conceito
permite que as equagoes do movimento sejam expressas como equagoes de equilibrio
dinamico em que o somatoério de todas as forcas aplicadas a massa m e das forgas

de inércia, fr(t) = mii(t), associadas a mesma se anulam:

P(t) = mii(t) & P(t)— fi(t) =0 (2.3)

Como P(t) podem ser consideradas vérios tipos de forgas actuantes tais como forgas
resistentes resultantes de restrigoes eldsticas que se opdem ao deslocamento (forgas
de restituicao eldstica, fs(t) = ku(t)), forgas de viscosidade que resistem a velocidade

(forgas de dissipagao de energia, fp(t) = cu(t)) e excitagoes externas, f(t).

,—-ym |—'-I’¢f3
[ o —1 o
m pii) - pli)
00— folt) =——
k L L @] )
ia) (k)

Figura 2.3: Idealizagdo de um sistema com apenas um grau de liberdade (SDOF):

(a) componentes bdsicas; (b) for¢as em equilibrio, cf. Clough e Penzien [4]

Logo para um sistema simples com apenas um grau de liberdade a equagao do

movimento é dada por:

mii(t) + ci(t) + ku(t) = f(t) < fi(t) + fo(t) + fs(t) = f(t) (2.4)

Ou seja esta formulacao dé-se por meio de uma relagao directa de equilibrio em cada

instante do tempo de todas as forcas do sistema.

Quando o sistema estrutural se torna mais complexo, passando a ter multiplos graus
de liberdade, torna-se mais conveniente que a formulacao seja feita recorrendo ao

Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), a qual é presentada no capitulo 5.
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Capitulo 3

Teoria da Elasticidade Linear

3.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo sao apresentadas as relacoes fundamentais que estao na base da for-
mulagao do problema dinamico de elasticidade linear. O problema a ser estudado

segue um conjunto de hipéteses base como:

e Os elementos estruturais do sistema sao constituidos por um material ho-
mogéneo e isotrépico, ou seja, o material apresenta as mesmas propriedades
ao longo de toda a estrutura e apresenta o mesmo comportamento em todas

as direcgoes.

e Admite-se um comportamento eldstico linear da estrutura. Tal linearidade
é verificada simultaneamente em dois niveis. No primeiro nivel, o campo de
tensoes e o campo de deformagoes relacionam-se de forma linear (linearidade
fisica ou do material) em que as deformagoes resultantes da aplicacao de car-
gas exteriores sao reversiveis. E no segundo nivel, considerando que o corpo
elastico estd sujeito a pequenas deformacoes, o campo de deslocamentos e
o campo de deformacoes também serao lineares em que as componentes do
campo de deformacoes sao bastante aproximadas da combinacao linear das

componentes do campo de deslocamentos.

e A temperatura nao interfere nas caracteristicas mecanicas do material.
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Verificando tais hipdteses, torna-se valida a aplicacao da Teoria da Elasticidade
Linear que para o caso tridimensional é regida por um conjunto de 15 equacgoes
diferenciais, as quais devem satisfazer as grandezas da nossa analise estrutural no-

meadamente os deslocamentos, as deformacoes, as forgas e as tensoes.

Estas equacoes diferenciais encontram-se divididas em trés Equagoes de Equilibrio,
que relacionam as forcas e as tensoes, seis Equagoes de Compatibilidade, que re-
lacionam as deformacoes e os deslocamentos, e seis Relacoes Constitutivas, que

relacionam as tensoes e as deformagoes (figura 3.1):

Forcas
mdssicas Deslocamentos
11
X x
Lg+X =Pi H —|. E-Z g

Tensdes Extensdes

4 £

g-D XL

Figura 3.1: Variaveis e equagoes fundamentais da Mecanica Estrutural, cf. Mendes

e Oliveira [12]
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3.2 Equacoes de Equilibrio

Um corpo sélido sob a influéncia de forgas exteriores, méssicas e/ou de superficie,
origina forgas internas (ou esforgos internos) cujo objectivo é manter ligadas as
particulas do corpo e que se encontram distribuidas ao longo do mesmo. Para a
quantificacao e a distribuigao destas forcas internas pode-se recorrer ao "método do
plano de corte”. Portanto tendo um AA que corresponde ao elemento de superficie
do plano de corte com uma normal exterior 77 e que contém o ponto P e onde actua

a forga AF (equivalente as forgas internas), tal como é ilustrado pela figura 3.2.

Figura 3.2: Solido seccionado sob acgao de forcas exteriores, cf. Oliveira, Castro e

Gomes [15]

Segundo Cauchy, o vector de tens@ao de um determinado ponto P, pertencente a AA
situado no interior do sélido continuo e sujeito a uma resultante das forcas internas

instaladas AF , é dado por:

(n) AF

Alflgloﬂ (3:1)

g =

(n)
Mas para definir o estado de tensao no ponto P, o vector de tensao & revela-se

insuficiente dada a existéncia de infinitos vectores de tensao associados ao ponto P,
uma vez que se pode ter infinitos planos de corte que passam por P. Para que o
estado de tensao num dado ponto fique totalmente definido é necessario conhecer

trés vectores de tensao de trés planos cujas normais sejam ortogonais entre si.
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Logo tendo como referéncia os eixos cartesianos e considerando o AA coincidente
com os planos cuja normal é paralela a estes eixos, para o tensor da tensoes (notagao

matricial) tem-se:

—
8
N
—~
8
N2
—
8
N2
—~
8
N

o Oy Oy O Opz Tzy Taz 011 012 013
B T2 O ) ) B €7 I _
0= g - Oy Oy Oy - Tyzr Oyy Tyz ou 0= 021 O22 023
(2) () (&) (2
J Oy Oy O3 Tze Tzy Ozz 031 032 033

Figura 3.3: Representacao de um estado de tensao de um corpo solido, cf. Oliveira,

Castro e Gomes [15]

Assim sendo o estado de tensao num ponto é definido por nove componentes escalares
independentes (normais e tangenciais) em que a partir do equilibrio de momentos
do corpo livre verifica-se que a matriz do tensor das tensoes é simétrica segundo
a diagonal, 0;; = 0. Dal s6 ser necessario conhecer seis das componentes (trés

normais e trés tangenciais) podendo o tensor ser escrito na seguinte forma vectorial:

011
022
033
023
013

012
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Para a formulacao das Equacao de Equilibrio Dinamico inicialmente deve-se ter em
conta o Principio D’Alembert, o qual diz que um corpo sujeito a uma excitagao
desenvolve no seu interior forcas de inércia cujo valor é proporcional a sua massa e
com direccao oposta a aceleracao imposta. E como foi referido anteriormente, um
corpo sob solicitagoes externas gera no seu interior esforcos internos, e consequente-
mente um campo de tensoes internos que segue uma distribuicao sob a condicao de
equilibrio dinamico em todos os pontos do corpo. Admitindo um elemento ctibico
infinitesimal, dV', como sendo um determinado ponto do interior de um corpo sélido

sujeito a uma excitagdo méassica F'(t) tem-se:

e 4

=

" dx,

Figura 3.4: Forgas e tensoes actuantes num ponto do interior de um sélido, cf.

Oliveira, Castro ¢ Gomes [15]

Pela condicao de equilibrio das forgas (forgas internas resultantes da distribuigao
interna das tensoes, for¢a externa aplicada e da forga de inércia interna), segundo as
trés direcgoes ortogonais, é possivel escrever as trés Equagoes de Equilibrio Dinamico

que governam a Teoria da Elasticidade Linear numa analise tridimensional:

Jo oo Oo
u 902 0031

L F — il
81’1 3x2 81’3 ! P
o1 0092 8032 .
F, =
8:61 + 81'2 + 81'3 + P2
dois 0oas3 Ooss .
Fy =
81‘1 + 8$2 + 8ZE3 N pus
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Que na notacao de Einstein pode ser escrita da seguinte forma:

0ij,j + E = piii (32)

3.3 Equacoes de Compatibilidade

J& no caso das deformagoes a andlise ja nao é feita em termos de planos mas sim
em termos de fibras. Outra particularidade da Teoria das Deformacoes, é que esta
pode ser aplicada quer para materiais em fase elastica quer para materiais em fase
pléastica, e isto devido ao facto de se tratar de um problema geométrico e totalmente

independente das propriedades do material do solido em estudo.

Tal como para as tensoes, o estado de deformacao num ponto fica perfeitamente
definida se forem conhecidos trés vectores de deformagao em fibras mutuamente

ortogonais.

Logo de forma andloga as tensoes, tem-se um tensor das deformacoes dado por:

x
@ @ @ @
Ex €y €z Exa Eay CEuaz €11 €12 €13
(v) v @
E=| & | T | € &y € | T | €z Eyy Eye ou &= €91 €22 €23
(2) () (= ()
g Ex &y &z Ezx Ezy Ezz €31 €32 €33

A simetria em relagao a diagonal também se verifica para o tensor das deformacoes
tendo apenas seis componentes distintas, €;; = €;;. Assim sendo para forma vectorial

do tensor das deformacoes tem-se:

€11
€22
€33
23
713

Y12
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Na aplicagao de forgcas a sélidos continuos podem ser considerados dois tipos de
deformagoes, a deformagao axial/normal (ey) em que a fibra sofre uma variacao
de comprimento do estado indeformado para o estado deformado e a deformagao
distorcional (ep) em que duas fibras ortogonais no estado indeformado deixam de

ser ortogonais no estado deformado.

Deformagio normal (variacido de com- Deformacéo distorcional (variacdo de orientagéo re-

primento) lativas entre fibras ortogonais)

Figura 3.5: Deformacoes de fibras de um corpo sélido, cf. Oliveira, Castro e Gomes

[15]

A deformacao normal é quantificada pela taxa de variagao de comprimento da fibra:

L — Ly

EN =
Lo

Em que L representa o comprimento da fibra no estado deformado e Ly representa

o comprimento da fibra no estado inicial ou indeformado.

Enquanto que a deformacao distorcional é quantificada a partir da distorcao, ou

seja, a partir da variacao do angulo entre as duas fibras ortogonais:

Ep R o=

(37)

Em que ¢ representa o angulo formado pelas duas fibras ortogonais no estado de-

N |

formado e « representa o angulo formado por cada fibra no estado deformado e

indeformado.
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Seguindo as formulagoes de deformacao normal e deformagao distorcional tem-se:

e Paraey #0; ep =0:

4 D* C’
X2 ou,
, +—db>
u, 5 x| "
D
dx, A B’
U | uy B 3
A u, + % dx,
dx; A

& |

Figura 3.6: Deformagoes normais de fibras sob a hipétese de pequenos deslocamentos

ou
A'B' — AB (d““ Ut a_:cld‘”l) —dn
- - 1

= Oup _ 1 (0w

e AB dl’l 81’1 N 2 (91:1
(9u2

) _A’D’—AD_ <d$2—uz+u2+a—a:2d$2)—d$2 auz_l %

2 AD N dIL‘Q 81’2 N 2 6@

Logo de forma andloga teremos:

3u3 1 6u3 8u3
€33 = Z =35 | 3 .
8233 2 8333 63:3
e Paraey =0; ep # 0:
%dx,
e,
X2 ‘ D-__ oy c
D |
[ c| |
I. i B.
dx, fixs s T
X, u) iA ] f %dx
U, ax.: §
A B
dx;

X]

Figura 3.7: Deformacoes distorcionais de fibras sob a hipétese de pequenos desloca-

mentos
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o1 = arctan

o9 = arctan

4 8u3 i 8u1 o e 1 1 au;g aul
= X (0% = — _— e — — — _ R
31 3 1 oy O3 31 9 731 2 \ o, O

ot 2 Ous L1 (0w Ous
Y23 = Qg 3= Ors | O 23 = 9 Y23 = 2 \Ors | Ory

Desta forma, na hipétese de pequenos deslocamentos, as Equacoes de Compatibili-

dade poderao ser escritas da seguinte forma, seguindo a notacao indicial de Einstein:

A <axj * 8951-) (3:3)

3.4 Relacoes Constitutivas

Pela lei de Hooke, para um material que apresente um comportamento elastico
linear é verificada uma relacao de proporcionalidade directa entre a tensao normal
instalada e a deformacao normal resultante. Desta relacao resulta a constante de
proporcionalidade conhecida como Médulo de Elasticidade Longitudinal ou Médulo
de Young (E) que poderd ser entendida como a tensdo normal necessaria para obter
uma deformacao axial unitaria. Logo a lei de Hooke podera ser representada pela

seguinte expressao:

o, =Fe, (3.4)
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Recorrendo a um grafico obtido a partir de um ensaio de compressao axial o Médulo
de Elasticidade Longitudinal é representada pelo declive do trogo linear que carac-

teriza a zona de comportamento elastico do material, como se pode constatar pela

figura 3.8

regifio de tensdo elastica

litnite elastico

B

L

Figura 3.8: Curva Tensao-extensao obtida a partir de um ensaio de compressao

uniaxial

Uma vez que para o presente estudo é admitido um material ideal elastico, ho-
mogéneo e isotrépico o Médulo de Elasticidade Longitudinal (£) toma um valor
constante. Consequentemente poderd ser escrita a seguinte Relacao Constitutiva

entre o campo de tensoes e de deformagoes para um problema tridimensional (Lei

de Hooke Generalizada):

045 = Cij,rs *Ers (35)
Em que 0y e €,5 sao os vectores com as seis componentes independentes do tensor
das tensoes e das deformagoes respectivamente e Cj; .5 € 0 tensor constitutivo (matriz

de elasticidade simétrica e com 36 componentes) que pode ser escrito da seguinte

forma:

Cijrs = Aij  Ops + 1 (0ir  6js + Gis * Gjr) (3.6)
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Substituindo a expressao (3.6) na equagao (3.5) tem-se:

Oij = A0ij O+ Eps + 1 (Oip - Ojs * Ers + Ois + Ojr - €0s) (3.7)

= )\@jéikk +2/L6ij

Em que X e i sao as denominadas Constantes de Lamé, 4;; ¢ o delta de Kronecker

e €, representa o primeiro invariante do tensor das deformagoes.

As Constantes de Lamé podem ser calculadas com recurso ao Mdédulo de Elasticidade
Longitudinal (£) e ao Coeficiente de Poisson (v) a partir das seguintes expressoes:
E Ev

n=C=sat ¢ AT aroa=zy) (38

Em que G é o Médulo de Elasticidade Transversal ou de cisalhamento obtido a partir
do ensaio de corte. O que nos permite escrever a Relagao Constitutiva em funcgao

das propriedades do material como:

Ev 5 n E
J I+v)1=2v) 77" " 1 +v)

gij

(3.9)

— o u)j(El 50 [V 0ijepr + (1 — 2v) g4

Assim sendo, numa notacao matricial, as seis componentes independentes do tensor

das tensoes sao dadas por:

-011- -)\+2u A A 00 0- -511-
099 A A2 A 0 0 0 €92
o33 | _ A A A+2u 0 0 0 €33 (3.10)
0923 0 0 0 w0 0 Y23
031 0 0 0 0 p O 713
| 012 | i 0 0 0 0 0 u 1 | M2 |

Ou em fungao do Médulo de Elasticidade Longitudinal (F) e do coeficiente de Pois-
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son (v):

o1 1—v v 1% 0 0 0

O v 1—v v 0 0 0

033 E v v 1—v 0 0 0

= 1-2v
Oos (I+v)(1=2v) | 0 0 0 5 0 0
1—-2v
031 0 0 0 0 2 0
1—-2v

012 0 0 0 0 0
L . | 2 ] L
A relagao inversa da equagao (3.5) é dada por:

A i
€ij = —=— 0ij €k + 7y (3.12)

2 2u

Onde €y, passa a ser escrita em funcao de ogy:

Ogk = 0111 022+ 033

<~ Ok = 3)\8kk+2u(511+€22+533)

(3.13)
& o = (BA+2u) ep
Okk
& g = e
e (BA+2p)
Que substituindo a equagao (3.13) na expressao (3.12) tem-se:

P 5. i) 3.14
“is 2 (BA+2p) ]Ukk+2u (3.14)

Em funcdo das propriedades do material, a expressao (3.14) toma a seguinte forma

simplificada:

v 1+v
Eij = —E (52‘3' Okk + T 0'7;]' (315)

Em que as seis componentes independentes do tensor das deformacoes sao determi-

nadas seguindo a seguinte notacao matricial:
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€22
€33
V23
V13
Y12

3.11)




[ e | 1 -0 0 o | [on]
€99 v 1 —v 0 0 0 022
€3 | _ 1| v —v 1 0 0 0 | o33 (3.16)
Va3 El 0 0 0 2(1+v) 0 0 023
Va1 0 0 0 0 2(1+v) 0 013
| 72 | L0 0 0 0 0 20+v) | [on |

3.5 Formulacao Forte e Fraca do Problema

Sendo a obtencao da solugao analitica o ideal na resolu¢ao de um problema fisico go-
vernado por equagoes diferenciais, o que se verifica é que em diversas situacoes a sua
obtencao é de enorme complexidade dada a impossibilidade da descricao matematica
do problema. Dai se recorrer a métodos numéricos com o objectivo de se obter uma
solugao aproximada da solugao analitica, em pontos discretos de um dado conjunto.
Como métodos numéricos destaca-se o Método das Diferencas Finitas (MDF), o
Método Variacional e o Método dos Elementos Finitos (MEF). Ao contrério do que
acontece com o MDF, que procura obter a solucao exacta do problema originando
pequenos erros na verificagao do equilibrio e sem modos de os contornar (aproxima as
derivadas nas equacoes diferenciais que governam o problema utilizando equacoes de
diferenca), o MEF procura obter uma solugao aproximada que reduza a um minimo
o erro da aproximagcao. Assim sendo o MEF baseia-se em dois principais conceitos

que o ajudam a contornar os problemas dos erros:

e Solugao baseada num integral da equagao.

e Aproximacao da solucao por uma funcao definida num subdominio resultante

da discretizacao do dominio.

O método de minimizagao do erro mais comum ¢ o método dos residuos pesados
que impoe a verificacao do equilibrio em todos o pontos do dominio numa condigao
média (erro médio pesado nulo em todos os pontos do dominio). Deste método

existem diversas versoes que variam consoante a funcao de peso escolhida.

Assim sendo, seja €2 o dominio do nosso problema de elasticidade linear tridimen-

sional, correspondendo ao volume do sistema estrutural a considerar, de fronteira
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I'. Se a Equagao de Equilibrio Dinamico, Eq. (3.2), adicionarmos as condigoes de

Dirichlet, tem-se a formulacao forte do problema:

puz — 045 = Fz e1m Q, te [0, OO[
(3.17)
u; = ¢; sobre I' =00
Que numa notacao matricial é dado por:
pii—V-o = F em(, te|0;00]
(3.18)

u = g sobre I' =01

Em que

u:  QxRf — R com CR?

(l’l,l'g,xg,t) — (u17u27u3)

Resolvendo a equacao seguindo esta formulacao estaremos a aplicar o Método das
Diferencas Finitas, o que nao faz parte do material de estudo do presente trabalho.
Logo para que se possa aplicar o Método dos Elementos Finitos é necessario escrever
a equacao (3.2) na forma de um integral onde é aplicado o método dos residuos
pesados. Esta formulagao, conjuntamente com as condicoes de fronteira, é designada

de formulacao fraca do problema de elasticidade linear tridimensional.

A formulacgao fraca do problema é obtida a partir da sua formulagao forte e por
aplicacao da 2* férmula de Green, também conhecida como Igualdade de Green
(Integracao por Partes). Inicialmente é imposta uma fungao de teste, v, definida em
Q2 e que verifica a condi¢ao v = 0 sobre 92. Ao multiplicar a equagao (3.18) por v

e integra-la em ordem a {2 tem-se:

J[[pi-via [[[v-avan= [[[ F-vao (3.19)

33



Segundo a Igualdade de Green (Integracao por partes)

///QV'U'QdQ—F///QU-VQdQ://Fg.@.yds

Como na fronteira da regiao, I, v = 0 logo tem-se:

J[[v-ovan=—[[[ 2-vuac

E substituindo na equacao (3.19) obtém-se:

e o s fff v

Considerando o caso bidimensional, por motivos simplificativos, o tensor das de-

formacoes é dado por:

€11 €12

€21 €22

1
| 2

Ou
83:1

8U2

oy

(

+8_I2)

8’&1

L(Ou Ous
2 8;152 8;1:1
8U2

Oy

E tendo em conta a lei de Hooke generalizada determinada:

Uij = )\51.7 Ekk + 2/1/ gij

Para o tensor das tensoes tem-se:

011 012

021 022

[ 8u1
(G

o

Ous
8331

8U2

)

2u——
+ M@xl

)

Oy
8.2?2
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(3.20)
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(3.22)
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Deste modo a seguinte igualdade é verificada:

0' .

Vu

A

<8u1
+u +

Adivudive 4+ 2p [

5’u1

8u2

81}2

(

1
2

oxl

8@

82]1
33@1

8u2

+
8.772

)

(91)2

8.172

ox

81}1 i
1 0y

Ou; 0vy

8:61)

8uQ OuQ

81'1 81'1
8uz 81)1

61’2 8$2
8u1 61}2

8u1 82}1

8U2 8u2

8uQ 81}2

8x1 8x1

3u1 31)1
81’2 8x2

8I1 8x2

Adivudive 4+ 2pe(u) @ e(v)

8x2 8x1

(%1 8.7}1

)

(%g 6.7)2

)

(3.26)

Em que £(u) e €(v) representam o tensor das deformagoes em fungao do campo de

deslocamentos u e campo da funcao de teste v:
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(3.27)

(3.28)

Logo ao substituir a expressao (3.26) na equagao (3.22), e conjuntamente com as

condicoes de Dirichlet, obtém-se a formulacao fraca do problema:
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///QPQ-QdQnL///Q/\divydivy—i—Que(y):s(y)dQ:///QE-de em 0

(3.29)
sobre T'

i
I
1

De um modo simplificativo, a equagao (3.29) poderd ser escrita como:

///Qp@’deJra(%Q):F(y) em

u=4g sobre I’

(3.30)

Para todo o instante pertencente ao intervalo ¢ € [0; oo, com

a(u,v) = ///Q)\divgdivy—i—Q,us(y) e(v) dQ

Onde e(u) : e(v) representa o duplo produto interno entre os tensores, definido

matricialmente como o trago e(u) : (v) = Tr [E(Q)T + 5(@)]

F(y)zf//glf-ydﬂ

36



Capitulo 4

Solucoes Analiticas

Algumas solucoes tedricas poderao ser facilmente deduzidas, como é o caso do pro-
blema de uma membrana vibrante, utilizando o método de separagao de variaveis e
as séries de Fourier [1]. Deste modo seja 2 = (0,a) x (0,b) e f,g:[0,a] x [0,0] = R

tem-se o seguinte problema:

(utt:uzx"i_uyy se 0<z<a,0<y<bet=0
u(r,0,t) = u(z,b,t) = u(0,y,t) = u(a,y,t) =0 se 0<r<a,0<y<b e t>0(4'1)
u(z,y,0) = f(z,y) se 0<z<ae0<y<b

| w(z,y,0) = g(z,y) se 0<z<ae0<y<h

A partir do método de separacao de variaveis iremos tentar encontrar uma solucao
para o problema que seja dado pelo produto de trés funcoes, cada uma dependendo

apenas de uma das varidveis x,y ou t:

u(z,y,t) = F(x) G(y) H(1) (4.2)

Tendo

uy = F(x) G(y) HH@)
Upe = F(2) G(y) H(2)
w = F(z) G"(y) H(t)
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Substituindo na equagdo (4.1) tem-se:

F(z) G(y) H"(t) = F"(z) G(y) H(t) + F(2) G"(y) H(1)

H'() _ F'ls) | Gy

=35
H(t)  F(z) = Gly)
O que também podemos escrever:
Fiz) _ G"(y)
= — +s=r 4.3
Fe) ~ G 4

Deste modo consegue-se chegar as seguintes equagoes diferenciais:

F'(z) —r F(z) =0
G'(y) + (r—s)Gly) = 0
H'(t)—sH(t)=0

Que associadas as respectivas condicoes de fronteira tém como solucao:

2.2
F,(z) = sin <n7rx> para 1 = _na;r (4.4)
e
m m? i
Gm(y) = sin < ) para §—1 = — (4.5)
b b2
Onde
m? 72 n? m?
S=1— :—772(§+b—2) (4.6)
Assim sendo para o problema em t tem-se:
" 2 n2 m2
H'(t)+m (;4—()—2) H(t)=0 (4.7)
Cuja solucao é dada por:
Hypo (1) = apm €08 (Apm t) + by sin (A t) (4.8)
Em que )\, representa as ditas frequéncias caracteristicas da membrana.
n?  m?
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Logo por substituicdo na equacao (4.2) tem-se os correspondentes modos normais

de vibracao da membrana:

Upm (T, Y, 1) = sin (nzx) sin (m;ry) (@pm €08 (A t) 4 by sin (A t))  (4.10)

Os quais irao dar origem a solucao do nosso problema:

e~ . /nTIT\ . mwy) .
u(z, vy, sin sin Anm COS (Apym t) + by SIN (A ©
=23 (%) sin (552 (@m0 () (1))
(4.11)
Onde os coeficientes a,,, € b,m sao determinados como sendo os coeficientes das

séries de Fourier duplas das funcoes apropriadas.

fz,y) = u(z,y,0 Z Z Uy SIN <n7rx> sin <m;ry) (4.12)

n=1m=1

de modo que, estendendo f a uma funcao periédica impar de periodo 2 a na varidavel

x e a uma funcao periddica impar de periodo 2 b na variavel y, obtemos

b

A = %/a/f(x,y) sin (nzx> sin <m;ry> dx dy (4.13)

0 0

Do mesmo modo, derivando a série de v em relacao a t termo a termo, temos:

(2, y,t Zl Zl A, sin <n7r:v> sin (m;;y) (=@ S0 (A ) + b €08 (A 1))
(4.14)

e portanto

9(z,y) = w(x,y,0 ii)\nmbnman(

n=1 m=1

)sin (m;y) (4.15)

logo, procedendo de modo andlogo estendendo g a uma funcao peridédica impar de

) g Gao P p
periodo 2a na varidavel x e a uma funcao periédica impar de periodo 2b na variavel
y, obtemos:

a b

bm = abinm//g(x,y) sin (n;r:v) sin (m;ry) dx dy (4.16)
0 0
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Para o caso de uma laje rectangular simplesmente apoiada podemos encontrar na
literatura [10] a solugao analitica conhecida como a solu¢ao de Navier, obtida por
aplicacao da analise de Fourier. Assim sendo considerando uma laje rectangular
de dimensoes a x b, simplesmente apoiada em todo o seu bordo e sujeita a uma
carga distribuida f(z,y), Navier apresenta a seguinte solu¢ao para os deslocamentos

transversais:

:W4szz

n=1 m= 1(a2+b_2)

Em que Dy ¢é arigidez a flexao da laje dada por:

 sin <n2x>sin (m;ry> (4.17)

_ EW
T 120 -1

€ anm, representa a expansao da fungdo f(z,y) em séries de Fourier.

Como é possivel escrever qualquer funcao por meio de uma série de Fourier, o que
Navier fez foi tomar a sobreposigao das solugoes para infinitos carregamentos, cada
um da forma duplamente sinusoidal, como solucao da equacao geral de Lagrange.

Assim sendo podemos representar a carga genérica como sendo:

y):ililanmsin ("Z‘T)sin <m§$) (4.18)
com A

a b
4 nﬂx . /mTT
nm—a//fxysm - )sm( 7 )dxdy (4.19)
0

Para o caso de carga uniformemente distribuida de intensidade fy, é possivel verificar

que os coeficientes da expansao sao dados por:

16 fo

m2nm

(4.20)

Apm =

Substituindo na equagao (4.17) a solugao para os deslocamentos transversais de uma
laje simplesmente apoiada sujeita a uma carga uniformemente distribuida é dada

por:
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1 == 16 fo . /mmx\ . (MmTY
w:7r4DfZZ NCR— 2sm( " )sm( 2 ) (4.21)
n=lm=l22pm [ — + —
a>  b?

No nosso problema dinamico, fixando o tempo reduzimos o nossa solucao a duas
variaveis (x e y), podendo assim aplicar a solugdo de Navier ao nosso caso de es-
tudo de uma laje simplesmente apoiada. Deste modo tem-se mais um elemento de

comparacao aos resultados obtidos pelo FreeFEM-++.
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Capitulo 5

Resolucao Numérica de Problemas

Dinamicos de Elasticidade Linear

5.1 Método dos Elementos Finitos

O Método de Elementos Finitos tem como principal objectivo permitir a anélise de
sistemas complexos e/ou irregulares tendo como principio fundamental que o sistema
global é gerado a partir do agrupamento de elementos finitos, sendo estes sistemas
mais simples e de fécil resolucao. Garantindo que nos pontos nodais comuns aos
diversos elementos haja compatibilidade dos deslocamentos e que as forcas internas
estejam em equilibrio, o agrupamento destes elementos passa a funcionar como uma

entidade tnica, equivalente ao nosso sistema global.

Na discretizagao do sistema global em elementos finitos estes podem assumir di-
versas formas sendo normalmente utilizadas triangulos ou rectangulos na analise
bidimensional e tetraedros ou paralelipipedos na analise tridimensional. A cada né
do elemento estao associados um ntumero de graus de liberdade que correspondem a
reducao das incognitas do nosso problema, neste caso o campo de deslocamentos da
estrutura, a um numero finito. Em toda a sua esséncia, o procedimento de discre-
tizagao do Método dos Elementos Finitos considera os elementos individuais como
sendo continuos pois os deslocamentos em qualquer ponto do elemento continuo
podera ser obtido a partir de fungoes de interpolacao e dos graus de liberdade do

elemento no qual o ponto se encontra localizado. As fun¢oes de interpolagao, nor-
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malmente designadas por fungdes de forma (N;), sdo geralmente fungdes polinomiais
de grau reduzido e iguais para elementos do mesmo tipo, em que para cada grau
de liberdade ¢é definida tal funcao onde toma o valor 1 no respectivo grau de li-
berdade e o valor nulo nos restantes. De modo a simplificar a sua implementagao
as fungoes de forma normalmente sao definidas para um elemento de referéncia ou
mestre. A qualidade da solugao pode geralmente ser melhorada através do sucessivo
refinamento da malha, quer através do aumento do grau das funcoes de aproximagao
(refinamento tipo p), quer através do aumento do niimero de elementos considerados
na discretizagao (refinamento tipo h), sendo este dltimo tipo mais utilizado nestes

modelos.

No nosso caso, foi feita uma andlise tridimensional e foram utilizados elementos
tetraédicos e fungdes de forma do segundo grau (P2) resultando em 10 nés por

elemento em que o vector do campo de deslocamentos é dado por:

U

us

Em que u corresponde ao vector de deslocamentos aproximados no ponto de coor-
denadas (z,y, z), para o instante ¢, N corresponde a matriz das fungoes de forma e
u® corresponde ao vector de deslocamentos dos pontos nodais. A relagao da equacgao
(5.1) é normalmente designada de aproximacao fundamental do Método dos Ele-

mentos Finitos.

Partindo da Equacao de Compatibilidade da Teoria de Elasticidade Linear é possivel

conhecer o estado de deformagao em qualquer ponto de um elemento finito:

e=Lu=LNu®= Bu° (5.2)

Sendo € o vector das deformacoes, L o operador diferencial e B a matriz das derivadas

das funcoes de forma resultante do produto da matriz L pela matriz N.

Deste modo pelas Relagoes Constitutivas também se torna possivel conhecer o estado

43



de tensao em qualquer ponto de um elemento finito:
g=De=DBu° (5.3)

Em que ¢ representa o vector das tensoes e D representa a matriz constitutiva.

Com base nas equagoes (5.1), (5.2) e (5.3) e por intermédio do Principio dos Traba-
lhos Virtuais (PTV) é possivel formular a Equagao do Movimento para um sistema
com multiplos graus de liberdade, sendo o nosso problema correspondente a um
sistema de multiplos graus de liberdade (3 graus de liberdade por nd). Pelo PTV
”Se um corpo rigido estd em equilibrio, o trabalho realizado pelas forgas externas e

pelas forcas internas ao longo de deslocamentos virtuais é nulo”:
VVint = Wea:t (54)

Onde

mmz// 5§ngv+// 5yTquV+// su' piidV (5.5)
v Vv v
Wee= [[[ o Frav+ [[ 6w Foas+ > sur (5.6)
v s ‘

Logo, para cada elemento finito, pela igualdade dos trabalhos ao longo de um des-

locamento virtual tem-se:

[[[ou” BT D Bu¢dV + [[[ 6us" NT p NucdV + [[[ éu*" NT p NicdV =
\%4 |4 |4

[[f 0™ NT By dV + [[ 6u*™ NT FsdS + 32 6ue™ N.T F,
1% ~ S - i -

& ut (fffBTDBdVge+ffprTNde~le+ffprTNdVQe) =
14 %4 \%4

Suct (fffNTdeVJrffNTFstJrzn:NiTFZ-)
v - s - i -

& Keu(t) +Cu(t) + Meu(t) = F(t)
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Em que K¢ é a matriz de rigidez elementar, C'¢ é a matriz de amortecimento ele-
mentar, M€ é a matriz de massas elementar e u®(t),u(t) e i°(t) sao os vectores de
deslocamentos. velocidades e aceleragoes , respectivamente, dos nés dos elementos.
p representa a densidade de massa do elemento e p representa o parametro de amor-
tecimento do elemento. Fy, Fg e F; correspondem aos vectores de forcas externas

volumétricas, superficiais e pontuais, respectivamente, aplicadas ao elemento.

Fazendo a sobreposicao de todas as componentes das matrizes (assemblagem) e dos

vectores tem-se a Equagao do Movimento global de toda a estrutura:
Ku(t) + Ca(t) + M i(t) = F(t) (5.7)

O processo de sobreposicao das matrizes e dos vectores dos elementos é designado
por método directo de rigidez. E de se salientar que as matrizes M, K e C nao sao
dependentes do tempo sendo constantes ao longo do mesmo. Geralmente a matriz de
amortecimento global C' nao é obtida pela assemblagem da matriz de amortecimento
dos elementos mas sim através de uma combinacao linear de poténcias das matrizes

M e K do sistema global:
C=agK"+a M* (5.8)

Onde ay e a; sao valores reais e r e s sao valores inteiros. Se r e s forem igual a um
diz-se que o amortecimento é proporcional e viscoso.
Nos estudos realizados no ambito desta dissertacao nao é considerado o amorteci-

mento e é apenas considerado forcas de superficie como forcas externas de excitagao.

5.2 Meétodo de Integracao Directa

Como foi demonstrado anteriormente, ao contrario do que acontece numa analise
estatica, na formulacao matematica de um problema dinamico de elasticidade li-
near tridimensional teremos a componente dependente do tempo que corresponde
as forcas de inércia. Em termos de equilibrio dinamico das forcas, na sua formulagao

fraca, corresponde ao termo:
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///Qp@‘ydfz (5.9)

Para avaliacao aproximada do problema, por aplicacao do Método dos Elementos
Finitos, existem dois métodos numéricos disponiveis: o método de sobreposicao
modal (possibilidade de aplicagao do principio de sobreposigao de efeitos gragas as
hipéteses de linearidade fisica e geométrica admitidas) e os métodos de integracao
directa, que por sua vez se dividem em métodos implicitos e métodos explicitos. Na

sua esséncia, o método numérico de integragao directa baseia-se em duas ideias:

e Em vez de tentar satisfazer a equacao do movimento em todo tempo ¢, pretende-

se satisfazé-la apenas em intervalos discretos de tempo At.

e A segunda ideia consiste em variar os deslocamentos e aceleracoes dentro do

intervalo de tempo At adoptado.

No ambito desta dissertacao, o destaque serd para os métodos de integracao directa
uma vez que objectivo principal reside na determinacao do histérico-temporal da

resposta do sistema estrutural em estudo.

Deste modo a resposta da estrutura é determinada para cada instante de tempo
discreto, tj, distanciados por um intervalo de tempo ,At,, podendo ser de valor

constante (Aty = At) ou nao em que:
Aty =t — tpg—

Sob a condicao de equilibrio em qualquer instante e conhecidas as condigoes iniciais

0 que se tem é:

//Lp@k'9d9+a(%k7@)=Ek(y) (5.10)

Com

u’ =u(0) e u° =v(0) (5.11)



Em que u(0) e v(0) representam o vector de deslocamentos e de velocidades, respec-

tivamente, no instante inicial.

Logo o procedimento serda determinar a resposta de deslocamentos da estrutura

k—1

num instante u* com base na resposta obtida no instante anterior u Assim a

analise em cada instante é independente uma da outra nao havendo a necessidade
de combinacao das contribuigoes das diferentes andlises. E este procedimento pode

seguir trés metodologias distintas:

e Baseando-se na interpolacao da funcao de excitagao;
e Baseando-se em expressoes de diferencas finitas de velocidade e aceleracao;

e Baseando-se em variacao assumida da aceleracao.

Como foi referido anteriormente os varios métodos de integracao directa sao classi-

ficadas em:

e Implicito: u* = f (4, ¥, b=t @bt L)

o Explicito: u* = f (ukil,ukfl,iikfl,ukfz, )

A eficiéncia do método, ou seja o esfor¢co computacional exigido para se conseguir
o nivel de precisao desejado, constitui o principal factor de seleccao do método de
integracao directa a implementar. Portanto a precisao nao podera ser o tinico critério
de seleccao do método a utilizar visto que a precisao desejada poderd ser adquirida

reduzindo o intervalo de tempo entre os instantes de célculo.

Na sequéncia deste trabalho serao apresentados e aplicados dois métodos distintos
cada um pertencente a um grupo diferente (implicito ou explicito). Como método
implicito serd aplicado o bastante conhecido método de Newmark e como método

explicito sera aplicado o método de Euler.

5.2.1 Método de Euler

Para uma sequéncia discreta de instantes afastados por um intervalo constante At:

te = to + k At
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E sendo o campo de deslocamentos uma func¢ao dependente do tempo, u = wu(t),

tem-se:

u(ty) = u(ty + k At) = uf

Por defini¢ao a solugao analitica para o campo de velocidades é dada:

u(tk) - dt At—0 At At—0 At

O método de Euler consiste em admitir que, para um intervalo de tempo suficien-
temente pequeno, a velocidade se aproxima da velocidade média dada pela média

aritmética das velocidades no inicio e no fim do intervalo:

e Aproximacao numérica de 1* ordem

du(ty) - Au(ty)  ulty) —ulty — At)  uFf — bt

dt At At At

e Aproximacao numérica de 2* ordem

Pulte) g dt Cou(te) = 2u(ty — At) +ulty —2At) b — 20 b2

a2 At - At2 At2

Deste modo substituindo a expressao anterior correspondente ao campo de ace-

leragoes na equagao (5.10) tem-se:

uk — 2kl 4 k2
o] vi0rawv-r'w G
Q t

E de forma simplificada a equagao (5.12) pode ser escrita como:

///py’“-ydﬂﬂ(@'“,y)ﬁt?ZEk(y)AtQJr///QP@k‘l-de—///py’“‘g-de
Q Q Q

(5.13)
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E um método bastante simples em que quanto menor for o valor do At melhores
resultados serdo obtidos em termos de aproximagao. E recomendado [4] que este

seja inferior a — para cargas dinamicas periddicas.
™

5.2.2 Método de Newmark

Como foi visto um sistema de equacoes diferenciais de segunda ordem em dinamica
estrutural, considerando a existéncia de alguma excitagao F(t) externa aplicada no
sistema ou mesmo uma condicao inicial de deslocamento e velocidade nao nulos,
pode ser resolvido por diversos métodos . Entre estes, o método de Newmark é um

dos mais versateis e populares. Considerando a equagao do movimento do sistema:
Mi(t) + Cu(t) + Ku(t) = F(t) (5.14)

Em que ii(t), u(t), u(t) e F(t) representam os vectores de aceleragao, velocidade,
deslocamento e excitacao, respectivamente, e M, C' e K representam as matrizes de

massa, amortecimento e rigidez, respectivamente.

O método consiste em admitir que ha uma variagao linear da aceleragao do sistema.
Esta variagao é representada através dos parametros numéricos de Newmark o« e
B que visam atribuir exactidao e estabilidade ao método. Newmark originalmente
propos o esquema conhecido como aceleragao média constante em que neste caso
o= % ef = %. Mas outros esquemas podem ser utilizados como por exemplo o = %

ef= }l, o qual foi adoptado nesta dissertacao.

Na literatura existem diversos algoritmos do método de integracao de Newmark

sendo que para este trabalho foi considerado o seguinte [18]

~1
y = {“ (52162) M} . {EM*M (5it2)u M ( )“k

5.15)

(
() ) ()

Tal como foi mencionado anteriormente neste trabalho nao é considerado o amorte-

cimento da estrutura. Caso fosse considerado o algoritmo teria que sofrer algumas

alteracoes.
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5.3 Implementacao no FreeFEM-+

O FreeFEM++ é um programa gratuito desenvolvido por F. Hecht, O. Pironneau
e A. Le Hyaric (Université Pierre et Marie Curie, Laboratoire Jacques-Louis Lions)
cujo objectivo principal assenta na resolucao numérica das equacoes diferenciais que
governam os varios problemas da Fisica, da Engenharia e da Matematica, baseando-
se no Método dos Elementos Finitos (MEF). E um pacote programado inteiramente
em linguagem C++4, mas que oferece ao utilizador uma linguagem prépria de input

que se aproxima bastante a escrita matematica do problema.

Algumas caracteristicas do FreeFEM++ que podemos destacar sao:
e Descrigao do problema a partir da sua formulagao fraca.

e Tem a possibilidade de trabalhar com sistemas bidimensionais ou tridimensio-
nais, estaticos ou dinamicos, lineares ou nao-lineares, com multiplas variaveis
e multiplas equacoes. Contudo é pedido ao utilizador que especifique um pro-
cesso iterativo (LU, Cholesky, Crout, CG, GMRES, UMFPACK) que permite

reduzir o problema para um campo linear.

e Criagao da geometria desejada a partir da definigao analitica dos limites fron-
teiras. A geometria definida serd o dominio do problema que é entendida como

todo o espaco a esquerda da respectiva fronteira.

e Apresenta um gerador automatico de malhas em que a densidade de pontos

interiores da malha é proporcional a densidade de pontos na fronteira.

e Também apresenta uma grande variedade de elementos finitos triangulares

(lineares, quadraticos, entre outros)

e Consegue gerar ficheiros .txt, .edp, .pos, .gnu, .mesh que facilitam a mani-

pulacao dos dados de input e output.

No ambito do presente trabalho, o estudo debruga-se sobre o problema da elastici-
dade linear tridimensional de sistemas estruturais, mais precisamente a laje, sujeita

a cargas dinamicas. As solucoes do problema serao obtidas a partir de uma avaliacao
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do historico temporal da resposta da laje sob aplicacao de uma vibragao sinusoidal

com direccao vertical.

Nas secgoes seguintes serd feita uma breve descrigao da estrutura do programa do
FreeFEM++ implementada para resolucao do nosso problema, em que serao apre-
sentados os principais comandos utilizados. A descricao sera acompanhada de um

exemplo pratico de um dos casos de estudo, uma laje totalmente encastrada.

5.3.1 Descricao do Problema

Como ja mencionado, para exemplo pratico iremos utilizar um dos casos de estudo,
em que temos uma laje totalmente encastrada com vaos de dimensoes 4 X 4m

(comprimento, largura) e uma espessura de 20 cm.

Em termos de material, a laje é constituida por betao C20/25 com um Médulo de
Elasticidade Longitudinal (F) de 30 GPa e um Coeficiente de Poisson (v) igual a
0,2.

A laje estd sob accao de uma carga vertical sinusoidal (seno) uniformemente dis-

tribuida sobre a mesma, apresentando uma amplitude méxima de 3,14 kN/m? e um

periodo (T") de 0,5 s.

5.3.2 Construgao da Malha

O dominio do nosso problema é caracterizado como sendo o volume da estrutura

em causa, 2 C R?, cuja fronteira é dada por toda superficie que delimita tal regido,

' =09.

Embora a discretizacao do dominio seja possivel de ser obtida directamente pelo
FreeFEM++, optou-se por gerar a malha de elementos finitos a partir do software
GMSH. Tal escolha baseou-se na maior eficiencia demonstrada pelo GMSH tanto a
nivel da definicao da geometria da estrutura como pelo mecanismo de geragao das
malhas. O GMSH ainda permite a atribuicao de etiquetas as fronteiras para que
posteriormente o FreeFEM++ possa aplicar as respectivas condicoes de fronteiras

ou cargas de superficie.
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Gerada a malha 3D no GMSH, constituida por elementos finitos tetraédricos, esta é
guardada em um ficheiro de formato .mesh, o qual o FreeFEM++ consegue importar,

atribuindo-lhe simultaneamente um nome, através do comando:

mesh3 nome da malha (7 ficheiro a importar.mesh”);

Mas a importacao da malha pelo FreeFEM++4- s6 é possivel apds o pré-carregamento
de alguns comandos, que lhe permitem trabalhar com malhas 3D e malhas guardadas

na extensao Medit INRIA:

load "msh3”;

load "medit”;

// CONSTRUGAO DA MALHA

load "msh3"

load "medit"

mesh3 Th("dominio.mesh");

5.3.3 Definicao das Variaveis e Constantes

Todas as constantes e variaveis do problema deverao ser declaradas no FreeFEM+-+
com a indicagao do tipo de numeragao (inteiros, reais ou complexos). Para isso serd

necessario a utilizagdo do comando:

int, real ou complex constante = valor;

// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n = 128; // Numero de instantes

real T =0.5 // Periodo da excitagdo [s]
h = 0.03125, // Intervalo entre instantes [s]
sqrt2 = sqrt(2), // Raiz Quadrada de 2
coef = 1.; // Factor de escala para as deformadas

// CONSTANTES DO MATERIAL



real E = 30e6, // Médulo de Young [kN/m2]
nu = 0.2, // Coeficiente de Poisson

lambda = Exnu/((1+nu)*(1-2*nu)), // Constantes de Lamé

mu = E/(2%x(1+nu)), (lambda e mu) [kN/m2]
gamma = 25., // Peso Volimico [kN/m3]
rho = gamma/9.80665 // Massa Volumica [T/m3]

5.3.4 Definicao das Macros

O FreeFEM++ ainda fornece ao utilizador a possibilidade de criar macros com o
intuito de facilitar a escrita de expressoes relativamente extensas. O objectivo destas
macros serd transformar um operador especifico numa fungao genérica. Ainda é de
salientar que as variaveis aos quais se aplica a macro poderao ser diferentes das

utilizadas na sua definicao. Para tal basta definir o seguinte comando:
macro operador (fun¢ao);
Para resolucao do nosso problema utilizaram-se duas Macros:

// MACROS _ ___ _
macro epsilon(ul,u2,u3) [dx(ul),dy(u2),dz(u3), (dz(u2)+dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul)+dx(u3))/sqrt2, (dy (ul)+dx (u2))/sqrt2]

// EOM

macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM

5.3.5 Definicao do Espaco de Aproximacao

Para a utilizacao do Método dos Elementos Finitos é necessario definir um espaco de
funcoes admissiveis, onde serd determinada a solucao. Geralmente este é o espaco
de fungoes continuas em todo o dominio e polinomiais de grau n (P1, P2 ou P3)
sobre cada elemento. Estas fungoes, designadas por fungoes de forma (polinomiais
de grau n por elemento), sdo nulas em todos os graus de liberdade a excepgao do
grau de liberdade a que estao associadas, onde tomam o valor unitario. Assim a

solugao dos problemas estudados serd uma combinacao linear de todas as funcgoes
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de forma definidas no espaco de fungoes admissiveis. Para definicao do espago e das

fungoes do espago sera necessario a utilizacao dos seguintes comandos:

fespace nome do espaco (nome da malha associada, grau do polinémio);

nome do espago  funcoes do espaco;

// DEFINIGAO DO ESPAGO DE APROXIMAGAO_______________

fespace Vh(Th,P2);
Vh ul, u2, u3, vi, v2, v3, ual, ua2, ua3, ubl, ub2, ub3;

5.3.6 Resolucao do Problema

As forgas exteriores aplicadas ao nosso sistema estrutural poderao ser declaradas
como sendo uma func¢ao definida por uma expressao analitica utilizando o seguinte

comando:

func nome da funcao = expressao analitica;

Enquanto que as condigoes iniciais sao definidas atribuindo um valor as componentes

do vector de deslocamentos para o instante (i — 1) e (i — 2).

A solucao do nosso problema serd obtida pela resolucao da equacao de equilibrio
dinamico na sua formulacao fraca com aplicacao das respectivas condigoes de fron-

teira de Dirichlet. Esta é feita com recurso ao comando:

solve mnome do problema (incdgnitas, solver = processo iterativo)
= formulacao fraca da equacdo diferencial

+ on (fronteira, condigdes de fronteira de Dirichlet);

Tratando-se de um problema dinamico as solucoes do problema serao obtidas se-
guindo uma discretizacao temporal, ¢, distanciadas por um passo h. Portanto
implementou-se um ciclo "for”onde em cada instante de céalculo, i, devera execu-

tar repetidamente um conjunto de acgoes:

e Primeiramente, resolver o problema determinando a sua solucao em todos os

graus de liberdade da malha tetraédrica;
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e De seguida, armazenar as coordenadas dos pontos nodais dos elementos te-
traédricos e os respectivos valores de deslocamentos dos graus de liberdade
(Este passo é opcional dependendo do tipo de tratamento dos resultados a

executar);
e Posteriormente fazer a actualizagao das condigoes iniciais;

e E entdo avangar para o instante seguinte, (i + 1).

// RESOLUGAO DO PROBLEMA EVOLUTIVO____________

func fd = -3,14*sin(i*pi/2); // Forga Sinusoidal aplicada

segundo a direcgdo 3 (vertical)

uall[]l = 0.; // ua Deslocamento no instante (i-1)
ua2[] = 0.; nas direcgdes 1, 2 e 3

ua3[] = 0.;

ub1[] = 0.; // ub Deslocamento no instante (i-2)
ub2[] = 0.; nas direcgdes 1, 2 e 3

ub3[] = 0.;

for (int i=1; i<=n; i++) // 1 instante
{

solve Problema(ul, u2, u3, vl, v2, v3, solver = CG)

int3d(Th) ( lambdax*div(ul,u2,u3)*div(vl,v2,v3)*xh*xh

+

2. *xmu* (epsilon(ul,u2,u3)’*epsilon(vl,v2,v3))*h*h )

- int2d(Th,1500) ( fd*v3*h*h ) // Carga Superficial
+ int3d(Th) ( ([ul,u2,u3]’*[vl,v2,v3])*ro )

- int3d(Th) ( ([ual,ua2,ual3]’*[vl,v2,v3])*2*ro )

+ int3d(Th) ( ([ubl,ub2,ub3]’*[v1,v2,v3])*ro )

+ on(2500, ul = 0., u2 = 0., u3 = 0.);

mesh3 Thm = movemesh3(Th, transfo = [x+ul*coef, y+u2xcoef, z+u3*coef]);

plot (Thm, wait = 1);
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// ACTUALIZAGAO DA SOLUGAQ

ub1[] uall];
ub2[] = ua2[];

ub3[] = ua3[];

uall]l = ulll;
ua2[] = u2(l;
ua3[] = u3[];
}

5.3.7 Tratamento e Analise dos Resultados

Para anédlise dos resultados, o FreeFEm+-+ oferece-nos dois tipos de visualizagoes.
Uma visualizagao grafica permitindo-nos obter as imagens da malha deformada ou
mesmo as imagens da distribuicao de esforgos e de tensoes ao longo da estrutura. E
uma visualizacao alfanumérica para obtencao de solucoes especificas do problema.
As duas visualizagoes poderao ser obtidas respectivamente a partir dos seguintes

comandos:

plot (imagem de output, wait = 1, cmm ="nome da imagem”,

ps ="nome do ficheiro exportado.eps”);
cout < "nome da varidvel ou funcao =" < varidvel ou fun¢ao desejada < endl;

Mais uma vez recorreu-se ao GMSH, para o presente trabalho, desta vez para
se conseguir a visualizagao da malha deformada. Esta opcao é apoiada pelo facto
das imagens geradas pelo GMSH apresentarem uma melhor qualidade grafica face
as imagens geradas pelo FreeFEM++4-. Para conseguir esta visualizacao bastou uti-
lizar os resultados exportados pelo FreeFEM++ para o ficheiro em formato .pos

executando a sua importacao no GMSH.

// GUARDAR RESULTADOS __ _ _
string resul,;
resul = "d"+i+".pos";

ofstream file(resul);
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file << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS
for (int k=0; k<Th.nt;

{

file << "VS(";

for (int j=0; j<3;

file <<
<<
<<
file <<
<<
<<

file <<

// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS EM CADA VERTICE

Thk] [j].x <<
Thk] [j].y <<
Th(k] [j].z <<
Th(k] [3].x <<
Thlk] [3].y <<
Th(k] [3].z;

u){n << endl;

k++)

j++)

n-n
>

n.n
b

n.-n
b

n.n
J

n.-n
3

for (int j=0; j<3; j++)

file <<
<<
<<
file <<
<<

<<

file

ul[][Vh(k,j)]
u2[] [Vh(k, )]
u3[] [Vh(k, )]
u1[][Vh(k,3)]
u2[] [Vh(k,3)]
u3[] [Vh(k,3)]

<<

<<

A

<

AN

<

N

<

A

<

<< ll};ll << endl;

DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

// k elemento finito tetraédrico

// j vértice do tetraédrico

n.-n
3

n-n
3

"M << endl;

n.-n
b

n-n
2

n}; nog< endl;

Assim sendo ao longo de todo o estudo efectuado, o FreeFEM++ foi utilizado apenas

como uma ferramenta de cédlculo deixando toda a componente gréfica a cargo do

GMSH.
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Capitulo 6

Analise do Problema Dinamico

6.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo serao apresentados os casos estudados para testar os métodos imple-
mentados em FreeFEM++4 para resolucao de problemas dinamicos de Elasticidade
Linear. A seleccao dos casos analisados teve como critério a utilizacao dos casos

mais correntes em termos de tipologias de apoio de uma laje.

A validacao dos resultados obtidos pelo FreeFEM++ é feita com base na com-
paracao com os resultados obtidos no SAP2000 e, quando possivel, com Solugoes
Tedricas determinadas por outros autores. Um aspecto a salientar da comparagao
dos resultados, ¢ a distincao entre modelos utilizados pelos programas referidos, ja
que em FreeFEM++ se implementa um modelo tridimensional de elasticidade linear
e em SAP2000 se utiliza os modelos de Kirchoff (lajes finas) ou Reissner-Mindlin
(lajes espessas), para modelar o mesmo comportamento. Em termos de material
admite-se que todos os elementos estruturais sdo de betao C'20/25, com um peso
volimico v = 25kN/m?3, um médulo de Young £ = 30 GPa e um coeficiente de
Poisson v = 0,2. O material serd o mesmo em ambos os programas. Como acg¢ao
dinamica actuante escolheu-se uma carga vertical de superficie distribuida unifor-
memente sobre a laje cuja variagao é representada pela seguinte fungao matematica

simulando a actividade humana sobre as lajes:

F3(t) = Fy x sin(wt) [kN/m?]
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Em que fy representa a intensidade maxima da forga aplicada, w representa a
frequéncia angular da excitacao e t é o tempo. Para os casos de estudo a forca
considerou-se uma intensidade maxima de 3,14 kN/m?, equivalente a 4 pessoas de
80 kg em um metro quadrado, e uma frequéncia angular igual a 47, equivalente a
um periodo de 0,5 s e uma frequéncia de 2 Hz. A funcao da forga aplicada podera
assumir diversas formas (sinusoidal, série de cossenos, exponencial, entre outros)
conforme o tipo de accao mecanica que se pretende implementar. A frequéncia de
excitacao atribuida esta conforme a gama de valores propostos por diversos auto-
res, para simular uma vibracao induzida pelas actividades humanas sobre uma laje.
Um dos factores tidos em conta foi o efeito de ressonancia. Por isso procurou-se
determinar a menor frequéncia natural de vibragao dos casos de estudo de modo a

garantir que estas nao se aproximavam da frequéncia de excitagao:

Frequéncia [Hz]
Caso 1 72,1
Caso 2 39,6
Caso 3 41,5
Caso 4 4,47

Tabela 6.1: Frequéncias naturais de vibragao

A comparacao de resultados é feita seguindo dois processos de avaliagao:

e Calculo dos erros, expressos em termos percentuais, resultantes da andlise
comparativa do deslocamento vertical ou flecha do ponto central da laje (ponto

onde ocorre o deslocamento maximo) num tempo total de célculo igual a 1 s:

in(R ‘R
erro — (1 B mln( FF++, SAPQOOO)) % 100 (61)
max (Rppi+; Rsap2000)

De certa forma ja sao expectaveis erros entre os resultados dos dois modelos,
embora nao significativos, uma vez que o modelo bidimensional do SAP2000

resulta de uma simplificacdo do modelo tridimensional.

e Apresentacao de graficos comparativos do percurso temporal do ponto central

da laje para um tempo total de calculo igual a 4 s
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6.2 Laje Encastrada em todos os bordos

O primeiro caso a ser estudado corresponde a uma laje quadrada com vaos de 4 m em
ambas as direcgoes horizontais e com uma espessura de 20 cm, estando encastrada

em todos os bordos (cf. Anexo A.1).

6.2.1 Malha do GMSH e Resultados do FreeFEM++

Neste caso de estudo o modelo fisico tridimensional da laje, gerada a partir do
programa GMSH, corresponde a um paralelipipedo com as respectivas dimensoes
(4 x4 x0,2m). A discretizacao é feita através de elementos finitos tetraédricos
obtendo um total de 3803 elementos. Visto tratar-se de uma laje com os bordos
totalmente encastrados, na atribuicao das condigoes de fronteira impediu-se o des-

locamento dos mesmos em todas as direcgoes: u; = 0,uy =0 e uz = 0.

: il
e S o
2 J\ﬂ.l“\.
.', '\.

T T L

Figura 6.1: Malha do GMSH para a laje encastrada

Uma vez obtido o campo de deslocamentos da malha, é possivel visualizar a malha
deformada, usando o programa GMSH, com o respectivo valor do deslocamento
vertical maximo para um determinado instante. Como exemplo, nas figuras 6.2,
6.3, 6.4 e 6.5 temos as malhas deformadas da laje para os instantes t = 0,125 s e

t = 0,375 s, respectivamente, para os diferentes métodos:
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e Pelo Método de Euler

DESLOCAMENTOS EULERt=0.125 >

¥
2.32e-036  251e-005  5.03e-005 KK
U -

Figura 6.2: Malha Deformada pelo Método de Euler no instante ¢t = 0,125 s

DESLOCAMENTOS EULER t=0.375 7

Y
2.326-036  251e-005  5.03e-005 KX
-

Figura 6.3: Malha Deformada pelo método de Euler no instante ¢ = 0,375 s
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e Peclo Método de Newmark

DESLOCAMENTOS NEWMARK t=0.124

2.36e-033  246e-005  4.92e-005 KVK
. -

Figura 6.4: Malha Deformada pelo Método de Newmark no instante ¢ = 0,125 s

DESLOCAMENTOS NEWMARKt=0.375

2.366-033  246e-005  4.92e-005 KYX
. -

Figura 6.5: Malha Deformada pelo método de Newmark no instante t = 0,375 s
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6.2.2 Malha e Resultados do SAP2000

No SAP2000 o modelo fisico é dado pelo modelo bidimensional de Kirchoff que cor-
responde a um quadrado com vaos iguais ao modelo tridimensional do FreeFEM+-+
(4 x 4m) e discretizada em 400 elementos finitos quadrados (0,2 x 0,2m). Para
simular o encastramento dos bordos foram encastrados todos os nds pertencentes

aos mesmos tal como € ilustrado na figura 6.6:

Figura 6.6: Malha do SAP2000 para a laje encastrada

Resolvido o problema, utilizando o método de Newmark, é obtido o campo de des-
locamentos cuja malha deformada podera ser visualizada directamente no programa
com o respectivo valor do deslocamento vertical maximo para um determinado ins-
tante. Como exemplo, nas figura 6.7 e 6.8 temos as malhas deformadas da laje para

os instantes t = 0,125 s e t = 0, 375 s respectivamente:

s3sss

Factor de Escala: 10000

Figura 6.7: Malha Deformada do SAP2000 no instante t = 0,125 s
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Factor de Escala: 10000

Figura 6.8: Malha Deformada do SAP2000 no instante t = 0,375 s

6.2.3 Comparacoes

A seguir apresentamos a tabela comparativa dos resultados obtidos para o desloca-
mento vertical do ponto central da laje para um tempo total de cédlculo igual a 1 s,

discretizada em intervalos de tempo At = 0,03125 s:

Erro Erro
FF++ FF++ Euler Newmark
Instante | Euler | Newmark | SAP2000 Vs. Vs.
[mm] [mm)] [mm)] SAP2000 | SAP2000
0,03125 -0,0191 -0,0188 -0,018 5,8 4,3
0,0625 -0,0355 -0,0348 -0,036 1,4 3,3
0,09375 -0,0464 -0,0454 -0,045 3,0 0,9
0,125 -0,0502 -0,0492 -0,05 0,4 1,6
0,15625 -0,0464 -0,0454 -0,044 5,2 3,1
0,1875 -0,0355 -0,0348 -0,036 1,4 3,3
0,21875 -0,0192 -0,0188 -0,017 11,5 9,6
0,25 -1,58E-05 0,0000 -0,001207 - -
0,28125 0,0192 0,0188 0,021 8,6 10,5
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Erro Erro
FF++ FF++ Euler Newmark
Instante | Euler | Newmark | SAP2000 VS. VS.
[mm)] [mm)] [mm)] SAP2000 | SAP2000
0,3125 0,0355 0,0348 0,034 4,2 2,3
0,34375 0,0464 0,0454 0,047 1,3 3.4
0,375 0,0502 0,0492 0,048 4.4 2,4
0,40625 0,0464 0,0454 0,047 1,3 3,4
0,4375 0,0355 0,0348 0,033 7,0 5,2
0,46875 0,0192 0,0188 0,02 4,0 6,0
0,5 1,58E-05 0,0000 -0,001948 - -
0,53125 -0,0192 -0,0188 -0,018 6,2 4,3
0,5625 -0,0355 -0,0348 -0,037 4,1 5,9
0,59375 -0,0464 -0,0454 -0,044 5,2 3,1
0,625 -0,0502 -0,0492 -0,05 0,4 1,6
0,65625 -0,0464 -0,0454 -0,044 5,2 3,1
0,6875 -0,0355 -0,0348 -0,035 1,4 0,6
0,71875 -0,0192 -0,0188 -0,018 6,2 4,3
0,75 -1,58E-05 0,0000 0,0005113 - -
0,78125 0,0192 0,0188 0,019 1,0 1,1
0,8125 0,0355 0,0348 0,036 1,4 3,3
0,84375 0,0464 0,0454 0,045 3,0 0,9
0,875 0,0502 0,0492 0,05 0,4 1,6
0,90625 0,0464 0,0454 0,044 5,2 3,1
0,9375 0,0355 0,0348 0,036 1,4 3,3
0,96875 0,0192 0,0188 0,017 11,5 9,6
1 -1,58E-05 0,0000 -0,0001452 - -

Tabela 6.2: Tabela Comparativa de resultados do deslocamento vertical do ponto

central da laje encastrada

Nota: (-) comparagao de diferentes gamas de zeros
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Da andlise da tabela 6.2, em termos de deslocamentos, podemos observar que os
erros variam de instante para instante, sendo que pelo método de Euler o menor
erro verificado ocorre no instante ¢ = 0,375s, com um valor de 0,4 %, e o maior
ocorre no instante t = 0, 21875 s, com um valor de 11,5 %, enquanto que pelo método
de Newmark o menor erro ocorre no instante ¢t = 0, 6875 s, com o valor de 0,6 % e o
maior ocorre no instante ¢ = 0, 28125 s, com o valor de 10,5 %. De uma forma geral
temos erros na gama dos 1 %, 3 %, 4 % e 6 %, sendo que o instante ¢t = 0, 21875 s
no método de Euler representa o 1nico instante em que o valor do erro ultrapassa
a marca dos 10 %. Logo pode-se dizer que h& uma certa compatibilidade entre
os resultados obtidos pelo diferentes programas. Como foi referido inicialmente
no inicio deste capitulo, estes erros poderao ter origem na distincao dos modelos
utilizados pelo FreeFEM++ (modelo tridimensional) e pelo SAP2000 (modelo de
Kirchoff). Uma justificagdo pelos erros do método de Euler serem maiores aos do

método de Newmark prende-se ao facto de que no SAP2000 ¢ utilizado o método de

Newmark.

Para observar a resposta em deslocamentos do ponto central da laje ao longo do

tempo ¢é apresentado o seguinte grafico:

Deslocamento vertical do ponto central ao longo do tempo
0,06
oo S L WY . N 1 NN . W : I L W .
'SR T j R R B

T 4 [ | | \ { | i | g | ‘|
A A A R O T O O L O L O A O
2 Y L U A Y A Y N w.
s U R G S GRS U S U S G
= 'y 4 1 [ L] i L [ [] ] g | L] . -
R L R U O I O O
o0, 0 % w4 L os Lo L o4 L g | 4 | 3
N | N A B O A O A B O A Y A O

TN T I NS B B S

et b T | \J \ \ \ \

Vv V v o W p V o
-0,06
Tempo [s]
—=—SAP2000 —— FF++ Euler «— FF++ Newmark

Figura 6.9: Grafico da resposta em deslocamento do ponto central da laje encastrada
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Pela observacao do grafico 6.9 é possivel constatar a grande aproximacao dos resul-
tados obtidos pelos dois programas (FreeFEM++ e SAP2000), que se traduz pela

quase sobreposi¢ao das curvas.

6.3 Laje Simplesmente Apoiada

O segundo caso a ser estudado corresponde a uma laje quadrada com vaos de 4m
em ambas as direcgoes horizontais e com uma espessura de 20 cm, estando todos os

bordos apoiados sobre vigas com elevada rigidez a flexao (cf. Anexo A.2).

6.3.1 Malha do GMSH e Resultados do FreeFEM -+

Neste caso de estudo o modelo fisico tridimensional da laje, gerada a partir do
programa GMSH, corresponde a um paralelipipedo com as respectivas dimensoes
(4 x4 x0,2m). A discretizacao é feita através de elementos finitos tetraédricos
obtendo um total de 3926 elementos. Na atribuicao das condigoes de fronteira
impediu-se apenas os deslocamentos verticais dos bordos, uz = 0, permitindo deste

modo a rotagao em torno dos mesmos (tor¢ao).

A R e
%U:Lmé.- Tk %41" m&ﬁﬁ%{ i

Fa = X r .}' . A ... .I
sy L

ol A
; £ ﬂih? i e

Figura 6.10: Malha do GMSH para a laje simplesmente apoiada

A partir da solucao numérica do problema posto, visulizamos com GMSH o campo
de deslocamentos da malha e por sua vez a malha deformada com o respectivo valor

do deslocamento vertical maximo para um determinado instante. Como exemplo,
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nas figuras 6.11, 6.12, 6.13 e 6.14 temos as malhas deformadas da laje para os

instantes t = 0,125 s e t = 0,375 s respectivamente:

e Peclo Método de Euler

DESLOCAMENTOS EULER t=0.125 7

5556-008 8246005  0.000165 KY}{
m - ia

Figura 6.11: Malha Deformada pelo Método de Euler no instante t = 0,125 s

DESLOCAMENTOS EULERt=0.375 7 "
5.55e-008 8246005  0.000165 K}{
m -

Figura 6.12: Malha Deformada pelo método de Euler no instante t = 0,375 s
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e Peclo Método de Newmark

DESLOCAMENTOS NEWMARKt=0.125

¥
5.28e-008  7.67e-005  0.000153 KK
U i

Figura 6.13: Malha Deformada pelo Método de Newmark no instante t = 0,125 s

DESLOCAMENTOS NEWMARKt=0.375

Y
5.28e-008  7.67e-005  0.000153 KX
-

Figura 6.14: Malha Deformada pelo método de Newmark no instante ¢ = 0,375 s
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6.3.2 Malha e Resultados do SAP2000

No SAP2000 o modelo fisico é dado pelo modelo bidimensional de Kirchoff que cor-
responde a um quadrado com vaos iguais ao modelo tridimensional do FreeFEM+-+
(4 x 4m) e discretizada em 400 elementos finitos quadrados (0,2 x 0,2m). Para
simular as condicoes de fronteira foram colocados apoios fixos em todos os nds per-

tencentes aos bordos tal como ¢ ilustrado na figura :

Figura 6.15: Malha do SAP2000 para a laje simplesmente apoiada

Resolvido o problema,utilizando o método de Newmark, obtemos o campo de deslo-
camentos cuja malha deformada podera ser visualizada directamente no programa
com o respectivo valor do deslocamento vertical maximo para um determinado ins-
tante. Como exemplo, nas figura 6.16 e 6.17 temos as malhas deformadas da laje

para os instantes t = 0,125s e t = 0, 375 s respectivamente:

o ““" """""?&“-‘-Ln,.,_

o ! ““ “‘“:::“:'z"“%

S NI AL
. e

Factor de Escala: 10000

Figura 6.16: Malha Deformada do SAP2000 no instante ¢t = 0,125 s
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Factor de Escala: 10000

Figura 6.17: Malha Deformada do SAP2000 no instante ¢t = 0,375 s

6.3.3 Comparagoes

Apresentamos de seguida as tabelas comparativas dos resultados obtidos para o
deslocamento vertical do ponto central da laje para um tempo total de calculo igual

a 1s, discretizada em intervalos de tempo At = 0,03125 s:

e Pelo Método de Euler

Erro Erro
FF++ Solugao Euler Euler
Instante | Euler | SAP2000 | Teérica VS. VS.
[mm)] [mm)] [mm] | SAP2000 | S. Tedrica
0,03125 -0,0618 -0,056 -0,0614 9,4 0,6
0,0625 -0,1164 -0,118 -0,1130 1,4 2,9
0,09375 -0,1523 -0,137 -0,1480 10,0 2,8
0,125 -0,1649 -0,165 -0,1600 0,1 3,0
0,15625 -0,1524 -0,139 -0,1480 8,8 2,9
0,1875 -0,1167 -0,114 -0,1130 2,3 3,2
0,21875 -0,0632 -0,06 -0,0614 5,1 2,8
0,25 -1,72E-04 0,0044 0,0000 - -
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Erro Erro
FF++ Solucao Euler Euler
Instante | Euler | SAP2000 | Teérica VS. VS.
[mm)] [mm)] [mm] | SAP2000 | S. Teérica
0,28125 0,0629 0,055 0,0614 12,6 2,4
0,3125 0,1165 0,12 0,1130 29 3,0
0,34375 0,1523 0,137 0,1480 10,0 2,8
0,375 0,1649 0,165 0,1600 0,1 3,0
0,40625 0,1524 0,139 0,1480 8,8 2,9
0,4375 0,1167 0,114 0,1130 2,3 3,2
0,46875 0,0633 0,058 0,0614 8,4 3,0
0,5 -1,72E-04 | -0,003033 | 0,0000 - -
0,53125 -0,0629 -0,058 -0,0614 7.8 2,4
0,5625 -0,1165 -0,118 -0,1130 1,3 3,0
0,59375 -0,1523 -0,139 -0,1480 8,7 2,8
0,625 -0,1649 -0,165 -0,1600 0,1 3,0
0,65625 -0,1524 -0,136 -0,1480 10,8 29
0,6875 -0,1167 -0,117 -0,1130 0,3 3,2
0,71875 -0,0633 -0,051 -0,0614 19,4 3,0
0,75 -1,72E-04 | -0,003805 | 0,0000 - -
0,78125 0,0629 0,067 0,0614 6,1 2,4
0,8125 0,1165 0,109 0,1130 6,4 3,0
0,84375 0,1523 0,148 0,1480 2,8 2,8
0,875 0,1649 0,156 0,1600 5,4 3,0
0,90625 0,1524 0,143 0,1480 6,2 2,9
0,9375 0,1167 0,111 0,1130 4,9 3,2
0,96875 0,0633 0,054 0,0614 14,7 3,0
1 -1,72E-04 | 0,001097 0,0000 - -

Tabela 6.3: Tabela Comparativa de resultados do deslocamento vertical do ponto

central da laje simplesmente apoiada pelo método de Euler
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e Peclo Método de Newmark

Erro Erro
FF++ Solugao | Newmark | Newmark
Instante | Newmark | SAP2000 | Tedrica Vs. VS.
[mm] [mm)] [mm] | SAP2000 | S. Teérica
0,03125 -0,0587 -0,056 -0,0614 4,6 4.4
0,0625 -0,108 -0,118 -0,1130 8,5 4.4
0,09375 -0,142 -0,137 -0,1480 3,5 4,1
0,125 -0,153 -0,165 -0,1600 7,3 4.4
0,15625 -0,142 -0,139 -0,1480 2,1 4.1
0,1875 -0,108 -0,114 -0,1130 5,3 4.4
0,21875 -0,0587 -0,06 -0,0614 2,2 4.4
0,25 2,79E-10 0,0044 0,0000 - -
0,28125 0,0587 0,055 0,0614 6,3 4.4
0,3125 0,108 0,12 0,1130 10,0 4.4
0,34375 0,142 0,137 0,1480 3,5 4,1
0,375 0,153 0,165 0,1600 7,3 4.4
0,40625 0,142 0,139 0,1480 2,1 4,1
0,4375 0,108 0,114 0,1130 5,3 4.4
0,46875 0,0587 0,058 0,0614 1,2 4.4
0,5 2,79E-10 | -0,003033 | 0,0000 - -
0,53125 -0,0587 -0,058 -0,0614 1,2 4.4
0,5625 -0,108 -0,118 -0,1130 8,5 4.4
0,59375 -0,142 -0,139 -0,1480 2,1 4.1
0,625 -0,153 -0,165 -0,1600 7,3 4.4
0,65625 -0,142 -0,136 -0,1480 4,2 4,1
0,6875 -0,108 -0,117 -0,1130 7,7 4.4
0,71875 -0,0587 -0,051 -0,0614 13,1 4.4
0,75 2,79E-10 | -0,003805 | 0,0000 - -
0,78125 0,0587 0,067 0,0614 124 4.4
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Erro Erro
FF++ Solucao | Newmark | Newmark
Instante | Newmark | SAP2000 | Tedrica VS. VS.
[mm] [mm)] [mm] | SAP2000 | S. Tedrica
0,8125 0,108 0,109 0,1130 0,9 4.4
0,84375 0,142 0,148 0,1480 4,1 4,1
0,875 0,153 0,156 0,1600 1,9 4.4
0,90625 0,142 0,143 0,1480 0,7 4.1
0,9375 0,108 0,111 0,1130 2,7 4.4
0,96875 0,0587 0,054 0,0614 8,0 4.4
1 2,79E-10 0,001097 0,0000 - -

Tabela 6.4: Tabela Comparativa de resultados do deslocamento vertical do ponto

central da laje simplesmente apoiada

Nota: (-) comparagao de diferentes gamas de zeros

No caso da laje simplesmente apoiada, da comparagao entre os resultados de des-
locamentos do FreeFEM-++ e do SAP2000, nota-se uma maior variacao no valores
dos erros obtidos em cada instante comparativamente ao primeiro caso da laje total-
mente encastrada. Variacao esta que no método de Euler vai dos 0,1 % aos 17,3 %
nos instantes t = 0,125 s e 0, 28125 s respectivamente e que no método de Newmark
vai dos 0,7 % aos 13,1 % nos instantes t = 0,90625 s e 0, 71875 s respectivamente.
De um modo geral a maior parte dos erros situa-se abaixo da gama dos 10 % sendo
que este é ultrapassado com uma maior frequéncia do que acontece na laje total-
mente encastrada. Relativamente a comparagao entre os resultados do FreeFEM-++
com a Solugao Tedrica de Navier, a excepcao do primeiro instante (¢ = 0,03125 s)
nos restantes instantes o valor do erro situa-se entre os 2 % e os 3 % no método
de Euler e na ordem dos 4 no método de Newmark. Portando ha uma maior apro-
ximagao entre os resultados do FreeFEM++- e da Solugao Tedrica de Navier, em que

o método de Euler é o mais proximo.
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Para observar a resposta em deslocamentos do ponto central da laje ao longo do

tempo é apresentado o seguinte grafico:

Deslocamento vertical do ponto central ao longo do tempo
0,2

A AN AN AR
NN AN AN AN AN AN A

Deslocamento [mm]
o
L

AT AP AT

Tempo [s]

—=—SAP2000 —+—FF++ Euler «—FF++ Newmark —=—S5. Tedrico

Figura 6.18: Grafico da resposta em deslocamento do ponto central da laje simples-

mente apoiada

O grafico da resposta em deslocamentos do ponto central da laje demonstra a grande
aproximacao dos resultados obtidos a partir das trés andlises realgando-se uma maior

aproximacao da Solucao Tedrica de Navier com a nossa implementagao em Free-

FEM++-.

6.4 Laje Vigada apoiada sobre Pilares Rigidos

O terceiro caso corresponde a uma laje vigada quadrada com vaos de 4 m em ambas
as direcgoes horizontais e com uma espessura de 20 cm. As vigas tém uma altura
de 0,5m e uma largura de 0,2m que por sua vez apoiam-se sobre um conjunto de
4 pilares indeformaveis (elevada rigidez) com secgbes transversais de 0,2 x 0,2m,

localizados junto aos cantos da laje vigada. (cf. Anexo A.3)

6.4.1 Malha do GMSH e Resultados do FreeFEM++

Neste caso de estudo o modelo fisico tridimensional, gerado a partir do programa

GMSH, corresponde a um conjunto de paralelipipedos, com as respectivas dimensoes,
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ligados entre si formando um tnico volume que engloba a laje e as vigas. A discre-
tizacao é feita através de elementos finitos tetraédricos obtendo um total de 4608
elementos. Visto que foram considerados pilares indeformaveis, e impedindo todos
os deslocamentos na ligacdo viga-pilar, junto aos cantos da laje, (u; = 0,us = 0 e

ug = 0) consegue-se simular a ligagao entre estes elementos, sem ter a necessidade

de considerar os pilares.

AL oo | O IR A ST L T
Bl o
Ty T R I.“T:h{fpﬁ'
Al LR e e R S
o b it P T AL M A
AT ";h!;.riﬁ'ﬂl"l:? v

oy 1. b

Figura 6.19: Malha do GMSH para a laje vigada

Resolvido o problema com o programa FreeFEM++-, obtemos o campo de desloca-
mentos da malha que nos permite visualizar a malha deformada, em GMSH, com
o respectivo valor do deslocamento vertical maximo para um determinado instante.
Como exemplo, nas figuras 6.20, 6.21, 6.22 e 6.23 temos as malhas deformadas da

laje para os instantes t = 0,125 s e t = 0,375 s respectivamente:
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e Pelo Método de Euler

DESLOCAMENTOS EULERt=0.125 ~

457e-035  6.57e-005  0.000131 KVK
. -

Figura 6.20: Malha Deformada pelo Método de Euler no instante t = 0,125 s

DESLOCAMENTOS EULER t=0.375 >

457e-035  6.57e-005  0.000131 KYX
. -

Figura 6.21: Malha Deformada pelo método de Euler no instante ¢t = 0,375 s
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e Peclo Método de Newmark

DESLOCAMENTOS NEWMARK t=0.124

442e-032  6.18e-005  0.000124 KVK
. -

Figura 6.22: Malha Deformada pelo Método de Newmark no instante t = 0,125 s

DESLOCAMENTOS NEWMARKt=0.375

442e-032  6.18e-005  0.000124 KYX
. -

Figura 6.23: Malha Deformada pelo método de Newmark no instante t = 0,375 s

78



6.4.2 Malha e Resultados do SAP2000

No SAP2000, o modelo fisico da laje é dado pelo modelo bidimensional de Kirchoff
que corresponde a um quadrado com vaos de dmensoes 3, 8 x 3, 8 m e discretizada em
1444 elementos finitos quadrados (0,1 x0,1m). Nos bordos sao colocadas vigas com
seccoes transversais de 0,5 X 0, 2m estando estas encastradas nas suas extremidades

de modo a simular o encastramento nos pilares.

Figura 6.24: Malha do SAP2000 para a laje vigada

Resolvido o problema é obtido o campo de deslocamentos cuja malha deformada
podera ser visualizada directamente no programa com o respectivo valor do deslo-
camento vertical maximo para um determinado instante. Como exemplo, nas figura
6.25 e 6.26 temos as malhas deformadas da laje para os instantes ¢t = 0,125s e

t = 0,375 s respectivamente:
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% Factor de Escala: 10000

Figura 6.25: Malha Deformada do SAP2000 no instante ¢ = 0,125 s
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Figura 6.26: Malha Deformada do SAP2000 no instante ¢t = 0,375 s

6.4.3 Comparacoes

Vejamos agora a tabela comparativa dos resultados obtidos para o deslocamento ver-
tical do ponto central da laje para um tempo total de calculo igual a 1 s, discretizada

em intervalos de tempo At = 0,03125 s:

Erro Erro

FF4++ FF4+4 Newmark Euler
Instante | Newmark | Euler | SAP2000 VS. Vs.

[mm] [mm] [mm)] SAP2000 | SAP2000
0,03125 -0,0473 -0,0494 -0,043 9,1 13,0
0,0625 -0,0875 -0,0928 -0,088 0,6 5,2
0,09375 -0,114 -0,121 -0,104 8,8 14,0
0,125 -0,124 -0,131 -0,124 0,0 9,3
0,15625 -0,114 -0,121 -0,104 8,8 14,0
0,1875 -0,0875 -0,093 -0,087 0,6 6,5
0,21875 -0,0473 -0,0504 -0,043 9,1 14,7
0,25 7,22E-10 | 1,16E-04 | 0,0001271 - -

0,28125 -0,0473 0,0502 0,045 4,9 10,4
0,3125 -0,0875 0,0928 0,087 0,6 6,3
0,34375 -0,114 0,121 0,106 7,0 12,4
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Erro Erro
FF++ FF++ Newmark Euler
Instante | Newmark | Euler SAP2000 VS. VS.
[mm] [mm)] [mm)] SAP2000 | SAP2000
0,375 -0,124 0,131 0,123 0,8 6,1
0,40625 -0,114 0,121 0,104 8,8 14,0
0,4375 -0,0875 0,093 0,088 0,6 5,4
0,46875 -0,0473 0,0504 0,039 17,5 22,6
0,5 7,22E-10 | 1,16E-04 0,0035 - -
0,53125 -0,0473 -0,0502 -0,05 5,4 0,4
0,5625 -0,0875 -0,0928 -0,081 7,4 12,7
0,59375 -0,114 -0,121 -0,112 1,8 7.4
0,625 -0,124 -0,131 -0,117 5,6 10,7
0,65625 -0,114 -0,121 -0,109 4.4 9,9
0,6875 -0,0875 -0,093 -0,083 5,1 10,8
0,71875 -0,0473 -0,0504 -0,042 11,2 16,7
0,75 7,22E-10 | -1,16E-04 | -0,00001107 - -
0,78125 -0,0473 0,0502 0,049 3,5 2,4
0,8125 -0,0875 0,0928 0,082 6,3 11,6
0,84375 -0,114 0,121 0,113 0,9 6,6
0,875 -0,124 0,131 0,115 7,3 12,2
0,90625 -0,114 0,121 0,112 1,8 7.4
0,9375 -0,0875 0,093 0,078 10,9 16,1
0,96875 -0,0473 0,0504 0,047 0,6 6,7
1 7,22E-10 | -1,16E-04 | -0,006513 - -

Tabela 6.5: Tabela Comparativa de resultados do deslocamento vertical do ponto

central da laje vigada

Nota: (-) comparagao de diferentes gamas de zeros
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A partir da andlise da tabela 6.5, em termos de deslocamentos, é possivel constatar-
se que no método de Newmark ha uma forte presenca de erros entre 5 % a 9 % para
os diferentes instantes, estando o restante bem abaixo desses valores a excepcao dos
instantes t = 0,46875s,t = 0,71875s et = 0,9375 s em que ocorreram erros de 17,5
%, 11,2 % e 10,9 % respectivamente. Ao que parece os erros no método de Euler
sofrem todos um agravamento na ordem dos 5 %. Este caso tem a particularidade de
envolver mais do que um elemento estrutural (laje e vigas) o que justifica o aumento
dos erros em relagao aos casos apresentados anteriormente, uma vez que had um
acréscimo de dificuldade na definicao dos modelos, principalmente em termos das

dimensoes destes, para que possam apresentar o mesmo comportamento.

Para observar a resposta em deslocamentos do ponto central da laje ao longo do

tempo é apresentado o seguinte grafico:

Deslocamento vertical do ponto central ao longo do tempo

0,15
W R R R AR A A
SRR B B R B
E 005 [ | — W ‘ | Y .\ J \
E- R v 7Y Y Y T+ i |9
E 0 v " g I" 8 ?I | ! | ¢ | T I"L
E a 0)s 'i 15 | ﬁ J'r 2}5 ‘.‘" g. | 37,5 | g

L I e B e e e R

MIVERYERVERTERTERYERTERY

VoW ¥ W v w

-0,15
Tempo [s]
—®—SAP2000 —+ FF++Euler x— FF++ Newmark

Figura 6.27: Grafico da resposta em deslocamento do ponto central da laje vigada

Pela observagao do grafico ja se nota alguma dispersao entre os resultados do método
de Euler do FreeFEM++ e os resultados do SAP2000, comparativamente com os
outros casos apresentados anteriormente. Embora os resultados do método de New-
mark do FreeFEM++ ainda apresentem uma boa aproximacao relativamente aos

resultados do SAP2000.
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6.5 Laje Fungiforme

O quarto e tultimo caso estudado corresponde a uma laje quadrada com vaos de
4m em ambas as direccoes horizontais e com uma espessura de 20 cm, estando os
quatro cantos da laje apoiados directamente sobre pilares. Os pilares apresentam
uma seccao transversal de dimensoes 20 x 20 cm, uma altura de 2, 8 m e encontram-se

encastrados na sua base. (cf. Anexo A.4)

6.5.1 Malha do GMSH e Resultados do FreeFEM++

Neste caso de estudo o modelo fisico tridimensional laje-pilares, gerado a partir do
programa GMSH, corresponde a um conjunto de paralelipipedos, com as respecti-
vas dimensoes, ligados entre si formando um tnico volume. A discretizacao é feita
através de elementos finitos tetraédricos obtendo um total de 5339 elementos. O en-
castramento da base dos pilares é garantido impedindo o deslocamento das mesmas

em todas as direcgoes: u; = 0,us = 0 e uz = 0.

Figura 6.28: Malha do GMSH para a laje fungiforme

Apos a resolucao numeérica obtemos o campo de deslocamentos da malha, sendo que
a partir do GMSH ¢é possivel visualizar a malha deformada com o respectivo valor do
deslocamento vertical maximo para um determinado instante. Como exemplo, nas
figuras 6.29, 6.30, 6.31 e 6.32 temos as malhas deformadas da laje para os instantes

t=0,125s et = 0,375 s respectivamente:
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e Pelo Método de Euler

-

DESLOCAMENTOS EULERt=0.125 z,
2656-035  0.000336 0.000672 K}{
m -

Figura 6.29: Malha Deformada pelo Método de Euler no instante t = 0,125 s

I

DESLOCAMENTOS EULER t=0.375 zZ,
2.656-035  0.000336 0.000671 KX
m - m

Figura 6.30: Malha Deformada pelo método de Euler no instante ¢t = 0,375 s
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e Peclo Método de Newmark

y

DESLOCAMENTOS NEWMARKt=0.12p y
1.95e-032  0.000248 0.000496 K}{
m - .

Figura 6.31: Malha Deformada pelo Método de Newmark no instante t = 0,125 s

DESLOCAMENTOS NEWMARK t=0.375 v
1.95e-032  0.000248 0.000496 KX
m -

Figura 6.32: Malha Deformada pelo método de Newmark no instante t = 0,375 s
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6.5.2 Malha e Resultados do SAP2000

No SAP2000, o modelo fisico da laje é dado pelo modelo bidimensional de Kir-
choff que corresponde a um quadrado com vaos iguais ao modelo tridimensional do
FreeFEM++ (4 x 4m) e discretizada em 484 elementos finitos quadrados e rectan-
gulares (0,2 x 0,2m, 0,1 x0,1m e 0,2 x 0,1m). A densidade da discretizagao foi
aumentada junto aos pilares e foram atribuidos ” Constraints”aos nés dos elementos
0,1x0,1m de modo a simular melhor a ligacao laje-pilar. As condigoes de fronteira

sao atribuidas colocando encastramentos na base dos pilares tal como ¢ ilustrado na

figura 6.33:

-
P

Figura 6.33: Malha do SAP2000 para a laje fungiforme

Resolvido o problema, utilizando o método de Newmark, é obtido o campo de des-
locamentos cuja malha deformada podera ser visualizada directamente no programa
com o respectivo valor do deslocamento vertical maximo para um determinado ins-
tante. Como exemplo,nas figura 6.34 e 6.35 temos as malhas deformadas da laje

para os instantes t = 0,125s e t = 0, 375 s respectivamente:
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Figura 6.34: Malha Deformada do SAP2000 no instante ¢ = 0,125 s

-
aE

Factor de Escala: 10000

Figura 6.35: Malha Deformada do SAP2000 no instante ¢t = 0,375 s

6.5.3 Comparacoes
A seguir exibimos a tabela comparativa dos resultados obtidos para o deslocamento

vertical do ponto central da laje para um tempo total de calculo igual a 1 s, discre-

tizada em intervalos de tempo At = 0,03125 s:
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Erro Erro
FF++ FF++4 Euler Newmark
Instante | Euler | Newmark | SAP2000 VS. VS.
[mm] [mm)] [mm)] SAP2000 | SAP2000
0,03125 -0,234 -0,19 -0,19 18,8 0,0
0,0625 -0,469 -0,35 -0,541 13,3 35,3
0,09375 -0,62 -0,458 -0,614 1,0 254
0,125 -0,672 -0,496 -0,605 10,0 18,0
0,15625 -0,622 -0,458 -0,688 9,6 33,4
0,1875 -0,477 -0,35 -0,46 3,6 23,9
0,21875 -0,26 -0,19 -0,195 25,0 2,6
0,25 -3,34E-03 | 2,19E-09 -0,07 - -
0,28125 0,254 0,19 0,28 9,3 32,1
0,3125 0,472 0,35 0,527 10,4 33,6
0,34375 0,619 0,458 0,543 12,3 15,7
0,375 0,671 0,496 0,702 4.4 29,3
0,40625 0,622 0,458 0,655 5,0 30,1
0,4375 0,477 0,35 0,391 18,0 10,5
0,46875 0,26 0,19 0,297 12,5 36,0
0,5 3,34E-03 | 2,19E-09 0,017 - -
0,53125 -0,254 -0,19 -0,336 24,4 43,5
0,5625 -0,472 -0,35 -0,418 11,4 16,3
0,59375 -0,619 -0,458 -0,615 0,6 25,5
0,625 -0,671 -0,496 -0,734 8,6 32,4
0,65625 -0,622 -0,458 -0,543 12,7 15,7
0,6875 -0,477 -0,35 -0,483 1,2 27,5
0,71875 -0,26 -0,19 -0,297 12,5 36,0
0,75 3,34E-03 | 2,19E-09 0,087 - -
0,78125 0,254 0,19 0,224 11,8 15,2
0,8125 0,472 0,35 0,452 4,2 226
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Erro Erro
FF++ FF++ Euler Newmark
Instante | Euler | Newmark | SAP2000 VS. VS.
[mm] [mm)] [mm)] SAP2000 | SAP2000
0,84375 0,619 0,458 0,695 10,9 34,1
0,875 0,671 0,496 0,606 9,7 18,2
0,90625 0,622 0,458 0,613 1,4 25,3
0,9375 0,477 0,35 0,524 9,0 33,2
0,96875 0,26 0,19 0,213 18,1 10,8
1 3,34E-03 | 2,19E-09 0,018 - -

Tabela 6.6: Tabela Comparativa de resultados do deslocamento vertical do ponto

central da laje fungiforme

Nota: (-) comparagao de diferentes gamas de zeros

Com base na tabela de resultados apresentado pode-se dizer que ha uma maior
discrepancia entre os resultados obtidos pelo FreeFEM++ e pelo SAP2000 com-
parativamente aos outros casos estudados anteriormente. Neste caso os valores de
alguns dos erros obtidos com o método de Euler chegam a valores préximos dos 25 %
como é o caso dos instantes t = 0,21875 s, t = 0,53125 s. Contudo, ainda podemos
encontrar instantes com erros bastante baixos, inferiores a 1 %, como acontece com
os instante ¢ = 0,59375s e t = 0,90625s. Nos restantes instantes temos maiori-
tariamente erros abaixo dos 10 % embora possamos encontra erros situados entre
os 10 % e os 20 %. No método de Newmark o caso desfigura-se obtendo valores
bastante elevados comparativamente aos restantes casos. Para este método temos
um valor méximo de erro de 43,5 % no instante ¢t = 0, 53125 s e um valor minimo de
0 % no instante inicial. Como foi dito anteriormente, a complexidade da estrutura
é directamente proporcional a dificuldade em aproximar os modelos, aumentando a

probabilidade de ocorrerem erros maiores, que € o que se verifica com este caso.
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Para observar a resposta em deslocamentos do ponto central da laje ao longo do

tempo é apresentado o seguinte grafico:

Deslocamento vertical do ponto central ao longo do tempo

Deslocamento [mm]

Tempo [s]

—=—SAP2000 —+— FF++ Euler +— FF++ Newmark

Figura 6.36: Grafico da resposta em deslocamento do ponto central da laje fungi-

forme

Neste caso da laje fungiforme, ja se comeca a observar no grafico das respostas
em deslocamentos do ponto central da laje alguns desvios entre as curvas, prin-
cipalmente junto aos picos das respostas. Para este caso em particular o método
de Newmark em FreeFEM++ é o que apresenta maior dispersao em relagao aos
resultados do SAP2000, o que ja era expectavel tendo em conta o parametro de
discretizacao utilizado que é igual a 0, 5, superior ao valor utilizado nos outros casos
de 0,2. A razao desta escolha prende-se com o tempo necessario para a execugao
dos célculos. Com este valor de parametro cada simulacao de 4 s representa mais
de 8 horas de cdlculo num PC com um processador Intel(R) Core(Tm) i5 - 2410M
CPU 2,30GhZ.

6.6 Analise de Tensoes

A partir das solugoes do problema dinamico, mais precisamente o campo de des-

locamentos da laje, torna-se possivel obter as restantes incégnitas do problema,

90



nomeadamente o campo de deformacao e de tensao da laje, recorrendo as equagoes

de compatibilidade, Eq. (3.3) e as relagoes constitutivas, Eq. (3.7), respectivamente.

Deste modo também se elaborou uma andlise em termos de tensoes maximas e

minimas, na superficie superior e inferior da laje, a partir da implementacao das re-

feridas equacoes no FreeFEM++-, comparando-as posteriormente com os resultados

do SAP2000. Como exemplo tem-se o primeiro caso de estudo, correspondente a laje

totalmente encastrada, no qual foram determinadas as tensoes maximas e minimas

nos quatro primeiros instantes:

Erro Erro
FF++ FF++ Newmark Euler
Instante | Tensao | Newmark | Euler | SAP2000 Vs. Vs.
[kN/m? | [kN/m? | [kN/m?] | SAP2000 | SAP2000
Sxx 155 159 146 5,8 8,2
-153 -158 -146 4,6 7,6
0,03125 Syy 154 157 146 5,2 7,0
-155 -157 -146 9,8 7,0
Sxy 27,2 27,6 27,5 1,1 0,4
=274 -27,6 -27,5 0,4 0,4
Sxx 285 296 278 2,5 6,1
-286 -293 -278 2.8 5,1
0,0625 Syy 286 291 278 2,8 4,5
-283 -292 -278 1,8 4,8
Sxy 50,3 51,2 52,8 4,7 3,0
-50,6 -51,3 -52,8 4,2 2,8
Sxx 373 386 351 5,9 9,1
-374 -383 -351 6,1 8,4
0,09375 Syy 374 380 351 6,1 7,6
-370 -381 -351 5,1 7,9
Sxy 65,8 66,9 66,2 0,6 1,0
-66,1 -67,1 -66,2 0,2 1,3
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Erro Erro
FF++ FF4+4 Newmark Euler
Instante | Tensao | Newmark | Euler | SAP2000 VS. VS.
[kN/m?] | [kN/m?] | [kN/m?*] | SAP2000 | SAP2000
Sxx 405 418 393 3,0 6,0
-400 -415 -393 1,8 2,3
0,125 Syy 404 411 393 2,7 4.4
-405 -413 -393 3,0 4,8
Sxy 71,2 72,4 74,7 4,7 3,1
-71,5 -72,6 -T4,7 4,3 2.8

Tabela 6.7: Tabela Comparativa de resultados de tensdes maximas e minimas da

laje encastrada

Em termos de distribuicao, tendo como exemplo o primeiro instante de calculo,

t =0,03125 s, tem-se:

e Peclo Método de Newmark

[

TENSAO XX 1 TENSAO XX 1
-153 155 -153 155
[ | [ |
(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.37: Distribuicao de tensoes ao longo da laje encastrada segundo a direcgao

xx para o instante ¢t = 0,03125 s, pelo método de Newmark

92



— |

TENSAO YY1 TENSAO YY1
-155 154 -155 154
K | L |
(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.38: Distribuicao de tensoes ao longo da laje encastrada segundo a direcgao

yy para o instante ¢t = 0,03125 s, pelo método de Newmark

- - ‘|

TENSAQO XY1 TENSAQ XY1
=274 272 -274 272
. - O -
(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.39: Distribuicao de tensoes tangenciais ao longo da laje encastrada para o

instante ¢t = 0,03125 s, pelo método de Newmark
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e Peclo Método de Euler

TENSAO XX 1 TENSAO XX 1
-158 159 -158 159
L O

(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.40: Distribuicao de tensoes ao longo da laje encastrada segundo a direc¢ao

xx para o instante ¢t = 0,03125 s, pelo método de Euler

TENSAO YY1 TENSAO YY1
157 157 -157 157
L B .

(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.41: Distribuicao de tensoes ao longo da laje encastrada segundo a direc¢ao

yy para o instante ¢ = 0,03125 s, pelo método de Euler
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l ' I
= | I -

TENSAO XY TENSAO XY1
-27.6 276 2756 276
L B .

(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.42: Distribuicao de tensoes tangenciais ao longo da laje encastrada para o

instante ¢t = 0, 03125 s, pelo método de Euler

e Pelo SAP2000

ETEENREIG, 44, 22, 0, 22, 44, 66, 89, 110 TN ETSEEIGE, 44, 22, 0, 22, 44, 66, 88,110 TIENEN

(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.43: Distribuicao de tensoes ao longo da laje encastrada segundo a direcgao

xx para o instante ¢t = 0,03125 s, pelo SAP2000
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[ETSESNNASIEGS, 44, -22. 0, 22, 44,66, 80, 110,12 [ETSESEREIGG, 44, 22, 0. 22, 44,66, 08, 1107 2NSNN

(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.44: Distribuicao de tensoes ao longo da laje encastrada segundo a direc¢ao

yy para o instante t = 0,03125 s, pelo SAP2000

[ EEEG02.00.0 4.0 0.0 4.0 0)0712.016.020.02 020N [ESEINI012.0-8.0 4.0 0.0 4.0 §/012.016.020/02 40N

(a) Superficie superior (b) Superficie inferior

Figura 6.45: Distribuicao de tensoes tangenciais ao longo da laje encastrada para o

instante t = 0,03125 s, pelo SAP2000

Analisando os resultados, constatamos, como ja seria expectavel, que os resultados
para as tensoes normais do método de Newmark (em FreeFEM-++) aproximam-se
mais dos resultados do SAP2000, ja que o mesmo se verifica com os deslocamentos.
No caso das tensdes tangenciais os resultados obtidos com método de Euler (em
FreeFEM++) mostram-se mais compativeis com os resultados do SAP2000. Em
termos de simetria dos resultados, quer a nivel da superficie superior e inferior quer
a nivel das duas direcgoes ortogonais, podemos dizer que esta se verifica para os dois

métodos embora o método de Newmark apareca como o mais simétrico.
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Capitulo 7

Conclusao

7.1 Conclusoes e Consideracoes Finais do TFM

Os objectivos definidos inicialmente consistiam em desenvolver um modelo ma-
tematico, a implementar no programa FreeFEM+4-+, que permitisse resolver nu-
mericamente problemas dinamicos de estruturas. Para tal, foi necessario encetar
um estudo exaustivo dos principios e das relagoes que governam a Teoria da Elasti-
cidade Linear tridimensional e dos métodos de resolu¢cao numérica, designadamente
o Método de Elementos Finitos e Métodos de Integracao Directa, bem como a sua
interaccao. Assim sendo, as andlises foram executadas utilizando como modelo
fisico, lajes sob diferentes condigoes de apoio e sujeitas a uma excitagao harmonica,

simulando a actividade humana sobre a mesma.

Os resultados obtidos em FreeFEM++ foram validados quer por comparacao com
os resultados obtidos pelo SAP2000, um programa ja conceituado no mercado, quer
por comparacao com as Solugoes Tedricas. Com base nas comparagoes, os resultados
obtidos pelo FreeFEM++ sao satisfatérios obtendo erros bastante reduzidos nos des-
locamentos nos trés primeiros casos, aumentando no quarto caso. Esta ocorréncia
justifica-se pelo aumento do ntimero e o tipo de elementos estruturais o que au-
menta a probabilidade de obter erros maiores devido sobretudo ao acréscimo de
dificuldade em aproximar os modelos utilizados pelos dois programas, visto que
o FreeFEM++ utiliza um modelo tridimensional e o SAP2000 recorre ao modelo

simplificado de Kirchoff. Deste modo pode-se dizer que os objectivos foram al-
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cancados, pois conseguiram-se implementar dois métodos numéricos distintos para
a resolucao de problemas dinamicos: o Método de Euler e o Método de Newmark.
Ambos os métodos forneceram bons resultados comparativamente quer aos obtidos
em SAP2000, quer as Solugbes Tedricas. Uma vez que o SAP2000 também utiliza
o Método de Newmark para resolucao de problemas dinamicos ja era expectavel
que houvesse ligeiramente uma maior aproximacao com os resultados obtidos no

FreeFEM+-+ utilizando o mesmo método.

Com a utilizagao do FreeFEM-++ conseguiu-se adquirir novos conhecimentos quer
a nivel dos recursos do FreeFEM++, tendo este se revelado como uma ferramenta
eficaz e capaz de simular o comportamento estrutural de lajes, quer a nivel do
SAP2000, aprendendo a executar andalises dinamicas com base no histérico da res-
posta de uma estrutura através do Método de Integracao Directa. Além disso, com
os fundamentos tedricos da presente dissertagao conseguiu-se aprofundar e conso-
lidar conhecimentos adquiridos ao longo do curso quer na Licenciatura como no
Mestrado, nomeadamente em termos da Teoria da FElasticidade Linear e do Método
de Elementos Finitos, e adquirir novos conhecimentos mais direccionados para o

campo da dinamica estrutural.

7.2 Propostas de Estudos Futuros

Alguns temas que se considera pertinentes e relevantes a serem desenvolvidos na

sequéncia desta dissertagao sao:

e Desenvolvimento de uma estrutura de programacao no FreeFEM-++ que per-
mita determinar as frequéncias e os modos de vibragao da uma estrutura pela

resolucao do problema de valores proprios.

e Implementagao no FreeFEM++ de modelos para resolugao de problemas de

nao-linearidade.

e Melhoria em termos de imposicao das condigoes de fronteira como por exemplo

do tipo Neumann ou Robin.
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Anexo A

Programas para Caso da Laje

Encastrada

A.1 Método de Euler

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAO DA MALHA___________ o _____
mesh3 Th("dominiol.mesh");

// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n = 16;

real T = 0.5,

h = 0.03125,

sqrt2 = sqrt(2),

coef = 1.;

// CONSTANTES DO MATERIAL ___ __ __ __

real E = 30e6,

sigma = 0.2,

lambda = E*sigma/((1+sigma)*(1-2xsigma)),

mu = E/(2x(1l+sigma)),

gama = 25.,

ro = gama/9.80665;

// MACROS __ _

macro epsilon(ul,u2,ul3) [dx(ul),dy(u2),dz(ul), (dz(u2)+ dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul)+ dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM

macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM

102



// DEFINIGAO DO ESPACO DE APROXIMAGAO___________ . ___

fespace Vh(Th,P2);
Vh ul, u2, u3, vi1, v2, v3, ual, ua2, ua3, ubl, ub2, ub3;

fespace Rh(Th,P1);

Rh Sxx, Syy, Sxy;

// RESOLUGAO DO PROBLEMA EVOLUTIVO__________ _ o ___
uall] = 0.;

ua2[] = 0.;
ua3[] =
ubl[] =

ub2[] =

o O O O o

ub3[] = 0.;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
func fd = -3.14*sin(2*pi*i*h/T);
solve Problema( ul,u2,u3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambda*div(ul,u2,ul)*div(vl,v2,v3)*h*xh
+ 2.*mu*(epsilon(ul,u2,u3) ’*epsilon(vl,v2,v3))*h*h )
- int2d(Th,1500) ( fd*v3*h*h )
+ int3d(Th) ( ([ul,u2,u3]’*[v1,v2,v3])*ro )
- int3d(Th) ( ([ual,ua2,ual3]’*[v1,v2,v3])*2*ro )
+ int3d(Th) ( ([ubl,ub2,ub3d]’*[v1,v2,v3])*ro )
+ on(2500, ul = 0, u2 = 0, u3 = 0.);

mesh3 Thm = movemesh3(Th, transfo = [x+tulxcoef, y+u2+*coef, z+u3*coef]);
plot (Thm, wait = 1);
// CALCULO DE TENSOES

Sxx = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdx(ul);
Syy = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdy(u2);
Sxy = mux(dy(ul) + dx(u2));

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS______________ ___ o ___

string desl;

desl = "d"+i+".pos";

ofstream filel(desl);

filel << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS EULER t = " << i*h
<< " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
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{
filel << "VS(";
for (int j
filel <<
<<
<<
filel <<
<<
<<
filel <<
// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS
for (int j=0;
filel <<
<<
<<
filel <<
<<

<<

filel <<

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS

string tensaoxx;
tensaoxx = "txx"+i+".pos";

ofstream file3(tensaoxx);

=05 j < 3; j+4)

Thk] [j].x <<
Thik] [j]1.y <<
Thik] [j]1.z <<
Thk] [3].x <<
Thik] [3].y <<
Thlk] [3].z;

"){" << endl;

n.n
>

n.on
>

non.
>

n.n
>

n.on
>

EM CADA VERTICE

j<3; j++)

ul[1[Vh(k,j)]
u2[]1 [Vh(k, )]
u3[] [Vh(k,j)]
ul[][Vh(k,3)]
u2[] [Vh(k,3)]
u3[] [Vh(k,3)]

||}; no«< endl;

<<

<<

<<

<<

<<

<<

n n
s’
n n
b
"," << endl;
n n
E

n n
B

n};n << endl;

file3 << "View \" "<< "TENSAQ XX" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k <
{

file3 << "SS(";

for (int j

file3d <<

<<

<<

file3d <<

<<

<<

file3 <<

// REGISTO DAS TENSOES XX EM

for (int j=0;

Th.nt; k++)

=05 j <35 j+H)

Thk] [j].x <<
Thik] [j].y <<
Thk] [j].z <<
Th(k] [3].x <<
Th{k] [3].y <<
Thk] [3].z;

") {" << endl;
CADA VERTICE

/

n.n
>

n.n
>

>

n.n
>

n.n
>

/ k elemento finito

// j vértice do tetraédrico

non.
’

i<3; j++)
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file3 << Sxx[][Rh(k,j)]<< "," << endl;
file3 << Sxx[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
file3 << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS_________________________________________
string tensaoyy;
tensaoyy = "tyy"+i+".pos";
ofstream file4(tensaoyy);
file4 << "View \" "<< "TENSAO YY" << i << " \" {" << endl;
// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
filed << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file4 << Th([k][j].x << ", "
<< Thlk][j1.y << ","
<< Thlk][j1.z << ",";
filed << Th[k][3].x << ","
<< Th[k][3].y << ","
<< Thl[k][3].z;
filed4 << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSQES YY EM CADA VERTICE_______________________________
for (int j=0; j<3; j++)
file4 << Syy[]l[Rh(k,j)I<< "," << endl;
file4 << Syy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
filed << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS___________________________________
string tensaoxy;
tensaoxy = "txy"+i+".pos";
ofstream fileb5(tensaoxy);

fileb << "View \" "<< "TENSAO XY" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
file5 << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file5 << Th[k][j].x << ",
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<< Th[k] [j].y << ","
<< Thlk] [j].z << ",";
fileb << Th([k][3].x << ", "
<< Th[k][3].y << ","
<< Th[k][3].z;
fileb << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSOES XY EM CADA VERTICE ___ __ o
for (int j=0; j<3; j++)
fileb << Sxy[][Rh(k,j)I<< "," << endl;
fileb << Sxy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
fileb << "};" << endl;
// ACTUALIZAGAO DA SOLUGAD

ub1[]

uall];
ub2[] = uwa2(]l;
ub3[] = ua3[];

ualll = uill;
ua2[] = u2(l;
ua3[] = u3[l;
}

A.2 Método de Newmark

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAO DA MALHA________________ o ____
mesh3 Th("dominiol.mesh");

// plot (Th, wait = 1);
// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n = 12;

real T = 0.5, h = 0.03125, sqrt2 = sqrt(2),
gama = 0.5, beta = 0.25,

bl 1./(betaxhxh), b2 = 1./(betaxh), b3 = 1/(2%beta)-1,

b4

gama*h*bl, b5 = gama/beta-1, b6 = (gamaxh)/(2*beta)-h;
// CONSTANTES DO MATERIAL _____ __

real E = 30.e6,

sigma = 0.2,
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lambda = Exsigma/((1+sigma)*(1-2*sigma)),
mu = E/(2*(1+sigma)),
rho = 25./9.80665;
// MACROS
macro epsilon(ul,u2,ul3) [dx(ul),dy(u2),dz(u3),(dz(u2)+ dy(ul))/sqrt2,

(dz(ul)+ dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
// ESPAGO DE APROXIMAGAO _____ _ ___
fespace Vh(Th,P2);
Vh ul,u2,u3,vl,v2,v3,wl,w2,w3,
pdul,pdu2,pdu3,
dul,du2,du3,ddul,ddu2,ddus3;
// INICIALIZAGAO ______
ul[]=0.;u2[]1=0.;u3[]1=0.;
dul[]=0.; du2[]=0.; du3[]=0.;
ddu1[]=0.; ddu2[]=0.; ddu3[]=0.;
// INICIO DO CICLO EM i________
for (int i = 1; i<=n; i++)
{
solve problema(wl,w2,w3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambda*div(wl,w2,w3)*div(vl,v2,v3)
+ 2.*mu* (epsilon(wl,w2,w3) ’*epsilon(vl,v2,v3)))
+ int3d(Th) ( blx*rho*(wi*vl + w2*v2 + w3*v3) )
- int2d(Th,1500) ( (-3.14*sin(2*pi*i*h/T))*v3 )
- int3d(Th) ( bl*rho*(ulxvl + u2*v2 + u3*v3) )
+ int3d(Th) ( b3*rho*(ddul*vl + ddu2*v2 + ddu3*v3) )
+ on(2500, wi = 0., w2 = 0., w3 = 0.);
// CORREGAO
for (int n = 0; n < Vh.ndof; n++)
{
pdul[] [n] = b4*(wi[][n]-ulll[n]l) + b5*dull] [n] + b6*ddul([] [n];
pdu2[] [n] = bd*(w2[] [n]-u2(][n]) + b5*du2[] [n] + b6*ddu2(] [n];
pdu3[] [n] = bd*(w3[] [n]-u3[][n]) + b5*du3[] [n] + b6*ddu3[] [n];

ddul[J[n] = bix(wi[][n]-u1[][n]) + b3*ddul[][n];
ddu2[] [n] = bix(w2[][m]-u2(] [n]) + b3*ddu2[] [n];
ddu3[] [n] = b1*(w3[] [n]-u3[][n]) + b3*ddu3[] [n];
}

dul[] = pdull]l; du2[] = pdu2(l; du3[] = pdu3[];
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ulll = will; uw2[] = w2[]; u3[] = w3([];

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS____________________________________
string resul;
resul = "d"+i+".pos";
ofstream file(resul);
file << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS NEWMARK t = "
<< ixh << " \" {" << endl;
// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAA?DRICOS______________
for (int k=0; k<Th.nt; k++)
{
file << "VS(";

for (int j=0; j<3; j++)
file << Th([k][j].x << ","
<< Thik][j].y << ","
<< Th[k] [j].z << ",";
file << Th[k][3].x << " "
<< Th[k][3].y << ","
<< Th([k] [3].z;

file << "){" << endl;

// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS EM CADA VERTICE___________________________
for (int j=0; j<3; j++)
file << ui[][Vh(k,j)] << ", "
<< u2[] [Vh(k,j)] << ",
<< u3[][Vh(k,j)] << "," << endl;
file << ul[][Vh(k,3)] << ", "
<< u2[][Vh(k,3)] << "™,
<< u3[][Vh(k,3)] << "};" << endl;

file << "};" << endl;

3
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Anexo B

Programas para Caso da Laje

Simplesmente Apoiada

B.1 Método de Euler

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAO DA MALHA___________ o _____
mesh3 Th("dominio2.mesh");

// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n = 16;

real T = 0.5,

h = 0.03125,

sqrt2 = sqrt(2),

coef = 1.;

// CONSTANTES DO MATERIAL ___ __ __ __

real E = 30e6,

sigma = 0.2,

lambda = E*sigma/((1+sigma)*(1-2xsigma)),

mu = E/(2x(1l+sigma)),

gama = 25.,

ro = gama/9.80665;

// MACROS __ _

macro epsilon(ul,u2,ul3) [dx(ul),dy(u2),dz(ul), (dz(u2)+ dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul)+ dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM

macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
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// DEFINIGAO DO ESPACO DE APROXIMAGAO___________ . ___

fespace Vh(Th,P2);
Vh ul, u2, u3, vi1, v2, v3, ual, ua2, ua3, ubl, ub2, ub3;

fespace Rh(Th,P1);

Rh Sxx, Syy, Sxy;

// RESOLUGAO DO PROBLEMA EVOLUTIVO__________ _ o ___
uall] = 0.;

ua2[] = 0.;
ua3[] =
ubl[] =

ub2[] =

o O O O o

ub3[] = 0.;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
func fd = -3.14*sin(2*pi*i*h/T);
solve Problema( ul,u2,u3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambda*div(ul,u2,ul)*div(vl,v2,v3)*h*xh
+ 2.*mu*(epsilon(ul,u2,u3) ’*epsilon(vl,v2,v3))*h*h )
- int2d(Th,1500) ( fd*v3*h*h )
+ int3d(Th) ( ([ul,u2,u3]’*[v1,v2,v3])*ro )
- int3d(Th) ( ([ual,ua2,ual3]’*[v1,v2,v3])*2*ro )
+ int3d(Th) ( ([ubl,ub2,ub3d]’*[v1,v2,v3])*ro )
+ on(2500, u3 = 0.);

mesh3 Thm = movemesh3(Th, transfo = [x+tulxcoef, y+u2+*coef, z+u3*coef]);
plot (Thm, wait = 1);
// CALCULO DE TENSOES

Sxx = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdx(ul);
Syy = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdy(u2);
Sxy = mux(dy(ul) + dx(u2));

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS______________ ___ o ___

string desl;

desl = "d"+i+".pos";

ofstream filel(desl);

filel << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS EULER t = " << i*h
<< " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
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{
filel << "VS(";
for (int j
filel <<
<<
<<
filel <<
<<
<<
filel <<
// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS
for (int j=0;
filel <<
<<
<<
filel <<
<<

<<

filel <<

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS

string tensaoxx;
tensaoxx = "txx"+i+".pos";

ofstream file3(tensaoxx);

=05 j < 3; j+4)

Thk] [j].x <<
Thik] [j]1.y <<
Thik] [j]1.z <<
Thk] [3].x <<
Thik] [3].y <<
Thlk] [3].z;

"){" << endl;

n.n
>

n.on
>

non.
>

n.n
>

n.on
>

EM CADA VERTICE

j<3; j++)

ul[1[Vh(k,j)]
u2[]1 [Vh(k, )]
u3[] [Vh(k,j)]
ul[][Vh(k,3)]
u2[] [Vh(k,3)]
u3[] [Vh(k,3)]

||}; no«< endl;

<<

<<

<<

<<

<<

<<

n n
s’
n n
b
"," << endl;
n n
E

n n
B

n};n << endl;

file3 << "View \" "<< "TENSAQ XX" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k <
{

file3 << "SS(";

for (int j

file3d <<

<<

<<

file3d <<

<<

<<

file3 <<

// REGISTO DAS TENSOES XX EM

for (int j=0;

Th.nt; k++)

=05 j <35 j+H)

Thk] [j].x <<
Thik] [j].y <<
Thk] [j].z <<
Th(k] [3].x <<
Th{k] [3].y <<
Thk] [3].z;

") {" << endl;
CADA VERTICE

/

n.n
>

n.n
>

>

n.n
>

n.n
>

/ k elemento finito

// j vértice do tetraédrico

non.
’

i<3; j++)
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file3 << Sxx[][Rh(k,j)]<< "," << endl;
file3 << Sxx[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
file3 << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS_________________________________________
string tensaoyy;
tensaoyy = "tyy"+i+".pos";
ofstream file4(tensaoyy);
file4 << "View \" "<< "TENSAO YY" << i << " \" {" << endl;
// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
filed4 << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file4 << Th([k][j].x << ", "
<< Thlk][j1.y << ","
<< Thlk][j1.z << ",";
filed << Th[k][3].x << ","
<< Th[k][3].y << ","
<< Thl[k][3].z;
filed4 << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSQES YY EM CADA VERTICE_______________________________
for (int j=0; j<3; j++)
file4 << Syy[]l[Rh(k,j)I<< "," << endl;
file4 << Syy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
filed << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS___________________________________
string tensaoxy;
tensaoxy = "txy"+i+".pos";
ofstream fileb5(tensaoxy);

fileb << "View \" "<< "TENSAO XY" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
file5 << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file5 << Th[k][j].x << ",
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<< Th[k] [j].y << ","
<< Thlk] [j].z << ",";
fileb << Th([k][3].x << ", "
<< Th[k][3].y << ","
<< Th[k][3].z;
fileb << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSOES XY EM CADA VERTICE ___ __ o
for (int j=0; j<3; j++)
fileb << Sxy[][Rh(k,j)]<< "," << endl;
fileb << Sxy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
fileb << "};" << endl;
// ACTUALIZAGAO DA SOLUGAD

ub1[]

uall];
ub2[] = uwa2(]l;
ub3[] = ua3[];

ualll = uill;
ua2[] = u2(l;
ua3[] = u3[l;
}

B.2 Meétodo de Newmark

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAO DA MALHA__ ___
mesh3 Th("dominio2.mesh");

// plot (Th, wait = 1);
// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n=12;

real T = 0.5, h = 0.03125, sqrt2 = sqrt(2),
gama = 0.5, beta = 0.25,
bl = 1./(betaxhx*h), b2 = 1./(betaxh), b3 = 1/(2xbeta)-1,
b4 = gamaxhxbil, b5 = gama/beta-1, b6 = (gamaxh)/(2*beta)-h;
// CONSTANTES DO MATERIAL ___________ ___ _ _
real E = 30.e6,
sigma = 0.2,

lambda = Exsigma/((1l+sigma)*(1-2*sigma)),
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mu = E/(2x(1+sigma)),
rho = 25./9.80665;
// MACROS _ _ _
macro epsilon(ul,u2,u3) [dx(ul),dy(u2),dz(u3),(dz(u2)+ dy(u3))/sqrt2,
(dz(u1)+ dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
// ESPAGO DE APROXIMAGAO_________ ___
fespace Vh(Th,P2);
Vh ul,u2,u3,vl,v2,v3,wl,w2,w3,
pdul,pdu2,pdu3,
dul,du2,du3,ddul,ddu2,ddu3;
// INICIALIZAGAO ________
ul[]=0.;u2[]=0.;u3[]=0.;
dul[]=0.; du2[]=0.; du3[]=0.;
ddui1[]=0.; ddu2[]=0.; ddu3[]=0.;
// INICIO DO CICLO EM i_______ _ o
for (int i = 1; i<=n; i++)
{
solve problema(wl,w2,w3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambda*div(wl,w2,w3)*div(vl,v2,v3)
+ 2.*mu*(epsilon(wl,w2,w3) ’*epsilon(vl,v2,v3)))
+ int3d(Th) ( blxrho*(wi*vl + w2*v2 + w3*v3) )
- int2d(Th,1500) ( (-3.14*sin(2*pi*i*h/T))*v3 )
- int3d(Th) ( blxrhox(ul*vl + u2*v2 + u3+*v3) )
+ int3d(Th) ( b3*rho*(ddul*vl + ddu2#v2 + ddu3+*v3) )
+ on(2500, w3 = 0.);
// CORREGAOQ
for (int n = 0; n < Vh.ndof; n++)
{
pdul[][n] = b4*(wi[][n]-ull]l[n]) + b5*dull] [n] + b6*ddul([] [n];
pdu2([] [n] = b4*(w2[] [n]-u2[][n]) + b5*du2[] [n] + b6*ddu2[] [n];

pdu3[] [n] = b4*(w3[] [n]-u3[][n]) + b5*du3[][n] + b6*ddu3[] [n];

ddul [l [n] = b1*(wi[][nl-ulll[n]) + b3*ddull] [n];
ddu2[] [n] = b1*(w2[][n]-u2(][n]) + b3*ddu2[] [n];
ddu3[][n] = b1*(w3[][n]-u3[][n]l) + b3*ddu3[] [n];
}

dul[] = pdulll; du2[] = pdu2[]; du3[] = pdu3[];
ulll = will; u2[] = w2[l; u3[] = w3[];
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// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS_________________________________
string resul;
resul = "d"+i+".pos";
ofstream file(resul);
file << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS NEWMARK t = "
<< i*h << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAA?DRICOS______________

for (int k=0; k<Th.nt; k++)
{
file << "VS(";

for (int j=0; j<3; j++)
file << Th[k][j].x << ", "
<< Thik][j1.y << ","
<< Thlk] [j].z << ",";
file << Th[k][3].x << ","
<< Th[k][3].y << ","
<< Th[k][3].z;

file << "){" << endl;

// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS EM CADA VERTICE____________ _ . ____
for (int j=0; j<3; j++)
file << ul[] [Vh(k,j)] << ","
<< u2[][Vh(k,j)] << ™,
<< u3[]1[Vh(k,j)] << "," << endl;
file << ul[] [Vh(k,3)] << ","
<< u2[][Vh(k,3)] << ","
<< u3[1[Vh(k,3)] << "};" << endl;

file << "};" << endl;

}
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Anexo C

Programas para Caso da Laje

Vigada sobre Pilares Rigidos

C.1 Método de Euler

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAO DA MALHA___________ o _____
mesh3 Th("dominio3.mesh");

// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n = 16;

real T = 0.5,

h = 0.03125,

sqrt2 = sqrt(2),

coef = 1.;

// CONSTANTES DO MATERIAL ___ __ __ __

real E = 30e6,

sigma = 0.2,

lambda = E*sigma/((1+sigma)*(1-2xsigma)),

mu = E/(2x(1l+sigma)),

gama = 25.,

ro = gama/9.80665;

// MACROS __ _

macro epsilon(ul,u2,ul3) [dx(ul),dy(u2),dz(ul), (dz(u2)+ dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul)+ dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM

macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
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// DEFINIGAO DO ESPACO DE APROXIMAGAO___________ . ___

fespace Vh(Th,P2);
Vh ul, u2, u3, vi1, v2, v3, ual, ua2, ua3, ubl, ub2, ub3;

fespace Rh(Th,P1);

Rh Sxx, Syy, Sxy;

// RESOLUGAO DO PROBLEMA EVOLUTIVO__________ _ o ___
uall] = 0.;

ua2[] = 0.;
ua3[] =
ubl[] =

ub2[] =

o O O O o

ub3[] = 0.;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
func fd = -3.14*sin(2*pi*i*h/T);
solve Problema( ul,u2,u3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambda*div(ul,u2,ul)*div(vl,v2,v3)*h*xh
+ 2.*mu*(epsilon(ul,u2,u3) ’*epsilon(vl,v2,v3))*h*h )
- int2d(Th,1500) ( fd*v3*h*h )
+ int3d(Th) ( ([ul,u2,u3]’*[v1,v2,v3])*ro )
- int3d(Th) ( ([ual,ua2,ual3]’*[v1,v2,v3])*2*ro )
+ int3d(Th) ( ([ubl,ub2,ub3d]’*[v1,v2,v3])*ro )
+ on(2500, ul = 0., u2 = 0., u3 = 0.);

mesh3 Thm = movemesh3(Th, transfo = [x+tulxcoef, y+u2+*coef, z+u3*coef]);
plot (Thm, wait = 1);
// CALCULO DE TENSOES

Sxx = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdx(ul);
Syy = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdy(u2);
Sxy = mux(dy(ul) + dx(u2));

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS______________ ___ o ___

string desl;

desl = "d"+i+".pos";

ofstream filel(desl);

filel << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS EULER t = " << i*h
<< " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
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{
filel << "VS(";
for (int j
filel <<
<<
<<
filel <<
<<
<<
filel <<
// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS
for (int j=0;
filel <<
<<
<<
filel <<
<<

<<

filel <<

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS

string tensaoxx;
tensaoxx = "txx"+i+".pos";

ofstream file3(tensaoxx);

=05 j < 3; j+4)

Thk] [j].x <<
Thik] [j]1.y <<
Thik] [j]1.z <<
Thk] [3].x <<
Thik] [3].y <<
Thlk] [3].z;

"){" << endl;

n.n
>

n.on
>

non.
>

n.n
>

n.on
>

EM CADA VERTICE

j<3; j++)

ul[1[Vh(k,j)]
u2[]1 [Vh(k, )]
u3[] [Vh(k,j)]
ul[][Vh(k,3)]
u2[] [Vh(k,3)]
u3[] [Vh(k,3)]

||}; no«< endl;

<<

<<

<<

<<

<<

<<

n n
s’
n n
b
"," << endl;
n n
E

n n
B

n};n << endl;

file3 << "View \" "<< "TENSAQ XX" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k <
{

file3 << "SS(";

for (int j

file3d <<

<<

<<

file3d <<

<<

<<

file3 <<

// REGISTO DAS TENSOES XX EM

for (int j=0;

Th.nt; k++)

=05 j <35 j+H)

Thk] [j].x <<
Thik] [j].y <<
Thk] [j].z <<
Th(k] [3].x <<
Th{k] [3].y <<
Thk] [3].z;

") {" << endl;
CADA VERTICE

/

n.n
>

n.n
>

>

n.n
>

n.n
>

/ k elemento finito

// j vértice do tetraédrico

non.
’

i<3; j++)
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file3 << Sxx[][Rh(k,j)]<< "," << endl;
file3 << Sxx[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
file3 << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS_________________________________________
string tensaoyy;
tensaoyy = "tyy"+i+".pos";
ofstream file4(tensaoyy);
file4 << "View \" "<< "TENSAO YY" << i << " \" {" << endl;
// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
filed4 << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file4 << Th([k][j].x << ", "
<< Thlk][j1.y << ","
<< Thlk][j1.z << ",";
filed << Th[k][3].x << ","
<< Th[k][3].y << ","
<< Thl[k][3].z;
filed4 << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSQES YY EM CADA VERTICE_______________________________
for (int j=0; j<3; j++)
file4 << Syy[]l[Rh(k,j)I<< "," << endl;
file4 << Syy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
filed << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS___________________________________
string tensaoxy;
tensaoxy = "txy"+i+".pos";
ofstream fileb5(tensaoxy);

fileb << "View \" "<< "TENSAO XY" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
file5 << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file5 << Th[k][j].x << ",
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<< Th[k] [j].y << ","
<< Thlk] [j].z << ",";
fileb << Th([k][3].x << ", "
<< Th[k][3].y << ","
<< Th[k][3].z;
fileb << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSOES XY EM CADA VERTICE ___ __ o
for (int j=0; j<3; j++)
fileb << Sxy[][Rh(k,j)I<< "," << endl;
fileb << Sxy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
fileb << "};" << endl;
// ACTUALIZAGAO DA SOLUGAD

ub1[]

uall];
ub2[] = uwa2(]l;
ub3[] = ua3[];

ualll = uill;
ua2[] = u2(l;
ua3[] = u3[l;
}

C.2 Método de Newmark

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAO DA MALHA________________ o ____
mesh3 Th("dominio3.mesh");

// plot (Th, wait = 1);
// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n = 12;

real T = 0.5, h = 0.03125, sqrt2 = sqrt(2),
gama = 0.5, beta = 0.25,

bl 1./(betaxhxh), b2 = 1./(betaxh), b3 = 1/(2%beta)-1,

b4

gama*h*bl, b5 = gama/beta-1, b6 = (gamaxh)/(2*beta)-h;
// CONSTANTES DO MATERIAL _____ __

real E = 30.e6,

sigma = 0.2,
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lambda = Exsigma/((1+sigma)*(1-2*sigma)),
mu = E/(2*(1+sigma)),
rho = 25./9.80665;
// MACROS
macro epsilon(ul,u2,ul3) [dx(ul),dy(u2),dz(u3),(dz(u2)+ dy(ul))/sqrt2,

(dz(ul)+ dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
// ESPAGO DE APROXIMAGAO _____ _ ___
fespace Vh(Th,P2);
Vh ul,u2,u3,vl,v2,v3,wl,w2,w3,
pdul,pdu2,pdu3,
dul,du2,du3,ddul,ddu2,ddus3;
// INICIALIZAGAO ______
ul[]=0.;u2[]1=0.;u3[]1=0.;
dul[]=0.; du2[]=0.; du3[]=0.;
ddu1[]=0.; ddu2[]=0.; ddu3[]=0.;
// INICIO DO CICLO EM i________
for (int i = 1; i<=n; i++)
{
solve problema(wl,w2,w3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambda*div(wl,w2,w3)*div(vl,v2,v3)
+ 2.*mu* (epsilon(wl,w2,w3) ’*epsilon(vl,v2,v3)))
+ int3d(Th) ( blx*rho*(wi*vl + w2*v2 + w3*v3) )
- int2d(Th,1500) ( (-3.14*sin(2*pi*i*h/T))*v3 )
- int3d(Th) ( bl*rho*(ulxvl + u2*v2 + u3*v3) )
+ int3d(Th) ( b3*rho*(ddul*vl + ddu2*v2 + ddu3*v3) )
+ on(2500, wi = 0., w2 = 0., w3 = 0.);
// CORREGAO
for (int n = 0; n < Vh.ndof; n++)
{
pdul[] [n] = b4*(wi[][n]-ulll[n]l) + b5*dull] [n] + b6*ddul([] [n];
pdu2[] [n] = bd*(w2[] [n]-u2(][n]) + b5*du2[] [n] + b6*ddu2(] [n];
pdu3[] [n] = bd*(w3[] [n]-u3[][n]) + b5*du3[] [n] + b6*ddu3[] [n];

ddul[J[n] = bix(wi[][n]-u1[][n]) + b3*ddul[][n];
ddu2[] [n] = bix(w2[][m]-u2(] [n]) + b3*ddu2[] [n];
ddu3[] [n] = b1*(w3[] [n]-u3[][n]) + b3*ddu3[] [n];
}

dul[] = pdull]l; du2[] = pdu2(l; du3[] = pdu3[];
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ulll = will; uw2[] = w2[]; u3[] = w3([];

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS____________________________________
string resul;
resul = "d"+i+".pos";
ofstream file(resul);
file << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS NEWMARK t = "
<< ixh << " \" {" << endl;
// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAA?DRICOS______________
for (int k=0; k<Th.nt; k++)
{
file << "VS(";

for (int j=0; j<3; j++)
file << Th([k][j].x << ","
<< Thik][j].y << ","
<< Th[k] [j].z << ",";
file << Th[k][3].x << " "
<< Th[k][3].y << ","
<< Th([k] [3].z;

file << "){" << endl;

// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS EM CADA VERTICE___________________________
for (int j=0; j<3; j++)
file << ui[][Vh(k,j)] << ", "
<< u2[] [Vh(k,j)] << ",
<< u3[][Vh(k,j)] << "," << endl;
file << ul[][Vh(k,3)] << ", "
<< u2[][Vh(k,3)] << "™,
<< u3[][Vh(k,3)] << "};" << endl;

file << "};" << endl;

3
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Anexo D

Programas para Caso da Laje

Fungiforme

D.1 Método de Euler

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAO DA MALHA___________ o _____
mesh3 Th("dominio4.mesh");

// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n = 16;

real T = 0.5,

h = 0.03125,

sqrt2 = sqrt(2),

coef = 1.;

// CONSTANTES DO MATERIAL ___ __ __ __

real E = 30e6,

sigma = 0.2,

lambda = E*sigma/((1+sigma)*(1-2xsigma)),

mu = E/(2x(1l+sigma)),

gama = 25.,

ro = gama/9.80665;

// MACROS __ _

macro epsilon(ul,u2,ul3) [dx(ul),dy(u2),dz(ul), (dz(u2)+ dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul)+ dx(u3))/sqrt2, (dy(ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM

macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
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// DEFINIGAO DO ESPACO DE APROXIMAGAO___________ . ___

fespace Vh(Th,P2);
Vh ul, u2, u3, vi1, v2, v3, ual, ua2, ua3, ubl, ub2, ub3;

fespace Rh(Th,P1);

Rh Sxx, Syy, Sxy;

// RESOLUGAO DO PROBLEMA EVOLUTIVO__________ _ o ___
uall] = 0.;

ua2[] = 0.;
ua3[] =
ubl[] =

ub2[] =

o O O O o

ub3[] = 0.;
for (int i = 1; i <= n; i++)
{
func fd = -3.14*sin(2*pi*i*h/T);
solve Problema( ul,u2,u3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambda*div(ul,u2,ul)*div(vl,v2,v3)*h*xh
+ 2.*mu*(epsilon(ul,u2,u3) ’*epsilon(vl,v2,v3))*h*h )
- int2d(Th,1500) ( fd*v3*h*h )
+ int3d(Th) ( ([ul,u2,u3]’*[v1,v2,v3])*ro )
- int3d(Th) ( ([ual,ua2,ual3]’*[v1,v2,v3])*2*ro )
+ int3d(Th) ( ([ubl,ub2,ub3d]’*[v1,v2,v3])*ro )
+ on(2500, ul = 0, u2 = 0, u3 = 0.);

mesh3 Thm = movemesh3(Th, transfo = [x+tulxcoef, y+u2+*coef, z+u3*coef]);
plot (Thm, wait = 1);
// CALCULO DE TENSOES

Sxx = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdx(ul);
Syy = lambda*(dx(ul)+dy(u2)+dz(u3)) + 2*muxdy(u2);
Sxy = mux(dy(ul) + dx(u2));

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS______________ ___ o ___

string desl;

desl = "d"+i+".pos";

ofstream filel(desl);

filel << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS EULER t = " << i*h
<< " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
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{
filel << "VS(";
for (int j
filel <<
<<
<<
filel <<
<<
<<
filel <<
// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS
for (int j=0;
filel <<
<<
<<
filel <<
<<

<<

filel <<

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS

string tensaoxx;
tensaoxx = "txx"+i+".pos";

ofstream file3(tensaoxx);

=05 j < 3; j+4)

Thk] [j].x <<
Thik] [j]1.y <<
Thik] [j]1.z <<
Thk] [3].x <<
Thik] [3].y <<
Thlk] [3].z;

"){" << endl;

n.n
>

n.on
>

non.
>

n.n
>

n.on
>

EM CADA VERTICE

j<3; j++)

ul[1[Vh(k,j)]
u2[]1 [Vh(k, )]
u3[] [Vh(k,j)]
ul[][Vh(k,3)]
u2[] [Vh(k,3)]
u3[] [Vh(k,3)]

||}; no«< endl;

<<

<<

<<

<<

<<

<<

n n
s’
n n
b
"," << endl;
n n
E

n n
B

n};n << endl;

file3 << "View \" "<< "TENSAQ XX" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS

for (int k = 0; k <
{

file3 << "SS(";

for (int j

file3d <<

<<

<<

file3d <<

<<

<<

file3 <<

// REGISTO DAS TENSOES XX EM

for (int j=0;

Th.nt; k++)

=05 j <35 j+H)

Thk] [j].x <<
Thik] [j].y <<
Thk] [j].z <<
Th(k] [3].x <<
Th{k] [3].y <<
Thk] [3].z;

") {" << endl;
CADA VERTICE

/

n.n
>

n.n
>

>

n.n
>

n.n
>

/ k elemento finito

// j vértice do tetraédrico

non.
’

i<3; j++)
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file3 << Sxx[][Rh(k,j)]<< "," << endl;
file3 << Sxx[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
file3 << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS_________________________________________
string tensaoyy;
tensaoyy = "tyy"+i+".pos";
ofstream file4(tensaoyy);
file4 << "View \" "<< "TENSAO YY" << i << " \" {" << endl;
// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
filed << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file4 << Th([k][j].x << ", "
<< Thlk][j1.y << ","
<< Thlk][j1.z << ",";
filed << Th[k][3].x << ","
<< Th[k][3].y << ","
<< Thl[k][3].z;
filed4 << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSQES YY EM CADA VERTICE_______________________________
for (int j=0; j<3; j++)
file4 << Syy[]l[Rh(k,j)I<< "," << endl;
file4 << Syy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
filed << "};" << endl;
// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS___________________________________
string tensaoxy;
tensaoxy = "txy"+i+".pos";
ofstream fileb5(tensaoxy);

fileb << "View \" "<< "TENSAO XY" << i << " \" {" << endl;

// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAEDRICOS________________
for (int k = 0; k < Th.nt; k++)
{
file5 << "SS(";
for (int j = 0; j < 3; j++)
file5 << Th[k][j].x << ",
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<< Th[k] [j].y << ","
<< Thlk] [j].z << ",";
fileb << Th[k][3].x << ", "
<< Th[k][3].y << ","
<< Th[k][3].z;
fileb << "){" << endl;
// REGISTO DAS TENSOES XY EM CADA VERTICE____________ _ o _____
for (int j=0; j<3; j++)
fileb << Sxy[][Rh(k,j)]<< "," << endl;
fileb << Sxy[][Rh(k,3)] << "};" << endl;
}
fileb << "};" << endl;
// ACTUALIZAGAO DA SOLUGRO_________ _
ubl[] = ualll;
ub2[] = ua2(];

ub3[] = ua3[];

ualll = uill;
ua2[] = u2(l;
ua3[] = u3[l;
}

D.2 Método de Newmark

load "msh3"

load "medit"

// CONSTRUGAQ DA MALHA______
mesh3 Th("dominio4.mesh");

// plot (Th, wait = 1);
// CONSTANTES DO PROBLEMA

int n=12;

real T = 0.5, h = 0.03125, sqrt2 = sqrt(2),
gama = 0.5, beta = 0.25,

bl 1./(betaxhx*h), b2 = 1./(beta*h), b3 = 1/(2xbeta)-1,

b4

gamaxh*bl, b5 = gama/beta-1, b6 = (gamaxh)/(2%beta)-h;
// CONSTANTES DO MATERIAL



real E = 30.e6,
sigma = 0.2,
lambda = Exsigma/((l+sigma)*(1-2xsigma)),
mu = E/(2x(1+sigma)),
rho = 25./9.80665;
// MACROS____ _
macro epsilon(ul,u2,u3) [dx(ul),dy(u2),dz(ul3), (dz(u2)+ dy(u3))/sqrt2,
(dz(ul)+ dx(u3))/sqrt2, (dy (ul)+dx(u2))/sqrt2] // EOM
macro div(ul,u2,u3) ( dx(ul)+dy(u2)+dz(u3) ) // EOM
// ESPAGO DE APROXIMAGAO_________ _
fespace Vh(Th,P2);
Vh ul,u2,u3,vl,v2,v3,wl,w2,w3,
pdul,pdu2,pdu3,
dul,du2,du3,ddul,ddu2,ddu3;
// INICIALIZAGAO ____
ul[]=0.;u2[]=0.;u3[]1=0.;
dul[]=0.; du2[]=0.; du3[1=0.;
dduil[]=0.; ddu2[]=0.; ddu3[]=0.;
// INICIO DO CICLO EM i_________
for (int 1 = 1; i<=n; i++)
{
solve problema(wl,w2,w3,vl,v2,v3, solver = CG) =
int3d(Th) ( lambdaxdiv(wl,w2,w3)*div(vl,v2,v3)
+ 2.xmux(epsilon(wl,w2,w3) ’*epsilon(vl,v2,v3)))
+ int3d(Th) ( bl*rho*(wlxvl + w2*v2 + w3*v3) )
- int2d(Th,1500) ( (-3.14*sin(2*pi*i*h/T))*v3 )
- int3d(Th) ( bl*rho*(ulxvl + u2*v2 + u3*v3) )
+ int3d(Th) ( b3*rho*(ddul*vl + ddu2*v2 + ddu3*v3) )
+ on(2500, wi = 0., w2 =0., w3 =0.);
// CORREGAOQ

for (int n = 0; n < Vh.ndof; n++)

{
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+

pdul[1[n] = b4*(wi[][n]-ul[][n])
pdu2[] [n] = b4*x(w2[] [n]-u2[] [n])

b5*dul[] [n] + b6*ddul[] [n];

+

b5*du2[] [n] + b6*ddu2[] [n];

+

pdu3 (] [n] = bd*(w3[] [n]-u3[][n]) b5*du3[] [n] + b6*ddu3[] [n];

ddul[] [n] = bix(wi[][n]l-ul(] [n])
ddu2(] [n] = bix(w2[] [n]-u2(] [n])

+

b3*ddul[] [n];

+

b3*ddu2[] [n];
ddu3[] [n] = bix(w3[][n]-u3[][nl)
}

dui[] = pduill; du2[] = pdu2(]; du3[] = pdu3([];

+

b3*ddu3[] [n];

ull] = will; w2[] = w2[]; uw3[] = w3[];

// GUARDAR RESULTADOS DINAMICOS_____________ o ____
string resul;
resul = "d"+i+".pos";
ofstream file(resul);
file << "View \" "<< "DESLOCAMENTOS NEWMARK t = "
<< ixh << " \" {" << endl;
// REGISTO DAS COORDENADAS DOS VERTICES DOS TETRAA?DRICOS______________
for (int k=0; k<Th.nt; k++)
{
file << "VS(";

for (int j=0; j<3; j++)
file << Th[k][j].x << ", "
<< Th[k][j]l.y << ","
<< Thik]l[jl.z << ",";
file << Th[k][3].x << ","
<< Th[k][3].y << ", "
<< Th[k][3].z;

file << "){" << endl;
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// REGISTO DOS DESLOCAMENTOS EM CADA VERTICE___________________________
for (int j=0; j<3; j++)
file << ul[] [Vh(k,j)] << ",
<< u2[][Vh(k,j)] << ",
<< u3[][Vh(k,j)] << "," << endl;
file << ul[] [Vh(k,3)] << ","
<< u2[]1[Vh(k,3)] << ","
<< u3[][Vh(k,3)] << "};" << endl;

file << "};" << endl;

}

130



