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Modelacao Computacional de
Estruturas do Tipo Viga Sob a Acao
de Cargas Moveis

Resumo

Este trabalho centra-se na implementacao computacional de modelos estruturais do tipo
viga sujeitos a cargas méveis, através do uso de programas de manipulagdo simbdlica (Maple™)
e de programas de simulagdo numérica (ANSYS® Workbench™), prevendo assim o compor-
tamento mecénico desses modelos, considerando analises dindmicas do tipo transiente.

O modelo estrutural adotado baseia-se na teoria de vigas de Euler-Bernoulli. Através
desta teoria, foi possivel implementar o modelo de uma viga simplesmente apoiada sob a acéo
de uma carga mével com a ajuda do programa Maple™ de forma a obter solugdes ao nivel
da deformada, momento fletor e esforco transverso. De seguida, desenvolveu-se esse mesmo
modelo no programa de simulacdo numérica ANSYS® Workbench™. Consideram-se os ce-
narios de reposta ndo-amortecida e de resposta amortecida da viga. Os modelos analitico e
numérico, demonstraram concordancia nos resultados fornecidos. Numa fase mais avangada
do trabalho, consideraram-se outros cenarios, através da alteragdo do modelo implementado
inicialmente, tais como: modelo de viga continua, modelo de viga encastrada-apoiada, modelo
de viga simplesmente apoiada de seccao transversal variavel, modelo de viga simplesmente
apoiada de comportamento mecanico heterogéneo e modelo de viga simplesmente apoiada
com duas cargas moveis. Desta forma, foi possivel prever o comportamento da viga nos dife-
rentes cenarios e analisar o impacto dessas altera¢gdes no modelo base.

Espera-se que os resultados obtidos neste trabalho final de Mestrado possam contribuir
para o avanco do Projeto Mecanico de estruturas do tipo viga sob acao de cargas méveis.

Palavras chave
Vigas de Euler-Bernoulli; Cargas Méveis; Método dos Elementos Finitos; Método de Newmark
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Computational Modelling of
Beam-type Structures Under the
Action of Moving Loads

Abstract

This work involves the computational implementation of beam type structural models un-
der the action of moving loads, using symbolic manipulation programs (Maple™) and numerical
simulation programs (ANSYS® Workbench™), in order to predict the mechanical behaviour of
these models, considering transient dynamic analyses.

The structural model adopted is based on the Euler-Bernoulli beams theory. Using this
theory, it was possible to implement the model of a simply-supported beam under the action of a
moving load with the help of Maple™ in order to obtain results in terms of deformation, bending
moment and shear force. The same model was then implemented in ANSYS® Workbench™.
Damped and undamped response analyses were carried out for the simply-supported beam
under the action of a moving load. These analytical and numerical models always showed
agreement in the results provided deformation, bending moment and shear force. At a later
stage of the work, other scenarios were considered by modifying the model initially implemen-
ted, such as: a continuous beam, a clamped-supported beam, a simply-supported beam with
variable cross-section, a simply-supported beam with heterogeneous mechanical behavior and
a simply-supported beam with two moving loads. In this way, it was possible to predict the
behaviour of beams in the different scenarios and analyse the impact of these changes on the
initial model.

It is hoped that the results obtained in this work will contribute to the improvement of the
mechanical design stage of beam-type structures under the action of moving loads.

Key words
Euler-Bernoulli Beams; Moving Loads; Finite Element Method; Newmark’s Method
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Simbologia e Abreviaturas

Simbologia
Latinas

b

FE

h

I

L

M, M(x), M(t), M(x,t)
P

dn, Qn(t)

Sn

t

u, u(z), u(t), u(z,t)
V,V(xz), V(t), V(x,t)
v, v(t)

Yy

Largura (Secgao Transversal)
Coeficiente de Amortecimento Externo
Coeficiente de Amortecimento Interno
Maodulo de Elasticidade

Altura (Seccao Transversal)

Momento de Inércia

Comprimento da Viga

Momento Flector

Massa por unidade de comprimento
Modos de Vibragéo

Intensidade da Carga Mével

Enésima Coordenada Generalizada
Enésimo Parametro de Velocidade
Tempo

Deformada

Esforco Transverso

Velocidade

Velocidade Critica

Coordenada =

Coordenada y



Gregas

Qe Coeficiente de Massa

1% Coeficiente de Rigidez

6] Paréametro de Controlo do Algoritmo no Método de Newmark
~ Parametro de Controlo do Algoritmo no Método de Newmark
&n Enésimo Coeficiente de Amortecimento

p Densidade Massica

¢n(xz) Enésima Forma Modal

Qn Enésima Frequéncia de Excitagao

wn, Enésima Frequéncia de Vibracao

Wan Enésima Frequéncia de Vibragdo Amortecida

Abreviaturas

CAE Computer Aided Engineering

EF Elementos Finitos

I-DEAS Integrated Design and Engineering Analysis Software
LUSAS London University Stress Analysis System

MATLAB MATrix LABoratory

MDF Método das Diferencgas Finitas
MEF Método dos Elementos Finitos
SA Simplesmente Apoiada
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Capitulo 1

Introducao

A analise dinamica de vigas sujeitas a cargas méveis tem vindo a ser um topico de bas-
tante estudo em diversas areas tais como Engenharia Mecénica, Engenharia Civil, Engenharia
Aeroespacial, etc. Como exemplos de estudo existem problemas relacionados com o movi-
mento de um veiculo numa ponte, 0 movimento das rodas de um comboio ou 0 movimento
de uma montanha-russa sob as respetivas vias férreas, o movimento de uma ponte rolante
usada para determinadas aplicagdes de fabricagdo ou manutengao, bragos robotizados para
executar tarefas como montagem e soldadura, no projeto de aeronaves, tanto para o caso do
corpo do avido como na projecao das suas asas, de forma a garantir a resisténcia e rigidez
das mesmas, etc. Este tipo de exemplos levou a que determinados estudos fossem feitos nas
areas mencionadas, nomeadamente estudos sobre a vibracdo das pontes das linhas férreas
de alta velocidade causada pelo movimento de comboios que € completamente diferente da
analise das pontes rodoviarias em que ha somente a passagem de carros. Este tipo de estu-
dos e analises foram referidos e desenvolvidos por Yang et al. (2004), de modo a perceber o
significado do nivel de deformagdes e de tensdes observadas nestes problemas dinamicos, o
que nao se verifica em problemas quasi-estaticos, ou seja, em problemas onde a velocidade
da carga mével é muito baixa.

A dinémica de estruturas sob a acdo de sistemas em movimento tem despertado o in-
teresse de muitos investigadores ao longo dos ultimos anos, o que levou a que fossem de-
senvolvidos e abordados problemas simples e fundamentais por via analitica. Apéds alguns
estudos no dominio da dindmica de vigas simplesmente apoiadas sujeitas a cargas moéveis
(Timoshenko (1922)), foi possivel desenvolver diversos modelos analiticos que preveem o
comportamento da estrutura através das solugdes apresentadas. Assim, a melhoria destes
modelos e das metodologias neles apresentadas, tém vindo a ser inevitaveis ao longo dos
ultimos anos.

As respostas dinamicas de estruturas sob a acao de sistemas moveis podem ser obtidas
através de trés modelos distintos: modelo de carga em movimento (Figura 1.1); modelo de
massa em movimento (Figura 1.2); modelo de oscilador em movimento (Figura 1.3). No de-
senvolvimento do presente trabalho, o modelo central de estudo é o modelo de carga em mo-
vimento representado na Figura 1.1, em que o sistema em movimento sobre a viga € descrito



como uma carga movel que se desloca ao longo do seu comprimento. Neste tipo de modelos
os efeitos da interacdo do sistema em movimento com a viga, sdo desprezados, o que repre-
senta 0 mais simples e comum dos modelos estudados. No que diz respeito ao modelo de
massa em movimento que esta representado na Figura 1.2, o sistema mével é representado
por um corpo com uma determinada massa € que se movimenta ao longo da viga, o que revela
uma melhoria em relagao ao modelo de carga em movimento, isto porque os efeitos da inércia
do sistema movel sdo tidos em consideragdo no estudo. De todo o modo, o efeito da rigidez
do sistema movel é considerado infinito e assim, o deslocamento do corpo mével em relagéo a
viga nao é considerado (Santos (2024)). O modelo de oscilador em movimento representado
na Figura 1.3, é o mais realista dos trés modelos descritos, pois sdo considerados os efeitos
de interagao entre o oscilador e a viga, conduzindo também a modelos de andlise associados
significativamente mais complexos.

Figura 1.1 Modelo de Carga Moével

Figura1.2 Modelo de Massa Mével



Figura 1.3 Modelo de Oscilador Mével

Nos trés modelos acima descritos, sera importante referir que a consideragao do amor-
tecimento interno da prépria viga podera ser relevante e descrevera o problema de uma forma
mais real e precisa. Contudo, a analise do problema torna-se mais complexa. A obtengao de
solugbes analiticas podera tornar-se uma tarefa muito exigente, ou até mesmo impossivel.

Por outro lado, o desenvolvimento computacional levou ao aumento alargado de métodos
numéricos em Engenharia, o que tornou problemas impossiveis de se resolver analiticamente,
em problemas possiveis de serem resolvidos numericamente. Assim, o poder computacional
adquirido nos ultimos anos tem vindo a ser uma mais valia para a previsdo e obtengédo de
solugdes precisas e realistas na analise deste tipo de problemas.

No presente trabalho a pesquisa desenvolvida envolve, numa fase inicial, a implementa-
¢ao computacional, analitica e numérica, do modelo do tipo viga simplesmente apoiada sob
a acao de uma carga movel. Para a analise analitica, o estudo baseou-se na implementa-
cdo do modelo recorrendo ao programa Maple™ (Maple™ (2022)). Relativamente a analise
numérica, implementou-se 0 mesmo modelo recorrendo ao programa ANSYS® Workbench™
(ANSYS® (2024)).

Através do uso de programas de simulagdo numérica, € possivel implementar modelos
estruturais do tipo viga sujeitos a cargas moveis, prevendo assim 0 seu comportamento me-
canico. Neste tipo de problemas, a carga muda de posicao na estrutura em funcédo do tempo.
Nas andlises numéricas a discretizagao envolve duas etapas: a discretizacao espacial e a dis-
cretizacao temporal. No contexto da discretizacao espacial, varios métodos tém vindo a ser
desenvolvidos, sendo o Método dos Elementos Finitos 0 mais adotado na industria por ser
uma técnica bastante versatil e capaz de analisar com precisdo geometrias mais complexas.
A aplicacao deste método fornece um conjunto de equacdes diferenciais em fungédo do tempo
para cada elemento finito. Estas equagdes precisam, posteriormente, de ser discretizadas
no tempo. Para tal, é possivel recorrer-se a outro tipo de métodos, tais como: Método de
Newmark, Método de Wilson, Método de Runge-Kutta. Em muitos trabalhos desenvolvidos
nesta area, o Método dos Elementos Finitos e o Método de Newmark tém vindo a ser usados
com bastante sucesso (Newmark (1959), Hugll (2005), Meireles (2007), Deka et al. (2018),
Rampinelli (2018), Santos (2024)).



O ANSYS® Workbench™ insere-se na categoria de programas de Engenharia Computer
Aided Engineering (CAE) e tem como finalidade auxiliar os engenheiros na tomada de deci-
sGes em determinadas etapas de um projeto em desenvolvimento, nomeadamente nas fases
de analise, dimensionamento e validacao (Azevedo (2015)). Este tipo de programas permite
reduzir alguns custos associados as diferentes fases do projeto, e, por consequéncia, reduzir
o tempo despendido no desenvolvimento do projeto. Desta forma, também é possivel reduzir
a probabilidade de falha de componentes e/ou estrutura, através das andlises efetuadas nas
simulagoes.

Os resultados numéricos obtidos permitem comparar e analisar o impacto que as diver-
sas variaveis podem ter sobre o comportamento estrutural. Esta analise é essencial para
otimizar a concec¢édo e as condi¢ces de trabalho de determinadas estruturas em aplicagbes
praticas, proporcionando uma maior segurancga e eficiéncia das mesmas. Através da mode-
lagdo computacional, é possivel explorar diferentes cenarios e identificar os principais fatores
que influenciam o desempenho estrutural.

Com este trabalho, pretende-se também explorar o impacto que as alteracdes introdu-
zidas ao nivel da geometria, do comportamento material, etc., ao modelo de viga simples-
mente apoiada implementado inicialmente, tém sobre a sua resposta estrutural. Para tal,
implementaram-se através do programa de simulagdo numérica ANSYS® Workbench™ os
seguintes cenarios: modelo de viga continua, modelo de viga encastrada-apoiada, modelo
de viga simplesmente apoiada de seccao transversal variavel, modelo de viga simplesmente
apoiada de comportamento mecanico heterogéneo e modelo de viga simplesmente apoiada
sob a acao de duas cargas moveis.



Capitulo 2

Estado da Arte

A estabilidade estrutural €, desde sempre, um conceito de extrema importancia. Desde
as primeiras construgées da humanidade (piramides, torres, pontes, etc.) que este conceito
se tornou uma preocupagao para o ser humano, tanto ao nivel da segurang¢a, como da du-
rabilidade da estrutura em causa. Ao longo da histéria varias técnicas de Engenharia foram
introduzidas pelas diversas civilizacdes e pelas suas culturas de constru¢do. Desde povos da
antiguidade até aos tempos atuais, que a preocupacao pela estabilidade, segurancga e resis-
téncia das estruturas, tinha, e tem, de ser garantida. Assim, ao longo dos tempos, nasceu
a necessidade de explorar outras areas relacionadas com a estabilidade estrutural, como a
Mecénica dos Materiais e a Dinamica Estrutural, que esta relacionada com a analise de estru-
turas sujeitas a agdes dindmicas. No caso da Mecanica dos Materiais é importante entender e
prever o comportamento mecanico dos diferentes materiais sob determinadas condigées, no-
meadamente quando se deformam, se resistem ou falham, o que proporcionara uma base de
estudo para projetar estruturas seguras e eficientes. Quanto ao estudo da Dindmica Estrutural
o foco é a andlise do comportamento das estruturas quando estdo submetidas a agées dinami-
cas, ou cargas que variam com o tempo, como por exemplo o vento, sismos, ou cargas moveis.
Aqui, ao contrério das cargas estaticas (que ndo dependem do tempo), as agdes dinamicas
provocam vibragées e movimento na estrutura, sendo o seu estudo fundamental para garantir
a sua durabilidade e segurangca mesmo em condi¢cdes de variacao rapida da acao dindmica
em causa. Neste contexto, a andlise do comportamento de estruturas sob a agéo de cargas
méveis, tornou-se um dos temas de intensa investigagao por parte de alguns autores, sendo
o estudo de vigas sob a agao de cargas moveis crucial para compreender o comportamento
dindmico de estruturas.

Muitos dos estudos realizados centram-se em descrever, matematicamente, o compor-
tamento mecéanico da viga quando sujeita a agbes dinamicas. As equagdes que descrevem
esse comportamento sdo conhecidas através da teoria de vigas de Euler-Bernoulli, sempre em
funcao do tempo e da posi¢éo da carga mével. Esta foi uma das primeiras analises realizadas
neste ambito, onde também foram introduzidos conceitos bastante importantes neste tipo de
analises, nomeadamente a frequéncia natural, que, neste contexto, é a frequéncia especifica
de vibragéo da viga (Euler (1765)).



Até meados do século XX, os cientistas e engenheiros utilizavam métodos tradicionais
para analisar a estabilidade das estruturas, nomeadamente métodos analiticos e empiricos.
Contudo, estes métodos eram pouco precisos, lentos e bastante limitados, dada a comple-
xidade das solugdes apresentadas. Desta forma, tornou-se essencial o desenvolvimento de
uma ferramenta que aumentasse a precisdao dos resultados, obtendo-os com mais rapidez,
podendo também ser possivel analisar situacées de modelos mais complexos. Assim surgiu
a modelacdo computacional como uma ferramenta essencial na anélise estrutural. Com o
avango da tecnologia ao longo dos anos, e com o desenvolvimento de métodos numéricos, é
possivel realizar simulagdes computacionais cada vez mais precisas e eficientes para prever
o comportamento dindmico das estruturas sob a acado de cargas méveis, sendo assim estas
ferramentas imprescindiveis e de extrema relevancia na Engenharia Mecénica. No ambito da
modelacdo computacional de vigas sujeitas a cargas moveis, diversos trabalhos e investiga-
coes tém vindo a ser desenvolvidos.

Um dos trabalhos mais importantes desenvolvidos no a&mbito da Dinamica Estrutural, é
devido a Newmark (1959). Neste trabalho foi proposto um método computacional para resolver
equagodes diferenciais que descrevem o comportamento dindmico de estruturas. Baseado
na discretizacdo espacial e temporal do problema em questdo, sendo considerado um dos
métodos mais eficazes no calculo da resposta dindmica de estruturas.

No ambito de problemas de vigas sujeitas a cargas méveis, as solugdes analiticas de-
senvolvidas com o apoio de métodos ja conhecidos, sdao bastante limitadas. Para contornar
essa limitagao, sdo necessérias técnicas de simulagdo numérica baseadas, por exemplo, no
Método dos Elementos Finitos, tal como é sugerido nos trabalhos de Olsson (1991).

No trabalho realizado por Rieker et al. (1996) foi investigado o efeito da discretizagéo de
estruturas do tipo viga sob a agao de cargas mdveis através do Método dos Elementos Finitos,
tendo-se obtido resultados mais precisos para malhas mais finas, como seria de esperar, no
caso de um ciclo de movimento. No caso de multiplos ciclos, a malha teria de ser atualizada
nas zonas de contacto da mola mével com a viga, ndao obtendo resultados tao precisos nesta
situacao.

Siddiqui et al. (2000) investigou 0 comportamento dindmico de uma viga sob a agao de
uma massa-mola mével. Neste trabalho foi analisado o efeito da massa-mola mével na dina-
mica da viga e identificou-se as caracteristicas do movimento da viga em fungcao do tempo.
As abordagens realizadas idealizam o problema através da interacdo entre um subsistema de
massa e rigidez continuamente distribuidos (a viga) e um outro subsistema de massa e rigi-
dez fixos (a massa-mola mével). As equacdes do movimento foram resolvidas numericamente
através do método de Galerkin, onde as suas solucbdes foram obtidas utilizando equacdes
diferenciais e comparadas com as solugdes analiticas obtidas através de uma analise de per-
turbacdo. Na analise de perturbacdo foram utilizadas expansées de Taylor para estudar o
comportamento do sistema em torno de um estado de equilibrio. Foram também utilizadas
técnicas de analise de sinais para estudar a frequéncia do movimento da viga em fungao do
tempo, conhecida como analise de frequéncia no tempo. Este tipo de investigacdes contribuem



bastante para a compreensao do comportamento dinamico de estruturas sob a agao de sub-
sistemas massa-mola mdveis, 0 que se torna muito importante em aplicacées como robética,
automacao, etc.

Foram desenvolvidos varios estudos cientificos na exploracao de técnicas com base em
elementos finitos de forma a obter solucdes que descrevem o comportamento dindmico de
estruturas quando estas estdo sujeitas a cargas moveis. Um dos trabalhos que aborda a apli-
cacao de uma técnica com base em elementos finitos, € o trabalho de Wu et al. (2000). Neste
trabalho, o autor utiliza o programa I-DEAS® (I-DEAS® (1998)), mais popular no final do século
XX. Para efeitos de validacao do método abordado nesse artigo, a técnica é primeiramente
aplicada a uma viga simplesmente apoiada sob a acdo de uma Unica carga movel. Posterior-
mente, a técnica desenvolvida é aplicada para analisar os efeitos do movimento bidimensional
de um carril em resposta de uma estrutura base de um modelo de grua mével, ou um guindaste
de portico mével. Em ambas as aplicagdes, foram obtidos resultados bastantes satisfatérios.
Também é referido que a técnica utilizada tera sido aplicada somente a elementos do tipo viga,
€ que podera ser adaptado a outro tipo de elementos, o que requerera alguma investigacao
nesse sentido, de modo a ser possivel obter resultados mais crediveis e precisos. Esta téc-
nica utiliza a combinagéo da discretizacao espacial da estrutura com a discretizacdo temporal
para resolver as equagdes diferenciais que descrevem o comportamento dinamico da prépria
estrutura em resposta as cargas moveis.

No que diz respeito ao comportamento dindmico de pontes de grande porte sob a acao
de cargas moveis, Lee and Yhim (2005) apresentam um trabalho cujo objetivo principal é o
de avaliar a validade da analise numérica utilizada, tendo sido esta implementada utilizando
o programa de andlise de elementos finitos LUSAS™ (LUSAS™ (2000)). Esta formulagéo
numérica de elementos finitos é baseada em polindémios de Hermite e nés Lagrangeanos. Na
comparacao dos resultados obtidos numericamente com os resultados experimentais obtidos
a partir de testes de laboratério com um modelo de escala reduzida, verificou-se uma elevada
correlacao.

Hugll (2005) estudou a resposta dindmica de vigas (e porticos) sob a acao de cargas
pontuais moveis. Nesse trabalho o autor recorreu ao Método dos Elementos Finitos e ao mé-
todo de integracao numérica temporal (Método de Newmark) na sua andlise de vibragdo. Nas
suas analises o autor recorreu a programas como o MATLAB® (MATLAB® (2024)) e o ANSYS®
Workbench™ de forma a obter a resposta dinamica da estrutura. Os resultados obtidos para
ambas as analises feitas nos programas referidos demonstraram estar em concordancia. O
autor observou que com o aumento da velocidade da carga pontual, o instante de tempo onde
se observa a deformada maxima a meio-vao, desloca-se para a direita no grafico, ou seja, au-
menta o instante de tempo, independentemente das condigdes de fronteira da viga. Também
observou que, para vigas mais longas, de maior comprimento L, a estrutura apresenta uma
menor frequéncia natural para o primeiro modo de vibragéao.

No estudo desenvolvido por Mardani (2011), onde é analisado o comportamento de uma
viga sob a acdo de cargas mdveis com base no Principio de Hamilton e na Equacao de Euler-



Lagrange, o autor concluiu que quando o comportamento material é considerado nao-linear,
nao héa velocidade critica e o fendmeno de ressonancia nao existe.

Ouyang (2011) desenvolveu um tutorial em que alguns conceitos fundamentais, sobre
o0 comportamento de vigas sob a acdo de cargas moéveis, sao detalhados. O conceito de
velocidade critica € um dos conceitos estudados neste tutorial, onde também s&o obtidas ana-
liticamente as equagdes do movimento de uma viga simplesmente apoiada ndo-amortecida
e de parametros como: ressonancias combinadas, ressonancias de modo Unico e frequéncia
natural.

Um dos estudos realizados no ambito da analise dinAmica de uma viga sujeita a agao
de uma carga movel é o de Santos et al. (2018), em que os resultados obtidos indicam que a
carga movel afeta significativamente a resposta dindmica da viga, verificando-se um aumento
dos deslocamentos e das tensbes quando a carga mével se aproxima de certas regides criticas
da viga. E referido também que o ponto de maxima deformada da viga, ndo é exatamente
sobre o ponto médio da viga, ou seja em =z = g E também proposto pelos autores que
para possiveis trabalhos futuros na sequéncia do que foi estudado, poder-se-a0 reanalisar
casos com diferentes secgdes transversais e condi¢coes de fronteira genéricas, usando assim
o0 método dos elementos finitos e comparando os resultados analiticos com 0s numéricos.

Outro método muito utilizado pela comunidade cientifica no ramo da Engenharia é o Mé-
todo das Diferencas Finitas (Roos et al. (2008)). Ramos et al. (2018) investigou a aplicabili-
dade do Método das Diferengas Finitas numa analise onde foi utilizado um modelo dindmico
de uma viga simplesmente apoiada de Euler-Bernoulli. Posteriormente foram feitas alteragdes
no modelo base, testando outras condi¢cdes de fronteira. Quando comparados os resultados
das analises efetuadas com os resultados utilizando o Método dos Elementos Finitos, estes
demonstraram ser consistentes, principalmente para malhas mais refinadas.

Ribeiro (2018) apresenta uma tese sobre o desenvolvimento de um modelo computacio-
nal que podera prever com precisdo o comportamento dindmico de uma ponte, sendo o caso
de estudo a estrutura da ponte de Varzeas. O estudo em questéo foi realizado considerando
varios tipos de veiculos em que se variou 0 peso, a velocidade, a distancia entre os eixos e 0
namero de eixos , de forma a perceber esse efeito sobre os resultados obtidos. No caso da
ponte, foi analisada a convergéncia dos resultados para a deformacao e aceleracao, discreti-
zando a mesma em varios elementos finitos.

Um dos problemas encontrados nas analises numéricas, sao as oscilagdes espurias,
devido as descontinuidades das solugdes. Neto et al. (2022) apresenta um método de modo
a eliminar por completo, ou em parte, essas oscilagées espurias. A validagcdo do método é
baseada na sua aplicacdo a problemas de difusdo de calor e a propagacido de ondas em
meios homogéneos e heterogéneos, através do Método dos Elementos Finitos.

Santos (2024) apresenta uma nova abordagem para a andlise do comportamento dina-
mico de vigas de Euler-Bernoulli sob a agdo de cargas moveis, introduzindo uma nova for-
mulacao de elementos finitos. Esta nova formulagéo foi derivada de um principio variacional
complementar de Hamilton, em que, num elemento de viga com dois nds, o impulso do mo-



mento fletor e a sua primeira derivada em ordem a z, foram tidos como os graus de liberdade
nodais fundamentais. A validacao desta formulacao, quanto a sua exatidao e eficacia, foi efetu-
ada recorrendo a uma analise numérica nos dominios modal e temporal, recorrendo também,
a solucdes analiticas. A integragéo no tempo foi adotada recorrendo a uma versao estavel in-
condicional do Método de Newmark. Na comparacao dos resultados foi possivel verificar que
no dominio modal esta nova formulagdo produz resultados mais precisos e estes convergem
para as solucdes exatas, e no dominio do tempo esta nova formulagdo produz distribuicoes
continuas e suaves para o0 momento fletor e para o esforgo transverso, sendo estes mais pre-
cisos do que numa abordagem tradicional. Também é referido que esta nova abordagem nao
requer nenhum custo computacional adicional, sendo assim mais eficiente e precisa para a
andlise dindmica de vigas sob a agdo de cargas moveis.
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Capitulo 3

Modelo Analitico de Vigas de
Euler-Bernoulli sob a Acao de Cargas
Moveis em Regime Transiente

O modelo estrutural adotado tem por base a Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli. Para
0 caso do presente estudo, ou seja, 0 estudo de uma viga simplesmente apoiada, a solucao
analitica é conhecida (Yang et al. (2004)).

A andlise analitica realizada recorrendo ao Maple™ permite estudar a influéncia de dife-
rentes parametros, tais como a geometria da viga, as propriedades do material e a configura-
cao da carga mével aplicada, entre outros, no desempenho estrutural da viga simplesmente
apoiada. A solucao analitica é valida apenas enquanto a carga movel se encontra em contacto
direto com a viga, ou seja, tal como Yang et al. (2004) refere, as equagdes de estudo sb se
aplicam quando a posi¢ao vt da carga movel se encontra dentro daquilo que € o comprimento
da viga.

Na modelagao em regime dinamico da viga sob a acao de cargas méveis, foram conside-
radas duas situagdes distintas: viga ndo-amortecida e viga amortecida.

3.1 Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli vs Timoshenko

No século XVIII o matematico e fisico suigo Leonhard Euler formulou matematicamente
a teoria de vigas na sua obra publicada em 1765 (Euler (1765)). Euler derivou as equagdes
diferenciais fundamentais que descrevem o comportamento das vigas sujeitas a flexdo. No
desenvolvimento desta teoria de vigas, Euler teve a ajuda do matematico, fisico e filésofo Da-
niel Bernoulli, que expandiu as suas ideias e contribuiu para a compreensao das propriedades
mecanicas das vigas através das suas pesquisas sobre elasticidade e resisténcia dos mate-
riais. Esta colaboracdo entre ambos permitiu a formulagédo da conhecida Teoria de Vigas de
Euler-Bernoulli.

No contexto do estudo de vibragdes de uma viga, existem varias teorias de vigas que po-
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dem ser adotadas, havendo, segundo Migotto (2011), duas que se destacam: Euler-Bernoulli e
Timoshenko. No caso da Teoria de Euler-Bernoulli a deformacao por corte ndo é considerada
e a sua curvatura apos a deformagao é assumidamente pequena. No Modelo de Timoshenko
a deformacao por corte, relacionada com o esforco de corte, é considerada. De acordo com
esta teoria, as seccdes transversais planas, permanecem planas mas nao necessariamente
perpendiculares ao eixo longitudinal da viga apéds a deformacao, pois a secgao sofre distorcao
devido ao esforco de corte.

As equagdes que descrevem o comportamento dindmico de vigas segundo os modelos
de Euler-Bernoulli e Timoshenko, respetivamente, sdo dadas por (Migotto (2011)):

u 8 [ 0%
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Onde:

u: Deslocamento Transversal

m: Massa por Unidade de Comprimento

p: Densidade Massica

A: Area da Secgao Transversal

E: Mo6dulo de Young ou Mdédulo de Elasticidade
I: Momento de Inércia

kqa: Fator de Corte

G': Modulo de Distorcao

- Euler-Bernoulli

Timoshenko Vo o

Xy

Figura 3.1 Modelo de Vigas de Euler-Bernoulli vs
Modelo de Vigas de Timoshenko
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Migotto (2011) refere que nos casos em que as dimensdes da sec¢do da viga ndo séo
pequenas em comparac¢ao com o comprimento da viga (conhecidas como vigas curtas), % <
10, o modelo de Timoshenko é o mais indicado para o seu estudo. Para situa¢des onde
% > 10 (vigas finas), a deformacéo por corte € desprezavel (Ahmed and Rifai (2021)). Assim,
no presente trabalho, o0 modelo adotado para o estudo de vigas sob a acdo de cargas méveis
€ 0 Modelo de Vigas de Euler-Bernoulli, pois as dimensdes da secgao transversal da viga sdo

pequenas em comparagio com o seu comprimento.

3.2 Formulacao do Problema

O modelo analitico adotado no presente estudo baseia-se nos pressupostos definidos em
Fryba (1999) e Yang et al. (2004), sendo:

1. O comportamento da viga € descrito pela equacao diferencial de Euler-Bernoulli dedu-
zida nas suposicoes em que a teoria de pequenas deformagdes, a Lei de Hooke, as
Hip6teses de Navier e o principio de Saint-Venant sao aplicaveis;

2. Aviga é feita de um material homogéneo, tem seccao transversal constante ao longo do
seu comprimento (L) e a massa por unidade de comprimento (m) também é constante;

3. O sistema movel considerado é o modelo de carga em movimento, ou seja, 0 modelo de
carga movel;

4. A carga mével move-se com velocidade constante (v);

5. O amortecimento da viga é do tipo Rayleigh;

6. A viga esta simplesmente apoiada, ou seja, os valores da deformada e do momento fletor
serdo nulos nas suas extremidades, estando a viga em repouso no instante anterior a
chegada da carga mével.

Figura 3.2 Modelo de Viga Simplesmente Apoiada,
sujeita a uma Carga Mével (Yang et al. (2004))

Com base nos pressupostos descritos e na equacgao descrita pela carga moével, sendo um
movimento retilineo uniforme, a equacdo do movimento da viga pode ser escrita da seguinte
forma:

mii + cott + e Iu™ + EIu"" = P§(x — vt) (8.3)
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Em que:

0<wvt<L (3.4)

Onde ¢ corresponde a fungéo Delta de Dirac (equacgéo 3.5), e (') e () representam a
derivagdo em ordem a coordenada x € ao tempo t, respetivamente.

Mx_m%:ﬁii:Z;g (3.5)

Tal como é mostrado na Figura 3.2, a viga esta sujeita a uma carga mével de magnitude
P e velocidade constante v. A deformada da viga € representada pela fungéo u(z,t). A
viga tera um determinado médulo de elasticidade E e um determinado momento de inércia
I, e no que diz respeito a adicado do amortecimento, segundo Yang et al. (2004), havera dois
parametros importantes a assumir: o coeficiente de amortecimento interno ¢; e o coeficiente
de amortecimento externo c..

Ce = Qe (3.7)

Onde «; corresponde ao coeficiente de rigidez e «, corresponde ao coeficiente de massa.
Com estes coeficientes, sera possivel definir o coeficiente de amortecimento &,,, dependente
do modo de vibracdo da viga n:

&=1(%+%%> (3.8)
2 \wy
Sendo w,, a frequéncia de vibracao que é definida da seguinte forma:

n’r? |EI

Em relacdo a velocidade da carga movel, esta ndo devera ser demasiado baixa em re-
lacdo a velocidade critica associada para as condi¢des do problema (Ouyang (2011)), o que
levaria a que o problema fosse quasi-estatico e nao dinamico (que é o que se pretende). Por
outro lado, a aproximagao da velocidade da carga movel a velocidade critica, podera levar ao
fendbmeno conhecido como ressonancia, o que podera conduzir a um aumento descontrolado
da amplitude de oscilacao do sistema e, consequentemente, ao colapso da viga.

Assim, o conceito de velocidade critica é bastante importante neste tipo de problemas,
sendo esta calculada da seguinte forma:

Ver = wnl (3.10)

™
Para uma viga simplesmente apoiada, as duas condi¢des de fronteira seguintes repre-

sentam a deformada nas extremidades da mesma:

u(0,1) = 0 (3.11)
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w(L,t) =0 (3.12)

Enquanto que as duas condi¢cdes de fronteira que se seguem, representam a caracteri-
zacao do momento fletor nas extremidades da viga:

EIu"(0,t) =0 (3.13)
EIu"(L,t) =0 (3.14)

Assumindo que a viga esta em repouso no instante em que a carga movel entra em
contacto direto com a prépria viga, as condigdes iniciais, ou seja, em t = 0, s&o:

u(z,0) =0 (3.15)
u(z,0) =0 (8.16)

Segundo Yang et al. (2004), a deformada da viga podera ser descrita da seguinte forma:

u(m,t) = Zan(w)Qn(t) (317)
n=1

Onde ¢,, corresponde a forma modal de vibragdo da viga correspondente ao modo de vi-
bracéo n, e g, (t) a coordenada generalizada associada. Para uma viga simplesmente apoiada,
a forma modal de vibragéo é:

nmwx

¢n(x) = sin < (3.18)

A forma modal de vibracdo é a capacidade da viga se deformar em resposta a vibracao,
podendo a viga assumir uma variedade infinita de formas, definidas por uma combinagéo de
amplitude e frequéncia. Desta forma, a viga, podera ser estudada como um sistema de infinitos
graus de liberdade.

No que diz respeito a coordenada generalizada, podera ser determinada através da for-
mula que se segue (Yang et al. (2004)):

2PL3
_ Elnir? 2\ o
an(t) = (1=52) + A(E.5,)° X {(1 —5;)sin Q,t — 2&,S,, cos Qpt
(8.19)
+eSnwnt 19€,8, cos want + D (262 + 52 — 1) sinwgnt }

V1-&
Onde wq,, 2, € S, representam, respetivamente, a frequéncia de vibragdo amortecida

da viga, a frequéncia de excitacdo exercida pela carga mével e o parametro de velocidade
adimensional, definidos por:

Wdn = WnV 1- 5721 (320)

Q, = —— (3.21)

15



S, = —" (3.22)

Com todas as varidveis acima definidas, seré possivel deduzir o momento fletor M(z,t)
e o esforgo transverso V(z, t), originados pela carga movel P na viga:

M(z,t) = —EIu" (z,t) (8.28)

V(x,t) = EIu" (x,t) (3.24)

Desta forma, com as dedugbes acima mencionadas, sera possivel prever o comporta-
mento mecanico estrutural da viga quando esta esta sujeita a determinadas condicées. De
seguida, os resultados associados as duas situagoes (viga ndo-amortecida e viga amortecida)
serdo apresentadas, tendo sido calculados através do programa Maple™, ja mencionado an-
teriormente.

3.3 Solucoes Analiticas

Nesta secc¢ao apresentam-se os resultados obtidos através do modelo analitico descrito
anteriormente para as situagdes da viga ndo-amortecida e da viga amortecida. Os dados
adotados na andlise sdo os indicados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 Dados do Problema

Dados da Viga

p = 7850 kg/m?
FE =200 GPa
L=2m

Seccao Transversal Quadrada

h=01m

Carga Movel

v=25m/s
P =100 N

Com base nestes dados obtém-se a massa por unidade de comprimento (m) € 0 mo-
mento de inércia da area da secgao transversal da viga (I) em relacao ao eixo que passa no
seu centro de gravidade:

m=p X hxb="7850kg/m (3.25)
bx h3 6 4
[= - =833x 10" m (3.26)
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3.3.1

Analise de Convergéncia

Com a analise de convergéncia pretende-se verificar se a solugao obtida converge para
a solucao do problema. Desta forma, o objetivo serd avaliar o modelo analitico desenvolvido
no Maple™, validando a resposta obtida através da convergéncia dos valores. Nesta analise é
feita a verificacao dos resultados obtidos a medida que se consideram mais modos de vibracao

(n), sendo de esperar uma variagao lenta/estabilizacdo das solugbes obtidas em relacao a
solucdo exata do problema.

Nesta analise o estudo incidiu sobre os valores maximos da deformada, do momento
fletor e do esforgo transverso nos seguintes casos:

1. A meio-vao da viga da viga;

2. Para o instante de tempo t = 0.04s.

Assumiu-se para ambos 0s casos uma resposta da viga ndo-amortecida.

Dos testes de convergéncia efetuados, verificou-se, de uma forma geral, que, a partir de
n = 100, os maximos tendem a manter-se aproximadamente constantes.

Os trés graficos que se seguem (Figura 3.3, Figura 3.4 e Figura 3.5) dizem respeito ao
caso do comportamento da viga a meio-vao:

10.7008
10.7006
- 10.7004

10.7002

a x10”"6 (m

axim

10.7000

10.6998

Deformada M

10.6996

10.700679713631
10.699750806295

10.699748699360

10.699748312
10.699748260
10.699748265

10.699748264
10.699748264 10.699748264

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800 1900 2000
Numero de modos de vibracao

Figura 3.3 Deformada maxima a meio-vao em funcéo
do n?® de modos de vibragdo adotados
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Figura 3.4 Momento fletor maximo a meio-vao em
funcéo do n® de modos de vibracao adotados
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Figura 3.5 Esforgo transverso maximo a meio-vao em
funcéo do n® de modos de vibracao adotados

Nos dois primeiros graficos apresentados em cima (Figuras 3.3 e 3.4), verifica-se que a
variagao dos maximos € pouco visivel a partir dos 100 termos, sendo evidente que os graficos
convergem para um determinado valor. Em relagédo ao terceiro gréafico apresentado (Figura
3.5), a variacao dos valores maximos em funcao dos modos de vibracao é demasiado visivel,
ndo sendo clara a convergéncia a partir de um determinado valor de n.

Nos trés graficos seguintes (Figura 3.6, Figura 3.7 e Figura 3.8), sdo representados os
valores maximos para o caso de ¢ = 0.04s:
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Tal como aconteceu nos graficos do comportamento da viga a meio-vao, nos trés graficos
que se seguiram, os mesmos demonstram que a tendéncia dos valores maximos mantém-
se praticamente constantes a partir de n = 100, tirando o caso do esforgo transverso em
que a variacao é mais evidente. Esta situacdo demonstra que a convergéncia do esforco
transverso € mais lenta, resultado da ordem de derivacdo da deformada (32 ordem), isto a
medida que se aumenta o numero de modos de vibragdo. Em relagdo a convergéncia da
deformada e do momento fletor, ambos apresentaram resultados bastante consistentes a partir
de um determinado nimero de modos de vibracao.

3.3.2 Resposta Nao-Amortecida

Nos graficos que se seguem, sera representado o comportamento da viga para duas
situagcdes, uma no dominio do tempo, a meio-vao, e outra no dominio da coordenada x, para
t = 0.04s. De acordo com a analise de convergéncia efetuada anteriormente, optou-se por
utilizar n = 100 para o numero de modos de vibracao, e assim prosseguir com a analise da
resposta da viga ndo-amortecida.

Deformada x1076 (m)

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08
Tempo (s)

Figura 3.9 Deformada a meio-vao (resposta
nao-amortecida)
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Figura 3.10 Momento fletor a meio-vao (resposta
nao-amortecida)
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Figura 3.11 Esforgo transverso a meio-vao (resposta
nao-amortecida)

Como se pode verificar através da analise dos graficos anteriores (Figura 3.9, Figura 3.10
e Figura 3.11), o ponto médio da viga (a meio-vao) é mais solicitado praticamente aos 0.04s
depois da carga moével comecar a atuar sobre a viga, instante este em que a carga movel
passa nesse mesmo ponto. A deformada maxima e o momento fletor maximo a meio-vao
encontram-se muito préximos do instante ¢ = 0.04s e ndo exatamente nesse instante, isto
devido a oscilacao da prépria viga a medida que a carga se desloca sob a mesma.

Nos graficos que se seguem (Figura 3.12, Figura 3.13 e Figura 3.14), sera demonstrado
0 comportamento da viga no dominio da coordenada z, para t = 0.04s:
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Deformada x10"6 (m)
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Coordenada x (m)

Figura 3.12 Deformada para ¢t = 0.04s (resposta
nao-amortecida)
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Figura 3.13 Momento fletor para ¢ = 0.04s (resposta
nao-amortecida)
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Figura 3.14 Esforgo transverso para ¢t = 0.04s (resposta
nao-amortecida)

Verifica-se que a viga apresenta uma deformada maxima muito proxima do seu ponto
médio, ou seja, em x = 1m, como seria de esperar. No que diz respeito ao momento fletor,
este anula-se nas extremidades da viga, sendo maximo para x = 1m.

3.3.3 Resposta Amortecida

Nesta secgéao introduziu-se 0 amortecimento na resposta da viga de acordo com a tabela
seguinte:

Tabela 3.2 Coeficientes de Amortecimento

ae 400 m/s

(67 0

Tal como anteriormente, e de acordo com a andlise de convergéncia efetuada anterior-
mente, optou-se por utilizar n = 100 para o numero de modos de vibragéo, e assim prosseguir
com a analise da resposta da viga amortecida para as seguintes situagdes: uma no dominio
do tempo ¢, a meio-vao, e outra no dominio da coordenada z, para t = 0.04s.
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Deformada x1076 (m)

Momento Fletor (N.m)
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Figura 3.15 Deformada a meio-vao (resposta
amortecida)
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Figura 3.16 Momento fletor a meio-vao (resposta
amortecida)
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Figura 3.17 Esforgo transverso a meio-vao (resposta
amortecida)

Como é possivel observar através da andlise das Figuras 3.15, 3.16 e 3.17, as solugdes
obtidas para o caso da viga amortecida exibem um menor nivel de oscilagdo comparativamente
com as obtidas para a viga ndo-amortecida.

Nos gréficos abaixo (Figura 3.18, Figura 3.19 e Figura 3.20) estao representados o com-
portamento da viga no dominio da coordenada x, para t = 0.04s, sendo 0s mesmos muito

semelhantes ao comportamento da viga ndo-amortecida, mudando significativamente os valo-
res da deformada.

Deformada x1076 (m)

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00
Coordenada x (m)

Figura 3.18 Deformada para ¢t = 0.04s (resposta
amortecida)
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Figura 3.19 Momento fletor para ¢ = 0.04s (resposta
amortecida)
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Figura 3.20 Esforco transverso para t = 0.04s (resposta
amortecida)
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Capitulo 4

Modelo Numérico de Vigas de
Euler-Bernoulli sob a Acao de Cargas
Moveis em Regime Transiente

Qualquer fendmeno ou processo fisico podera ser descrito por um modelo matematico
baseado em leis fundamentais, tais como os principios da conservagdo do momento linear,
0s principios da conservagao de massa e o0s principios da conservagao de energia. Estes
modelos matematicos tém por base equacbes diferenciais e/ou integrais complexos. De uma
forma geral, ndo é possivel obter solugdes exatas para essas equacoes devido a complexi-
dade da geometria e/ou do material em causa. Assim, em muitos casos, recorre-se a utili-
zacao de métodos numéricos e de recursos computacionais. No contexto da Mecénica Es-
trutural, o Método dos Elementos Finitos surge como o método mais utilizado, dada a sua
versatilidade. Existem diversos programas de base comercial baseados no MEF, tais como:
ANSYS® Workbench™, SOLIDWORKS® (SOLIDWORKS® (2024)), SAP2000® (SAP2000®
(2024)), ABAQUS™ (ABAQUS™ (2024)), etc.

4.1 Conceitos Base do Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (Becker et al. (1981), Azevedo (2003)) é uma ferramenta
bastante importante em analises estruturais, sendo um dos métodos mais utilizados na Meca-
nica Estrutural. Esta é uma técnica que tem como objetivo encontrar solugdes aproximadas
de equacodes diferenciais complexas que modelam determinados problemas em Engenharia,
tais como a obtencao de deslocamentos, deformacdes e tensbes de sblidos com geometria
arbitraria sujeito a diferentes solicitagbes externas.

Os pioneiros no desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos foram os engenheiros
Ray W. Clough, da Universidade da Califérnia, e John H. Argyris, do Imperial College, em
Londres, em meados dos anos 50.

A introdugdo do computador na década de 50, também impulsionou significativamente
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o desenvolvimento do MEF, tornando-o uma ferramenta essencial para andlises estruturais.
A evolugdo constante do MEF tem acompanhado os avangos tecnolégicos, tornando-o uma
ferramenta acessivel e intuitiva para profissionais desta e de outras areas. Para isto, sdo co-
nhecidos métodos e técnicas variacionais através dos quais € possivel encontrar aproximacoes
para problemas de valores préprios e resolver equacodes diferenciais e integrais, que surgem
em varios campos de Engenharia e ciéncia aplicada. Dois dos métodos mais conhecidos no
contexto da modelagao computacional de estruturas, sdo: o Método de Rayleigh-Ritz e o Mé-
todo de Galerkin. Estes métodos séo baseados na ideia de que a solugéo u, por exemplo,
de uma equacéo diferencial, pode ser representada como uma combinacao linear de graus-
de-liberdade desconhecidos (d) e de funcbes de forma (IV), selecionadas apropriadamente no
dominio do problema e de modo a satisfazer as condigdes de fronteira do mesmo.

O Método de Rayleigh-Ritz (Chopra (2007), Megson (2016)) é uma técnica variacional
utilizada na Mecénica Estrutural e analise de vibragdes, para encontrar aproximagdes em
problemas de valores proprios associados a equacgdes diferenciais. Através do Método de
Rayleigh-Ritz é possivel aproximar a solu¢do de um problema por meio de uma combinacao
linear de funcdes linearmente independentes denominadas de fungdes de forma. Estas fun-
¢cbes sdo ponderadas por coeficientes ajustaveis, ou coeficientes de Ritz. Sendo escolhidas
de forma a serem matematicamente convenientes e capazes de representar adequadamente
o comportamento do sistema. A aproximacao resultante € otimizada para minimizar o erro na
energia total do sistema. Este método segue o0s seguintes passos:

1. Definir o problema em termos de equacdes diferenciais que descrevam o comportamento
da estrutura;

2. Escolher o conjunto de fun¢des de forma que descrevam o comportamento do sistema e
de modo a satisfazer as condicdes de fronteira;

3. Obter a solugado aproximada como uma combinagéo linear das fun¢des de forma multi-
plicadas pelos coeficientes de Ritz, desconhecidos;

4. Aplicar o Principio de Rayleigh, ou principio da energia minima total, que resulta em
derivar a fungdo de aproximacao (solugdo aproximada) em ordem aos coeficientes de
Ritz e igualar a zero;

5. Resolver o sistema de equacgdes resultante e obter os valores dos coeficientes de Ritz.

O Método de Galerkin (Becker et al. (1981)) é uma técnica de ponderacao residual uti-
lizada para transformar equacdes diferenciais parciais em sistemas de equacdes algébricas.
Este método distingue-se do Método de Rayleigh-Ritz por nao haver um principio variacional
e, também, ndo requer 0 uso da energia total para obter o sistema de equacdes. O Método de
Galerkin utiliza diretamente a equagéo diferencial que descreve matematicamente o problema
a ser analisado. Com este método, substitui-se no sistema de equacdes diferenciais uma ou
mais fungdes aproximadoras que descrevam as condi¢des de fronteira do problema.

Para qualquer tipo de analise de uma estrutura sera sempre necessario classifica-la
quanto a sua geometria, modelo do material em questdo e esforcos aplicados. Segundo
Azevedo (2003) o modo como o MEF é formulado e aplicado dependera das simplificagdes
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inerentes a cada tipo de problema, e assim sera necessario ter em consideragao alguns as-
petos, tais como: o tipo de analise, sendo dindmica ou estatica, dependendo da consideracao
ou ndo das forgas de inércia; analise linear ou ndo linear, dependendo da influéncia ou nao
da modificacdo da geometria da estrutura na distribuicdo dos esforcos e das tensdes (Analise
Linear ou Nao Linear Geométrica), e da relagdo entre as tensbes e deformacdes ser linear ou
nao linear (Analise Linear ou Nao Linear Material); o tipo de estrutura, podendo classifica-las
como Reticuladas (Barras), Laminares (Parede, Laje ou Casca Plana) ou Sdélidas.
O MEF é conhecido por ter como base trés etapas bastante importantes (Mota (2019)):

1. O dominio da estrutura é dividido ou discretizado em sub-dominios, denominados ele-
mentos finitos, estando estes elementos interligados por pontos localizados nas suas
fronteiras denominados nés. Os deslocamentos associados a estes nos constituem as
variaveis primarias que sao as incognitas do problema;

2. E necessario descrever as variaveis primarias através de uma combinacao linear dos
valores nodais dessas variaveis e das fungdes aproximadoras;

3. Com a conexao dos elementos, é possivel obter as solugdes do problema, ou seja, o
vetor de deslocamentos globais {u}, o vetor de velocidades globais {v} e o vetor de
aceleragdes globais {a}, para o dominio discretizado. Sendo o caso de uma anélise
dinamica linear, o problema é resolvido através de um sistema de equacgdes, em que
{f}gl"”“l contém o sistema de forcas generalizadas aplicadas ao corpo deformavel e
[K]9tobal [ pg]9tebal g [C]9'%! representam, respetivamente, a matriz de rigidez elastica, a
matriz de massa e a matriz de amortecimento do mesmo corpo (Lapa (1987)):

{f}global _ [K}global . {’LL} + [C]global . {v} + [M]global . {a} (41)

Na formulacao destes problemas tera de ser necessario descrever as funcdes de forma
dos elementos, sendo estas os deslocamentos genéricos de qualquer ponto desse mesmo
elemento, e que sdo dependentes dos deslocamentos nodais. Desta forma, por consequéncia,
as velocidades e acelerag6es de qualquer ponto do elemento, sdo também estas dependentes
dos valores nodais, associados a velocidade e aceleragao.

Em todas as analises numéricas de elementos finitos, serd necessario passar por trés
fases (Meireles (2007)): pré-processamento, solugao e pds-processamento.

O pré-processamento diz respeito a estabelecer determinadas definicbes antes da simu-
lagao propriamente dita. Segundo Azevedo (2015), numa andlise estrutural, o pré-processamento
inclui a definicdo da geometria da estrutura, os materiais associados, a malha a utilizar e as
condicoes de fronteira. Ou seja:

1. A definicdo da geometria da estrutura, discretizando-se a mesma em elementos finitos,
ou seja, subdividindo a estrutura em nds e elementos, formando assim a rede elementos
finitos;

2. A escolha do tipo de elementos da estrutura, ou seja, associa-se as respetivas funcoes
de forma que representam o dominio fisico de cada elemento;
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3. As equacgdes de equilibrio de cada elemento e, com base nestas, desenvolve-se as equa-
¢des de equilibrio do problema completo. Sendo este passo correspondente ao desen-
volvimento das matrizes de rigidez e de massa, e dos vetores de carga;

4. As condi¢cbes de fronteira, as condicdes iniciais e os esfor¢os aplicados (condicdes de
carregamento).

Estes passos podem ser executados de forma automatica com a ajuda de programas co-
merciais de elementos finitos, através de interfaces graficas, sendo que no presente trabalho,
tal como j& foi referido anteriormente, no desenvolvimento dos diferentes modelos, utilizou-se
o programa ANSYS® Workbench™ (ver anexo A).

Numa andlise numérica é possivel analisar estruturas/objetos com elementos unidimen-
sionais, bidimensionais e tridimensionais.

No presente trabalho, havera somente um tipo de elemento em andlise para todos os
modelos desenvolvidos, nomeadamente, o elemento do tipo viga de Euler-Bernoulli (elemento
do tipo unidimensional), com trés nds por elemento.

Adotaram-se malhas de 2" elementos finitos (comn = 1,2, ..., 7), isto é, malhas com 2, 4,
8, 16, 32, 64 e 128 elementos finitos.

Uma das particularidades detetadas neste estudo desenvolvido no programa de simu-
lacdo numérica ANSYS® Workbench™, foi o de uma malha especifica com 100 elementos
finitos, onde os resultados obtidos apresentaram bastantes oscilagbes comparativamente com
os obtidos com as outras malhas. Este problema foi detetado somente na malha referida sendo
que segundo Neto et al. (2022), este € um problema numérico que se deve a descontinuidade
da solugao em torno de um ponto. Neste artigo o autor apresenta métodos que reduzem estas
oscilagdes, também conhecidas por "Oscilacdes Espurias”, fazendo assim reduzir, ou mesmo
anular, este tipo de problemas numéricos. Assim sendo, esta situagao, ou seja, a malha de 100
elementos finitos, sera também apresentada nos graficos das solugcdes numéricas, para assim
se poder comparar e analisar com as solugdes obtidas nas outras malhas e com as solugdes
analiticas.

Nos modelos numéricos implementados, quando analisado o comportamento da viga a
meio-vao, ou seja, em fungéo do tempo () em segundos, estabeleceu-se o seguinte dominio:

0<t<0.25s (4.2)

Desta forma, podera prever-se o comportamento da viga com a ajuda do programa de
simulacdo numérica, mesmo depois da carga mével deixar de atuar a viga, ou seja, depois
det = L = 0.08s. Esta previsao através do programa de simulagdo numérica, é feita com
base noUMEF e de integracbes no dominio do tempo, sendo estes temas abordados mais
detalhadamente nos subcapitulos seguintes.

As solugbes numéricas obtidas serao apresentadas no capitulo seguinte (capitulo 5),
e comparadas posteriormente com as solucdes analiticas apresentadas no capitulo anterior
(capitulo 3).
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4.1.1 Formulacao Integral

O Método de Galerkin acima descrito baseia-se numa formulagao integral onde trans-
forma equacdes diferenciais parciais em sistemas de equagdes algébricas que sao resolvidos
numericamente (Becker et al. (1981)).

O seguintes passos, representam a formulacao integral aplicada ao Método dos Elemen-
tos Finitos e através da abordagem do Método de Galerkin.

Primeiramente, considera-se a seguinte equacao diferencial parcial a titulo de exemplo:

L(u) = f (4.3)

Onde L(u) representa um operador diferencial e f uma fungdo conhecida, isto para um
dominio de interesse (2.

De seguida, € escolhida uma funcao de teste v e multiplica-se ambos os lados da equagao
diferencial parcial por essa funcéo de teste:

vL(u) =vf (4.4)

Este ultimo passo transforma a equacao diferencial parcial em um integral. Integrando
assim ambos os lados da equagao multiplicada por v, no dominio de :

/Q vL(uw)dQ = / v fdS) (4.5)

Q
De seguida, utilizando o Método de Galerkin, escolhe-se a fungédo de teste v da mesma

familia de fungdes usadas para aproximar a solugdo u, e aproxima-se u como uma combi-
nacao linear de fungcbes base, ou seja, considerando que a solugao é aproximada em todo
o dominio como uma combinagéo linear de fungdes de aproximagéo ¢; e de coeficientes wu;
desconhecidos. Assim sendo, tem-se:

N
U~ up = Zuj'(bj (46)
7=1

As fungbes de aproximagdo ¢, devem satisfazer as condigdes de fronteira do problema.
N representa o numero total de fungdes base utilizadas na aproximagao.

Logo de seguida, substitui-se u, no integral € escolhe-se v como cada ¢;, funcédo de
aproximacao, ou fungédo base, onde i =1, ... , N:

L@mmmzé@ma (4.7)

De seguida, discretiza-se a equacao no dominio de 2, em pequenos subdominios desig-
nados por elementos finitos. O integral nos elementos finitos leva a um sistema de equacdes
lineares (equacao 4.1).

Por fim, ao resolver o sistema de equagdes lineares, obtém-se os coeficientes u;, sendo
possivel, por sua vez, obter a solugdo aproximada u,.
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4.1.2 Integracao no Dominio do Tempo

Segundo Miranda (2009), as formulagbes analiticas no dominio do tempo envolvem o
célculo de um grande numero de termos independentes que, quando somados, resultam na
resposta total do sistema. A sobreposigcao de varias parcelas para obter o resultado final ndo é
particularmente Util para uso pratico. Os métodos de integracao por passos surgem como uma
alternativa para calcular a resposta a uma agao dindmica (Miranda (2009)). Com base neste
método, a integragdo no dominio do tempo € feita recorrendo a expressao (Sanchez (2001)):

Az(t) = v x At (4.8)

Os métodos de integracao por passos, procuram resolver as equagdes em pequenos ins-
tantes discretos no tempo, sem utilizar sobreposi¢des e considerando a definicdo do sistema
em cada passo, tornando-os mais adequados para os cdlculos de respostas nao lineares.
Cada método apresenta as suas proprias caracteristicas em termos de estabilidade, consis-
téncia, precisao e eficiéncia. Os métodos de integracao por passos exigem um consideravel
esforco computacional, sendo que quanto menor for o intervalo de tempo definido, maior sera o
esforco necessario para que todos os calculos sejam efetuados. Por outro lado, um incremento
maior resulta em menor precisao nos resultados pretendidos. Portanto, é essencial determinar
um intervalo que equilibre, de forma satisfatéria, o esforco computacional e a precisdo dos
resultados. A convergéncia do método pode ficar comprometida se o intervalo de tempo utili-
zado for muito amplo. Além disso, € fundamental considerar as condicées de convergéncia do
método quando se define o intervalo de tempo. Estes métodos podem ser classificados como
estaveis ou instaveis, podendo essa classificagao ser condicional ou incondicional (Miranda
(2009)). Os métodos instaveis, levam a uma solugao crescente ao longo do tempo, enquanto
que os métodos estaveis convergem. A condigdo de convergéncia condicional ou incondicional
pode depender, por exemplo, de um intervalo especifico de tempo.

Um dos métodos mais conhecidos baseados na integracdo no dominio do tempo, é o
método de Newmark. Este método é também um dos métodos mais utilizados na andlise
de estruturas sujeitas a carregamentos dindmicos, e foi desenvolvido pelo préprio Nathan M.
Newmark (Newmark (1959)), sendo um dos métodos mais aplicados em Engenharia Civil, Me-
canica, Aeroespacial, etc., numa abordagem numérica de equagdes diferenciais associadas
ao comportamento dindmico de uma estrutura.

Segundo Sanchez (2001), o programa de simulagdo numérica ANSYS® Workbench™,
utilizado neste trabalho, recorre ao método de Newmark. O método baseia-se essencialmente
na divisdo do tempo total da analise em pequenos intervalos de tempo At (‘time step’), permi-
tindo analisar a estrutura em sequéncia, em que cada passo considera as condigdes finais do
passo anterior. Como base, neste método, segundo Yang et al. (2004), tém-se as seguintes
equacdes:

Uhisar = U+ {0} At+ [(; = 5) {0} +5 {U}HAJ (At)? (4.9)
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(0}, 0= {0} [0 {0}, {0}, & (4.10)

A equacéo (4.9) determina o deslocamento nodal no tempo t + At, e a equacéo (4.10)
determina a velocidade nodal no tempo ¢ + At, sendo () a primeira derivada em ordem ao
tempo ¢ e () a segunda derivada em ordem ao tempo ¢. 3 e  correspondem aos parametros
de controlo do algoritmo, em que § indica a variagcdo da aceleracéo durante o incremento do
intervalo de tempo At, de ¢ para t + At, e v esta relacionado com a propriedade do amor-
tecimento numérico ou artificial introduzido pela discretizagao no dominio do tempo, segundo
Yang et al. (2004). Para a situacado em que $ = 0 0 esquema caracteriza-se como sendo equi-
valente ao método das diferengas finitas, onde nao é considerado o amortecimento na analise
(Yang et al. (2004) e Newmark (1959)). Nos casos em que § = % ep = é considera-se
um método de aceleragdo média constante e um método de aceleragao linear, respetivamente

1 . . .
(Yang et al. (2004)). Por outro lado, para o caso de v < 2 existe amortecimento negativo

artificial, enquanto que para valores de v > % ocorrera amortecimento positivo artificial (Yang
et al. (2004)).

O método de Newmark demonstra ser incondicionalmente estavel sob as condigbes se-
guintes, segundo Yang et al. (2004) e Sanchez (2001):

2
521 (5+9) (4.11)
1
= (4.12)

Estes aspetos foram demonstrados nos trabalhos de Chopra (2007), onde os parametros
em causa foram alterados e os resultados dessas alteragcoes exemplificados graficamente.

A estrutura deste método é sempre analisada em sequéncia, dividindo o tempo da ana-
lise em N passos de tempo, sendo que cada passo tem uma duragéo, resultado dessa diviséo,
de At, como referido anteriormente. O método é repetidamente processado para todos os N
passos calculando as condicbes da estrutura em cada momento. Assim, é possivel calcular
deslocamentos, velocidades e aceleragdes em todos os instantes do problema. Naturalmente
para um At muito reduzido, os resultados serdo mais precisos mas, em contrapartida, o tempo
de analise ird aumentar, exigindo um esforco computacional muito elevado. Contrariamente,
para situacdes onde At € muito alto, os resultados da analise ndo serdo tao precisos, mas em
compensacao, o tempo de analise sera reduzido, ndo exigindo tanto esforco computacional.
Dito isto, é fundamental encontrar um equilibrio entre estes dois parametros, de modo a maior
precisao possivel para os resultados obtidos, associada ao menor esforco computacional ne-
cessario para tal.

Em todas as andlises numéricas desenvolvidas no presente trabalho, utilizou-se sempre
um intervalo de tempo (At) de 0.0001s no programa de simulagdo numérica. Desta forma,
foi possivel garantir o equilibrio entre a precisdo dos resultados obtidos (0 que sera possi-
vel verificar na apresentacao dos resultados quando comparados com os resultados obtidos
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analiticamente, no capitulo seguinte) e o esforco computacional exigido ao equipamento. No
programa de simulacdo numérica, este fator é também conhecido por ‘time step’.
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Capitulo 5

Solucoes Analiticas vs Solucoes
Numericas - Viga Simplesmente
Apoiada

Neste capitulo sdo apresentadas e comparadas as solugdes analiticas e as solugdes
numeéricas obtidas para o modelo de viga simplesmente apoiada amortecida e ndo-amortecida
sujeita a uma carga concentrada mével com velocidade constante.

As solucdes analiticas foram obtidas recorrendo as equacdes (3.17), (3.23) e (3.24), apre-
sentadas no capitulo 3.

As solugdes numéricas foram obtidas recorrendo a plataforma ANSYS® Workbench™.

elementos

1.000 {rm)

Figura 5.1 Exemplo do modelo implementado no
programa de simulagao numérica

Nesta analise, de modo a ser percetivel a comparagao de ambos os modelos, as malhas
apresentadas nos graficos seguintes sdo as de 4 (Figura 5.1), 100 e 128 elementos finitos de
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viga para as solu¢des numéricas. Tal como sera possivel verificar, estas malhas apresentam
resultados bastante proximos dos resultados apresentados nas respetivas solugdes analiticas,
e por isso, optou-se por excluir dos graficos todas as outras malhas referidas anteriormente.
Estas malhas foram geradas pelo proprio programa obtendo elementos quadraticos, ou seja,
cada elemento finito tem trés nds, dois nas extremidades do préprio elemento e outro ao centro
(Element Order - Quadratic Elements). Com este tipo de elemento finito, a andlise numérica
torna-se mais precisa, quando comparada com analises numéricas com elementos lineares
que tém apenas dois nés, e, por conseguinte, menos graus de liberdade.

5.1 Viga Simplesmente Apoiada Nao-Amortecida

Os dados considerados para a analise numérica da viga simplesmente apoiada sem
amortecimento sdo os mesmos que foram considerados na Tabela 3.1.

Nas Figuras 5.2, 5.3 e 5.4 sdo apresentadas as solugbes obtidas para a deformada,
momento fletor e esfor¢o transverso a meio-vao e em funcéo do tempo, respetivamente.

——Solugdo Analitica =+ 4EF —100EF —128EF

Deformada x1076 (m)

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Tempo (s)

Figura 5.2 Deformada obtida a meio-vao para a viga
simplesmente apoiada ndo-amortecida - Comparagéo
Solugéo Analitica vs Solugdes de EF
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Figura 5.3 Momento fletor obtido a meio-véo para a
viga simplesmente apoiada ndo-amortecida -
Comparacgao Solugao Analitica vs Solugées de EF
— Solugéo Analitica === 4EF —100EF —128EF
80

Esforgo Transverso (N)

Tempo (s)

Figura 5.4 Esforgo transverso obtido a meio-vao para a
viga simplesmente apoiada ndo-amortecida -
Comparacao Solucao Analitica vs Solucbes de EF

Como se pode verificar através da andlise das figuras, a exceg¢ao das solugdes obtidas
para a malha de 100 elementos finitos, as solu¢des obtidas para a malha de 4 elementos finitos
sdo ja bastante proximas das respetivas solugbes analiticas, sendo as solugdes referentes a
malha de 128 elementos finitos praticamente coincidentes com as solugdes analiticas. E de
relembrar que o dominio de validade das solugdes analiticas € 0 < ¢ < £.

Nas Figuras 5.5, 5.6 e 5.7, sdo apresentados as respostas da delz}ormada, do momento
fletor e do esfor¢o transverso da viga para o instante de tempo ¢ = 0.04s.
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— Solugao Analitica === 4EF —100EF —128EF

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80
Coordenada x (m)

Figura 5.5 Deformada obtida para ¢t = 0.04s para a viga
simplesmente apoiada ndo-amortecida - Comparagao
Solugao Analitica vs Solugcdes de EF

——Solugao Analitica === 4EF —100EF —128EF

0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80
Coordenada x (m)

Figura 5.6 Momento fletor obtido para ¢t = 0.04s para a
viga simplesmente apoiada nédo-amortecida -
Comparacgao Solugao Analitica vs Solugbes de EF
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Figura 5.7 Esforgo transverso obtido para ¢ = 0.04s
para a viga simplesmente apoiada nao-amortecida -
Comparacao Solucao Analitica vs Solugdes de EF

Como se pode verificar novamente, a excepgao das solugdes referentes a malha de 100
elementos finitos, as solu¢des obtidas para as malhas de 4 e 128 elementos finitos sdo muito
proximas das solugbes analiticas. Optou-se, assim, por ndo se incluirem nas figuras as solu-
cOes obtidas para discretizagdes intermédias.

5.2 Viga Simplesmente Apoiada Amortecida

Os dados considerados para a analise numérica da viga simplesmente apoiada amorte-
cida sdo os mesmos dados referidos nas Tabelas 3.1 e 3.2.

A resposta da viga nestas condicoes é representada nos graficos que se seguem, jun-
tamente com os resultados do modelo tedrico da viga amortecida. Primeiramente os trés
graficos do comportamento da viga a meio-vao, no dominio do tempo (Figuras 5.8, 5.9 € 5.10,
e de seguida os trés graficos do comportamento da viga aos 0.04s, no dominio da coordenada
x (Figuras 5.11,5.12 ¢ 5.13):
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Deformada x1076 (m)

——Solugdo Analitica =+« 4EF —100EF —128EF
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Tempo (s)
Figura 5.8 Deformada obtida a meio-véo para a viga
simplesmente apoiada amortecida - Comparagao
Solugéo Analitica vs Solugdes de EF
—Solugéo Analitica === 4EF —100EF —128EF
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0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
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Figura 5.9 Momento fletor obtido a meio-vao para a
viga simplesmente apoiada amortecida - Comparacéo
Solugao Analitica vs Solugdes de EF
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Deformada x1076 (m)

Esforgo Transverso (N)
o

——Solugdo Analitica === 4EF —100EF —128EF
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-20

-40
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Figura 5.10 Esforco transverso obtido a meio-vao para
a viga simplesmente apoiada amortecida - Comparagao
Solugéo Analitica vs Solucdes de EF

— Solugdo Analitica === 4EF —100EF —128 EF

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80
Coordenada x (m)

Figura 5.11 Deformada obtida para ¢ = 0.04s para a
viga simplesmente apoiada amortecida - Comparagao
Solucao Analitica vs Solugoes de EF
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Figura 5.12 Momento fletor obtido para ¢ = 0.04s para a
viga simplesmente apoiada amortecida - Comparagao
Solugéo Analitica vs Solugdes de EF
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Figura 5.13 Esforco transverso obtido para ¢t = 0.04s
para a viga simplesmente apoiada amortecida -
Comparacgao Solugao Analitica vs Solugbes de EF

Nos graficos apresentados em cima, verifica-se que os resultados numéricos aproximam-
se bastante dos resultados tedricos (a vermelho). As solugdes fornecidas pelo modelo numé-

rico demonstram uma consisténcia muito grande, mesmo para a malha menos refinada, de 4

elementos finitos, relativamente as solugbes analiticas respetivas.
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Capitulo 6

Outros Casos de Estudo
Implementados em ANSYS

Neste capitulo apresentam-se os resultados numéricos obtidos para outras situacdes de
condicoes de fronteira, variacdo da geometria da secgéo transversal, variacao das proprieda-
des mecanicas do material e cargas aplicadas, para os quais ndo estdo disponiveis solugbes
analiticas para comparacédo. Para todos os casos estudados neste capitulo, ndo foi conside-
rado o amortecimento da viga. Particularmente, para o0 modelo de viga simplesmente apoiada
sob a acao de duas cargas moveis existe solucao analitica (Yang et al. (2004)), ndo tendo sido
abordado neste estudo.

As malhas de elementos finitos adotadas seguem o padrao de 2" elementos finitos, tendo
sido representadas apenas as solugdes obtidas para as malhas de 4, de 16 e de 128 elementos
finitos.

6.1 Viga Continua

Nesta seccao considera-se uma viga continua de dois trogos, que resulta da colocagao

de um apoio simples adicional relativamente a viga simplesmente apoiada abordada anterior-
L . .

mente em x = —, conforme esquematizado na Figura 6.1. Os dados referentes a este modelo

4
encontram-se esquematizados na Tabela 6.1.
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Tabela 6.1 Dados: Viga Continua

Dados da Viga

p = 7850 kg/m?
E =200 GPa
L=2m

Seccao Transversal Quadrada

h=01m
Carga Movel
v=25m/s
P=100 N
y A
P
vV
%&'
o v _
/ N\ /'\_ ’ X
o s A, Vew aw a4
L4 [ '
‘«s B
| L -

Figura 6.1 Viga continua

Contrariamente aos casos abordados no capitulo anterior correspondentes a viga sim-
plesmente apoiada, neste caso nao estdo disponiveis solugbes analiticas para comparagao.
Assim, as solucdes apresentadas nos graficos seguintes, sdo as obtidas para as malhas de 4,
16 e 128 elementos finitos.

As solucdes obtidas para a deformada, momento fletor e esforgo transverso no dominio
do tempo para o meio-vao da viga sao apresentadas nas Figuras 6.2, 6.3 € 6.4, respetiva-
mente. Da mesma forma, as solugdes obtidas para ¢t = 0.04s s&o apresentadas nas Figuras
6.5,6.6 e 6.7.
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Deformada x1076 (m)

Momento Fletor (N.m)
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Figura 6.2 Deformada obtida a meio-vao para a viga
continua ndo-amortecida - Solugdes de EF
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Figura 6.3 Momento fletor obtido a meio-vao para a
viga continua ndo-amortecida - Solugdes de EF
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Figura 6.4 Esforgo transverso obtido a meio-vao para a
viga continua nao-amortecida - Solu¢des de EF
—4EF —16EF —128 EF
0.5
0.0
E-05
©
S
1.0
©
©
£
2
8-15
-2.0
2.5
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00

Coordenada x (m)

Figura 6.5 Deformada obtida para ¢t = 0.04s para a viga
continua ndo-amortecida - Solucdes de EF
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Figura 6.6 Momento fletor obtido para ¢t = 0.04s para a
viga continua ndo-amortecida - Solugdes de EF
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Figura 6.7 Esforgo transverso obtido para ¢ = 0.04s
para a viga continua ndo-amortecida - Solugbes de EF

Analisando as solugdes obtidas no dominio do tempo, ou seja, a meio-vao, verificou-se,
a partir da malha com 16 elementos finitos, que as solugdes obtidas estéo ja bastante proxi-
mas das solugdes geradas pela malha mais refinada, composta por 128 elementos finitos. As
solugbes apresentadas pela malha com 4 elementos finitos s&o significativamente diferentes
das solugdes apresentadas para malhas mais refinadas, isto para os trés casos de estudo no
dominio do tempo: deformada, momento fletor e esforgo transverso.

Relativamente as solug¢des obtidas no dominio da coordenada x, ou seja, para ¢ = 0.04s,
as varias malhas apresentam solugdes muito proximas umas das outras, mesmo as malhas
menos refinadas, como por exemplo, a malha de 4 elementos finitos. Esta solugdo numérica
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atingiu a convergéncia de resultados muito rapidamente ao demonstrar que os valores da
deformada, momento fletor e esfor¢o transverso nao apresentam variagdes significativas.

Na Figura 6.2, é possivel observar que a deformada maxima (em médulo) encontra-se
muito proxima do instante ¢ = 0.04s, instante este em que a carga passa no ponto médio da
viga e onde se concentra o maior efeito da carga mével. E também observavel a influéncia
da adigdo do apoio simples em x = g. Nas solugbes obtidas para as malhas com 16 e 128
elementos finitos, ha uma descontinuidade préxima do instante ¢ = 0.02s, instante este em que
a carga movel passa no ponto de coordenada = = %, onde se encontra precisamente esse
mesmo apoio simples. Esta situagdo é também observavel nas Figuras 6.3 e 6.4.Verifica-se
também que a viga continua a oscilar mesmo depois do instante em que a carga deixa de
atuar a viga (t = 0.08s).

Nas Figuras 6.5, 6.6 e 6.7 verifica-se que no ponto do apoio simples (z = %) a deformada
anula-se, o momento fletor atinge um valor minimo e havera uma mudanga abrupta no esforgo
transverso. A amplitude de valores nas solucdes apresentadas para o esforco transverso é
equivalente ao valor da carga moével.

6.2 Viga Encastrada-Apoiada

No presente caso de estudo, implementou-se 0 mesmo modelo de viga sob a agéao de
uma carga mével onde as condigdes de fronteira sdo diferentes das estudadas até entdo. Os
dados referentes a este modelo sdo os mesmos do modelo anterior, ou seja, encontram-se
representados na Tabela 6.1.

Neste modelo a viga encontra-se encastrada numa das extremidades e apoiada na outra
extremidade, tal como est4 esquematizado na Figura 6.8:

Figura 6.8 Viga encastrada-apoiada

Neste caso, 0 movimento de rotacédo para z = 0 passa a estar impedido.
Nas Figuras 6.9, 6.10 e 6.11 apresentam-se as solugdes para a deformada, momento fle-
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tor e esforgo transverso no dominio do tempo ¢, e nas Figuras 6.12, 6.13 e 6.14, os resultados
das mesmas variaveis no dominio da coordenada zx:

Deformada x10”6 (m)

m)

Momento Fletor (N.

—4 EF —16 EF — 128 EF

Tempo (s)

Figura 6.9 Deformada obtida a meio-véo para a viga
encastrada-apoiada ndo-amortecida - Solugdes de EF

—4 EF —16 EF — 128 EF

W
(3]

w
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n
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n
o

—_
(6]

—_
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Figura 6.10 Momento fletor obtido a meio-vao para a
viga encastrada-apoiada ndo-amortecida - Solugbes de
EF
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Figura 6.11 Esforco transverso obtido a meio-véo para
a viga encastrada-apoiada ndao-amortecida - Solugdes de
EF
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Figura 6.12 Deformada obtida para ¢t = 0.04s para a
viga encastrada-apoiada nao-amortecida - Solugbes de
EF
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Figura 6.13 Momento fletor obtido para ¢ = 0.04s para a
viga encastrada-apoiada ndao-amortecida - Solugbes de

0.00

EF
—4 EF —16 EF — 128 EF
—~
0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80

Coordenada x (m)

Figura 6.14 Esforco transverso obtido para t = 0.04s
para a viga encastrada-apoiada ndo-amortecida -
Solucbes de EF

2.00

Analisando as solug¢des obtidas no dominio do tempo verifica-se que, a partir da malha
com 16 elementos finitos, as solugdes obtidas estdo ja bastante préximas das solucbes gera-
das pela malha de 128 elementos finitos. Neste caso de estudo, também se verifica que as
solugbes apresentadas pela malha com 4 elementos finitos, sdo significativamente diferentes
das solugdes apresentadas para malhas mais refinadas.
Em relagédo as solugdes obtidas para a coordenada x, correspondentes ao instante ¢ =
0.04s, também se observa uma répida convergéncia dos resultados, visto que os valores da
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deformada, do momento fletor e do esforgo transverso néo apresentam alteragbes significati-
vas.

Neste caso de estudo em especifico, verifica-se que tanto nas Figuras 6.9, 6.10 e 6.11,
como nas Figuras 6.12, 6.13 e 6.14, este modelo assemelha-se ao modelo de viga simples-
mente apoiada ndo-amortecida, com a particularidade da substituicdo do apoio simples numa
das extremidades da viga por um encastramento, o que faz com que a prépria viga adquira
maior rigidez. Esta situacdo faz com que haja uma reducao nos valores da deformada e do
momento fletor, comparativamente ao modelo de viga simplesmente apoiada ndo-amortecida.
Outra das particularidades deste modelo é o facto do momento fletor ser diferente de zero para
2 = 0 devido ao facto da existéncia de um encastramento neste ponto da viga (Figura 6.13).

6.3 Viga com Variacao Geométrica da Seccao Transversal

Um dos casos de estudo implementados numericamente € o de uma viga com varia-
cao geométrica da secgao transversal. Neste caso a viga apresenta uma secgao transversal
variavel por trogos, conforme esquematizado na Figura 6.15. Ambos os trogos tém seccgdes
transversais quadradas, de caracteristicas conforme indicado na Tabela 6.2:

Tabela 6.2 Dados: Viga com Variagao Geométrica da Seccao
Transversal

Dados da Viga

p = 7850 kg/m?
E =200 GPa
L=2m

Seccoes Transversais Quadradas

Troco 1

h=0.05m
b=0.05m

Troco 2

h=0.01m
b=0.01m

Carga Movel

v=25m/s
P=100 N
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Figura 6.15 Viga com variacdo geométrica da secgao
transversal

Nas Figuras 6.16, 6.17 e 6.18 apresentam-se as solugbes para a deformada, momento
fletor e esforgco transverso no dominio do tempo ¢, e nas Figuras 6.19, 6.20 e 6.21, os resulta-
dos das mesmas variaveis no dominio da coordenada x:
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Figura 6.16 Deformada obtida a meio-vao para a viga
com variagao geométrica da secgao transversal
nao-amortecida - Solucdes de EF
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Momento Fletor (N.m)

Esforco Transverso (N)

—4EF —16EF —128 EF

60

Tempo (s)

Figura 6.17 Momento fletor obtido a meio-vao para a
viga com variacao geométrica da secc¢ao transversal
nao-amortecida - Solugbes de EF
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150

Tempo (s)

Figura 6.18 Esforco transverso obtido a meio-vao para
a viga com variagdo geométrica da seccao transversal
nao-amortecida - Solugbes de EF
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Figura 6.19 Deformada obtida para ¢ = 0.04s para a
viga com variacdo geométrica da seccao transversal
nao-amortecida - Solugbes de EF
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Figura 6.20 Momento fletor obtido para ¢ = 0.04s para a
viga com variagdo geométrica da seccao transversal
nao-amortecida - Solugbes de EF
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Figura 6.21 Esforgco transverso obtido para ¢t = 0.04s
para a viga com variacado geométrica da seccao
transversal ndo-amortecida - Solugbes de EF

Neste caso de estudo, também se verifica que as solugdes apresentadas pela malha com
4 elementos finitos, sdo significativamente diferentes das solu¢des apresentadas para malhas
mais refinadas, isto para os trés casos de estudo no dominio do tempo: deformada, momento
fletor e esforgo transverso.

Relativamente as solucdes obtidas para a coordenada x, no instante ¢t = 0.04s, verifica-se
também que a convergéncia dos resultados é alcancada de forma muito rapida, uma vez que
os valores da deformada, do momento fletor e do esfor¢o transverso nao apresentam variagdes
significativas.

Este modelo apresenta valores de deformada bastante superiores comparativamente aos
outros modelos estudados. Como se podera observar na Tabela 6.2, houve uma reducao
bastante significativa das seccdes transversais para ambos os trocos.

6.4 Viga de Comportamento Mecanico Heterogéneo

Apresenta-se o0 caso de uma viga simplesmente apoiada constituida por dois trocos for-
mados por materiais distintos, conforme representado na Figura 6.22. O primeiro tro¢o tem
as caracteristicas de um Aco Estrutural, as mesmas consideradas nos casos anteriores, en-
quanto o segundo troco tem as caracteristicas de uma Liga de Aluminio, conforme indicado na
Tabela 6.3.
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Tabela 6.3 Dados: Viga de Comportamento Mecanico Heterogéneo

Dados da Viga

L=2m

Aco Estrutural

p1 = 7850 kg/m?
Fy =200 GPa
v; =0.30

Liga de Aluminio

po = 2770 kg/m®
Ey =71 GPa
vy =0.33

Seccao Transversal Quadrada

h=01m

Carga Movel

v=25m/s

P=100 N

Y A
P E1 P1 E2 P2
s v
= 7 /!
: 4 P
T T :
L/2

< >
- L

Figura 6.22 Viga de comportamento mecanico
heterogéneo

Nas Figuras 6.23, 6.24 e 6.25 apresentam-se as solugbes para a deformada, momento

fletor e esforgo transverso no dominio do tempo ¢, e nas Figuras 6.26, 6.27 e 6.28, os resulta-

dos das mesmas variaveis no dominio da coordenada z:
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Figura 6.23 Deformada obtida a meio-vao para a viga
de comportamento mecénico heterogéneo
nao-amortecida - Solugbes de EF
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Figura 6.24 Momento fletor obtido a meio-vao para a
viga de comportamento mecanico heterogéneo
nao-amortecida - Solugdes de EF
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Figura 6.25 Esforco transverso obtido a meio-vao para
a viga de comportamento mecanico heterogéneo
nao-amortecida - Solugbes de EF
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Figura 6.26 Deformada obtida para ¢ = 0.04s para a
viga de comportamento mecéanico heterogéneo
nao-amortecida - Solugbes de EF
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Figura 6.27 Momento fletor obtido para ¢ = 0.04s para a
viga de comportamento mecéanico heterogéneo
nao-amortecida - Solugbes de EF
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Figura 6.28 Esforco transverso obtido para ¢t = 0.04s
para a viga de comportamento mecénico heterogéneo
nao-amortecida - Solucdes de EF
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Nesta situagao, constata-se igualmente que as solugdes obtidas, no dominio do tempo,
pela malha com 4 elementos finitos diferem significativamente das solucbes obtidas para ma-
Ihas mais refinadas.

Em relacao as solugdes obtidas para a coordenada x no instante ¢ = 0.04s, observa-se
também que os resultados convergem rapidamente.

As solucdes obtidas para este modelo revelam maior fragilidade no tro¢co que tem carac-
teristicas de uma Liga de Aluminio, pois € menos rigido. Esta situacao € visivel nas Figuras
6.23 e 6.26, onde a deformada atinge valores maximos ap6s o instante ¢ = 0.04s, instante de
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tempo a partir do qual a carga movel passa a atuar a viga no trogo de Aluminio, e apés x = 1m,
coordenada esta que corresponde ao inicio do troco de Aluminio.

6.5 Viga Sob a Acao de Duas Cargas Mdveis

Por ultimo, considera-se o caso de uma viga simplesmente apoiada sujeita a duas cargas
concentradas méveis, conforme esquematizado na Figura 6.29, de velocidade constante, que
se deslocam com a mesma velocidade e intensidade. As cargas mantém, assim, a mesma
distancia entre si enquanto actuam a viga. Os dados referentes ao modelo em analise séo os
mesmos indicados na Tabela 6.1.

L/2

Figura 6.29 Viga sob a acdo de duas cargas moéveis

Nas Figuras 6.30, 6.31 e 6.32 apresentam-se as solugbes para a deformada, momento
fletor e esforgo transverso no dominio do tempo ¢, e nas Figuras 6.33, 6.34 e 6.35, os resulta-
dos das mesmas variaveis no dominio da coordenada x:
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Figura 6.30 Deformada obtida a meio-vao para a viga
sob a acao de duas cargas mdveis ndo-amortecida -
Solugdes de EF
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Figura 6.31 Momento fletor obtido a meio-vao para a
viga sob a acao de duas cargas méveis nao-amortecida -
Solugdes de EF
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Figura 6.32 Esforco transverso obtido a meio-vao para
a viga sob a acao de duas cargas méveis ndo-amortecida
- Solugdes de EF
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Figura 6.33 Deformada obtida para ¢ = 0.04s para a
viga sob a acdo de duas cargas méveis ndo-amortecida -
Solugdes de EF
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Figura 6.34 Momento fletor obtido para ¢ = 0.04s para a
viga sob a acao de duas cargas mdveis nao-amortecida -
Solugdes de EF
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Figura 6.35 Esforco transverso obtido para ¢t = 0.04s
para a viga sob a agcéo de duas cargas moveis
nao-amortecida - Solugbes de EF

Assim como nos casos de estudo anteriores, € igualmente importante aumentar o nimero
de elementos finitos na representagao das solu¢des no dominio do tempo, ou seja, a meio-vao.
Verifica-se também uma diferencga significativa entre as solu¢des apresentadas pela malha de
4 elementos finitos e as solu¢des apresentadas pelas malhas mais refinadas.

Contrariamente aos casos de estudo anteriores, as solucdes obtidas no dominio da co-
ordenada z, ou seja, para t = 0.04s, demonstram que a malha menos refinada, ou seja, a
malha de 4 elementos finitos, apresenta solucdes relativamente diferentes das outras malhas,
isto para a deformada, momento fletor e esforgo transverso.
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Analisando a Figura 6.30 é evidente que este modelo atinge varios picos de deformada
maximos. Esta situacao deve-se ao facto de haver uma segunda carga moével a atuar a viga.
No caso do momento fletor (Figura 6.31), a situagao € semelhante a deformada, ou seja, atinge
varios picos, a medida que as duas cargas moéveis equidistantes (1m) atuam a viga. No caso
das Figuras 6.33, 6.34 e 6.35 é percetivel a descontinuidade a meio-vao da viga, ou seja, em
x = 1m, onde a carga mével adicionada ao modelo esta neste exato momento a deixar de
atuar a viga, estando a passar aproximadamente numa das extremidades da mesma, ou seja,
em x = 2m, enquanto a outra carga mével esta a passar aproximadamente no ponto médio da
viga, ou seja, em x = 1m. Deste modo, 0 momento fletor atinge um valor maximo em z = 1m,
como se podera verificar na Figura 6.34.

6.6 Analise/Comparacao dos Resultados

Nesta seccao, para efeitos de comparagao dos resultados obtidos para os varios casos
de estudo, adotaram-se as solu¢des obtidas para a malha de 128 elementos finitos.

Nas Figuras 6.36, 6.37 e 6.38 apresentam-se as solugbes para a deformada, momento
. . L
fletor e esforgo transverso, respetivamente, obtidas para z = 5

—Viga SA nao-amortecida — Viga SA amortecida — Viga continua

—Viga encastrada-apoiada e Viga SA com 2 cargas méveis e Viga SA heterogénea

Deformada x1076 (m)

-25
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Tempo (s)

Figura 6.36 Deformada obtida a meio-vao -
Analise/Comparacao das solucbes de EF
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Momento Fletor (N.m)

Esforgo Transverso (N)

—Viga SA nao-amortecida —Viga SA amortecida — Viga continua

—Viga encastrada-apoiada = e Viga SA de seccao transversal variavel ~ =eeeee Viga SA com 2 cargas méveis
------- Viga SA heterogénea

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20
Tempo (s)

Figura 6.37 Momento fletor obtido a meio-vao -
Analise/Comparacao das solucoes de EF

— Viga SA nao-amortecida — Viga SA amortecida — Viga continua
—Viga encastrada-apoiada e Viga SA de seccao transversal variavel =~ = Viga SA com 2 cargas méveis
------- Viga SA heterogénea

100

Tempo (s)

Figura 6.38 Esforco transverso obtido a meio-véo -
Analise/Comparacao das solugdes de EF

Verifica-se que o modelo de viga simplesmente apoiada com secc¢ao transversal variavel
por trogos apresenta valores de deformada muito elevados comparativamente com os restan-
tes casos de estudo, isto porque houve uma reducéo significativa das dimensdes das seccdes
transversais do modelo de viga simplesmente apoiada com secgao transversal variavel re-
lativamente as seccoes transversais dos restantes modelos estudados, tal como se podera
verificar analisando as Tabelas 6.1, 6.2 e 6.3. Desta forma, optou-se por ndo se apresentar
a solucéo da deformada para esse caso. A deformada maxima em termos absolutos, é da
ordem dos 40mm (Figura 6.16), sendo, por exemplo, para o caso da viga simplesmente apoi-
ada sem amortecimento da ordem dos 11um (Figura 5.2). Verifica-se também que o modelo
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de viga simplesmente apoiada amortecida, é o que tende mais rapidamente para zero. lIsto,
porque depois da carga movel deixar de atuar a viga, ou seja, depois do intante ¢ = 0.08s, a
viga continua a vibrar, sendo que neste modelo esta vibragdo é menos acentuada derivado ao
facto de ter sido considerado o amortecimento.

Em relacdo ao momento fletor, é possivel verificar que o modelo de viga simplesmente
apoiada com duas cargas moveis é o que apresenta valores mais elevados. A adicdo de
mais uma carga mével no modelo, tem um impacto muito grande no comportamento dinamico
da viga. Desta forma, o comportamento da deformada para este modelo é o que apresenta
valores mais elevados, em modulo, quando comparados aos obtidos para os outros casos.

O grafico do esforco transverso para os varios modelos, apresenta maiores valores para
t = 0.04s, aproximadamente, instante este em que a carga mével passa em = = 5 0 que
demonstra que os valores maximos, em méddulo, estdo mais préximos do meio-vao da viga.
Como seria de esperar, mesmo apo6s ¢t = 0.08s, 0 que corresponde ao instante de tempo a
partir do qual a carga deixa de atuar a viga, a viga mantém a sua resposta oscilatéria. No
caso do modelo de viga simplesmente apoiada de seccao transversal variavel, esta situagéo
acentua-se, atingindo valores de esforgo transverso proximos do valor da intensidade da carga
mével, ultrapassando os valores atingidos no periodo de tempo em que a carga movel atua a
viga.

Nas Figuras 6.39, 6.40 e 6.41 apresentam-se as solugbes para a deformada, momento
fletor e esforgo transverso, respetivamente, obtidas para ¢ = 0.04s.

— Viga SA nao-amortecida — Viga SA amortecida — Viga continua

—Viga encastrada-apoiada = e Viga SA com 2 cargas méveis s Viga SA heterogénea

Deformada x1076 (m)

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00
Coordenada x (m)

Figura 6.39 Deformada obtida para ¢t = 0.04s -
Analise/Comparacao das solugdes de EF
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— Viga SA nao-amortecida — Viga SA amortecida — Viga continua

—Viga encastrada-apoiada e Viga SA de seccao transversal variavel e Viga SA com 2 cargas méveis
------- Viga SA heterogénea

Momento Fletor (N.m)

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00
Coordenada x (m)

Figura 6.40 Momento fletor obtido para ¢t = 0.04s -
Analise/Comparacao das solugdes de EF

—Viga SA nao-amortecida —Viga SA amortecida — Viga continua
—Viga encastrada-apoiada = e Viga SA de seccdo transversal variavel oo Viga SA com 2 cargas moveis
------- Viga SA heterogénea

Esforco Transverso (N)

-80

-100
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1.20 1.40 1.60 1.80 2.00
Coordenada x (m)

Figura 6.41 Esforco transverso obtido para t = 0.04s -
Analise/Comparacao das solugdes de EF

Na analise do comportamento da viga, para os diferentes cenarios estudados e fixando o
tempo em ¢ = 0.04s, notou-se que a maior deformada, em mddulo, mais uma vez, é apresen-
tada no modelo de viga simplesmente apoiada de seccao transversal variavel, a ultrapassar
os 4mm (Figura 6.19), como € possivel verificar no subcapitulo 6.3. Deste modo, sendo estes
resultados muito superiores aos resultados apresentados pelos outros modelos numéricos es-
tudados, optou-se por retirar os mesmos do grafico da deformada (Figura 6.39) nesta analise
e comparagao dos resultados, de forma a ser simples e visivel a observagao dos resultados
dos diferentes cenarios dos casos de estudo.

As alteracoes efetuadas nos casos de estudo, tiveram bastante impacto no comporta-
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mento da viga no que diz respeito a sua deformagédo. Na Figura 6.3 € possivel verificar que
0 modelo numérico que apresenta uma deformada, em médulo, maior é o0 modelo numérico
onde o material da viga é heterogéneo, mais concretamente, no trogo em que o material apre-
senta as caracteristicas de uma Liga de Aluminio (caracteristicas estas referidas no subca-
pitulo 6.4). Submetendo a viga a estas caracteristicas, a viga apresenta uma deformacéao
superior quando comparada com os restantes modelos, sobretudo, com 0 modelo de viga sim-
plesmente apoiada ndo-amortecida. Em contrapartida, os modelos que apresentam menor
deformacao quando comparados com os restantes, sdo os modelos: viga encastrada-apoiada
e viga continua. No caso do modelo de viga encastrada-apoiada, com a substituicao do apoio
simples por um encastramento, resulta numa condicdo de maior rigidez para viga, suportando
nao apenas esforgos verticais, mas também momentos fletores, ao contrario de um apoio sim-
ples. Relativamente ao modelo de viga continua, a adicdo de mais um apoio simples, faz com
que a viga apresente menores deformadas, relativamente aos outros modelos, pois passa a
ter maior rigidez de flexdo e, consequentemente, menor deformacéo.

Em relacido ao momento fletor em funcao da coordenada = (Figura 6.40), os resultados
apresentados demonstram, mais uma vez, que o modelo de viga simplesmente apoiada com
duas cargas mdveis revela uma maior amplitude do mesmo, atingindo valores superiores re-
lativamente aos outros modelos, e sendo muito préximo de = = g ou seja, a meio-vao da
viga. Também é verificavel que o Unico modelo que apresenta momento fletor diferente de 0
na primeira extremidade é o modelo de viga encastrada-apoiada, derivado ao facto de se ter
substituido o apoio simples por um encastramento, nessa mesma extremidade.

Relativamente ao esforgo transverso em fungéao da coordenada x (Figura 6.41), é possivel
verificar a descontinuidade do modelo de viga continua na coordenada = = %, sendo esta a
posi¢do do apoio simples adicionado ao modelo. Também é possivel verificar que a amplitude
de valores do esforco transverso nos modelos estudados é praticamente igual ao valor da
carga moével que atua a viga (P = 100N).

De forma a analisar a implementacao de cada caso de estudo no programa de simulacao
numeérica, de seguida encontra-se as Tabelas 6.4, 6.5, 6.6, 6.7, 6.8 € 6.9, que correspondem
aos valores maximos da deformada, momento fletor e esforgo transverso, para as duas si-
tuacdes, de a meio-vao, r = g et = 0.04s. Serado também incluidos os modelos de viga
simplesmente apoiada ndo-amortecida e amortecida.
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Tabela 6.4 Valores de deformada maximos, em médulo, a meio-vao

(x10%)
2EF 4 EF 8 EF 16 EF 32 EF 64 EF 128 EF
Viga SA nao-amortecida 9.397m  9.559m  8.946m  9.080m  9.104dm  9.110m  9.112m
Viga SA amortecida 9.849m  9.90lm  9.986m  10.068m 10.097m 10.102m 10.104m
Viga encastrada-apoiada 4.462m  4.795m  4.850m  4.577m  4.615m  4.623m  4.625m
Viga continua 9.849m  1.793m  1.905m  1.930m  1.93lm  1.927m  1.927Tm
Viga SA de secgdo transversal variavel  32364m  38504m  40036m  40440m  40531m  40556m  40563m
Viga SA heterogénea 18.754m 19.053m  20.374m  20.847m  20.947m  20.971m  20.978m
Viga SA com 2 cargas moveis 20.067m 23.446m 23.285m  23.528m 23.579m 23.577m  23.580m
Tabela 6.5 Valores de deformada maximos, em médulo, para
t = 0.04s (x10°)
2 EF 4 EF 8 EF 16 EF 32 EF 64 EF 128 EF
Viga SA nao-amortecida 10.484m 10.745m 10.618m 10.716m 10.741m 10.747m 10.749m
Viga SA amortecida 9.304m  9.559m  9.898m  10.013m 10.039m 10.044m 10.046m
Viga encastrada-apoiada 4.407m  4.623m  4.636m  4.539m  4.534m  4.536m  4.536m
Viga continua 9.304m  1.996m  1.959m  1.923m  1.930m  1.930m  1.933m
Viga SA de seccéo transversal variavel 3964.1m  3977.2m  3975.8m 3971.7m 3972.0m 3979.6m 3979.6m
Viga SA heterogénea 18.993m 19.028m 18.730m 18.899m 18.924m 18.930m 18.936m
Viga SA com 2 cargas moveis 11.919m 12.242m 10.782m 10.816m 10.846m 10.974m 10.976m
Tabela 6.6 Valores do momento fletor maximos a meio-véo
2 EF 4 EF 8 EF 16 EF 32 EF 64 EF 128 EF
Viga SA nao-amortecida 47.239Nm  47.974Nm  45.442Nm  45.759Nm 45878 Nm 45.939Nm  45.953Nm
Viga SA amortecida 47.239Nm  48.301Nm  49.310Nm  49.746Nm 49.866Nm 49.861Nm 49.874Nm
Viga encastrada-apoiada 30.897TNm 32.048Nm 31.929Nm 31.079Nm 31.215Nm 31.192Nm 31.204Nm
Viga continua 48.35TNm  20.341Nm  20.118Nm  20.006Nm 20.063Nm 19.842Nm 19.851Nm
Viga SA de secgao transversal variavel 31.956Nm  47.066Nm 48.639Nm 52.711Nm 51.791Nm 51.680Nm 51.671Nm
Viga SA heterogénea 48.512Nm  48.520Nm 48.962Nm 48.763Nm 48.732Nm 48.681Nm 48.683Nm
Viga SA com 2 cargas moéveis 94.094Nm  96.755Nm  94.630Nm 96.567TNm 96.784Nm 95.814Nm 95.814Nm
Tabela 6.7 Valores do momento fletor maximos para ¢t = 0.04s
2 EF 4 EF 8 EF 16 EF 32 EF 64 EF 128 EF
Viga SA nao-amortecida 50.803Nm  50.314Nm 46.588Nm 46.212Nm 46.314Nm 46.214Nm 46.212Nm
Viga SA amortecida 46.829Nm  48.081Nm  49.247TNm  49.740Nm 49.866Nm 49.861Nm 49.874Nm
Viga encastrada-apoiada 36.206Nm  37.742Nm 31.385Nm 31.046Nm 31.215Nm 31.192Nm 31.204Nm
Viga continua 46.829Nm  20.169Nm 20.118Nm  20.006Nm 20.063Nm 19.842Nm 19.851Nm
Viga SA de secgao transversal variavel 4.771Nm  4.769Nm  4.802Nm  4.777TNm  4.785Nm  4.792Nm  4.793Nm
Viga SA heterogénea 48.434Nm  48.393Nm  47.T7T0Nm  48.209Nm 48.284Nm 48.248Nm 48.256 Nm
Viga SA com 2 cargas moéveis 60.182Nm 61.647TNm 55.701Nm 54.749Nm 54.899Nm 56.179Nm 56.192Nm
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Tabela 6.8 Valores do esforco transverso maximos a meio-vao

2EF 4 EF 8 EF 16 EF 32 EF 64 EF 128 EF

Viga SA nao-amortecida 50.000N  50.223N  50.488N  50.557N  50.533N 50.977N 50.384N

Viga SA amortecida 49.999N  49.659N 50.691N  50.814N  49.291N 49.349N 49.613N

Viga encastrada-apoiada 32.069N 31.886N 32.440N 31.628N  31.229N 31.439N 31.374N

Viga continua 49.999N  44.562N 19.587N  T4.147TN  76.625N 78.889N 80.007TN

Viga SA de secgao transversal variavel 29.438N  72.392N  84.720N 102.550N 92.091N 92.078N 91.842N
Viga SA heterogénea 49.408N  49.938N  49.125N  49.196N  49.362N 48.985N  49.001N

Viga SA com 2 cargas moveis 52.732N 51.849N 51.655N 51.581N 51.640N 51.829N 50.460N

Tabela 6.9 Valores do esforgo transverso maximos para ¢t = 0.04s

2EF 4 EF 8 EF 16 EF 32 EF 64 EF 128 EF

Viga SA ndo-amortecida 50.000N 52.131N 51.927N 51.965N 51.387N 51.266 N 50.696 NV

Viga SA amortecida 49.999N  50.340N 50.691N 50.814N 50.707N  50.651N  50.528 N

Viga encastrada-apoiada 32.069N 33.985N 35.543N 32.404N 31.322N 31.439N 31.381N

Viga continua 49.999N  49.659N 49.389N 50.114N  50.086 N 50.1656N  50.214N

Viga SA de secgao transversal variavel 67.930N 70.410N 70.910N 70.238N  68.774N 68.664N 68.633N
Viga SA heterogénea 49.408N 49.191N 47.902N 48.547TN 48.691N 48.396 N 48.393N

Viga SA com 2 cargas méveis 69.315N 71.078N 65.836 N 62.434N 62.637N 64.900N 65.397TN

Os valores apresentados nas tabelas acima referidas, evidenciam a convergéncia dos
mesmos a medida que se aumenta o nimero de elementos finitos, de acordo com 2". Em
alguns casos, utilizando dois elementos finitos nas analises, os valores sdo significativamente
diferentes dos valores para os quais a mesma analise tem tendéncia a convergir, como por
exemplo, 0 momento fletor maximo para a situagéo de ¢ = 0.04s do modelo de viga continua.

Em relacdo aos valores da deformada maximos, para ambos os casos, é notério que
0 modelo mais solicitado é o modelo de viga simplesmente apoiada de secgao transversal
variavel, onde as secgOes transversais de ambos 0s trogos sédo significativamente menores
comparativamente as sec¢des transversais dos outros modelos, resultando num aumento sig-
nificativo da deformada para este modelo em especifico. Contrariamente, o modelo de viga
encastrada-apoiada é o que apresenta menores valores de deformada para as duas situa-
cbes, a meio-vao e para t = 0.04s.

No caso dos valores do momentos fletor maximos, para ambas as situagdes, sera pos-
sivel verificar que o0 modelo que apresenta maiores valores é o0 modelo de viga simplesmente
apoiada sob a agédo de duas cargas moveis, principalmente a meio-vao. A adigdo de mais
uma carga moével a atuar a viga tem um impacto bastante significativo nos seus esforgos in-
ternos, nomeadamente, no momento fletor. Por outro lado, 0 modelo de viga continua, € o
modelo que apresenta valores mais baixos, o que leva a concluir que adicdo de mais um apoio
simples na posigao x = 7 reduz significativamente o momento fletor. Nao havendo assim so-
brecarga local ou excessiva em pontos especificos que possam causar maiores deformadas,
como se concluiu no paragrafo anterior, sendo este o0 modelo que apresenta menores valores
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de deformadas maximas.

Relativamente aos valores maximos do esforco transverso, o0 modelo de viga encastrada-
apoiada apresenta menores valores comparativamente aos demais, para ambas as situagoes,
resultado da substituicdo de um dos apoios simples por um encastramento. Desta forma, a
viga passa a ter uma condi¢cao de apoio mais rigida, promovendo uma maior rigidez global.
Em relagéo aos outros modelos, os valores maximos do esforgo transverso ndo variam muito
significativamente, a exce¢cao do modelo de viga simplesmente apoiada de seccao transversal
variavel e do modelo de viga simplesmente apoiada com duas cargas moveis, em que o0s valo-
res tendem a ser superiores relativamente aos outros modelos, para ambas as situagdes. Este
aumento do esforgo transverso, no caso do modelo de viga simplesmente apoiada de seccao
transversal variavel, deve-se ao facto, mais uma vez, de as secgdes transversais deste modelo
serem significativamente menores comparativamente aos outros modelos, o que se traduz em
menor rigidez da propria viga. No caso do modelo de viga simplesmente apoiada sob a agéo
de duas cargas moéveis este aumento do esforgo transverso deve-se, indiscutivelmente, ao
facto de ter sido adicionada mais uma carga mével ao modelo, aumentando assim os valores
dos esforgos internos da viga.

Nos casos de estudo analisados neste capitulo, em todos os cenarios o problema numé-
rico referido anteriormente, persistiu. Verificou-se as oscilagoes de valores nas solugbes, mais
uma vez, para a malha de 100 elementos finitos. Mesmo alterando as condi¢des de fronteira, a
geometria da estrutura, as propriedades mecénicas da mesma e, também, alterando as condi-
¢Oes iniciais a que a viga estava sujeita, o problema numérico para esta malha em especifico
continuou a existir, havendo sempre oscilacdes de valores, ou seja, vales e picos nos graficos
dos resultados do comportamento dinamico da viga.
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Capitulo 7

Conclusoes e Desenvolvimentos
Futuros

7.1 Conclusoes

Neste trabalho final de mestrado, foi realizado um estudo detalhado sobre a implemen-
tacdo computacional de modelos estruturais do tipo viga sujeitos a cargas méveis, utilizando
o programa de simulacdo numérica ANSYS® Workbench™. O objetivo foi prever o compor-
tamento mecanico das estruturas considerando analises dinamicas do tipo transiente, onde a
carga se move ao longo da viga em fungao do tempo. O modelo estrutural adotado baseia-se
na teoria de vigas de Euler-Bernoulli, onde a deformacéo por corte € desprezada. Para o caso
da viga simplesmente apoiada, foram implementadas as solug¢des analiticas disponiveis na li-
teratura recorrendo ao Maple™ , para as situagdes de viga ndo-amortecida e viga amortecida.
A concordancia entre ambas as abordagens valida o modelo numérico utilizado.

Diversas variag6es do modelo de viga simplesmente apoiada foram implementadas, utili-
zando o ANSYS® Workbench™. e onde as solucdes analiticas ndo estao disponiveis, nome-
adamente: viga continua, viga encastrada-apoiada, viga simplesmente apoiada com variagao
geométrica da seccao transversal, viga simplesmente apoiada de comportamento mecanico
heterogéneo e viga simplesmente apoiada sob a acao de duas cargas moéveis. A implementa-
cao destes modelos permitiu explorar cenarios mais complexos e, de alguma forma, préximos
de situacbes reais, proporcionando uma perspetiva mais abrangente sobre o comportamento
dindmico de vigas nas condigdes impostas em cada caso.

A andlise numérica permitiu avaliar o impacto das varias variaveis dindmicas sobre o com-
portamento estrutural das vigas. Fatores como as condicdes de fronteira, as caracteristicas
geométricas da viga e as propriedades materiais, influenciam diretamente as respostas dina-
micas, nomeadamente a deformada, o momento fletor e o esforco transverso. A compreensao
desses efeitos é crucial para a otimizagao da concegao, do funcionamento e da manutengéao
da estrutura em analise. Analisando o impacto das diferentes variaveis dinamicas, permitira
otimizar a concecao das estruturas, principalmente na escolha adequada da geometria e das
propriedades dos materiais, que, por exemplo, poderdo reduzir deformagdes indesejadas e
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aumentar a durabilidade da estrutura em causa, o que resultara em projetos mais eficientes e
econémicos.

Espera-se que o presente estudo possa contribuir para a analise e projeto de estruturas
do tipo viga sujeitas a acao de cargas moéveis em regime dinamico, através do desenvolvimento
dos modelos numéricos e da sua validagao, por intermédio das solucdes analiticas existentes.
Uma vez que, a validagdo dos modelos numéricos reforga a confianga no uso de ferramentas
de simulacdo numérica para a previsdo do comportamento dindmico de estruturas.

Em sintese, o desenvolvimento deste trabalho proporciona conhecimentos valiosos so-
bre o comportamento dinamico de estruturas do tipo viga sob a acao de cargas moveis,
destacando-se o potencial da modelagcao computacional na previsdo desse comportamento,
sendo que, os modelos numéricos implementados neste estudo constituem uma base sélida
para a analise do comportamento de estruturas mais complexas, assegurando uma avaliacéo
eficaz e confiavel para cenarios estruturais diversificados.

7.2 Desenvolvimentos Futuros

Considerando os resultados obtidos neste trabalho, havera uma base soélida para futuros
desenvolvimentos na analise do comportamento dindmico de vigas sujeitas a cargas méveis.

Através da implementacao dos modelos estudados, considera-se relevante que os mes-
mos poderdo vir a ser validados recorrendo a resultados experimentais, com o objetivo de
aprofundar o conhecimento e, por conseguinte, a aplicabilidade pratica desses mesmos mo-
delos.

Neste trabalho foram estudadas diversas variacdes do modelo de viga simplesmente
apoiada, contudo, outros cenarios poderdo ser considerados recorrendo também a modela-
cao computacional:

1. Considerar uma variacao da velocidade, direcao e intensidade da carga mével que atua
aviga;

2. No modelo de viga simplesmente apoiada de comportamento mecanico heterogéneo,
considerar mais materiais, ou seja, mais trocos com caracteristicas mecéanicas distintas
ou considerar a viga como um material com gradiente funcional, de modo a ter, por
exemplo, um modulo de elasticidade varidvel ao longo da espessura da viga;

3. No modelo de viga simplesmente apoiada com variagdo geométrica da secgao trans-
versal, considerar uma variacao da seccéao transversal dependente da coordenada x ou
implementar mais tro¢os na viga, de modo a ser possivel ter varias seccoes transversais
com caracteristicas distintas;

4. Considerar o efeito do amortecimento nos varios cenarios estudados e analisar as res-
postas dinamicas da viga;

5. Implementar diferentes modelos de amortecimento nos varios cendrios, permitindo ava-
liar o comportamento dindmico da viga.

Relativamente aos programas de simulagdo numérica, considera-se também importante
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0 uso de outros programas de modo a ser possivel comparar as solugdes obtidas.
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Anexo A

Metodologia ANSYS® Workbench™

Um dos desafios no desenvolvimento deste trabalho foi a implementacédo do modelo de
uma viga de Euler-Bernoulli sob a agédo de uma carga movel utilizando o programa de simula-
cdo numérica ANSYS® Workbench™.

A licenca utilizada nesta implementacao € a licenca de estudante gratuita de 2024 dispo-
nibilizada no site do préprio programa (https://www.ansys.com/).

Apo6s a devida instalacao do programa, sera necessario abrir a plataforma/modulo Work-
bench através do menu "Iniciar", de modo a dar inicio & modelacao/simulacao pretendida nesta
metodologia. Assim sera aberta uma janela correspondente ao projeto do Workbench que sera
iniciado (Figura A.1).

ject | B ACT StartPage.

SRR Poecisdenate o

3 Resty
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Figura A.1 Janela inicial do Workbench™
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A.1 Tipo de Analise

Primeiramente sera necessario definir o tipo de analise pretendida. Sendo o modelo
de estudo uma viga simplesmente apoiada sob a acdo de uma carga mével com velocidade
constante, trata-se entdo de uma analise dindmica, pois pretende-se determinar a resposta
da viga em funcao do tempo quando esta esta sujeita a agao da carga mével, que também é
dependente do tempo. Deste modo, serd selecionado na Toolbox da janela inicial o0 mddulo
Transient Structural (fazendo duplo clique ou arrastando para o sitio pretendido) (Figura A.2).
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Figura A.2 Selecionar o mddulo Transient Structural

A.2 Definicao dos Materiais

Em qualquer anadlise deste tipo € necessario definir as caracteristicas mecéanicas da es-
trutura. Desta forma, a célula Engineering Data do mddulo selecionado (Transient Structural)
tem toda a informacéo necesséria para fazer essa definicdo, ou seja, a definicdo do material
que se pretende usar na analise. Fazendo duplo clique nessa opg¢ao, na janela, aparecera o
material definido por defeito do proprio programa (Structural Steel) juntamente com as suas
caracteristicas, como é mostrado na Figura A.3:
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Figura A.3 Janela Engineering Data

Na opgédo Engineering Data Sources o utilizador podera escolher o material pretendido
para a analise dentro de uma vasta lista de materiais oferecidas pelo programa, clicando em
adicionar e/ou escolhendo também as caracteristicas que desejar na Toolbox:
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Figura A.4 Selecdo do material pretendido

Selecionando o material pretendido, 0 mesmo aparecera na lista de materiais da célula
Engineering Data do modulo Transient Structural:
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Figura A.5 Material selecionado

A.3 Definicao da Geometria da Estrutura

Na definicao da geometria da estrutura serd importante definir também o tipo de elemento
finito que vai ser usado na andlise do comportamento da estrutura. Neste caso, o elemento
finito que se pretende nesta analise é o elemento do tipo Viga.

Assim, 0 passo seguinte sera desenhar a estrutura. A interface para esse efeito € a inter-
face DesignModeler disponivel na célula Geometry (tecla direita do rato) do médulo Transient
Structural (Figura A.6).
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Figura A.6 Abrir o DesignModeler

A janela DesignModeler sera apresentada:
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Figura A.7 Janela DesignModeler

Aqui, sera entao possivel desenhar a estrutura que se pretende para a analise, sendo

esta uma viga de dois metros de comprimento.
De seguida seleciona-se o plano onde se pretende trabalhar (neste caso o plano XY) e

define-se um novo sketch (New Sketch):
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Figura A.8 Definir o plano de trabalho e um novo sketch

Com a opcao Look at, serd mais fécil passar para o passo seguinte, de modo a ver
somente o plano de trabalho de interesse:
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Figura A.9 Opcao Look at

Selecionando a janela Sketching do Sketching Toolboxes, visualizar-se-4 uma série de
ferramentas, entre elas a ferramenta Line sera selecionada:
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Figura A.10 Ferramenta Line

Com esta ferramenta é possivel desenhar uma linha com um comprimento igual ao com-
primento da viga do modelo em andlise, neste caso dois metros de comprimento:
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Figura A.11 Usando a ferramenta Line

No passo seguinte pretende-se dimensionar a linha tracada. Deste modo, seleciona-se
a opgao Dimensions do Sketching Toolboxes, e opta-se pela opcao General. Assim podera
selecionar-se a linha tragada no passo anterior e definir a sua dimensao no Details View, tal
como é demonstrado na Figura A.12:

87



[ A Transient Structural - DesignModeler - X
File Creste Concept Tools Units View Help

AHE G| Dinde Greco [[seece[*y B [mME BB [C- | M H[]S ¢ QRAQRA Q5 thl[4[e |

LML AP AP AP A A Sl

[ Dok [ [sketent v 29 || o Generste @ hore Tpoiony [EParameters || BExtrude goRevolve @ Sweep 4 Skin/Lot

WThin/Suface QBlend ~ & Chamfer @Sice || @Point B Conversion

Sketching [ Modeling

=[Detais ofSketch
Sketen [Sketehi
Sketen Vi | Shaw Sketch
Show Constraits? o

]

= -

0,000 0450 0.900(m)
| I ]
a2z oers
o = = i NoSelecion Vietr Degree - 4

Figura A.12 Dimensionar o comprimento da viga

De seguida serd importante definir a secgéo transversal da viga. Para isto, na opgao
Concept, da barra superior, havera a opgao Cross Section, onde sera selecionada a opgao
Rectangular, pois a seccao transversal da viga em analise é uma secc¢ao quadrada:
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Figura A.13 Definir a seccdo transversal

Define-se as dimensdes da seccdo escolhida na janela Details View:
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Figura A.14 Definigdo das dimensdes da secg¢éo
transversal

De seguida seleciona-se a opcao Lines From Sketches da opcéao Concept da barra su-

perior:
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Figura A.15 Selecionar a opcao Lines From Sketches

Com esta ferramenta sera possivel definir a linha tragada num elemento finito do tipo
viga, selecionando-a e clicando em Apply na opcao Base Objects do Details View, seguido de
selecionar a opcao Generate:
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Figura A.16 Usar a ferramenta Lines From Sketches

De momento a viga foi gerada com um unico elemento finito e dois vértices, tal como
se podera verificar nas informacdes do Line Body no Details View. Sera também importante
estabelecer nesta janela a seccao transversal na opgao Cross Section, selecionando a seccao
transversal definida anteriormente, tal como esta demonstrado na Figura A.17:
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Figura A.17 Definicdo da viga como um Unico elemento
finito

De modo a definir o numero de elementos finitos pretendido, sera necessario usar a
ferramenta Split Edges, disponivel na opgao Concept, da barra superior:
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Figura A.18 Selecionar a ferramenta Split Edges

Nesta ferramenta sera importante selecionar a estrutura que se pretende dividir em mais
elementos finitos, selecionar a definicdo dessa divisao (Split by N) e definir o nimero de ele-
mentos finitos pretendido (no exemplo foi definido 8 elementos finitos) (Figura A.19), e no fim
destas definigbes, selecionar a opgao Generate de modo a gerar a estrutura pretendida, tal
como esta apresentado na Figura A.20:
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Figura A.19 Definicdo dos pardmetros da ferramenta
Split Edges
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Figura A.20 Viga definida com 8 elementos finitos

Nota: Para visualizar a estrutura do sélido, neste caso a viga, o utilizador tera de seleci-
onar a opgao Cross Section Solids no View da barra superior.

A.4 Definicao do Modelo

Selecionando a opgao Model do Transient Structural, sera aberta uma janela do Transient
Structural - ANSYS® Mechanical™ (Figura A.21):
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Messages pane _NoSelection & Metric (m, kg N, 5, V, A) Degrees rad/s Celsius

Figura A.21 Janela do Transient Structural - ANSYS®

Mechanical™

Nesta janela, podera ser definido o modelo de estudo. E importante referir que algumas
opcoes poderdo ser desligadas pois ndo interessam para a analise em questdo, nomeada-
mente os efeitos térmicos (Thermal Strain Effects) e nao lineares (Nonlinear Effects), nos de-
talhes da estrutura definida (Details of "Line Body"). Também é importante verificar, dentro da
janela dos detalhes da estrutura, as propriedades da mesma. Informagdes sobre o volume, a
massa, 0 seu comprimento, etc., poderdo ser consultadas e caso nao estejam de acordo com
as exigéncias do utilizador, poderéo ser ajustadas em conformidade dentro da janela Geome-
try, definida anteriormente. Na Figura A.22, podera verificar-se esta informacao:
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Figura A.22 Informagéo sobre a estrutura definida

Neste exemplo atualizou-se a malha do modelo definida por defeito pelo préprio pro-
grama. Clicando com a tecla direita do rato em Mesh e selecionando a ferramenta Generate
Mesh o programa ird atualizar a malha da estrutura:

Messages pane _ NoSelection 4 Metric (m, kg, N, 5,V, &) Degrees 1

Figura A.23 Ferramenta Generate Mesh

No Analysis Settings sera definido os parametros da analise transiente que se pretende,
tendo sido desligadas as opgdes Auto Time Stepping, Weak Springs e Large Deflection (Figura
A.24):
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Figura A.24 Parametros do Analysis Settings

De seguida poderé ser adicionado as caracteristicas que irdo definir a analise. Clicando
com a tecla direita do rato em Transient, e depois em Insert, havera uma série de opgdes que
poderdo ser adicionadas ao modelo (Figura A.25):

991 No Messages o Selection & Metric (m, kg, N,5,V, A)_Degrees _r:

Figura A.25 Parametros para a definicdo do modelo

Inicialmente sera adicionada a opgao Simply Supported, pois a viga esta simplesmente
apoiada nas suas extremidades que poderdo ser selecionadas diretamente na estrutura e
clicando em Apply em Details of "Simply Supported” (Figura A.26):
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Figura A.26 Adicionar dois apoios

No passo seguinte ird adicionar-se a carga movel que se desloca com velocidade cons-
tante de uma extremidade, até a outra extremidade de viga. Sera importante referir que o
numero de elementos finitos definido anteriormente € importante para a definicdo da carga
mével. Sabendo também o tempo que a carga mével atua diretamente a viga (0.08 segundos),
dividir-se-a esse tempo pelo numero de elementos finitos, obtendo 0.01 segundos, que sera
o tempo que a carga moével demora a passar de um né para outro do elemento finito. Assim,
sera importante definir a forga adicionada de modo a implementar a situagao referida em cima.
Para isso, seleciona-se o né/vértice onde se pretende adicionar a forga, e de seguida define-se
que a forga € definida através das suas componentes (em z, em y e em z), selecionando para
cada componente a opgao Tabular Data, de modo a definir a for¢a por instantes. De acordo
com o raciocinio anterior, no quadro do Tabular Data que apareceu no lado direito do ecra,
podera implementar-se a forga de acordo com o que se pretende (Figura A.27):
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99 No Messages o Selection & Metric (m, kg, N,5,V, A)_Degrees _r:

Figura A.27 Definigdo da forga por instantes

Repetindo este processo para cada né da estrutura (viga), sabendo sempre a posicao
da carga mével, na ultima forca adicionada tera de se adicionar um instante extra de modo
a simular a situacao que se pretende, ou seja, a partir do instante t = 0.08s a carga mével
abandona a viga por completo. Deste modo, foi adicionado um instante igual a 0.081 segundos,
que correspondera a anulagao da respetiva forga, tal como é visivel no grafico da Figura A.28:

4511 Message NoSelection & Mt (m, kg, N, 5,V, &)_Degr

Figura A.28 Simulagéo da forgca a deixar de atuar sob a
viga

Nesta analise pretende-se prever o comportamento da viga sob a agcdo de uma carga
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mével, e para isso, sera importante visualizar esse comportamento através da deformada,
momento fletor e esforco transverso. Para obter esses comportamentos em funcéao do tempo,
terd de se definir um ponto da viga, neste caso, o ponto médio da mesma (x = g = 1m).
Assim, clicando com a tecla direita do rato em Solution e de seguida em Insert, havera uma
série de opcoes que podem ser adicionadas, entre elas, as opgdes de interesse Beam Results
(Figura A.29):

v 10X TebularDate

Insert a Beam Result. Beam resuits can only be applied to line body edges. 94 No Messages _No Selection & Metric (m, kg, N,5,V, A)_Degrees _rad/s Celsius

Figura A.29 Parametros para obter o comportamento
da viga

As opg¢des adicionadas para prever o comportamento da viga em funcéo do tempo foram:
Bending Moment, Shear Force e Deformation - Directional. Nestas opcbes serd importante
definir o que se pretende analisar mais em concreto, nomeadamente pretende-se analisar o
ponto médio da viga. Para isso, tera de se ativar a selecao de nds, tal como esta demons-
trado na Figura A.30, selecionar o né pretendido (verificando a posicdo do mesmo através
das suas coordenadas visualizadas na barra inferior da janela) e aplicar na janela Details da
solucdo. Sera também importante definir o eixo de coordenadas pretendido para as solugdes
apresentadas.
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94 No Messages 1 Node Selected: D = 11 Location = (1, 0,0) m & Metric (m. kg, N, 5V, A) Degrees r:

Figura A.30 Selecionar o ponto médio

Para visualizar também o comportamento da viga num determinado instante, tera de se
adicionar primeiramente a ferramenta Path (Figura A.31):

etric (m, kg, N, 5,V, A)_Degre

Figura A.31 Adicionar a ferramenta Path

Com esta ferramenta é possivel desenhar uma curva espacial onde se pretende obter
resultados, sendo estes resultados avaliados em pontos discretos ao longo da mesma curva.
Tera de se definir o Path Type, neste caso Edge, €, ativando a sele¢cdo Edge na barra superior,
seleciona-se todos os elementos finitos da viga, aplicando posteriormente em Geometry no
Details of "Path” (Figura A.32):
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991 No Messages o Selection & Meric (m, kg, N,5,V, A)_Degrees

Figura A.32 Usar a ferramenta Path

De seguida podera ser adicionado o Shear-Moment Diagram (uma das opgdes do Beam
Results), onde sera necessario definir de acordo com o que se pretende. Tal como esta de-
monstrado na Figura A.33, tera de se adicionar o Path definido anteriormente, o tipo de defini-

¢ao do diagrama e o instante de tempo:

v 0 OX TebularDats

Figura A.33 Definicdo dos parametros do
Shear-Moment Diagram

Na opcao Solve, na barra superior, podera ser simulado a analise implementada:
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Os resultados obtidos para as solugdes pretendidas foram os que estdo apresentados
nas Figuras A.35, A.36, A.37 e A.38:
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Anexo B

Cadigo MapIeT'VI

| > restart,
> # Comandos:

with(Optimization) :
with (plots) :

> # Dados:
L:=2;
m = 78.5;
massa = m-L,
E = 200¢9,
B :=0.1;
H:=0.1;
= 2% 08
3
—_m
p= BH’
P :=100;
v = 25;

6, =0

> # Coeficiente de Amortecimento:

¢ =0 m
e [
c.i= 0 F;
2 1]

[y— l (xe .
gn = E ; +0Li'0)n ;

[> # Forma Modal de Vibragdo:

9, = sin( e j;

> # Frequéncia de Vibragdo:

At [EX
o= [

> # Frequéncia de Vibra¢do Amortecida:

/ 2
| mdn::wn‘ l_an ;

> # Frequéncia de Excitagdo:

n-m-v
Qn = —L ;
> # Velocidade Adimensional:
Qn
Sn = —
®

n

=> # Velocidade Critica:
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>

n
T
# Coordenada Generalizada:

2-p-L}
E-lntw

(1 —Sn2)2+4-(in~Sn)

v H—
cr >

q,=

N

1)+ | 28,18, cos(w,, 1) + ——=="(2:8+ 52— 1) sin(w,,1) | |

[1-¢’

# Deslocamento em x:

100
U= Zl(qn-q)n) :
# Momento Flector:

M :=—E-II-diff (u, x$2) :
# Esfor¢o Transverso:
V= E-II-diff (u, x$3) :

# Deformada em fungado de t:
plot(subs (x = %, u ) ,t=0 ..%, gridlines) ;
# Deformada em fungdo de x:
%)
plot[subs[t = 121 LU ] ,x=0.L, gridlines] ;
# Momento Fletor em fungdo de t:
plot(subs (x = %, MJ ,t=0.. L gridlines) ;

H
v

# Momento Fletor em funcdo de x:

()
plot| subs t=%,M ,x=0.L, gridlines |;

# Esforco Transverso em fungdo de t:
L L
plot(subs (x = EX VJ ,t=0.. 3 gridlines) ;

# Esforco Transverso em fungdo de x:

)
plot[subs[t = 121

# Deformada a Meio Vao
for ¢ from 0.0001 by 0.0001 to 0.08 do

R V] ,x=0..L, gridlines];

106

= (1 — Snz)'sin(gn-t) - 2'§n'Sn~cos(Qn~t) + exp(—§1~(x)n



x =

N~

print(u);

end do:

[> 4 Deformada em t=0.04s
for x from 0 by 0.05 to 2 do

ti=
print(u);

end do:

[ > # Momento Fletor a Meio Vo
for ¢ from 0.0001 by 0.0001 to 0.08 do

print(M);

end do:

[> # Momento Fletor em t=0.04s
for x from 0 by 0.05 to 2 do

print(M);

| enddo:
> # Esfor¢o Transverso a Meio Vio
for ¢ from 0.0001 by 0.0001 to 0.08 do

|~

X =

N

)s

print(

| enddo:
> # Esforco Transverso em t=0.04s
for x from 0 by 0.05 to 2 do
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