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Resumo

Os materiais com gradiente funcional (FGM) s&o um tipo de material compdsito em que as suas
propriedades resultam da combinag&o dos materiais constituintes, e variam em funcdo de uma ou
mais coordenadas espaciais, 0 que permite personalizar o componente em fungdo da sua aplicacdo
futura, dentro dos limites necessarios, permitindo que o material adquira caracteristicas
especificas num dado ponto. Nos ultimos anos, estes materiais tém sido o foco de muitos
investigadores, ja que, além da capacidade de projeto personalizado de estruturas, ttm ainda a
vantagem de serem minimizadas transi¢des abruptas de tensbes, comuns em compdsitos

laminados.

Apesar de existirem inGmeros trabalhos publicados sobre vigas, placas e cascas em FGM, em que
o gradiente é fun¢do da espessura do componente, ndo foram encontrados estudos de treligas e
porticos construidosem FGM, nemem 2D nem3D. O presentetrabalhotem como objetivo, numa
primeira fase, a analise estatica e dindmicade vibrac&o livre desse tipo de estruturas, em que o
gradiente é funcdo da coordenada vertical dos componentes viga-barra que as constituem, e
posteriormente, o projeto 6timo destas estruturas, através de duas técnicas meta heuristicas de

otimizacgéo, designadamente o algoritmo de Arquimedes e o das Raposas Vermelhas.

Palavras-chave: Materiais com Gradiente Funcional, Analise de Elementos Finitos, Trelicas e
Porticos, Andlise Estatica e de Vibracdo Livre, Gradiente na Direcdo da Altura da Estrutura,
Algoritmo de Otimizagdo de Arquimedes, Algoritmo de Otimizacdo das Raposas Vermelhas
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Abstract

Functionally Graded Materials (FGM) are a type of composite material in which its properties
result fromthe combination of the constituent materials, and vary accordingto one or more spatial
coordinates, which allows the component to be customized according to its future application,
within the necessary limits, allowing the material to acquire specific characteristics at a given
point. In recent years, these materials have been the focus of many researchers, since, in addition
to the ability to custom designstructures, theyalso have the advantage of minimizingabrupt stress

transitions, common in laminated composites.

Although there are numerous published works on beams, plates and shells in FGM, in which the
gradientis a function of the component thickness, no studies of trusses and frames built in FGM
were found, neither in 2D nor 3D. The present work aims, in a preliminary phase, the static and
dynamic analysis of free vibration of this type of structures, in which the gradient is a function of
the vertical coordinate of the beam-bar components that constitute them, and later, the optimal
design of these structures, through two meta heuristic optimization techniques, namely the
Archimedes algorithm and the Red Foxes algorithm.

Keywords: Functionally Graded Materials, Finite Element Analysis, Trussesand Frames, Static
and Free Vibration Analysis, Gradient in the Direction of Structure’s Height, Archimedes
Optimization Algorithm, Red Foxes Optimization Algorithm
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Nomenclatura
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2D
3D
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EBT
FEM
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FSDT
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Tridimensional
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Material com Gradiente Funcional (Functionally Graded Material)

Teoria de Deformacdo de Corte de Primeira Ordem (First-order Shear Deformation Theory)

Algoritmo de Otimizagdo das Raposas Vermelhas (Red Fox Optimization)
Solidworks
Teoria de Vigas de Timoshenko (Timoshenko Beam Theory)

Simbologia Dimensional

Simbolo Designagéo
L Comprimento
M Massa
T Tempo
Sobrescritos
Simbolo  Designacéo Dimensdo
0 Parametro Identificador de Associacdo a Superficie Média
e Pardmetro Referente ao Dominio do Elemento
t Iteracdo Atual
t+1 Iteracdo Seguinte
* Associacdo a Informacdo Complementar
Subscritos
Simbolo  Designagéo Dimenséo
0 Inicial
best Melhor Pardmetro
mb Componente de Membrana Flex&do
S Componente de Corte
t Componente de Tor¢do
inf Inferior
sup Superior

Unidade SI
[m]
[kal

[s]

Unidade SI

Unidade SI



c Ceramico

m Metalico
mr Parametro relativo a um material escolhido aleatoriamente
rand Parametro cuja posicdo foi escolhida aleatoriamente

Simbologia Grega
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T iispoyyay .2z

A Vetor de Deslocamentos

&ij Componente de extensao ij, ij={xx,yy,zz}

Yii Componente de distor¢ao ij, ij={xy ,xz,yz}

v Coeficiente de Poisson

& Coordenada do Referencial do Elemento

® Frequéncia Tt [s*]

N Massa Volimica ML [kg m~]

0 Condigdes Atmosféricas (RFO)

0; Rotacdo na dire¢do normal & diregdo j, j={x,y .z}

¢ Rotacdo na direcdo normalao plano Adimensionalizada

I1 Energia Potencial Total do Sistema M L2 T2 [kg m2s2]

S Infinitesimal

o Funcdo de Forma j, j={1,2,3}

@; Angulo de Visdo de Cada Individuo (RFO)j, j={0,1,2,3,N-1}

Gij Componente de Tensdo ij, ij={xx.,yy,zz,xz,yz,xy} M L1T2 [Nm-2]

Simbologia Romana

Simbolo  Designacéao Dimensdo  Unidade SI
a Aceleracio LT? [ms 2]
A Area de Secgdo Transversal L2 [m?]
accit Parametro que caracteriza a Aceleracao do Individuo i na Iteragdo
atualt (ACA)
_— Pardmetro que caracteriza a Aceleracdo Adimensionalizada do
' Individuo i da Populagdo na Iteragdo atualt (AOA)
b Largura da Seccéo L [m]
B Matriz que relaciona o campo de deslocamentos com o vetor de
graus de liberdade para constituicdo de matriz de rigidez
c Humidade Relativa



den;t

ex

ey

Nm

Ns
Oi

Pa
Ps

Parametro que caracteriza a Densidade do Individuo i na Iteragdo

atualt (ACA)

Médulo de Elasticidade M L1T2
Expoente da Leide Poténcia em Funcdo da Coordenada

Longitudinal

Expoente da Lei de Poténcia em Funcdo da Coordenada Vertical

da Estrutura

Expoente da Lei de Poténcia em Func¢do da Coordenada relativa a

Espessura

Vetor de Forgas Distribuidas

Forca ML T2
Médulo de Corte M L1T-2
Espessura - Altura da Seccdo L

Altura da Estrutura L
Jacobiano

Fator de Correcdo de Corte
Coeficiente para Calculo do &ngulo de Torsdo em Seccdes

Retangulares

Matriz de Rigidez
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Massa M

Matriz de Massas

Matriz de Coeficientes Dielétricos Transformados

Material Metalico Selecionado pelo Algoritmo de Otimizagdo
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Momento Torsor M L2 T2
Método de Mori-Tanaka

Massa Total da Estrutura M
Dimenséo da Populacdo
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Vetor de Funcdes de Forma

Posicao Inicial do Individuo ida Populacdo (AOA)

Grau do Polindmio

Carga Concentrada ML T2
Propriedade P da Fase A de um FGM Biféasico

Propriedade P da Fase B de um FGM Bifasico

Carga Uniformemente Distribuida M T2
Matriz de Coeficientes de Rigidez Elastica Reduzidos
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v Raio de Visdo das Raposas (RFO)

RM Regra de Misturas

t Tempo

T Energia Cinética

telem Numero Total de Elementos da Discretizacdo Considerada

TF Fator de Transferéncia (AOA)

tmax NUmero Maximo de Iteragdes

U Energia Elastica de Deformacéao

Uo Densidade de Energia de Deformacdao Elastica

u Deslocamento na Dire¢cdo Ox

u Deslocamento na Diregdo Ox Adimensionalizado

\Y Volume

v Deslocamento na Dire¢cdo Oy

v Deslocamento na Direcdo Oy Adimensionalizado

Ve Trabalho das Forgas Externas

Vi Fracdo Volimica de Material

volt Parametro que caracteriza o Volume do Individuo ina Iteragédo
atualt (ACA)
Deslocamento na Dire¢do Oz

w Deslocamento na Diregdo Oz Adimensionalizado

X Coordenada no referencial espacial cartesiano (eixo Ox)

xt Posicdo do Individuo i da Populacdo na iteracéo t

y Coordenada no referencial espacial cartesiano (eixo Oy)

Y Coordenada Vertical da Estrutura

Yo Coordenada Vertical Inferior da Estrutura

z Coordenada no referencial espacial cartesiano (eixo Oz)

M L2 T2

M L2 T2

L3

M L2 T2

r r - -

[s]
[kg m2s2]

[kg m? s2]

[m]

[m®]

[m]
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[m]
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Nota: aossimbolos que dizem respeito a pardmetros de otimiza¢ao,ndosdo associadas dimensdes dado que

as variaveis de projeto podem variar de problema para problema.

Formulas/Simbolos Quimicos

Nome do Elemento/Composto
Aco Inoxidavel 304

Aluminio

Alumina
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Liga de Titanio
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Zirconia
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1 Introducao

Neste capitulo que inicia a presente dissertacdo, sao apresentadas a motiva¢do que conduziu ao
desenvolvimento do presente trabalho, os objetivos propostos, um breve enquadramento ao tema

da dissertagdo, ¢ ainda a estrutura do documento.

1.1 Motivacéo

A primeira razao que constitui os motivos da realizagao deste trabalho prende-se com o facto de,
na fase de pesquisa bibliografica sobre o tema, néo terem sido encontrados estudos relacionados
com a analise de estruturas tipo trelica e portico construidas em material com gradiente funcional
cuja mistura dependesse da cota em altura da estrutura, assim como no que a otimizagao deste

tipo de estrutura diz respeito.

Além disso, ao longo do meu percurso académico, as unidades curriculares que mais me
suscitaram interesse abrangem a Mecénica dos Materiais, e mais especificamente o estudo de
solugdes para umadeterminada estrutura, sujeitaa determinadas condigdes de funcionamento, e
0s parametros que permitem uma melhor respostada mesma. A procura das melhores solucoes
para um determinado problema pode ser realizada através de diferentes métodos, e sendo um
processo importante para o projeto de estruturas, suscita a necessidade de desenvolvimento de
ferramentas que permitam, dentro de determinados limites, e de forma rapida, a selecéo dos
pardmetros que permitam a melhor resposta possivel. A conjugacao destas duas vertentes

constituiu um assunto que ia de encontro aos meus interesses cientificos.

1.2 Objetivos

O presente trabalho tem como objetivo o estudo da resposta estatica e dindmica em regime de
vibracdo livre de estruturas tipo trelica ou pértico, para o qual foi desenvolvido um pacote de
aplicacdes, através do software Maple, com vista, numaprimeira fase, ao estudo paramétrico da
resposta dessas estruturas, e posterior otimizagdo baseada em algoritmos de otimizacao bio
inspirados recentemente divulgados.

1.3 Enquadramento

As propriedades melhoradasdos compdsitos, em particular os FGM, permitemuma cadavez mais
frequente utilizacdo dos mesmos, com uma vasta aplicabilidade em aeronaves, naves e estruturas
espaciais, dos quais depende a exploracdo espacial, pecas de automaoveis, equipamento eletrénico
e médico, revestimentos térmicos para motores ceramicos, industria marinha, turbinas a gas,

biomedicina, entre outros. Estes materiais sdo muito promissores para proteses ortopédicas, uma



vez que o gradiente funcional pode ser adaptado de modo a reproduzir as propriedades locais do
0sso original, minimizando adaptacdes de rigidez e resisténciamecanica do 0sso e a tensdo de
corte entre o implante e o tecido 6sseo circundante, dois pré-requisitos muito importantes para
uma maior durabilidade do implante [1]-[6].

Os FGMs sdo muito comuns na natureza, como por exemplo as estruturas em bambu, as cascas
dos moluscos, com arquitetura hierdrquica e respetivos ligamentos gradados, 0s exoesqueletos
dos artropodes, que sdo nanocompdsitos a base de quitina mineralizada com uma hierarquia
estrita, e muitos outros. O corpo humano é constituido, também, por compdsitos, nomeadamente,
a pele é um sistema complexo multicamada, constituido pela epiderme, derme e hipoderme, em
que cada uma tem um comportamento mecanico especifico e relacionado com a idade. As
interfaces tecido-0sso atuam como materiais com gradiente funcional, ja que estéo localizados
entre dois tecidos extremamente diferentes através de uma regido com milimetros de largura, e
tém a capacidade de resistir a uma diferenca significativa no comportamento mecanico gracgas de
um gradiente de composicdo e estrutural [1].

Para averiguar as vantagens da utilizacdo dos materiais com gradiente funcional, varios autores
desenvolveram modelos através dos quais foram realizadas analises estéaticas e em vibracao livre,
de modo a averiguar a influéncia dos pardmetros caracteristicos do material no seu
comportamento. Neste sentido, Chakraborty et al. [7] verificou que a presenca de camadas FGM
em vigas resulta num comportamento significativamente diferente de vigas constituidas por
apenas um dos materiais de base, devido a combinagdo das propriedades dos mesmos. Em [8]
foram estudadas as tensdes e deformagfes nas interfaces das camadas de um componente
sandwich, no qual foi verificado que a utilizacdo de FGM permite uma reducéo da presenca de
tensdes residuais, e desta forma, limita-se a ocorréncia de delaminacdo e microfissuras nas
interfaces. Em [9] foram estudadas vigas isotrdpicas, ortotropicase com gradiente funcional, num
caso em que a variacdo das propriedades do mesmo ocorre naespessura, 0 que permitiu constatar
que as vigas FGM com diferentes indices para a lei de poténcia tem maior resisténcia a cargas
distribuidas e a cargas concentradas relativamente a vigas isotrépicas e ortotropicas para as
diferentes condicBes de fronteira, com diferentes comprimentos, e que o0 aumento do indice da lei
de potencia leva a uma maior resisténcia a diferentes carregamentos estaticos. Em [10] foi
apresentado um modelo de otimizacgdo paraa melhoria do desempenho de diferentes tipos de
compaositos estruturais, tendo sido aplicado também o conceito de FGM nos modelos
matematicos, nos quais foramconsiderados varioscendariosparaamodelacéo davariacdo espacial
das propriedades destesmateriais. As estratégiasde otimizagao propostas incluema maximizagéo
de frequéncias naturais em vigas compdsitas finas, otimizacao de eixos de transmissdo contraa
ocorréncia de encurvadura por tor¢do e instabilidade rotacional, e maximizagao da velocidade de

VOO critica de asas subsonicas de aeronaves.



Em [11] verificou-se que em vigas com gradiente funcional a variar na espessura, a variagao do
madulo de elasticidade tem a maior influencia nas distribui¢des de tensées e deslocamentos da
viga, pelo que a escolha do expoente da lei de poténcia de forma adequada p ermite modelar as
propriedades do material de modo a cumprir os requisitos relativos a minimizacéo de tensdes e
deslocamentos em vigas. Em [12] foram analisadas as caracteristicas de vibracdo livre e
comportamento dindmico de vigas com variagdo das propriedades em relagdo a espessura e a
direcdo axial, comrecursoao método dos elementos finitos, e no qual foi verificado quea variacéo
da distribui¢cdo do material ao longo da dire¢io axial traduz-se na variagdo da rigidez da viga ao
longo do seu comprimento, o0 que afeta as frequéncias e os respetivos modos de vibragao, no
entanto, os modos devibragéo ndo sdoafetados pela variagdode propriedades emespessura. Neste
estudo, foi tambémaveriguado queas frequéncias naturais aumentamcomo aumento do expoente
da lei de potencia quando a razdo entre os modulos de elasticidade é inferiora 1, e diminuem no
caso contrario.

Ao nivel da investigacdo, existe bastante conteldo relativamente ao estudo de vigas e placasem
FGM, no entanto, esses estudos néo tém sido muito aprofundados para estruturas 2D e 3D, razdo
pelaqual o focodopresentetrabalhoé precisamente o estudo deestruturas2D e 3D com gradiente
funcional relativamente a coordenada vertical, com o intuito, numa primeira fase, de verificar o
modelo de elementos finitos com base em bibliografia relativa a estudos de vigas isotropicas e
com gradiente funcional, de modoa, posteriormente, se apresentaremestudos de estruturas tipicas
2D e 3D, como trelicas e pdrticos, com as respetivas anélises estaticas e dindmicas de vibragdo
livre. Assim, verificando-se a importancia de explorar a possibilidade de construcéo de estruturas
com gradientes comdire¢des distintas das estudadas na literatura existente, em [13] estudaram-
se duasestruturastipo trelicae dois porticos planos, e através do qual se verificou que estasolugéo
pode melhorar a resposta mecénica das estruturas, principalmente no que ao comportamento
estatico e em regimento de vibragdo livre, e contribuir para a sua personalizacdo para condigdes
especificas de operacao.

Este trabalho compreende ainda o projeto 6timo deste tipo de estruturas, recorrendo a duas
técnicas meta-heuristicas de otimizacdo recentemente publicadas — umadas técnicas baseada no
principio de Arquimedes (2020) e a outratem por base o comportamento das Raposas Vermelhas
na natureza (2021) —, com vista a maximizacdo de frequéncias e a minimizag&o de deslocamentos
maximos em cada estrutura. Nesse sentido, em [14] foi apresentado um conjunto de casos
ilustrativos de estruturas do tipo trelica e portico, quer no plano, quer no espaco, analisadas
segundo os algoritmos supracitados, num modelo ndo restringido. Nesse estudo, foram
consideradas duas possibilidades para cada material a aplicar no par metal-ceramico do FGM, e

no qual a fragdo volumica pode caracterizar a distribuicdo de qualquer das fases. A partir desta



analise foi possivel salientar a importancia da utilizagdo de algoritmos bio-inspirados para o
estudo das melhores opgBes de projeto para umadada estrutura construida em FGM, em funcéo
dos materiais que podem ser utilizados, possibilitando umaandlise rapida sem a necessidade de
efetuar extensos estudos paramétricos, além do interesse na adicdo de restricdes, como por
exemplo de massa, pois podem ditar a aplicabilidade ou ndo de determinado par de materiais,

apesar de, em termos de resposta mecanica, ser a melhor opgéo.

1.4 Estrutura da Dissertacao

A presente dissertacdo € composta por 6 capitulos, de modo a abranger, de forma organizada,
todo o trabalho desenvolvido e os conceitos associados. O presente capitulo introduz a tematica
abordada neste documento, e inclui a motivacdo e 0s objetivos que conduziram ao
desenvolvimento deste trabalho. No capitulo 2 sdo apresentados 0s conceitos que sustentam o
trabalho desenvolvido, nomeadamente os materiais compésitos com gradiente funcional, a teoria
utilizada para a analise das estruturas, o0 método dos elementos finitos e as meta heuristicas
utilizadas.

No capitulo 3 encontram-se descritas as aplicacdes desenvolvidas para otimizagédo de estruturas
FGM com 1 e com 4 variaveis de projeto. O capitulo 4 contém os estudos de verificagdo
realizados, que permitem justificar a veracidade dos resultados a apresentar. No capitulo 5
apresentam-se os estudos paramétricos realizadosa estruturas bidimensionais tipicas, e 0s estudos
de otimizag&o executados em estruturas bidimensionais e tridimensionais. Por fim, no capitulo 6
expdem-se, de formasucinta, as conclusdes que os resultados do trabalho desenvolvido permitem
registar, assim como propostas de trabalho futuro, que poderédo dar continuidade ao tema
apresentado. O documento contémainda os apéndices A e B, de modo acomplementar os estudos
realizados nos subcapitulos 5.1 e 5.3. respetivamente, e 0s apéndices C e D, nos quais estdo
presentes o resumo daapresentacao efetuadana conferéncia SYMCOMP 2023 e a primeirapagina

do artigo de natureza cientifica publicado no Journal of Composites.



2 Topicos Estruturantes

O presente capitulo contempla conceitos fundamentais ao desenvolvimento desta dissertacéo,
relativamente ndo sé a andlise de estruturas construidas em material compdsito com gradiente
funcional, onde se incluem as caracteristicas gerais deste tipo de material, a teoria utilizada para
analise estatica e dindmica em regime de vibragdo livre e 0 método dos elementos finitos, mas

também as meta heuristicas de otimizagdo consideradas, que serdo expostas sucintamente.
2.1 Materiais Compositos com Gradiente Funcional

Os materiais compositos sdo materiais constituidos por dois ou mais materiais, de propriedades
fisicas e quimicas distintas, e através de cuja combinagéo, € possivel obter um material com
propriedades globalmente superiores relativamente aos seus constituintes individualmente, em
que estes mantéma sua individualidade [4]. Contrariamente as ligas metalicas, nos compdsitos,
cada constituinte mantém as suas propriedades fisicas, quimicas e mecanicas, 0 que permite
combinar caracteristicas vantajosas, como elevada resisténcia mecanica, rigidez, tenacidade,

resisténcia a corrosao, entre outras [4], [15].

Os compositos combinam duas fases: a matriz, ou fase continua, que tem funcio estrutural, e
mantém as fibras na orientagdo e posigdo correta, protegendo-as de ataques quimicos ambientais,
e o reforco, ou fase descontinua, normalmente caracterizado por uma maior resisténcia mecanica,
rigidez e dureza. As propriedades efetivas do composito sdo determinadas em funcdo do tipo,

quantidade e orientagdo das fibras [15].

Os compdsitos podem classificar-se em dois grandes grupos: 0s compositos laminados e 0s
compaositos de particulas, nos quais se enquadram os materiais com gradiente funcional (FGMs),
sendo estes Ultimos o foco do presente trabalho [4], [5]. Genericamente, a rela¢do constitutiva
para um material ortotropico em que as dire¢6es de ortotropia poderdo nédo coincidir com as
direcdes do referencial cartesiano a utilizar, e considerando o efeito elastico, térmico e

higroscépico, é definida através do sistema de equacges [16]:

(O_xx\ _(211 Q:12 Q_13 0 0 9_16 | { Exx T AT xx AT — Qe xx Ac
[yy | 1Q12 Q22 Q2 00 @26 | €vy —@ryy AT —acyy Ac |
0,, _ Q13 23 Q33 _0 0_ Q36 €72 = Qr 2z AT — ac 4, Ac 2.1.1)
layz 0 0 0 Qu Q4 O Vyz
szJ 0 0 0 g, G 0 Vyz
p - - - a5 Uss b _ _
i Q6 Q2 Q36 0 0 Qe Vay = 2015y AT = 20c 5y Ac

Os FGMs sdo materiais compdsitos em que as fragdes volimicas dos seus dois ou mais materiais
constituintes variam continuamente em funcéo de uma determinada coordenada espacial [10],
[17]. O conceito surgiu no Japdo em 1984, num projeto espacial, paraaplicagdo como material de

barreira térmica, capaz de suportar elevados gradientes de temperatura [3], [10], [18].



Uma solucdo paraeste tipo de condic¢des de funcionamento é a combinagdo de material ceramico,
que tem bom comportamento a temperaturas elevadas, mas € mecanicamente fragil, com material
metélico, caracterizado pela elevada ductilidade e boa condutividade térmica, mas ndo deve ser
sujeito a temperaturas elevadas. Assim, a mesma estrutura pode ser maioritariamente ceramica

em zonas sujeitas a maiores temperaturas, e metalica nas zonas mais frias [19]-[21].

A vantagem da utilizacdo dos FGMs é notada através da rigidez torsional maximizada em veios
de transmissdo, da distribuicdo de tensdes residuais, propriedades térmicas aprimoradas,
frequéncias naturais mais elevadas em vigas, e limites de estabilidade aeroe lastica mais amplos

em aeronaves, para referir apenas alguns aspetos em contexto de aplicagdes diversificadas [10].

Geralmente, a composicdo destes materiais varia entre uma superficie rica em material ceramico
para uma rica em material metalico, com uma determinada distribui¢do dos mesmos entre as duas

superficies, resultando numa variagdo continua na microestrutura [17].

Esta variacdo continua permite que as propriedades efetivas dos FGMs apresentem uma evolucéo
gradual e continua, o que permite contornar situacdes indesejaveis que ocorrem nas estruturas
laminadas reforcadas por fibras devidas a anisotropia das mesmas, nomeadamente concentragdes
de tensdes na vizinhanca das descontinuidades materiais e geométricas e tens@es residuais, que
podem levar aocorréncia de danos sob a forma de delaminacao, fissuras namatriz e separacéo da
ligagdo adesiva [5], [22].

De referir que os FGMs, enquanto compositos de particulas, possuem a particularidade de as suas
propriedades serem consideradas isotrpicas ponto a ponto, razdo pela qual, nestas condicdes, a
relacdo constitutiva, desprezando os efeitos de gradientes de temperatura e de potenciais elétricos,
e considerando a possibilidade de as propriedades do mesmo serem funcédo de diferentes

coordenadas espaciais, passa a poder escrever-se de acordo com[23], [24]:

1
} (2.1.2)
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Oz2 =|Q13(x,y,z) Q10,2 Qsx,y,2) 0 0 Q36(x'y'2)|{ €22
Oyz | 0 0 0 Qu(x,y,2) Qusx,y,2) 0 | Vyz
Oxz 0 0 0 Quis(x,y,2) Qgs(x,y,2) 0 lyyz J
Ty |‘Q16(x'y! 2 Q3,2 Qelx,y,2) 0 0 Qe (x,, Z)J Vax

Quando sao conhecidas as condigdes de funcionamento de uma determinada estrutura, é possivel
combinaras melhores propriedades de diferentes materiais e ajustar os parametros que controlam
a distribuicao dos constituintes ao longo da mesma, otimizando-se as propriedades do material
em funcdo das necessidades [5], [22].



Aspropriedades efetivasdos FGMs sdo estimadas a partir das propriedades dosseus constituintes,
assim como das respetivas fracdes volimicas, e existem varios modelos, destacando -se 0s mais
frequentemente utilizados: Regra das Misturas e Método de Mori-Tanaka [5]. A propriedade
genérica P do composito segundo a Regra de Misturas de um FGM bifésico € estimada através da

expressdo [24]:
P@ =PV, +P (1-V;) (2.1.3)

Os termos P, e Pg correspondem as propriedades dos materiais da superficie superior e inferior
da estrutura, respetivamente, e por sua vez, Ve (1-Vy) correspondem as fragdes volimicas desses
materiais. A soma das fragdes volimicas deve ser unitaria no caso de FGM bifésicos,

considerando o pressuposto de auséncia de porosidades.

As expressodes aplicaveis podem corresponder a variagéo da distribuicdo de material apenas numa
direcdo, ou multidirecionais. Por exemplo, no caso de uma estrutura em que a distribuicéo de

material ocorre apenas ao longo da espessura, € frequente a utilizagdo da expresséo:

ez

= (%Jr%) (2.1.4)

Em que h corresponde a espessura daplaca FGM, z é a coordenada em espessura que varia entre
-h/2 e h/2, e ez € um parametro que toma valores reais positivos e define o perfil de variacdo das
propriedades ao longo da espessura. A Figura 2.1.1 representa um componente FGM com
variacao das propriedades em espessura.

Material 1

Z Material 2

Figura 2.1.1 - Representa¢do Esquematica de Componente FGM com variacdo de Propriedades em
Espessura

No caso, por exemplo, de umabarra ou uma viga FGM com variagéo da mistura de material na
direcdo longitudinal, uma expressdo que podera caracterizar a fragdo volumica de determinado

material pode ser:

ex

V= ()Li) (2.1.5)

Em que L corresponde ao comprimento dabarra ouviga, x € a coordenada longitudinal que varia
entre 0 e L, e ex define o perfil de variacdo das propriedades ao longo do comprimento d essa
estrutura. A Figura 2.1.2 representa um componente FGM com variagao de propriedades em

comprimento.
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Figura 2.1.2 - Representacdo Esquematica de Componente FGM com variacdo de Propriedades em
Comprimento

A abordagem seguida no presente trabalho consiste namodelagdo de estruturas bidimensionais e
tridimensionais, em que a variagao da distribuicdo de determinado material ocorre segundo a
coordenada vertical da estrutura— trelica ou portico — para as quais foram definidas expressoes
adequadas a cada caso, em funcdo da respetiva altura méxima. A Figura 2.1.3 representa um

portico simples com variacao de propriedades em fungdo da coordenada vertical.

Material 14 Y
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Figura 2.1.3 - Representacdo Esquematica de Estrutura Construida em FGM com variacdo de
Propriedades em Funcdo da Altura da Estrutura

Assim, apresentando, por exemplo, a primeira estrutura estudada, a expressao da fragcdo volimica
toma a forma:

= (g)ey (2.1.6)

Neste caso, H corresponde a altura maxima da estrutura, Y é acoordenada vertical quevariaentre
0 e H, e ey caracteriza o perfil de variagéo de propriedades ao longo da coordenada vertical. Estas
expressdes podem ser adaptadas, como ja referido, a qualquer estrutura e ao referencial
considerado, desde que sejam cumpridas as fragdes volUmicas caracteristicas das extremidades,
nomeadamente V¢ nulo para umadas extremidades, e V¢ unitario paraa outra extremidade. Para
uma situagdo em que a origem do referencial ndo coincidacom a extremidade inferior esquerda
da estrutura, seja Y, a ordenada dessa extremidade, e H a altura méxima da estrutura, a expressao
da fracdo volumica pode ser escrita da forma:

v = (Y ;Y")ey 2.1.7)




Recordando a expressdo que caracteriza o calculo de uma propriedade genérica P do FGM,
podem, a partir dessas propriedades, calcular-se os coeficientes de rigidez elastica, que permitem
o calculo de tensdes. Os coeficientes de rigidez elastica de um FGM unidirecional (viga-barra),
em que Ergy € Vg correspondem, respetivamente, ao modulo de elasticidade e ao coeficiente
de Poisson do FGM, sdo [23]:

Q11 = Ergum (2.1.8)
0. = Epm

Assim, as tensdes envolvidas podem calcular-se através de:
0y = Q11" & (2.1.9)

Oxz = Qs5 " Vaz

2.2 Teoria de Deformacéo de Corte de 12 Ordem

O estudo de estruturas, numa fase de projeto, implica o célculo de deslocamentos, reacdes de
apoios, componentes de tensdo, frequéncias naturais, entre outros, para prever 0 Seu
comportamento, deformaadefinir parAmetros que permitamsatisfazeras necessidades. Para isso,
devem utilizar-se teorias que permitam prever o comportamento da estruturas da forma mais

aproximada possivel ao real, de modo a prevenir falhas nas estruturas [25], [26].

A analise de estruturas compdsitas pode ser realizada através de diferentes abordagens. As mais
comummente utilizadas correspondem as teorias de camada Ginica equivalente — com frequéncia
a teoria classica de placas laminadas e as teorias de deformagéo de corte —em que 0 conjunto das
N camadas é sujeito a um processo de homogeneizagao, permitindo simplificar a abordagem de
um problema multicamada 3D para uma situagdo de uma camada Unica com caracteristicas
materiais homogeneizadas, equivalentes, que podem ser analisados com um problema de camada
Unicareduzidoaum problema2D. Nateoria classica de placas é consideradoum estado de tensdo
plana, ou seja, as tensdes normal e de corte transversais séo nulas, visto que a maioria das

estruturas apresentam relagdes de aspeto muito elevadas (estruturas finas) [24].

No caso de estruturas constituidas genericamente por vigas, temos uma situacdo ainda mais
simples, podendo as mesmas ser analisadas como problemas unidimensionais. A referidateoria,
quandoaplicadaavigas, é conhecida como ateoriade vigas de Euler-Bernoulli. No caso da teoria
de deformacdo de corte de primeira ordem, quando aplicadaa vigas é conhecida por teoria de

vigas de Timoshenko, sendo que neste caso astensdes de corte transversais ndo sao nulas [24].



A teoria de Euler-Bernoulli ignora o efeito das deformagdes de corte, 0 que, no caso dos
compaositos, ndo pode ser desprezado, devido as diferencas entre as propriedades dos seus
constituintes. Por isso, foi utilizada a teoria de vigas de Timoshenko, na qual as deformagdes de
corte ndo sdo desprezadas, sendo, no entanto, consideradas constantes ao longo da espessura. Em
[24] recorda-se que, pela teoria elementar de vigas homogeéneas, a tensdo de corte transversal
apresenta uma variacdo parabdlica ao longo da espessura, pelo que, em vigas ou placas em
material composito, esta variagdo €, no minimo, quadrética ao longo da espessura. Assim, a
discrepanciaentre asituagdo real e aconsideracdodateoria de Timoshenkoimplicauma correcdo
das forcas resultantes das tensdes de corte transversais (esforcos transversos), através da
introducé&o do fator de corregéo de corte k. Paravigas em flex&o no plano xz, o esforgo transverso

existente e dado pela expresséo [25]:

h
2

Q, = kjhaxz dz (2.2.1)
2

Este fator k assume valores que permitem obter uma energia de deformacédo proveniente das
tensdes de corte transversais calculada similar a energia de deformacéo real, que é prevista na
teoria de elasticidade tridimensional. Neste caso, e para seccgdes transversais retangulares e

material isotropico e homogéneo, toma o valor de 5/6 [24].
2.2.1 Leis Constitutivas no Plano

As equagbes que correspondem ao campo de deslocamentos da teoria de deformacéo de corte de
primeira ordem para uma estrutura unidirecional com comportamento de viga-barra, no plano xz,
apresentam-se da forma [24]:
ulr,y,z,t) =u’(x,y,t) + 265 (x,y,0) (2.2.2)
wx,y,zt) = w(x,y,t)
A Figura 2.2.1 representa esquematicamente o elemento viga-barra unidimensional quadratico no

plano, e os graus de liberdade associados a cada né.

2

2

By3

Figura 2.2.1 - Elemento Viga-Barra Unidimensional Quadratico no Plano, e respetivos Graus de
Liberdade

Ostermosu® e wO correspondem, respetivamente, aos deslocamentos longitudinais e transversais
do plano médio da estrutura. O termo 92 corresponde a rotacdo do plano médio da viga

relativamente a direcdo perpendicular ao plano xz. A partir destas equacdes é possivel conhecer
os deslocamentos em qualquer ponto da viga-barra FGM.
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O campo de deformacdes correspondente pode definir-se através das expressoes:

u® 96y

B = ot

£, =0 (2.2.3)

owe
Ve = 518y

Os coeficientes de rigidez elastica do elemento, pela FSDT, sdo também distinguidos entre a

rigidez da membrana-flexdo e quanto ao corte, correspondendo a:
Qump = Q1 (2.2.4)
Qs = CQss (2.2.5)
2.2.2 Leis Constitutivas no Espaco

As equac0es que correspondem ao campo de deslocamentos da teoria de deformagéo de corte de
primeira ordem para uma estrutura unidirecional com comportamento de viga-barra, admitindo
agora uma orientacdo arbitréria no espaco 3D, e portanto, considerando flexdo nos dois planos xz
e Xy, bem como tor¢do do elemento, apresentam-se da forma [27]-[31] :
uCe,y,z,t) =uCe,y, ) + 265 (x,y,0) —y 62Cx,y,0)
vix,y,z,t) =v°(x,y,t) —z0%0x,y,t) (2.2.6)
wx,y,z,t) =w(x,y,t) +y020%x,y,t)

A Figura 2.2.2 representa esquematicamente o elemento viga-barra unidimensional quadrético no
espaco, e os graus de liberdade associados a cada né.

1 i}
Ux1
iwlw

2, g

Figura 2.2.2 — Elemento Viga-Barra Unidimensional Quadratico no Espaco, e respetivos Graus de
Liberdade (Adaptado de [28])

Os termos u®v°ew?® correspondem, respetivamente, aos deslocamentos longitudinal e
transversais do plano médio daestrutura segundo os planos xz e xy, 62 corresponde ao angulo de
torcao, eg’, e 82 correspondem a rotagio do plano médio da viga relativamente & direcio

perpendicular ao plano xz e plano xy, respetivamente. A partir destas equacGes é possivel
conhecer os deslocamentos em qualquer ponto da viga-barra FGM.
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O campo de deformacdes correspondente pode definir-se através das expressoes:

u®  96%  aeY
Exx = Ox tz Ox _yax

ov® 962

€y =5~ 75— 05 (2.2.7)
ow° 98° 60

Exz = Ax +y dx + z

Quanto se trata de umaestruturano espago, ha que considerar a componente de tor¢do. O angulo
de torcdo em secgOes transversais ndo circulares, nomeadamente retangulares, pode calcular-se
com recurso a expressdo [32]:

M, L
"~ k,hb3G

0, (2.2.8)

Na Tabela 2.2.1 sdo apresentados os valores do coeficiente k, para diferentes relagGes entre a
altura e a largura da seccdo retangular sujeita a tor¢ao.

Tabela 2.2.1 - Coeficientes k2 para Seccdes Retangulares em Torcdo (Adaptado de [32])

h/b 10 15 1,75 2,0 2,5 3,0 4,0 6,0 8,0 10,0 0
k2 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333

Concretamente, para secc¢des quadradas de lado a, como é o caso de verificacdo estudado, o

angulo de torcdo calcula-se através da expressao:

7,1 M,L
= (2.2.9)
Os coeficientes de rigidez elastica de um FGM (viga-barra) sao:
Q11 = Epgu
EFGM
= =—" 2.2.10
Q44 QSS 2(1 + VFGM) ( )
EFGM
Qs =57 Y
2(1 + vegy)
Assim, as tensdes envolvidas podem calcular-se através de:
Oy = Q11" &
Oy = Qas " Vaz (2.2.1D

Oxz = QSS “Vxz

Oxy = Qs Vxy
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Os coeficientes de rigidez eléstica do elemento, pela FSDT, sdo também distinguidos entre a

rigidez da membrana-flexao, quanto ao corte e ainda a tor¢éo, correspondendo a:

Qmp =Qn (2.2.12)
Qs = Qg6 = Uss (2.2.13)
Q: = Qs (2.2.14)

2.3 Principio da Energia Potencial Minima e Principio de Hamilton

Os principios e teoremas baseados na energia armazenada e o trabalho realizado num sistema
permitem derivar as equacdes que regem um determinado sistema. O principio da energia
potencial (total) minima permite a obtencéo das equacdes de equilibrio de um sistema em termos
de deslocamentos, contrariamente ao principio dos deslocamentos virtuais, que caracterizam as
equacdes de equilibrio em termos de tensdes ou tensdo resultante. Com este principio, através de
leis constitutivas e relagcdes cinematicas, € possivel definir as tensfes em termos de
deslocamentos. No entanto, 0 mesmo é limitado ao equilibrio estético dos sélidos. Paraa anélise
dindmica de um sistema (resposta dependente do tempo), o principio dos deslocamentos virtuais
sofreu uma generalizacdo — o principio de Hamilton — no qual é assumido que o sistema é

caracterizado por duas energias: a energia cinética T e a energia potencial IT [33].

A segunda lei de Newton para um corpo continuo pode escrever-se genericamente, através da
expressdo (2.6.1), em que mé a massa do corpo, a é o vetor aceleragdo, e F é aresultante de todas
as forgas que atuam no corpo:

F—ma=0 (2.3.1)

A trajetdria real u = u(x, t) de uma particulamaterial varia desde a posicao X, consistentemente
com as condigdes de fronteira cinematicas, até u + du, em que du € um deslocamento virtual da
trajetoria, e supde-se que a trajetoria variavel é diferente da trajetdria real exceto nas condicdes

inicial e final, t; e t,, respetivamente.

Sulx,t,) = dulx,t,) =0,vx (2.3.2)

O trabalho realizado pela for¢a inercial ma em termos de deslocamentos virtuais é dado pela

expressao (2.6.3), em que p € a massa volumica (que pode ser funcédo da posicédo):

0’u
fv pﬁ-&i av (2.3.3)

Daqui resulta:

ty aZu
f U pa—z-SudV—U (f-su—aijsij)dv+j€t-5udr]}dt=0 (2.3.4)
t1 14 t 14 r
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Ou
t2 ou 06u
f f P 5 V- f (f - 5u—aijgij)dv+ft-5udr dt=10 (2.3.5)
t1 14 v r
Manipulando as equacdes ja apresentadas, tem-se o principio de Hamilton:
t2
5J [T—(V; + D]dt=0 (2.3.6)
ty

Emque T, V5 e U correspondem a energia cinética, trabalho das forgas externas e energia elastica

de deformacdo, respetivamente:

pou Jdu
T‘Lzat 5 (2.3.7)
1/E=ff-udv+j£t-udr (2.3.8)
v r
1
U=fvuodv=5fvaijdeij av (2.3.9)

O somatdrio da energia elasticade deformacao e do trabalho das forgas externas corresponde a
energia potencial total do sistema II, em que a energia de deformagdo eléastica advém do
desenvolvimento interno de forgas devido a aplicacdo de cargas externas no corpo, e o trabalho
das forcas externas é caracterizado pelo somatorio entre o trabalho realizado por uma forca
externa em todas as particulas do corpo com volume V e o trabalho realizado sobre todas as
particulas da superficie do corpo. A densidade de energia de deformacéo eléstica U, é funcéo das
deformacgdes num ponto e é assumida como positiva, e o trabalho das forgas externas assume
valor negativo pois representa o trabalho despendido no corpo, em oposicdo ao trabalho
armazenado no corpo.

A diferenca entre a energia cinética e a energia potencial total é conhecida pelo funcional
Lagrangeano. O principio de Hamilton diz-nos que o movimento de uma particula solicitada por
forcas conservativas entre dois instantes de tempo arbitrarios € tal que o integral de linha do
funcional Lagrangeano € um extremo datrajetdriado momento da particula, ou seja, de todas as
trajetorias possiveis que a particula pode percorrer desde a posicdo em t; atét,, a trajetoria efetiva
é talque o integral I, em (2.3.10), é um extremo. Quandoas forgas atuantes sdo ndo conservativas,

o integral | ndo existe [34].

t2
IEf Ldt (2.3.10)
t

1

Para a derivacgdo das equacdes do movimento, utiliza-se o principio de Hamilton, em que 6L

corresponde a primeira variacdo do funcional Lagrangeano, tal que:
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t2
f SLdt=0 (2.3.11)
21

Apdsasubstituicdo das expressdesque caracterizam os deslocamentos generalizadosna equagao,

obtém-se as equacdes do elemento:
[Mel{Ae} + [Kke1{a°} = {Fe} (2.3.12)

Para analise estatica, o termo inercial A é nulo, o que significa que a energia cinética néo é
considerada, e o principio de Hamilton é transformado no principio da energia potencial minima,

pelo que 611 = §(U + V) = 0. Assim, as equacOes do elemento sédo escritas da forma:
[kel{ae} = {Fe} (2.3.13)

No caso daanalise de problemas de vibragéo livre, {A } = —w?{A}, e assim, tem-se um problema
de valores e vetores proprios, e através dos quais se obtém as frequéncias naturais e respetivos

modos de vibracdo de uma estrutura.

([ke] — w?[MeD{Ac} = {0} (2.3.14)

2.4 Meétodo dos Elementos Finitos

A complexidade associada a previsdo do comportamento de componentes devida a diversos
fatores, nomeadamente a nivel de geometria, materiais, condi¢Ges de fronteira e condices de
funcionamento, leva a utilizacdo de métodos de aproximagao numérica [35]. Estes métodos
utilizam modelos variacionais que, quando aplicados as equacdes que descrevem o problema,

permitem formula-lo integralmente.

O meétodo dos elementos finitos é frequentemente utilizado para o estudo de estruturas, devido as
vantagens que a sua utilizacdo apresenta face a outros metodos variacionais tradicionais,
fornecendo um procedimento sistemaético para derivar as fungdes de aproximacdo em sub-regides
do dominio em estudo. Com este método, € possivel representar um dominio geometricamente
complexo num conjunto de subdominios de geometria simples — 0s elementos finitos —, sobre 0s
quais sdo derivadas funcdes de aproximacdo, de maneiraa representar-se uma funcao continua
sob a forma de uma combinacdo linear de polinémios algébricos. Assim, e através da imposicéo
das condicBes que governam o sistema, obtém-se as relacdes algébricas entre coeficientes

indeterminados (valores nodais).

A divisdo de um dominio em subdominios permite obter uma solugdo aproximada para o
problema, sendo possivel representar de forma precisa, geometrias complexas, e incluir materiais
diferentes, além de permitir representar solu¢@es dentro de cada elemento, p ossibilitando a

verificagdo de efeitos locais [16].
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Resumidamente, o método dos elementos finitos pode ser descrito em etapas:

1. Discretizacdo do dominio em elementos finitos pré-selecionados, a que corresponde a
criacdo de malha, no qual é definido o tipo de elemento finito a implementar, a quantidade
de elementos e de nos, e as propriedades geométricas, onde se incluem as coordenadas dos
nos e as matrizes de conectividades.

2. Derivacdo das relacGes algébricas entre as varidveis primérias e secundarias do problema,
na qual se assume uma variavel dependente tipica paracadaelemento soba formau(x) =
up(x) = Z’]?zlufwf(x) para obter equagdes do elemento na forma K¢éu® = F¢, por
exemplo, no contexto de uma analise estatica linear.

3. Montagem das equacdes dos elementos de forma a representar o problemacompleto, através
das condicBes de continuidade entre os elementos, definidas através das matrizes de
conectividades que permitem relacionar os nés locais com o0s nos globais, e
consequentemente, relacionar os graus de liberdade locais com os globais. O mesmo
procedimento é realizado relativamente as variaveis secundérias, definindo-se as forcas
aplicadas globalmente com base na localizagé@o das forgas aplicadas nos elementos.

4. Imposicdo das condicgdes de fronteira, através da identificacdo dos graus de liberdade
constrangidos pelas condicdes de fronteira, e das forcas exteriores aplicadas.

5. Resolucéo do sistema de equagOes e processamento de resultados [35].

2.4.1 Integracdo Numérica

A integracdo numeérica, em concreto de funcdes integrandas de natureza polinomial, permite
aproximar o resultado do que seria a integracdo analitica dessa funcao, usando parao efeito um
polinémiode grau suficiente, ja que a integragdo de um polindmio podeser determinadade forma
exata. Estas integragdes sdo escritas em funcéo das coordenadas do problema. Considerando o
integral:

[ = f XbF(x) dx (2.4.1)

a

A fungéo F(x) pode ser aproximada pelo polinémio:

N
Fx) ~ ZF,(p,(x) (2.4.2)
I=1

Em que F; correspondem aos valores de F(x) no I° ponto do intervalo [x 4, x3], € ¢;(x) séo os
polinémios de grau N — 1. Tendo por base as teorias anteriormente expostas, a situagcdo mais
comum é que estes polindmios sejam de Lagrange ou de Hermite. A substituicdo de (2.4.2) em

(2.4.1) permite obter a formula geral da quadratura numérica, que tem a forma:
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1= f bF(x) dx ~ z FQx W, (2.4.3)

Em que x; correspondem aos pontos de quadratura, e W, sdo os respetivos pesos de cada ponto
de quadratura, e produzem valores exatos do integral I sempre que F (x) € um polindmio de grau
r-1.

A Quadratura de Gauss-Legendreé o métodode integracdo numeérica mais utilizado, ja que requer
menos pontos base para a mesma precisdo quando comparado com a Quadratura de Newton-
Cotes, por exemplo, e é representada pela expressao:

b 1 r
j FG) dx = j FOdE~ Y FEw, (2.4.4)
a -1 =1

Este método requer a transformacédo dos limites de integracéao, de forma que a integracéo ocorra
entre [-1,1]. Para isso, é necessario transformar as coordenadas do problema (x) em coordenadas

locais (&), tal que:

f@® =x,+ %heu +9 (2.4.5)

A Figura 2.4.1 representa esquematicamente um elemento unidimensional quadratico no
referencial da estrutura, do elemento e no referencial de coordenadas naturais.

he

-]

X

v R ORI
|

x
= Xa x =
E =
Figura 2.4.1 — Elemento Unidimensional Quadratico, e respetivas coordenadasno referencial da estrutura,
do elemento, e no de coordenadas naturais

Em que x4 corresponde a coordenada global do né esquerdo do elemento, e h, € 0 comprimento
do elemento. A coordenada & é denominada coordenada natural ou normal, e varia sempre entre
-1 e 1. F corresponde & funcio integranda transformada pela mudanca de coordenadas, através de
(2.4.6), emqueJ é o0 Jacobiano datransformacédo de x para &, que no caso de vigas, tomao valor
he/2.

FO=F(x®)J® (2.4.6)
2.4.2 Equacg0es do Elemento

O elemento utilizado nos estudos efetuados no presente trabalho foi o elemento quadratico

Lagrangeano, que, através da utilizacdo de fungdes de aproximagdo de grau 2, permite uma
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melhor modelagdo quer da geometria, quer da resposta do elemento, quando comparado com
elementos lineares. Assim, o elemento adotado apresenta 3 nds e esta representado na Figura
2.4.2, em que o elemento é representado no referencial do elemento em coordenadas cartesianas.

2
@
he

—>x_
Figura 2.4.2 - Elemento Unidimensional Quadratico no Referencial do Elemento
O elementoquadréticode Lagrangeé definido pelas fungbesde aproximacdo, também designadas

de funcgdes de interpolagdo ou fungdes de forma [16]:

i = (1-5)-2)

pi®) = 4%(1 - %) (2.4.7)

Em coordenadas naturais, as fungdes de interpolacéo do elemento séo:
1
‘P1(E) = EE (E -1)
0, =0-8) (2.4.8)
1
00 =250 +D

A Figura 2.4.3 representa o elemento unidimensional quadratico no referencial do elemento em

coordenadas naturais.

Figura 2.4.3 - Elemento Unidimensional Quadratico no Referencial de Coordenadas Naturais
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A Figura 2.4.4 apresenta a evolugdo das fungdes de forma que caracterizam o elemento

unidimensional quadratico no referencial de coordenadas naturais.

Fungdes Interpoladoras do Elem ento Quadratico Lagranzeano
l -

0.8

%1 4 Qs

Figura 2.4.4 — Evolugédo das Funcdes de Forma no Referencial de Coordenadas Naturais no Elemento
Unidimensional Quadratico

2.4.3 Matrizes de Rigidez e de Massa

A matriz de rigidez genérica de um elemento a que se refere a equacdo (2.3.12), definida pelo
integral de volume (2.4.9), em que Q corresponde a matriz dos coeficientes de rigidez elastica
reduzidos, e B é amatriz que relaciona deformagdes com deslocamentos, resultando, portanto, da
derivacéo do vetor de funcdes de forma, tendo em consideracao as deformagdes existentese a

forma como qualquer grau de liberdade € aproximado, é obtida através de [34]:

KB=WBTQBdV (2.4.9

Por outro lado, relembrando a expressdo que caracteriza o equilibrio estatico do sistema, o vetor
de forcas distribuidas ao longo de uma linha pode definir-se através de:

Fe =f NT fdL (2.4.10)

Considerando a utilizagdo da FSDT, a matriz de rigidez do elemento é obtida pela soma da matriz
de rigidez de membrana-flexdo e da matriz de rigidez ao corte transversal. A formulacéo dessas
matrizes é realizada em separado, sendo, para isso, utilizadas as matrizes que relacionam,
respetivamente, as deformag6es de membrana e as deformacdes de corte transversal, B,,,;, € B,
com os deslocamentos. Assim, estas matrizes sao obtidas considerando o vetor das funcdes de
forma apresentadas em (2.4.8):

Ng = %E(E—l) 1-8) %§(1+z) (2.4.11)
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No caso da analise do elemento viga-barrano plano, as matrizes B,,, € B, , para cadano k do

elemento, tomam a forma:

dN dN
By = [—S 0 z- S] Jk=1.3 (2.4.12)
dx dx 1,
dN
B, = [o dxs Ns]k,k =1.3 (2.4.13)

No caso da anélise do elemento viga-barrano espaco, os vetores B,,,, B¢ € B; tomam a forma:

= [dNS 00 0 ans dNS] k=1.3 (2.4.14)
™ Ldx “ax 7Y ax e o
dN dN
0 ds —z ds 0 —N,
B, = * AN an Jk=1.3 (2.4.15)
0 > y— N, 0
dx dx Kk
dN;
Bt=[0 0 0 0 o] k=1.3 (2.4.16)
dx k

A matriz de massas sera construida através do integral [25]:

Me = ﬂf NI pN,,dV (2.4.17)

Em que N, corresponde a matriz que compreende as funcdes de interpolagéo que descrevem os
deslocamentos do campo considerado e que deste modo ird incluir as componentes inerciais
translacionais e rotacionais, respetivamente, paraa obtencdo da matriz de massas completa para
uma anélise bidimensional [35]:

N, = ' (2.4.18)

No caso da anélise no espaco 3D, a matriz N, reflete o campo de deslocamentos para este caso,

tomando a forma:

Ng 0 0 0 0 z-N
Nn,=[0 N, 0 —z-N; 0 -—N; (2.4.19)
0 0 N, y-Ng S 0

2.4.4 Efeito de Bloqueio ao Corte (Shear Locking)

Para estruturas com relagdes de aspeto L/h>50, as deformagdes de corte transversal sdo
desprezaveis, no entanto, os elementos cuja formulagéo € baseada na teoria de deformacao de
corte de primeira ordem, em conjunto com uma interpolagéo igual e de baixo grau (quadrético ou

menor) paraw e 6,, tornam-se excessivamente rigidos, devido a incapacidade de o modelo

numeérico respeitar a condicéo 6, +g—:€v = 0 [33], [36].
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Para evitar a rigidificacdo do elemento, e relembrando o campo de deformagdes definido em
(2.2.3), a deformacéo de corte transversal € aproximada a uma constante através da utilizacdo da
integracdo reduzida dos coeficientes de rigidez de corte, enquanto se utiliza graus de interpolacéo
iguaisparawe 6. No entanto, um estado constante de 6, implicaria que aenergia de deformagdo

devida a flexdo fosse nula, no entanto, o elemento ndo tem mecanismos para derivar, em limite

de viga fina, para o elemento de viga de Euler-Bernoulli, ou seja, 65 — —% [35].

% El (d6,)\*
—|—] d 2.4.20
[ "2 ( dx) . (2.4.20)
Para isso, 0s termos correspondentes ao corte transversal da matriz de rigidez devem ser

construidos utilizando umaregra de integragdo que trate 6, como um polinémioda mesma ordem

ow
que —— [36].

Assim, tendo por base os polinébmios que caracterizam as funcdes de forma do elemento
quadrético, foi verificado que 0 maior grau entre os polindmios que resultam da multiplicacdo da
matriz Qs com o vetor constituido pelas funcdes de forma do elemento é 4, e recorrendo a
expressao consultada em [16] que permite calcular o niamero de coeficientes de ponderacdo
necessarios para a integracdo exata, pela Quadratura de Newton-Cotes, em fun¢do do grau do
polinémio p.

n=%(p+1) (2.4.21)

Por exemplo, para um polinémio de grau 4 (p=4), utilizar-se-iam 3 pontos base e 0s
correspondentes coeficientes de ponderacgao para a integracdo exata dos polindmios, no entanto,
atendendo a que € utilizada a integracdo reduzida, o nimero de pontos a utilizar é 2, ou seja,
numero de coeficientes de ponderacgdo a utilizar é dado porr=n — 1.

Aformulacdodamatriz de rigidezdo elemento quadraticoresulta, como ja referidono subcapitulo
2.4.3, da juncéao das matrizes de rigidez de membrana-flexdo e de corte transversal em separado.
Comaaplicacdodométododoselementos finitos, quando é realizada a multiplicagdo das matrizes
(2.4.12) e (2.4.13) com as respetivas matrizes de coeficientes de rigidezelasticareduzidos (2.2.5),
correspondentesa componente de membrana-flexdo e de corte, obtém-se matrizes em funcgéo da
coordenada natural § e da coordenada z. Avaliando cada matriz relativamente ao termo de grau
mais elevado, numasituacdo em que se considera material isotropico (V¢ = 1), verifica-se que, no
caso da rigidez de membrana-flex&o, o termo de maior grau temp =2, e nos termos de rigidez ao
corte transversal tem-se p = 4. Desta forma, e como ja referido no exemplo para um polinémio de
grau 4, a integracdo da componente de corte transversal da matriz de rigidez do elemento devera
ser integrada, de forma reduzida, com recurso a 2 pontos. Desta forma, a componente que
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corresponde ao corte, proveniente do termo ¢,, (rotagdo da secgao transversal relativamente ao

. ~ p ow
eixo coordenado y) da expressdo de y,., sera tratada como se apresentasse 0 mesmo grau que ™

que é linear.

2.5 Otimizacéo de Estruturas FGM

A vasta aplicabilidade dos FGM fomenta a utilizacdo de técnicas de otimizagdo para que uma
determinada estrutura apresente as melhores propriedades materiais e comportamento mecanico
para uma determinada situacéo. Os parametros que normalmente sdo considerados variaveis de
projeto caracterizam, por um lado, a evolucédo das fragBes volimicas de material (expoente da lei
de poténcia) e, por outro lado, as caracteristicas geométricas da seccdo transversal. As funcdes
objetivo podemter em vista a maximizagdo ou minimizacdo de massa, de tensdes maximas, de
resisténcia a fratura, comportamento em situacGes com gradientes de temperatura, resposta

dindmica em vibracéo livre e forcada e encurvadura [10], [37].

Nesse sentido, destaca-se o caso de otimizagdo realizadoem [10], noqual foi estudadaa influéncia
da dimensdo relativamente a qual a fracdo volumica e definidanumaviga fina em balango com
perfiloco, e para o qual foi verificado que, relativamente a maximizagao dasfrequéncias naturais,
a distribuicdo do material na direcdo longitudinal apresentava melhores resultados do que na
direcdo da espessura.

2.5.1 Meta heuristicas de Otimizagao

A crescente complexidade dos problemas de otimizacdo numérica reais tem exigido o
desenvolvimento de métodos de otimizacao eficientes, com precisdo e velocidade de otimizagao
elevada aliadas a uma baixa complexidade computacional [38], [39]. As meta-heuristicas sdo
técnicas de otimizacdo com caracteristicas que permitem a resolucéo de problemas cujo espago
de resultados nem sempre é bem definido, com base em fendmenos da natureza [39]. As meta-
heuristicas geralmente funcionam através de simulagdes reais e baseadas nas regras existentes na
natureza com aleatoriedade, para imitar algumas das caracteristicas de comportamento bioldgico,
fendmenos naturais ou fisicos naturais [40]. Com vista a otimizacdo de estruturas, foram
selecionados dois algoritmos de otimizacdo baseados, respetivamente, no principio de
Arquimedes e no comportamento na natureza das Raposas Vermelhas, para comparacéo dos
resultados 6timos obtidos através de cada uma das técnicas, cujos fendmenos de inspiracéo

derivam de principios fisicos e de comportamento bioldgico, respetivamente.
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2.5.2 Algoritmo de Otimiza¢édo de Arquimedes

O principio de Arquimedesexplica a lei da impuls&o, através da relagdo entre um objeto imerso
num fluido e a impulsdo nele aplicada, que se traduz numa forcaascendente de igual valor ao
peso de fluido deslocado devido a presenca do objeto, em que, se 0 peso do objeto for superior ao
peso do fluido deslocado, o objeto afunda; quando hé igualdade entre o peso do objeto e 0 peso
do fluido deslocado, o objeto flutua. Neste algoritmo, os individuos da populagao correspondem
a objetos imersos num fluido, que sdo caracterizados por densidade, volume e aceleracéo, dos
quais depende a impulsdo. Assim, o objetivo deste algoritmo é chegar a um ponto em que 0s

objetos flutuem, de modo que a forca liquida do fluido seja nula.

Passo 1 — Populacéo Inicial — O primeiro passo do algoritmo consiste na obtencéo das posigdes

iniciais dos objetos, utilizando a expresséo:

0; =lb; + rand (ub; — lb;),i = 1..N (2.5.1)
0; corresponde ao objetode ordem inuma populacdode N objetos, [b;e ub; sdo os limites inferior
e superior, respetivamente, do espaco de resultados, e rand é um vetor com a dimensdo igual a
quantidadede variaveis de projeto que gera valores aleatdrios no intervalo [0,1]. Comoja descrito,
cada objeto é caracterizado por densidade, volume e aceleragéo, que, inicialmente, séo obtidos
através de:
den; = rand
vol; = rand (2.5.2)
acc; = lb; + rand (ub; — lb;),i = 1 ..N
Nesta fase, cada objeto é avaliado segundo a funcdo objetivo, sendo retirados os valores que

caracterizam a posicdo que permite 0 melhor valor da funcéo avaliada, registando-se xp g,

denyest, VOl pest € acChest, quUe correspondem aos resultados da primeira iteragéo.

Passo 2 — Atualizacdo da densidade e do volume — Com os melhores valores registados, procede-

se a atualizagdo da densidade e do volume através de (2.5.3), em que denpest € VOl pest

correspondem a densidade e ao volume associados ao melhor objeto até ao momento.
denf*' = den! + rand (den, o — denf*1) (2.5.3)
volt*! = volt + rand (vol,,g —voltth)

Passo 3 — Fator de Transferéncia e Fator de Densidade — Inicialmente, ha colisdo entre objetose,

ap6s um periodo, os objetos tendem a atingir um estado de equilibrio, fendmeno que €
implementado através do fator de transferéncia TF, que aumenta gradualmente com o tempo até
1, convertendo a exploracao global em exploracédo local, através da expressao (2.5.4), em que t
corresponde ao numero da iteragao, e t,,q, € 0 NUmero maximo de iteracdes.
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t—t
TF = exp (ﬂ) (2.5.4)

max

A densidade dos objetos diminui com o tempo, 0 que permite a convergéncia para zonas

promissoras, através de:

t -t t
At =exp ( s ) —7 (2.5.5)

tma X max

Este pardmetro assegura um equilibrio entre a procura global (exploration) e a procura local
(exploitation).

Passo 4.1 — Fase de Procura Global — Quando TF < 0,5, ocorre colisdo entre os objetos, é

selecionado um material aleatério (mr), que € utilizado para a atualizacédo da aceleracdo da
iteracdo t+1 através da expressdo:

den,,, + vol,, -acc,,

den/* - voli*!

t+1

acc; (2.5.6)

Em que den;, vol; e acc; sdo a densidade, volume e aceleracdo do objetoi, e den,y,,, vol,,, e
acc,, a0 a densidade, volume e aceleracdo do material selecionado aleatoriamente mr. Quando
TF < 0,5, é assegurada a procuraglobal para um tergo das iteragdes. Quando este parametro é

alterado, a procura global passa a procura local.

Passo 4.2 — Fase daProcuralLocal — QuandoTF > 0,5, ndo ocorre colisdo entre os objetos, pelo

que a atualizacdo da aceleracdo é realizada através da expressao:

_ deny sy + V0l peg * ACChegt

£+1 _
den/*t - voli*!

acc! (2.5.7)

Passo 4.3 — Normalizacdo da Aceleracdo — De modo a determinar o comportamento de cada

objeto para alcancar o valor 6timo, realiza-se a normalizacdo da aceleracdo, através de (2.5.8),
emque u e | traduzem o intervalo de normalizagdo, definidos para0.9 e 0.1, respetivamente. O
pardmetro acc; ™! determina o movimento dos objetos, tal que, quando o objeto i se encontra
longe do valor 6timo global, a aceleracéo deste vai ser alta, 0 que significa que o objeto se
encontrard em fase de procuraglobal; caso contrario, o objeto realiza uma procura local. Este
parametro permite que os objetos se movam para a solucéo 6tima global, enquanto se afastam das
solucdes 6timas locais.

1 acct** — min(acc)
accitt=u

max(acc) — min(aco) (2.5.8)

Passo 5 — Atualizacéo das Posicdes dos objetos — Quando TF < 0,5, a posi¢édo do objeto i da

iteracdo t+1 é atualizada através da expressdo (2.5.9),em que C; é uma constante que toma o

valor 2.
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xH = xf+ C; xrand xacc x d (X, gpg — x5 (2.5.9)

Quanto TF > 0,5, a posicdo do objeto i atualiza através da equagdo (2.5.10),em que C, é uma

constante que toma o valor 6.
xHl=xt  +FXxCyxrand X accftt x d (T X xppq — x5) (2.5.10)

O parametro T é proporcional a TFtal que T = C3 X TF. O pardmetro F permite a mudanca de

direcdo do movimento, através de (2.5.11), em que P = 2 X rand — C,,

F= { LP <05 (2.5.11)

-1L,P =05

Passo 6 — Avaliacdode cadaobjeto de acordocom a funcdoobjetivo — A partir da fungéo objetivo,

registam-se 0s valores 0timos xpest, denpest, VOl post € ACChest-

Na Figura 2.5.1 é apresentado um fluxograma no qual € resumido o processo de otimizagéo do
algoritmo de Arquimedes.

PopulagSo Inicial

Gerar Densidade, Volume &
Aceleragdo para Cada
Individuo/Ohbjeto

.

Aoaliar a Fungdo Objetivo para
Cada Objetlo

.

Registar as Propriedades do
Melhor Chjeto

.

Calecular Fator de Transferéncia TF
& Fator de Densidade d

Colisdo entre Objetos
TF =05

Atualizar a Posicdo a partir da
Posigao do Individuo Anterior

hd

Afualizar a Posigdo a partir da Posigdo o| Awaliar a Fungdo Objetivo para
do Melhor Individuo - Cada Individuo

Figura 2.5.1 - Fluxograma do Algoritmo de Arquimedes
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2.5.3 Algoritmo de Otimiza¢éo das Raposas Vermelhas

A raposa vermelha é um predador astuto e inteligente, que cagando s6 animais selvagens, como
também animais de quinta, e por sua vez pode ser cagado por humanos que 0s intercetem nesses
ataques. As relacdes existentes entre a presas e predadores, cagadores e raposas, e mesmo entre
individuos da mesma matilha podem ser imitadas matematicamente com vista & otimizacéo, ja
que apenas os individuos mais aptos sobrevivem para cagar nos diferentes territdrios efou formar
uma nova matilha noutro local. O modelo proposto assume que o dominio da otimizacgéo é
comparéavel a regides e florestas, nas quais as raposas realizam a sua pesquisa por alimento. As
raposas tém um mecanismo decagaque consiste em duas fases: a procuraglobal e aprocuralocal,
em que os individuos trocam informacéo sobre o territdrio durante a procura global, enquanto na
procura local cada elemento depende das suas capacidades de procura. Além dessas duas fases,
foi também proposto um modelo de controlo da populagdo, através da simulagéo do abandono do
grupo para outralocalizagdo ou da morte devido por parte dos cacadores. Para isso, selecionam-
se os dois melhores individuos — casal alfa — para se reproduzirem e substituirem os elementos
mais fracos de cada iteracéo. Este mecanismo permite que 0 modelo abranja todo o dominio de

modo a chegar ao extremo global, em vez de ficar retido em extremos locais [39].

Passo 1 — Populacdo Inicial — Para a inicializagdo do algoritmo, é necessario definir a populacdo

inicial, com base no espaco de resultados da funcgdo objetivo. A populagdo tem um ndmero

.t
constante de raposas, e em cada iteracdo, cada elemento é representado pela notagéo (fl’ ) ,em

que i corresponde a designacao do individuo da populagéo, j representa a coordenada de acordo
com a dimensdo do espaco de resultados, e t € a iteracdo corrente.

A partir da avaliacéo realizada & populacdo gerada através da fungéo objetivo, registam-se os
melhores individuos que permitem a melhor solucdo, que correspondem a populacéo da primeira

iteracéo.

Passo 2 — Procura Global — Numa matilha, cada raposa é essencial para a sobrevivéncia de todos

os elementos do grupo, por isso, se ndo houver alimento no seu habitat ou para a exploragéo de
outros territorios, os membros da matilha movimentam-se para locais remotos, e a informacéo
que recolhem é partilhada posteriormente com os restantes membros para garantir a sua
sobrevivéncia e desenvolvimento. A exploragdo do territorio circundante é modelada com base
na funcdo objetivo, e é assumido que o melhor elemento explora os territérios mais interessantes
e partilha essa informacdo com o grupo. Assim, regista-se o0 melhor individuo da populagéo, e

calcula-se a distancia euclidiana de cada uma das restantes raposas através de:

d ()8, (Fpese ) = 110G, )t = (Fpese )E | (2.5.12)

Os individuos irdo movimentar-se para junto do melhor individuo, através de:
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(x; )t = (£, + a sign((F s )t — (;)D) (2.5.13)
Em que a é um pardmetro gerado aleatoriamente para todos os individuos de cada iteracéo,
pertencente ao intervalo [0,d ((x; )", (x,.. )*)]. Neste momento, avalia-se a nova populacdo com
recurso a funcdo objetivo, e se os valores 6timos forem melhores, os individuos tomam as novas
posi¢cBes, casocontrario, retornama posicaoinicial. Isto simulao trajeto que os restantes membros
do grupo deverdo seguir ap6s a partilha de informacédo por partes dos elementos que exploraram
os territérios circundantes, em que devem continuar a procura em zonas Promissoras,
correspondente ao passo 3, caso contrario, voltam a casa, de “maos vazias”. Além disso, assume-
seaindaumasituacdoem que individuos se movimentam parazonas remotas, nasquais as raposas
ficam vulneraveis, e podem morrer. Para isso, foi considerado um modelo que prevé a morte dos
piores individuos da populagdo, ou a reproducdo dos melhores individuos de acordo com as

equacdes do passo 4.

Passo 3 —Procura Local — Quandoas raposas avistamuma presa, tentamaproximar-se lentamente

comum movimentocircular, e de formaando serem vistas, e quando estdo proximas o suficiente,
movimentam-se 0 mais rapidamente possivel para apanharem a presa. Este comportamento foi
modelado com recurso ao parametro p. Este parametro ¢ gerado aleatoriamente no intervalo [0,1]
e simulaa possibilidade de a raposa ser vista pela presa durante 0 movimento de aproximacao.

Para u > 0.75, a raposa aproxima-se da presa, caso contrario, afasta-se.

O movimento de observacgao e aproximacao de cadaindividuo a presa foi aproximado com base
numa equacdo modificada de Cochleoid, através dos parametros a - que é um parametro escalar
gerado aleatoriamente paracada iteragcdono intervalo [0,0.2], e caracterizaa mudangada distancia
apresa-, e ¢, que modela o &ngulo de visdo de cada individuo e é gerado aleatoriamente no
intervalo [0, 27] para todos os individuos. O raio de visdo (rv) das raposas € obtido por:
sin(¢,)
a

v = 5, 0 PO (2.5.14)
6, o= 0

Em que 8 é umvalor aleatdrio entre [0,1] gerado no inicio do algoritmo e caracteriza a influencia
das condigOes atmosféricas como o nevoeiro, chuva, entre outros. Para os individuos da
populacdo, o seu movimento é modelado através do sistema de equagdes (2.5.15) para

coordenadas espaciais, em que cada valorangular ¢ gerado aleatoriamente no intervalo [0, 27].
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xgova =ar COS(¢1) + thual

xLova = arsin(e,) + arcos(p,) + xLa
x2,,. = arsin(g,) + arsin(p,) + arcoslps) + x2,,,

3 (2.5.15)
n-2

XMz =ar Z sin(¢,) + a r cos(p,_1) + x"52,
k=1

xL = arsin(g,) + arsinlgp,) + -+ arsin(p,_,) + x5k,

Passo 4 — Reproducdo e Abandono da Matilha — para o controlo dindmico da populacéo,

seleciona-se 5% dos piores individuos da populacéo de acordo com a fungéo objetivo, para
introduzir pequenas altera¢es na matilha. Como se trata dos piores individuos, assume-se que ou
mudaram de territdrio ou foram mortas por cagadores, no entanto, de modo a garantir que a
populacdo é constante, os piores individuos sdo substituidos por novos individuos, que resultam

da reproducéo do casal alfa num novo habitat.

: « : : Lo Nt o\
Em cada iteracéo, selecionam-se os dois melhores individuos, (#®) e (£® )", que representam

o casal alfa, e calcula-se o centro do respetivo habitat e o diametro:

(f(ﬂ)t + (f(z))t

5 (2.5.16)

(habitatcentro)t =

(habita tdiametro)t \/ll(f(l))t _ (f(z))tll

Para cada iteragdo, € gerado um parametro aleatorio xk no intervalo [0,1], que define as
substituicdes de individuos. Para k > 0.45, introduzem-se novos individuos na populag&o, e caso
contrario, ocorre areprodugdo do casal alfa. No primeiro caso, assume-se que novos membros da
familia se tornam ndmadas, movimentando-se para outros territorios, podendo reproduzir-se. No
segundo caso, assume-se que 0s novos individuos sao fruto da reproducédo do casal alfa, que
resulta em:

(f(ﬂ)t + (f(z))t

(f (reproduzido) ) t_ K >

(2.5.17)

Passo 5 —Avaliacdode cadaobjeto de acordo com afuncdoobjetivo— A partir da fungédo objetivo,

registam-se os valores 0timos xj, ;.

Na Figura 2.5.2 é apresentado um fluxograma no qual é resumido o processo de otimizacdo do

algoritmo nas raposas vermelhas.
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Figura 2.5.2 - Fluxograma do Algoritmo das Raposas Vermelhas
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3 Metodologia

A aplicacao de meta-heuristicas de otimizacdo ao projeto 6timo de estruturas do tipo trelica ou
pdrtico podeter varios objetivos, no queas variaveisde projetodiz respeito. No casode estruturas
FGM, pode ter interesse, para um determinado par de materiais, avaliar o expoente da lei de
poténcia, ou intervalo de valores, que permite um melhor comportamento da estrutura. Por outro
lado, pode também ter interesse o estudo de uma mesma estrutura com diferentes pares de
materiais a constituir o FGM, assim como a escrita da expressdo da regra das misturas, entre

outras possibilidades que poderdo surgir com o alargamento do ambito do presente trabalho.

O desenvolvimento das aplica¢des para otimizacgao de estruturas implicou a implementacéo de
uma aplicacdo através do qual fosse possivel proceder a analise estéticae de vibracdo em regime
de vibragdo livre de qualquer estruturatipo trelica ou portico, através da utilizagdo do software
Maple, permitindo a realizacdo de estudos paramétricos, para posterior avalia¢do da resposta da
estrutura e identificacdo de tendéncias. Apos este processo, foram implementadas as meta
heuristicas de otimizacdo descritas no capitulo 2.

O presente capitulo contém a descri¢do das consideracdes realizadas no desenvolvimento das
aplicacdes de otimizagdo da resposta estrutural de trelicas ou porticos construidos em material

com gradiente funcional, funcdo da coordenada vertical.
3.1 Aplicagdo Desenvolvida para 1 Variavel de Projeto

Numa primeirafase, desenvolveu-se uma aplica¢éo para otimizacdo com apenas uma variavel de
projeto, correspondente ao expoente da lei de poténcia para material metalico, considerando a sua
variacao continua no intervalo [0.1,10]. Para isso, 0 modelo de elementos finitos foi acoplado ao
algoritmo da técnica de otimizacao, quando é realizada a avaliagcdo da fungéo objetivo, com o
intuito de gerar matrizes de rigidez e de massa globais dependentes do expoente ey, procedendo-
se & substituicdo de ey ap0Os a geracdo das populacdes. Este método permite explorar,
numericamente, a aplicabilidade de qualquer valor de expoente, que permitam a maximizacgdo da
frequéncia natural da estrutura ou a minimizacao do deslocamento resultante maximo existente
na estrutura, podendo adotar-se os valores inteiros mais proximos dos reais obtidos para a

constituicdo de umaestruturacom propriedades otimizadas de acordo com a aplicacdo futura.

Na Figura 3.1.1, é apresentada, esquematicamente, a construcdo do modelo descrito, no qual foi
considerado que a estrutura é construida em aluminio e zirconia, e a regra de misturas é escrita
tal que a lei de poténcia descreve a distribuicdo de material metéalico ao longo da altura da

estrutura.
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Numero Maximo de lteragées

Tamanho da Populagao
X1

Avaliagdo da Fungéo Objetivo
Modelo de Elementos Finitos
F; Vetor de Forgas Global

K;(ey) Matriz de Rigidez Global

Y\%
ey 0110 ———» vy, = (E) Mg (ey) Matriz de Massas Global
i — Minimizagao de Deslocamento Resultante
Material 1 — Al:
« E=70GPa LinearSolve(Kg, Fg)
c v=03

* p=2702kg/m?
— Maximizagdo de Frequéncia Fundamental

Material 2 — Z10;: EigenValues(K5, M%)

* E=200GPa
+ v=03
s p=5700 kg/m®

Figura 3.1.1 - Esquematizagdo da Construcdo do Modelo de Otimizagdo para 1 Variavel de Projeto, e
respetivas consideragdes

3.2 Aplicagdo Desenvolvida para 4 Variaveis de Projeto

Numa fase posterior, foi desenvolvido um modelo com 4 variaveis de projeto, através do qual é
possivel estudar a melhor opcdo parauma estrutura relativamente a varios parametros. Além do
expoente da lei de poténcia, implementado anteriormente, adicionaram-se outras 3 variaveis, que
apenas podem tomar valores inteiros 1 ou 2. A primeira corresponde a escrita da regra das
misturas, ou seja, se o resultado for 1, a fragdo volumica caracterizaa distribuicdo de material
metalico;se for 2, é relativaao material ceramico. A segundadefine o material metélicoa utilizar,
tendo-se considerado, neste caso, aluminio e titdnio. A Gltima variavel define o material cerdmico

a utilizar, tendo-se considerado zircOnia e carboneto de tungsténio.

Para isso, analogamente a0 modelo de 1 variavel de projeto, introduziu-se 0 modelo de elementos
finitos no modelo de otimizagdo, com o objetivo de gerar matrizes de rigidez e de massa globais
dependentes do expoente ey e das propriedades dos materiais a considerar, procedendo-se
posteriormente a substituicdo desses valores ap0s a geragdo das populages.

Neste caso, para as 3 variaveis introduzidas que apenas podem tomar os valores 1 ou 2, a
expressao que caracteriza a atualizacdo posi¢ao do objeto i em cada iteragdo de cada algoritmo
foi ajustada, através do arredondamento para o valor inteiro mais proximo, com a utilizac¢do da

funcéo round:
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xt = round (x}) (3.2.1)

Este estudo vem no seguimento do anterior, pelo que se tem como objetivo minimizar
deslocamentos resultantes e maximizar frequéncia fundamental da estrutura. A Figura 3.2.1
apresenta, esquematicamente, a construcdo do modelo de otimizacdo com 4 variaveis de projeto,
e apresenta 0s materiais considerados para o estudo.

Numero Maximo de Ilteragdes

Tamanho da Populagéo
X1, X9, X3, Xy

Y\ &Y . = = P
ey 01510 —» Vv, = (E) Avaliagédo da Fungao Objetivo
Modelo de Elementos Finitos
> PW) =R, V,+ P -V
F; | Vetorde Forgas Global

Escrita da Regra das Misturas 1 2
; ———
b PY) =PV +B,(1-Vp) Kg(ey,Ey, E5,v1,V3) Matriz de Rigidez Global
— A bttty | M (€Y, Ey, Ep, V1, Vo, p1, p2)| Matriz de Massas Global
Material Metalico | 1 2

L Ti6Al 4V

— Minimizacao de Deslocamento Resultante

> Zro,

LinearSolve(K§, Fg)
Material Ceramico = 1 2

- we — Maximizacao de Frequéncia Fundamental
EigenValues(Kg, Mg)

Figura 3.2.1 - Esquematiza¢do da Construcdo do Modelo de Otimizacdo para 4 Variaveis de Projeto, e
respetivas consideragdes

As propriedades dos materiais que foram considerados como constituintes dos FGMs estudados
sdo apresentadas na Tabela 3.2.1.

Tabela 3.2.1 - Propriedades dos Materiais considerados para a constituicdo da combinacdo de materiais
dos FGM estudados

Médulo de . .
Material Simbolo/Férmula Elasticidade Coeficiente de Massa V°';Jm'°a
Poisson v (kg/m?3)
(GPa)
Aluminio Al 70 0,3 2702
Zircénia ZrO; 200 0,3 5700
Titanio Ti-6Al-4V Ti-6Al-4V 114 0,3 4430
Carboneto de

Tungsténio wce 696 0,3 15700
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4 Verificacdo do Modelo

No presente capitulo sdo apresentados estudos de verificagdo do modelo de analise da resposta
estatica e dindmica em regime de vibragao livre, comparando os resultados com outras aplicacdes
cuja base € o método dos elementos finitos e/ou com literatura existente, e também estudos de
verificac¢do dos algoritmos de otimizagdo considerados com recurso a fungdes de Benchmark,

comparando com resultados presentes na literatura.

4.1 Aplicagdes Utilizadas para Comparacado de Resultados

O Ftool é uma aplicacdo de anélise estatica por elementos finitos de utilizacao livre e gratuita,
desenvolvidano final da década de 1990, atraves de um projeto de pesquisa integrado, com o
objetivo de complementar o ensino do comportamento de estruturas em betdo armado e metal.
Esta ferramenta permite analisar um modelo estrutural bidimensional, a partir quer da teoria de
vigas de Euler-Bernoulli (EB) (por defeito), quer de Timoshenko [41], [42]. Neste trabalho,
optou-se por se utilizar esta ferramenta com o objetivo de verificar os resultados obtidos através
do modelo no plano de uma forma rapida, sendo também utilizadas, em paralelo e numa fase
inicial, métodos analiticos, para comparar 0s resultados, e prosseguir-se para a andlise de
estruturas bidimensionais mais complexas. Como, por defeito, a aplicagdo considera que a
deformacdo de corte é nula, consideraram-se estruturas cuja relacdo de aspeto L/h fosse superior
a 50, visto que, a partir desse valor, as deformacgdes de corte transversais podem ser consideradas
desprezaveis, obtendo-se desvios muito reduzidos.

O Solidworks (SW) Simulation é uma ferramenta comercial integrada no software CAD
Solidworks, e que utilizaa anélise de elementos finitos para a resolucdo de problemas de projeto
de estruturas, através da anélise de deslocamentos, tens@es, frequéncias naturais, encurvadura,
entre outros, a partir da modelagdo do componente ou conjunto em CAD [43], [44]. No presente
trabalho, optou-se pela utilizagdo do SW Simulation para a verificacdo do modelo de
implementado no espaco. O software tem disponiveis elementos barra e viga apenas para estudos
estaticos, de frequéncia natural, entre outros, e através dos quais é possivel obter a geometria e
tensOes precisos para esses dois tipos de elementos com poucas equagdes a resolver. Para uma
qualquer estrutura com elementos viga-barra, € necessaria a respetiva modelacdo simplificada
através de linhas no espaco, e através de uma fun¢do denominada Weldments, constroi-se um
modelo de viga comos elementosconsiderados, emque cadand apresentaseis graus de liberdade:
3 deslocamentos e 3 rotagGes, analogamente aos pressupostos do modelo implementado. Com
este software, foi possivel verificar os resultados com relativa rapidez, visto que 0 mesmo
consideraa existéncia de deformagdes de corte transversais em vigas espessas, prosseguindo-se

com os estudos de otimizacdo nas aplicagdes desenvolvidas [44].
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No decorrer do presente trabalho, os desvios foram calculados através da expressao geral:

Valor Calculado —Valor Ref eréncia
Desvio (%) = — x 100 (4.1.1)
Valor Referéncia

4.2 Verificacdo do Modelo de Analise de Resposta Estrutural

Caso 1 — Viga em Balanco

O caso de verificagdo 1 consiste no estudo de uma viga em balango, com as caracteristicas que se
encontram descritas em [16]. A viga é constituida por material isotrépico com médulo de
elasticidade de 200 GPa, tem 3 m de comprimento, e uma seccdo transversal tal que Ix =
29 10~%m*. Para a verificacdo da validade dos resultados do modelo de elementos finitos,
considerou-se que a seccdo transversal da viga do modelo implementado é quadrada. A viga é
solicitada pontualmente na extremidade livre com uma carga de 60 kN, e uma carga
uniformemente distribuida em todo o seu comprimento de 24 kN/m, como é apresentado

esquematicamente na Figura 4.2.1.

Figura 4.2.1 - Diagrama de Corpo Livre da Viga em Balanco Analisada

A Tabela 2.2.1 contém as reagfes no encastramento obtidas através da analise estatica da

estrutura.

Tabela 4.2.1 - Reac¢Bes no Encastramento obtidas através de Equilibrio Estatico

Rx [N] R [KN] My [kN m]
0 132 288

Na Tabela 4.2.2 apresentam-se 0s valores das reagdes nos apoios calculadas, comparando com 0s

resultados das equagdes de equilibrio estatico.

Tabela 4.2.2 - Reac¢Bes no Encastramento calculadas para 8, 16 e 32 elementos, e respetivos desvios

Discretizacédo Rz [N] Desvio (%) My [N] Desvio (%)
8 elementos 130498,3387 1,1376 287996,3146 0,0013
16 elementos 131218,5304 0,5920 287931,2144 0,0239
32 elementos 131664,8121 0,2539 288087,0711 0,0302
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Assim, de modo acomparar os valoresobtidos através do codigo implementado, foram realizados
estudos para8, 16 e 32 elementos, tendosido retirados os resultados das reagdes no encastramento
e dos deslocamentos transversais em cada estudo correspondentes as coordenadas longitudinais
presentes na tabela. Na Tabela 4.2.3 sdo apresentados resultados de deslocamento transversal e
de rotacdo da viga ao longo do seu comprimento, obtidos através do método de elementos finitos
e dasolucdo de referéncia, provenientedas expressdesdefinidas pelométododa integracdodireta.
Neste caso, como se trata de uma viga com umarelacgdo de aspeto bastante elevada, os resultados

da teoria de Timoshenko sdo bastante proximos aos calculados através da EBT.

Tabela 4.2.3 - Comparacéao de Deslocamento Transversal e Rotagdo ao Longo da Viga calculados com

[16]

X [m] Deslocamento Transversal [m] Rotacéo [rad]
FEM [16] Exata [16] Presente™ FEM [16] Exata [16] Presente™
0 0,0000 0,0000 0,0000 0,00000 0,00000 0,00000
0,1875 0,0008 0,0008 0,0009 0,00880 0,00891 0,00891
0,375 0,0033 0,0033 0,0033 0,01690 0,01706 0,01706
0,5625 0,0071 0,0072 0,0073 0,02440 0,02445 0,02445
0,75 0,0124 0,01242 0,0125 0,03110 0,03113 0,03113
0,9375 0,0188 0,0188 0,0189 0,03720 0,03712 0,03712
1,125 0,0263 0,0263 0,0264 0,04260 0,04244 0,04244
1,3125 0,0347 0,0347 0,0348 0,04720 0,04713 0,04713
15 0,0439 0,0439 0,0441 0,05120 0,05121 0,05121
1,6875 0,0539 0,05387 0,0540 0,05460 0,05470 0,05470
1,875 0,0644 0,0644 0,0646 0,05750 0,05764 0,05764
2,0625 0,0754 0,0755 0,0756 0,06000 0,06006 0,06006
2,25 0,0868 0,0869 0,0871 0,06200 0,06197 0,06197
2,4375 0,0986 0,0987 0,0989 0,06350 0,06341 0,06341
2,625 0,1106 0,1107 0,1109 0,06450 0,06441 0,06441
2,8025 0,1228 0,1228 0,1230 0,06510 0,06497 0,06499
3 0,135 0,135 0,1352 0,06520 0,06517 0,06517

*resultados correspondentes a discretizacdo com 8 elementos quadraticos

Caso 2 — Viga Isotropica em Balanco com Diferentes Relacdes de Aspeto L/h

No segundo caso de verificagéo, foi estudado o comportamento de uma viga em balanco
constituida por material isotropico homogéneo com modulo de elasticidade de 29 MPa, largura
de 1 m, coeficiente de Poisson de 0.3, sujeitaa uma carga concentradatransversal de 100 N na
extremidade livre, estudada em [9]. Neste estudo, pretendia-se verificar a convergéncia de

deslocamentos transversais para a viga com diferentes relagdes de aspeto.
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Para isso, foi considerada, no modelo implementado, umaviga constituida por um elemento, e os
resultados obtidos para o deslocamento transversal da extremidade livre da viga estdo
apresentados na Tabela 4.2.4.

Tabela 4.2.4 - Comparacéo de Deslocamento Transversal na Extremidade Livre da Viga

L [m] h [m] L/h . Deslocamento Deslocamento Transversal
ransversal [m] [9] [m] [Presente]
160 13,3333 32,837 32,838
80 12 6,6667 4,158 4,159
40 3,3333 0,546 0,547
12 1 0,024 0,02455
160 160 56498,000 56499,924
80 80 7062,900 7062,962
40 ! 40 883,180 883,191
12 12 23,962 23,964

Caso 3 — Analise Estatica de Viga FGM

Para verificacdo do modelo para anélise estatica de vigas em FGM, foram comparados resultados
com V. H. Nam et al [45], no qual é considerada uma viga simplesmente apoiada com L/h=20,
constituida por aluminio (E=70 GPa, v,=0,3) e alumina (E.=380 GPa, v.=0,3), e 0s valores de

deslocamento transversal sdo adimensionalizados através do multiplicador:

4.2.1)

w =

100 E, h® /L
qlL* w (E)
Nesta verificacdo, cujos resultados serdo adimensionalizados, considerou-se uma viga
simplesmente apoiada com seccdo quadrada com 1 m de lado, 20 m de comprimento, sujeita a
uma carga uniformemente distribuida de 100 N/m, e calculou-se o deslocamento transversal
maximo para L/2 para diferentes valores de expoente da lei de poténcia. As propriedades da viga

sdo determinadas usando a lei das misturas ja referida anteriormente:

ez

PG = (P —pm)(%+%) ip 4.2.2)

Na Tabela 4.2.5 apresenta-se a comparac¢do do deslocamento transversal adimensionalizados
calculado com a literatura [45].

Tabela 4.2.5 — Comparagéo de Deslocamento Transversal Adimensionalizados calculados com [45]

ez  Deslocamento Transversal [45] Deslocamento Transversal [Presente]

0 2,8962 2,8963
0,5 4,4648 4,4648
5,8049 5,8049
74397 74397
8,8069 8,8068
10 9,6767 9,6768
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Caso 4 — Vibracdo Livre de Viga Isotropica em Balanco

O caso de verificagao 4 consiste naanalise de vibragao livre de umaviga em balango constituida
por material isotrépico, com 1 m de comprimento, seccdo transversal retangular de altura h e
largura b, médulo de elasticidade E, massa volumica p, 2° momento de area |, coeficiente de
Poissonv=0,25,comEIl =1, pI=1,ehtomardvalorestalqueL/h=10e L/h = 100. Os resultados

a comparar serdo transformados em valores de frequéncia adimensionais, através da expressao:

1
%y (4.2.3)

®=wl? (EI
Assim, foram realizados estudos para2, 4 e 8§ elementos quadraticos, de modo a comparar com
os resultados apresentados em [14] obtidos pelas teorias de vigas de Timoshenko (TBT) e de
Euller-Bernoulli (EBT e EBT*), em que EBT corresponde a teoria de vigas de Euler-Bernoulli
considerando a inércia a rotagdo, e EBT* corresponde a teoria de Euler-Bemoulli considerando
desprezavel a inércia a rotacdo (os resultados s@o independentes de L/h), para a estrutura em
estudo, e pelo método de elementos finitos. Por observagao dos resultados apresentados por
Reddy [14] paraas solugdes exatas segundo as teorias de vigas tanto de Euler-Bemoulli como de
Timoshenko (Tabela 4.2.6 e Tabela 4.2.8), ¢ de notar que, quando a inercia de rotagdo ¢
desprezada (EBT*), as frequéncias de ressonancia sdo ligeiramente superiores as restantes
solucdes. Nas tabelas4.2.7 ¢ 4.2.9 apresentam-se as primeiras quatro frequéncias de ressonancia

da viga em balango, para L/h=10 ¢ L/h=100, respetivamente, previstas pelo modelo de R eddy

[14], e as frequéncias de ressonancia obtidas através do modelo implementado.

Tabela 4.2.6 - Primeiras Quatro Frequéncias de Ressonancia da Viga Analisada, obtidas segundo a teoria
de Timoshenko e a teoria de Euler-Bernoulli, para L/h=10

® TBT EBT EBT*
@1 [16] 3,5158 3,5158 3,5160
®2 [16] 22,0226 22,0315 22,0345
®3 [16] 61,6179 61,6774 61,6972

@04 [16] 120,6152 120,8300 120,9019

Tabela 4.2.7 - Comparacdo das Primeiras Quatro Frequéncias de Ressonancia Calculadas com recurso a
2,4 e 8 elementos quadraticos, com o modelo de elementos finitos de [32], para L/h=10

® 2 elementos 4 elementos 8 elementos
®1 [16] 3,5214 3,5161 3,5158
1l 3,5214 3,5161 3,5130
®2 [16] 23,3226 22,1054 22,0280
®2 23,3226 22,1054 22,0275
®3 [16] 78,3115 63,3271 61,7325
®3 78,3115 63,3271 61,7323
®4 [16] 328,3250 133,9828 121,4458
04 328,3251 133,9828 121,4456
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Tabela 4.2.8 - Primeiras Quatro Frequéncias de Ressonancia da Viga Analisada, obtidas segundo a teoria
de Timoshenko e a teoria de Euler-Bernoulli, para L/h=100

® TBT EBT EBT*
w1[16] 3,4892 3,5092 3,5160
®2 [16] 20,9374 21,7425 22,0345
@3 [16] 55,1530 59,8013 61,6972

w4 [16] 100,2116 114,2898 120,9019

Tabela 4.2.9 - Comparacdo das Primeiras Quatro Frequéncias de Resson&ncia Calculadas com recurso a
2,4 e 8 elementos quadraticos, com o modelo de elementos finitos de [32], para L/h=100

® 2 elementos 4 elementos 8 elementos
®1[16] 3,4947 3,4895 3,4892
ol 3,4947 3,4895 3,4891
®2 [16] 22,0762 21,0103 20,4421
®2 22,0762 21,0103 20,9421
®3 [16] 67,0884 56,4572 55,2405
®3 54,4279 54,4149 54,4140
®4 67,0884 56,4572 55,2406
®4 [16] 181,0682 108,6060 100,7496
®5 67,0884 56,4581 100,7496
6 165,9379 108,6060 -
®7 181,0683 - -

De notar que, como pode ser observado na tabela 4.2.9, o modelo implementado permite obter
ndo so as frequéncias de ressonancia associadas ao deslocamento transversal, mas também para
deslocamento axial, razdo pela qual as posi¢Ges das frequéncias de ressonancia obtidas nao
correspondem diretamente as de Reddy [16]. Por exemplo, no caso da modelagao da viga com 8
elementosquadraticos, a terceira frequéncia fundamental apresentadaem Reddy [16] corresponde
a quarta frequéncia obtida com o presente modelo. Para efeitos de verificagdo, apresenta-se,
ainda, a representacao grafica dos primeiros 4 modos de vibragdo associados ao deslocamento
transversal da viga considerando 8 elementos quadraticos na Figura 4.2.2, de modo a comparar
com [16], no qual foramrepresentados 0s mesmosmodos de vibragdo considerando 16 elementos
lineares, tendo sido notado que, no caso do modo 4 calculado, 0 mesmo encontra-se desfasado do
modo de referéncia, no entanto o0 modelo, em termos de representacdo de modos de vibragdo
encontra-se verificado, visto que neste caso a comparagdo ocorre entre elementos lineares (ha

bibliografia) e elementos quadréaticos (no modelo desenvolvido).
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Modos de Vibracéo de Viga em Balanco com L/h=10

e

5

Figura 4.2.2 - Representacdo grafica dos primeiros 4 modos de vibracdo associados ao deslocamento
trasnversal de viga em balanco presente em [16]

Caso 5 — Analise de Vibracdo Livre de Viga FGM

No caso de verificacdo 5 é apresentada a verificagdo do modelo implementado para vigas
constituidas por material compdsito com gradiente funcional para anélise de vibragéo livre, para
vigas com variacao de fracdo volimica na espessura e na dire¢do axial, com base nos estudos
realizadosem [12]. Para isso, Alshorbagy etal [12] aplicaram o método dos elementos finitos
para obterem aproximacgdes numéricas, com base na teoria de vigas de Euler-Bernoulli para a
definicao do campo de deslocamentos, para a equacdo do movimento em diferentes condicdes de
fronteira e relagBes de aspeto L/h, de modo a compararem os resultados com publicactes prévias,

e assim, verificarem o modelo.

Para 0 modelo de viga bi-apoiada, foi consideradoL = 20 m e b = 0,4 m, e que a mesma seria
constituida por materiais com diferentes relacdes entre os respetivos modulos de Young e massas
volumicas, e para diferentes valores de expoente da lei de poténcia, de modo a concluir sobre a

influéncia que estes parametros tém nas frequéncias naturais.

Para o caso da viga com gradiente funcional com variagdo na espessura, foi aplicada a lei das
misturas descrita na equagéo (4.2.4), que representa uma superficie inferior (z = -h/2) totalmente

metalica, e superficie superior (z = h/2) da viga totalmente cerdmica:

ez

1
P(2) = (Psup - me) <%+E) + Pins 4.2.9
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Para o caso da viga com gradiente funcional com variacdo na dire¢do axial, foi aplicadaa lei das
misturas descrita naequacdo (4.2.5), que representa umasuperficie a esquerda (x = 0) totalmente
ceramica, e superficie a direita (x = L) totalmente metalica:

ex

PGe) = (Pgy — Puir) (1 - %) + P, (4.2.5)

Para a comparagdo de resultados, realiza-se a transformacao em quantidades adimensionais as
caracteristicas da estrutura, atraves de:

X
F== (4.2.6)
L
Esup Edir
Eratio = E ou Ergip = E “4.2.7)
inf esq
p Pai
Pratio = == ou Pratio = - (4.2.8)
inf pesq

’ A
A2 = wl? o (4.2.9)
E I

As tabelas 4.2.10a 4.2.15 contém os resultados para as primeiras trés frequéncias fundamentais
davigabi-apoiada estudada em fungéode E,;, € do expoente dalei de poténciaez, quando L/h=20
e L/h=100, para a viga com variacdo de propriedades em espessura.

Tabela 4.2.10 - Primeira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar em
espessura, com L/h=20, com p,.i,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

o Eratio
0,25 05 1 2 4

Presente 2,2168 2,6362 3,1350 3,7282 4,4336
[12] 2,2203 2,6404 3,14 3,7341 4,4406
Presente 2,3707 2,7064 3,1350 3,6715 4,3299
01 [12] 2,3746 2,7107 3,14 3,6773 4,3366
Presente 2,4572 2,7531 3,1350 3,6243 4,2390
02 [12] 2,4614 2,7576 3,14 3,63 4,2455
Presente 2,5936 2,8317 3,1350 3,5241 4,0284
05 [12] 2,5979 2,8363 3,14 3,5296 4,0346
Presente 2,6998 2,8901 3,1350 3,4369 3,8181
! [12] 2,7041 2,8946 3,14 3,4423 3,8241
Presente 2,8016 2,9417 3,1350 3,3712 3,6433
? [12] 2,8057 2,9461 3,14 3,3768 3,6496
Presente 2,9261 3,0066 3,1350 3,3139 3,5257
° [12] 2,9302 3,011 3,14 3,3196 3,5326
Presente 3,0042 3,0517 3,1350 3,2670 3,4481
10 [12] 3,0085 3,0563 3,14 3,2726 3,4549
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Tabela 4.2.11 - Primeira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variarem
espessura, com L/h=100, com p,.;,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio

& 0,25 05 1 2 4
0 Presente 2,2213 2,6416 3,1414 3,7357 4,4426
[12] 2,2214 2,6417 3,1415 3,7359 4,4428
01 Presente 2,3770 2,7119 3,1414 3,6791 4,3382
[12] 2,3798 2,7121 3,1415 3,6791 4,3388
02 Presente 2,4625 2,7589 3,1414 3,6317 4,2473
[12] 2,4683 2,759 3,1415 3,6317 4,2476
05 Presente 2,5990 2,8375 3,1414 3,5311 4,0364
[12] 2,6074 2,8377 3,1415 3,5313 4,0366
Presente 2,7052 2,8959 3,1413 3,4436 3,8259
! [12] 2,7159 2,8961 3,1415 3,444 3,826
Presente 2,8070 2,9474 3,1413 3,3783 3,6511
2 [12] 2,8071 2,9476 3,1415 3,3784 3,6514
Presente 2,9318 3,0123 3,1413 3,3210 3,5341
> [12] 2,9317 3,0125 3,1415 3,3213 3,5343
Presente 3,0098 3,0576 3,1413 3,2739 3,4564
[12] 3,01 3,0578 3,1415 3,2743 3,4566

Tabela 4.2.12 - Segunda Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variarem
espessura, com L/h=20, com p,.;,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

o7 Eratio

0,25 0,5 1 2 4
Presente 4,4069 5,2407 6,2323 74115 8,8139
[12] 4,4338 5,2727 6,2703 74567 8,8676
Presente 4,7115 5,3796 6,2323 7,2993 8,6085
01 [12] 4,7419 5,4132 6,2703 7,4567 8,6599
Presente 48831 54723 6,2323 7,2058 8,4283
02 [12] 4,9152 5,5068 6,2703 7,2488 8,478
Presente 5,1544 5,6285 6,2323 7,0066 8,0097
05 [12] 5,1877 5,6638 6,2703 7,0483 8,0567
Presente 5,3670 5,7453 6,2323 6,8324 7,5901
! [12] 5,3997 5,7804 6,2703 6,874 7,6363
Presente 55711 5,8490 6,2323 6,7002 7,2391
2 [12] 5,6028 5,8832 6,2703 6,7431 7,2877
Presente 5,8196 5,9787 6,2323 6,5847 7,0012
° [12] 5,8514 6,0128 6,2703 6,6291 7,0541
10 Presente 5,9745 6,0683 6,2323 6,4918 6,8468

[12] 6,0078 6,1032 6,2703 6,5352 6,8991




Tabela 4.2.13 - Segunda Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variarem
espessura, com L/h=100, com p,.;,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio

& 0,25 0,5 1 2 4
0 Presente 4,4421 5,2826 6,2821 7,4707 8,8842
[12] 4,4425 5,2831 6,2827 74714 8,885
01 Presente 4,7508 54232 6,2821 7,3570 8,6761
[12] 4,7592 5,4238 6,2827 7,3577 8,677
02 Presente 4,9243 55171 6,2821 7,2624 8,4939
[12] 4,9362 5,5176 6,2827 7,263 8,4947
05 Presente 5,1974 5,6744 6,2821 7,0616 8,0719
[12] 5,2145 5,675 6,2827 7,0622 8,0726
Presente 5,4099 5,7912 6,2821 6,8869 7,6508
! [12] 54314 5,7918 6,2827 6,8876 7,6515
Presente 5,6134 5,8943 6,2821 6,7557 7,3014
: [12] 5,6139 5,8948 6,2827 6,7564 7,3023
Presente 5,8626 6,0241 6,2821 6,6413 7,0672
> [12] 5,8629 6,0246 6,2827 6,6421 7,0683
Presente 6,0192 6,1147 6,2821 6,5473 6,9117
[12] 6,0196 6,1152 6,2827 6,5481 6,9128

Tabela 4.2.14 - Terceira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar em
espessura, com L/h=20, com p.:i,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio
ez
0,25 0,5 1 2 4
Presente 6,5495 7,7887 9,2623 11,0148 13,0989
[12] 6,6338 7,889 9,3817 11,157 13,268
Presente 6,9967 7,9933 9,2623 10,8489 12,7951
01 [12] 7,0947 8,0991 9,3817 10,987 12,957
Presente 7,2479 8,1298 9,2623 10,7100 12,5273
02 [12] 7,3537 8,2392 9,3817 10,846 12,685
Presente 7,6490 8,3606 9,2623 10,4128 11,9017
05 [12] 7,7611 8,474 9,3817 10,546 12,054
Presente 7,9687 8,56355 9,2623 10,1504 11,2695
! [12] 8,0783 8,6483 9,3817 10,285 11,424
Presente 8,2785 8,6928 9,2623 9,9491 10,7337
2 [12] 8,3823 8,8022 9,3817 10,089 10,902
. Presente 8,6532 8,8885 9,2623 9,7752 10,3655
[12] 8,7546 8,9962 9,3817 9,9182 10,553
10 Presente 8,8836 9,0217 9,2623 9,6396 10,1428

[12] 8,9888 9,1316 9,3817 9,779 10,322




Tabela 4.2.15 - Terceira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar em
espessura, com L/h=100, com p,.;,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

oz Eratio
0,25 0,5 1 2 4

Presente 6,6645 7,9255 9,4250 11,2083 13,3290
[12] 6,6631 7,9238 9,423 11,206 13,326
01 Presente 7,1275 8,1365 9,4250 11,0378 13,0170
[12] 7,1381 8,1349 9,423 11,035 13,014
0.2 Presente 7,3878 8,2772 9,4250 10,8959 12,7437
[12] 7,4036 8,2756 9,423 10,893 12,741
0.5 Presente 17,7976 8,5133 9,4250 10,5946 12,1105
' [12] 7,8209 8,5116 9,423 10,592 12,108
1 Presente 8,1166 8,6886 9,4250 10,3325 11,4786
[12] 8,1462 8,6868 9,423 10,33 11,476
5 Presente 8,4221 8,8434 9,4250 10,1355 10,9540
[12] 8,4199 8,8413 9,423 10,134 10,952
5 Presente 8,7959 9,0382 9,4250 9,9637 10,6021
[12] 8,7935 9,036 9,423 9,9622 10,601
10 Presente 9,0308 9,1741 9,4250 9,8227 10,3688
[12] 9,0285 9,1719 9,423 9,8212 10,368

Astabelas 4.2.16 a 4.2.21 contém os resultados para as primeiras trés frequéncias fundamentais

davigabi-apoiada estudada em fungiode E,4;, € do expoenteda lei de poténcia ex, quando L/h=20

e L/h=100, para a viga com variagdo de propriedades longitudinalmente.

Tabela 4.2.16 - Primeira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar na dire¢éo
axial, com L/h=20, com p,.i,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

ex Eratio
0,25 0,5 1 2 4

Presente 2,2168 2,6362 3,1350 3,7282 4,4336
[12] 2,2203 2,6404 3,14 3,7341 4,4406
Presente 2,3250 2,6826 3,1350 3,6928 4,3696
01 [12] 2,3285 2,6868 3,14 3,6988 4,3768
0.2 Presente 2,4068 2,7216 3,1350 3,6593 4,3072
’ [12] 2,4106 2,7258 3,14 3,6653 4,3144
0.5 Presente 25777 2,8103 3,1350 3,5698 41311
' [12] 2,5821 2,8148 3,14 3,5758 41387
Presente 2,7480 2,9056 3,1350 3,4554 3,8863
! [12] 2,7533 2,9104 3,14 3,4611 3,8937
5 Presente 2,9218 3,0069 3,1350 3,3192 3,5734
[12] 2,9278 3,0122 3,14 3,3244 3,5795
5 Presente 3,0770 3,0996 3,1350 3,1877 3,2623
[12] 3,0834 3,1052 3,14 3,1923 3,2668
Presente 3,1206 3,1262 3,1350 3,1486 3,1684
10 [12] 3,1265 3,1316 3,14 3,1531 3,1726
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Tabela 4.2.17 - Primeira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar na direcao
axial, com L/h=100, com p,.;,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio

e 0,25 0,5 1 2 4
0 Presente 2,2213 2,6416 3,1414 3,7357 4,4426
[12] 22214 2,6417 3,1415 3,7359 4,4428
01 Presente 2,3295 2,6880 3,1414 3,7003 4,3787
[12] 2,3297 2,6881 3,1415 3,7006 4,3789
02 Presente 2,4117 2,7270 3,1414 3,6669 4,3163
[12] 2,4118 2,7271 3,1415 3,6671 4,3166
05 Presente 2,5832 2,8160 3,1414 3,5773 4,1405
[12] 2,5834 2,8162 3,1415 3,5775 4,1408
Presente 2,7544 2,9116 3,1414 3,4626 3,8954
! [12] 2,7546 2,9119 3,1415 3,4628 3,8957
Presente 2,9291 3,0134 3,1414 3,3258 3,5810
2 [12] 2,9293 3,0137 3,1415 3,326 3,5812
Presente 3,0848 3,1066 3,1414 3,1937 3,2682
° [12] 3,0849 3,1067 3,1415 3,1939 3,2684
Presente 3,1279 3,1330 3,1414 3,1546 3,1740
[12] 3,1281 3,1332 3,1415 3,1547 3,1742

Tabela 4.2.18 - Segunda Frequéncia Fundamentalpara Viga com Gradiente Funcional a variar na direcdo
axial, com L/h=20, com p,.i,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio
ex
0,25 0,5 1 2 4
Presente 4,4069 5,24075 6,2323 741154 8,8139
[12] 4,4338 5,2727 6,2703 7,4567 8,8676
Presente 4,6414 5,3430 6,2323 7,3323 8,6699
01 [12] 4,6693 5,3752 6,2703 73774 8,7236
Presente 4,8082 5,4246 6,2323 7,2589 8,53149
02 [12] 48374 5,4573 6,2703 7,3039 8,5853
Presente 5,1351 5,5985 6,2323 7,0733 8,1577
05 [12] 5,1675 5,6327 6,2703 7,1176 8,2113
Presente 54373 5,7690 6,2323 6,8605 7,6896
! [12] 5,473 5,8048 6,2703 6,9031 7,7399
Presente 5,7283 5,9364 6,2323 6,6378 7,1757
2 [12] 5,7674 5,9739 6,2703 6,6783 7,2209
s Presente 6,0210 6,1064 6,2323 6,4099 6,6495
[12] 6,0636 6,1459 6,2703 6,4483 6,6902
10 Presente 6,1556 6,1861 6,2323 6,2997 6,3935
[12] 6,1987 6,2263 6,2703 6,3365 6,4302
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Tabela 4.2.19 - Segunda Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar na dire¢ao
axial, com L/h=100, com p,.;,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio
e 0,25 05 1 2 4
0 Presente 4,4421 5,2826 6,2821 7,4707 8,8842
[12] 4,4425 5,2831 6,2827 74714 8,885
01 Presente 4,6781 5,3853 6,2821 7,3912 8,7399
[12] 4,6785 5,3858 6,2827 7,3919 8,7407
02 Presente 4,8465 5,4675 6,2821 7,3176 8,6014
[12] 4,847 5,4681 6,2827 7,3183 8,6022
05 Presente 51773 5,6433 6,2821 7,1309 8,2269
[12] 51778 5,6438 6,2827 7,1316 8,2276
Presente 5,4835 5,8157 6,2821 6,9160 7,7548
! [12] 5,484 5,8162 6,2827 6,9167 7,7555
Presente 5,7785 5,9852 6,2821 6,6909 7,2349
: [12] 5,7789 5,9858 6,2827 6,6915 7,2356
Presente 6,0752 6,1575 6,2821 6,4604 6,7030
° [12] 6,0756 6,158 6,2827 6,4611 6,7036
Presente 6,2105 6,2380 6,2821 6,3484 6,4424
[12] 6,2109 6,2386 6,2827 6,349 6,443

Tabela 4.2.20 - Terceira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar na direcao
axial, com L/h=20, com p,.i,=1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio

e 0,25 0,5 1 2 4
Presente 6,5495 7,7887 9,2623 11,0148 13,0989
[12] 6,6338 7,889 9,3817 11,157 13,268
01 Presente 6,9065 7,9454 9,2623 10,8922 12,8756
[12] 6,9949 8,0472 9,3817 11,033 13,043
0.2 Presente 7,1547 8,0682 9,2623 10,7796 12,6621
[12] 7,247 8,1715 9,3817 10,92 12,829
05 Presente 7,6325 8,3243 9,2623 10,5007 12,0943
[12] 7,733 8,4317 9,3817 10,638 12,258
Presente 8,0667 8,5698 9,2623 10,1912 11,4081
! [12] 8,1753 8,6814 9,3817 10,324 11,562
Presente 8,4823 8,8088 9,2623 9,8731 10,6733
2 [12] 8,5989 8,9246 9,3817 10,001 10,815
Presente 8,9002 9,0503 9,2623 9,5510 9,9292
> [12] 9,0262 9,1708 9,3817 9,6735 10,059
Presente 9,1007 9,1669 9,2623 9,3952 9,5725
10 [12] 9,2305 9,2901 9,3817 9,5139 9,6942
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Tabela 4.2.21 - Terceira Frequéncia Fundamental para Viga com Gradiente Funcional a variar na dire¢ao
axial, com L/h=100, com p,.;,= 1, para diferentes expoentes da lei de poténcia e Eratio

Eratio

e 0,25 0,5 1 2 4
0 Presente 6,6645 7,9255 9,4250 11,2083 13,3290
[12] 6,6631 7,9238 9,423 11,206 13,326
01 Presente 7,0274 8,0844 9,4250 11,0844 13,1037
[12] 7,0259 8,0827 9,423 11,082 13,101
0.2 Presente 7,2809 8,2094 9,4250 10,9707 12,8886
[12] 7,2792 8,2076 9,423 10,968 12,886
05 Presente 7,7699 8,4709 9,4250 10,6878 12,3157
[12] 7,7678 8,4691 9,423 10,685 12,313
Presente 8,2146 8,7219 9,4250 10,3721 11,6173
! [12] 8,2133 8,7199 9,423 10,37 11,614
Presente 8,6404 8,9663 9,4250 10,0474 10,8669
2 [12] 8,6377 8,9642 9,423 10,045 10,864
Presente 9,0691 9,2136 9,4250 9,7185 10,1073
° [12] 9,0664 9,2114 9,423 9,7163 10,105
Presente 9,2737 9,3333 9,4250 9,5580 9,7397
[12] 9,2713 9,3311 9,423 9,5559 9,7373

Os resultados obtidos para 0s casos cuja relagdo de aspeto é 20 apresentam uma ligeira
discrepanciaface aos de referéncia, que séo justificados pelo facto de em [12] utilizarem o campo
de deslocamento definido segundo a teoria de vigas de Euler-Bernoulli, contrariamente ao
presente modelo, que utiliza a teoria de vigas de Timoshenko. Esta discrepancia é minimizada

nos casos com relacdo de aspeto de 100, sendo verificada a partir da 32 casa decimal.

Pela Tabela 4.2.10, é verificado que, para E,;, inferior a 1, a frequéncia fundamental tende a
aumentar com o aumento doexpoente da lei de poténcia, visto quea expressao da fragdo volimica
caracteriza a distribuicdo de material com menor médulo de elasticidade, pelo que, com a
progressdo do expoente da lei de poténcia, existe progressivamente maior quantidade de material
mais rigido, razdo pela qual as frequéncias aumentam, tendo em consideracdo que a razo entre
massas volUmicas é unitaria; para E.y, superiora 1, a frequéncia fundamental apresenta a
tendéncia contrdria, ou seja, diminui com 0 aumento do expoente da lei de poténcia, ja que, neste
caso, aexpressdodafracdovolumica caracterizaa distribuicdo com maior médulo deelasticidade,
havendo, por isso, sucessivamente menor quantidade de material mais rigido. O mesmo
comportamento é notado paraas restantes frequéncias de ressonancia apresentadas, tanto para a
viga com gradiente funcional funcdo da espessura como quando o gradiente é funcédo do

comprimento da estrutura.
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Caso 6 — Esqguema de Homogeneiza¢cao Mori Tanaka

As propriedades efetivas de um FGM podem ser modeladas, como ja foi descrito, a partir da
ponderacdo das fracdes volumicas dos seus componentes, através da utilizacdo de modelos
micromecanicos, como a regra das misturas, que € a mais utilizada, e o esquema de
homogeneizagdo de Mori-Tanaka (MT). Com o intuito de comparar 0 comportamento estrutural
de um componente FGM com diferentes esquemas de homogeneizacgdo, Barros e Junior [46]
apresentaram um estudo de umaviga em balango com duas constitui¢cdes materiais distintas, e 0s
dois esquemas de homogeneizacdo referidos. Neste caso, o0 campo de deslocamentos foi
aproximadocomrecursoa B-splines, que permitemumarepresentacdo muito precisa deestruturas
complexas. As propriedades dos FGMs considerados apresentam-se na Tabela 4.2.22.

Tabela 4.2.22 - Propriedades dos Materiais que constituem os FGM's considerados no estudo de

verificacao
FGM I FGM I1
Material E [GPa] v Material E [GPa] v
SizN, (¢) 322,76 0,28 AlL,0; (c) 380 03
SUS304 (m) 207,89 0,28 Al (m) 70 0,3

Os casos de estudos foram analisados a partir da FSDT, em que umaviga em balanco é sujeita a
uma carga uniformemente distribuidade -1 KN/m, e a viga apresenta relagdes de aspeto L/h =15
e L/b = 16. O modelo implementado por Barros e Junior utiliza 10 nds, e a matriz de rigidez é
construidaatravés daintegracdo exata com recursoa Quadraturade Gauss. Os autoresapresentam
os deslocamentosnodaissob a forma adimensional atravésdas expressdes, em que a denominacdo
TCV corresponde ao respetivo resultado obtido através da teoria classica de vigas.

_ Uo
o=
0 Wrey
w
Wy = (4.2.10)
Wrey
g 6
0 Orcy

Para a mesma fragcdo volumica de material ceramico, a regra de Misturas estima um modulo de
elasticidade superior comparativamente ao modelo de Mori-Tanaka, o que resulta numa estrutura
mais rigida, sendo que, no caso do FGM I, os resultados segundo MT séo 2,62% inferiores, e para
0 FGM Il, sdo 36,38% inferiores. Os resultados obtidos pelos autores e os calculados com o
modelo desenvolvidoe implementadonestetrabalhosdo apresentados nas tabelas4.2.23e 4.2.24,
para cada um dos FGMs, respetivamente. Neste caso, considerou-se uma viga com secgdo

quadrada, com dimensdes definidas em fungdo do comprimento da viga, de 10 m.
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Tabela 4.2.23 - Deslocamentos Adimensionalizados obtidos através da Regra das Misturas (RM) e do
esquema de homogeneizacdo de Mori-Tanaka (MT) para o FGM |

FGM I ez 0 1 2 5 10 ©
RM 0 0,0040 0,0045 0,0036 0,0025 0
B RM [46] 0 0,0040 0,0045 0,0036 0,0025 0
to MT 0 0,0040 0,0044 0,0034 0,0023 0
MT [46] 0 0,0041 0,0043 0,0034 0,0022 0
RM 1,0045 12414 1,3003 1,3613 14141 1,5597
_ RM [46] 11,0046 1,2413 1,3003 1,3612 14177 1,5595
Yo MT 1,0045 1,2523 1,3090 13711 1,4236 1,5597
MT [46] 1,0046 1,2549 13112 13746 1,4332 1,5595
RM 0,9999 1,2359 1,2943 1,3548 1,4074 15526
_ RM [46] 11,0000 1,2357 1,2943 1,3547 1,4109 15525
% MT 0,9999 1,2466 1,3030 1,3645 1,4169 1,5527
MT [46] 1,0000 1,2492 1,3051 1,3680 1,4264 15525

Tabela 4.2.24 - Deslocamentos Adimensionalizados obtidos através da Regra das Misturas (RM) e do
esquema de homogeneizacdo de Mori-Tanaka (MT) para 0 FGM 1

FGM 11 ez 0 1 2 5 10 0
RM 0 0,02048 0,03406 0,04099 0,03548 0
_ RM [46] 0 0,02050 0,03410 0,04100 0,03550 0
o MT 0 0,02511 0,03637 0,03857 0,03173 0
MT [46] 0 0,03010 0,03720 0,03370 0,02360 0
RM 1,0046 2,0141 2,5813 3,0548 3,3557 5,4536
_ RM [46] 11,0046 2,0146 2,5820 3,0555 3,3952 5,4537
Yo MT 1,0046 2,2374 2,7537 3,1989 3,5522 5,4536
MT [46] 11,0046 2,5212 2,9857 3,5241 4,0872 5,4537
RM 1,0000 2,0063 2,5712 3,0404 3,3378 5,4285
_ RM [46] 11,0000 2,0063 2,5711 3,0403 3,3766 5,4286
% MT 1,0000 2,2286 2,7422 3,1830 3,5331 5,4285
MT [46] 11,0000 2,5101 3,5056 3,5056 4,0657 5,4286

Parao FGM I1, verifica-se um ligeiro desvio nos deslocamentosadimensionais quando o expoente
toma valores maiores, o que pode ser explicado pela diferenca nos métodos de integracéo
numeérica utilizados nos modelos numéricos, aliado a maior diferenca entre os médulos de
elasticidade dos constituintes do material. Como o modelo de Barros e Junior utiliza integracdo
exata, enquanto o modelo numeérico implementado aplica a integracdo reduzida para avaliagdo
dos coeficientes de rigidez de corte transversal, foi obtida uma viga com um comportamento
menos rigido. No entanto, como no FGM I, os desvios sdo negligenciaveis, considera-se validado
0 modelo quanto ao esquema de homogeneizac¢do de Mori-Tanaka.
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Caso 7 — Trelica constituida por Material Isotrépico e Homogéneo

Apos a verificacdo do modelo para estruturas unidimensionais, quer para material isotropico
homogéneo, quer para FGM, considerou-se pertinentea verificacdode resultados,nomeadamente
para reagdes nos apoios, deslocamentos nodais e frequéncias fundamentais, em estruturas
bidimensionais (treligas e porticos) em material isotropico homogéneo, que posteriormente serdo
objeto de estudo como constituidas por material com gradiente funcional. A estrutura apresentada
na Figura 4.2.3 € uma trelica constituida por 3 elementos viga-barra, em que cada elemento
apresenta 3 nds, e por isso, 9 graus de liberdade, sujeita a umacarga vertical P no né livre, com P
=100 N.

Figura 4.2.3 - Representacdo Esquematica de Trelica constituida por 3 elementoscom Carga Concentrada
Aplicada no né Livre

Para a anélise estatica da estrutura, considerou-se que 0s elementos sdo constituidos por material
metéalico, isotropico e homogéneo com modulo de elasticidade de 200 GPa, seccdo transversal
quadradacom0,02 mde lado, e que os elementos comorientagdo horizontal e vertical apresentam

um comprimento (L) de 1 m.

A Figura 4.2.4 representa a discretizacdo minima da trelica estudada e os graus de liberdade

associados, e inclui o diagrama de corpo livre da mesma.

Rly

Rlx 456 80
.}2,3 PRl 7,89

16,17,18 @ 10,11,12

13,14,15

Figura 4.2.4 - Representacdo Esquematica do Diagrama de Corpo Livre da Treliga, incluindo a
discretizacdo minima da estrutura considerando elementos unidimensionais quadraticos, e respetivos
graus de liberdade
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Realizando uma analise de vibragdo livre da estrutura em estudo, foram obtidos valores das
primeiras 5 frequéncias fundamentais, apresentadas na Tabela 4.2.25, e na qual é verificada a
convergéncia dos resultados obtidos com o aumento do nimero de elementos.

Tabela 4.2.25 - Estudo de Convergéncia para as Primeiras Cinco Frequéncias Fundamentais da Trelica

N° elementos por

viga-barra 12 Frequéncia  22Frequéncia 32Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia
| " T [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
1 2 1 2274732 400,7256 1013,2694 1064,9061 3356,0483
2 3 2 221,2066 351,8515 595,1156 778,1782 1537,1384
3 4 3 220,3388 347,4007 572,5513 746,8030 1376,9879
6 8 6 219,9760 346,2697 567,4019 734,2915 1319,1889
10 14 10 219,9583 346,2040 567,1005 733,5082 1315,5666

Recorrendo as equagdes de equilibrio estatico, e considerando que P toma um valor de 100 N,
calcularam-se as rea¢des nos apoios na Tabela 4.2.26.

Tabela 4.2.26 - Rea¢bes nos Apoios da Trelica através de Equilibrio Estatico

R1x [N] R2x [N] R1y [N]
100 100 100

As tabelas 4.2.27 e 4.2.28 contém, respetivamente, estudos de convergénciarelativos as reagdes
nos apoios da trelica e aos deslocamentos nodais do né de aplicacdo do carregamento pontual

considerado.

Tabela 4.2.27 - Estudo de Convergéncia para as Reac¢des nos Apoios da Trelica

N° elementos por

viga-barra principal R1x [N] R1y[N] R2x [N]

| " 1l

1 2 1 100,0000 100,0000 100,0000
2 3 2 100,0000 100,0000 100,0000
3 4 3 100,0000 100,0000 100,0000
6 8 6 100,0000 99,9999 99,9999

10 14 10 100,0000 100,0000 100,0000

Tabela 4.2.28 - Estudo de Convergéncia para os Deslocamentos Nodais do N6 Livre da Trelica

N° elementos por

viga-barra principal  Deslocamento x  Deslocamento y Rotacéo [rad]
| 0 m [um] [um] x10°
1 2 1 1,2495 6,0329 6,3574
2 3 2 1,2495 6,0329 6,3574
3 4 3 1,2495 6,0329 6,3574
6 8 6 1,2495 6,0329 6,3574
10 14 10 1,2495 6,0329 6,3574
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Caso 8 — Partico constituido por Material Isotropico e Homogéneo

A estruturaapresentada consiste num portico hiperestatico constituido por 6 elementosviga-barra,

em que cada elemento apresenta 3 nds, e por isso, 9 graus de liberdade, e cuja representacdo

esquematica e carregamento considerado sdo apresentados na Figura 4.2.4 .

Mo

Px

v

AR M

TN

Figura 4.2.5 - Representacdo Esquematica do Pértico e do Carregamento Considerado

Para a analise estatica da estrutura, considerou-se que os elementos sdo constituidos por material

metélico, isotropico e homogéneo com modulo de elasticidade de 200 GPa, seccdo transversal

quadrada com 0,02 m de lado, que os elementos com orientagdo horizontal apresentam um
comprimento (L) de 1 m, e a altura daestruturaé de 2L, comP, =100 N, P, =1000 N, M, =250

Nme g =90 N/m.

Para cada discretizacdo considerada, tendo sido realizadaumadivisédo dos membros da estrutura

de tal modo que os comprimentos dos elementos fossem aproximados entre si, obtiveram-se as

primeiras 5 frequéncias fundamentais da estrutura, apresentadas na Tabela 4.2.29.

Tabela 4.2.29 - Estudo de Convergéncia para as Primeiras Cinco Frequéncias Fundamentais do Pértico

N° elementos por viga-barra

Frequéncias [rad/s]

principal
[ 1 N 1 I A VAR VAR V] 18 28 3 42 52
1 1 1 1 1 1 34,0064 2534746  426,2850 725,3306  840,2685
2 2 2 2 2 2 33,6577 216,8093  266,4129 405,3898  467,4172
3 1 2 1 3 2 33,6382 214,1387  256,4574 388,4417  463,4579
6 2 4 2 6 4 33,6194 212,9027  254,1673 381,7959  451,0197
9 3 6 3 9 6 33,6349 212,8347  254,0387 381,4347  450,3395

A Figura 4.2.6 apresenta esquematicamente o diagrama de corpo livre do portico estudado, o

carregamento considerado, e inclui a discretizagdo minima com elementos quadraticos e 0s graus

de liberdade existentes na estrutura.
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Figura 4.2.6 - Representa¢do Esquematica do Diagrama de Corpo Livre do Portico, incluindo a
discretizacdo minima da estrutura considerando elementos unidimensionais quadraticos, e respetivos
graus de liberdade

Para as mesmas discretizacdes consideradas, foram calculadas as reagdes nos encastramentos da
estrutura. Neste caso, assumiu-se que as forgas suportadas nos nos do elemento 111 devido ao
carregamento transversal distribuido, eram equitativamente alocadas. Nastabelas 4.2.30 e 4.2.31
sdo apresentados estudos de convergéncia para as reagdes dos encastramentos do portico
considerado.

Tabela 4.2.30 - Estudo de Convergéncia para as Reagdes no Encastramento a esquerda do Portico

N° elementos por viga-barra principal

TR AN Ay IN Ma [Nm]
1 1 1 1 1 1 447968 73,5445 36,6813
2> 2 2 2 2 2 44797 73,5432 36,6814
3 1 2 1 3 2 448049 73,5311 36,6878
6 2 4 2 6 4 448342 73,4699 36,7131
9 3 6 3 9 6 448350 73,4990 36,7094

Tabela 4.2.31 - Estudo de Convergéncia para as Reagdes no Encastramento a direita do Pértico

N° elementos por viga-barra principal

| 1 i v \Y Vi BxIN] 8y IN] Ms (Nm]
1 1 1 1 1 1 55,2132 183,5445 41,8804
2 2 2 2 2 2 55,2131 183,5435 41,8805
3 1 2 1 3 2 55,2214 183,5313 41,8870
6 2 4 2 6 4 55,2505 183,4686 419121
9 3 6 3 9 6 55,2522 183,5039 41,9089
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De modo a verificar os resultados obtidos através do método doselementos finitos, foram também
calculadas as reagfes nos encastramentos e 0 deslocamento dos graus de liberdade sujeitos as
cargas externasaplicadas a estrutura, atravesdo 2° Teoremade Castiglianoe pelaaplicagéo Ftool,
e cujos resultados sdo apresentados na Tabela 4.2.32.

Tabela 4.2.32 — Reacdes nos Encastramentos e Deslocamentos Nodais correspondentes aos Graus de
Liberdade 19, 35 e 15, obtidos através do 2° Teorema de Castigliano e pela Aplicacdo Ftool

2° Teorema de Castigliano Ftool
Ax [N] 45,1041 44,7438
Ay [N] 73,4626 73,5544
Ma [N] 36,7870 36,6529
Reacdes
Bx [N] 54,8959 55,2562
By [N] 183,4626 183,5544
Mg [N] 41,6755 41,9015
19 (Px) [mm] 5,1593 52130
DeS'OéZTe”tos 35 (Py) [mm] 0,2190 0,2063
15 (Mo) [rad] 9,6906 x10-3 9,740 x10-3

Caso 9 — Andlise de Viga Isotrépica Homogénea em Balanco no Espaco

Numa primeira verificacdo (de caracter académico) do modelo de elementos finitos
implementado para uma estrutura no espaco 3D, considerou-se uma viga orientada segundo o
eixo coordenado Oy, com 400 mm de comprimento, secgdo transversal quadrada com 20 mm de
lado, tendo-se uma relagdo de aspeto L/h =20 (para os quais a teoria classica de vigas apresenta
ainda resultados satisfatorios face a teoria de Timoshenko), e para os quais foram testados
diferentes carregamentos aplicados na extremidade livre da viga, ou distribuidos uniformemente

ao longo do seu comprimento.

Para uma carga axial aplicada na extremidade livre da viga, considerando que se trata de uma
viga constituida por aluminio, E = 70 GPa, o deslocamento axial neste ponto pode calcular-se

através da expressdo (da lei de Hooke):

PL

Ax® =— 4.2.11
x® = ( )

Para uma viga com uma carga transversal aplicada na extremidade livre, o deslocamento

transversal e rotacdo desse ponto podem calcular-se através das equacdes universais, pelas

expressoes:
PL?
Az® = (4.2.12)
3EI,
PL?
¢ = 4.2.13
Y 2EI ( )
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Para uma viga com uma carga uniformemente distribuida em todo o seu comprimento, 0
deslocamento transversal e rotacdo desse ponto podem calcular-se através das equagdes

universais, pelas expressdes:

pL*

Az® = (4.2.14)
8EI,
pL?

05 = 57 (4.2.15)

y

Para o caso de uma viga em balango coincidente com o eixo Oy global, para os diferentes
carregamentos considerados obtiveram-se os valores dos deslocamentos nodais no referencial
global. Na Tabela 4.2.33 apresentam-se 0s deslocamentosaxiaise rotagéo resultantesda aplicagédo

das cargas, representadas esquematicamente na Figura 4.2.7.

Figura 4.2.7 — Representacdo Esquematica de Viga em Balango Orientada segundo eixo OY, sujeita a
carga na direcdo axial e momento torsor na extremidade livre da viga, respetivamente

Tabela 4.2.33— Deslocamentos Axial e Rotacdo em Torno do Eixo, respetivamente, da Viga em Balango

no Espaco
GdL Carga Pontual Momento Torsor
Presente [pm] 14,2757
Y Equagoes Universais [pum] 14,2857 0
Solidworks [um] 14,2857
Presente [rad] 0,6683
0, Equacgdes Universais [rad] 0 0,6593
Solidworks [rad] 0,6602

Na Tabela4.2.34 apresentam-se os deslocamentostransversais e rotagdes resultantes da aplicacéo

das cargas, representadas esquematicamente na Figura 4.2.8.

Tabela 4.2.34 - Deslocamentos Transversais e Rotagdesnos planos YZ e XY, respetivamente, da Viga em
Balango no Espaco

GdL Carga Pontual Carga Distribuida
Presente [mm] 22,9017 3,4375
u/w Equacdes Universais [mm] 22,8571 3,4276
Solidworks [mm)] 22,9017 3,4375
Presente [rad] 0,0857 0,0114
6,/0, Equaces Universais [rad] 0,0857 0,0114
Solidworks [rad] 0,0857 0,0114
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X

Figura 4.2.8 — Representacdo Esquematica de Viga em Balanco Orientada segundo eixo QY, sujeita a
cargas transversais nos planos ZY e XY, respetivamente, uniformemente distribuidas ou aplicadas na
extremidade livre da viga
Na Tabela 4.2.35 sdo apresentadas as primeiras 5 frequéncias fundamentais da viga obtidas com
0 modelo para umaviga com 1, 2 e 3 elementos, de modo a comparar com as frequéncias obtidas

através do software Solidworks, com respetivos desvios.

Tabela 4.2.35 - Primeiras Cinco Frequéncias de Ressonancia calculadas para a Viga em Balanco no
Espaco com recurso a 1, 2 e 3 elementos, comparando com as obtidas via Solidworks, e respetivos

desvios
Frequéncia  Frequéncia Desvio Frequéncia Desvio Frequéncia Desvio
Modo [_rad/s] [rad/s] (%) [rad/s] (%) [rad/s] (3 (%)

(solidworks) (1 elemento) (2 elementos) elementos)
1 645,09 662,0230 2,6249 645,5166 0,0661 644,6887 -0,0622
2 645,09 662,0230 2,6249 645,5166 0,0661 644,6887 -0,0622
3 4018,7 5341,6085 32,9188 42225245 5,0719 4037,1981 0,4603
4 4018,7 5341,6085 32,9188 42225245 5,0719 4037,1981 0,4603
5 11148 11360,6804 1,9078 11321,0884 15526  11318,7730 1,5319

Caso 10 — Trelica Isotrépica e Homogénea 3D

Para o posterior estudo 6timo de uma trelica no espaco, foi considerada uma estrutura com 3
componentes, com uma carga vertical aplicada no n6 central. A seccao transversal de cada é
guadradacom60 mmde lado, e as coordenadas espaciais dos apoios simples da estrutura resultam
em barras com relacdes de aspeto entre 30 e 35. A Figura 4.2.9 apresenta a representacéo
esquemdtica da estrutura, e a Tabela 4.2.36 contém as coordenadas espaciais dos apoios da

estrutura.

Tabela 4.2.36 - Coordenadas no Espaco dos Apoios Simples da Trelica 3D

Apoio Simples X [m] Y [m] Z[m]

1 0 15 -1
2 -1 15 1
3 1 15 1
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Figura 4.2.9 - Representagdo Esquematica de uma Trelica 3D com Carga Aplicada no N6 Livre

Para a verificacdo das estruturas no espago, recorreu-se ao software Solidworks, e do qual foram
retirados os deslocamentos nodais do né solicitado com uma carga de 1000 N, apresentados na
Tabela 4.2.37, e as primeiras cinco frequéncias naturais da estrutura, apresentadas na Tabela
4.2.38, de modo a comparar os resultados do modelo implementado.

Tabela 4.2.37 - Deslocamentos Nodais do N6 Livre da Estrutura sujeito a um carregamento de 1000 N
segundo o eixo negativo oY

GdL Deslocamento [SW] Deslocamento [Presente]  Desvio (%)
Ux [pm] 6,912e-3 4,0063e-30 -100,0000
Uy [pm] -4517 - 45142 -0,0620
Uz [pm] 0,9743 0,9777 0,3490

Para as frequéncias naturais, realizou-se um estudode convergéncia, devido a ligeira discrepéancia
entre as frequéncias obtidasparaa primeira discretizacdo. Apesarde haverumligeiro desvioentre
os resultados provenientes do Solidworks e 0s obtidos no presente trabalho, o0 modelo encontra-
se verificado, visto que 0s mesmos podem ter a sua origem na utilizagéo, por parte do software,
de uma discretizacdo com 56 nos e 52 elementos.

Tabela 4.2.38 — Primeiras Cinco Frequéncias de Ressonancia da Trelica 3D obtidascom 1,2 e 3
elementos/viga-barra, comparando com Solidworks, e respetivos desvios

Frequéncia Frequéncia Frequéncia

Modo [T;Z?;é(”sc\;\‘j‘) [rad/s] D‘(f/: ©°Irady D?j‘/‘o’)'o [rad/s] D(e;;’)'o
(1 elemento) (2 elementos) (3 elementos)

1 203,96 225,9306 10,7720 206,1020 1,05021 204,2924 0,1630

2 220,95 246,8335 11,7146 223,4620 1,13691 221,3219 0,1683

3 235,07 263,4497 12,0729 237,8326 1,17522 235,3219 0,1072

4 319,35 450,5555 41,0852 327,8658 2,66660 320,3868 0,3247

5 361,04 503,3285 39,4107 370,0510 2,49585 362,0566 0,2816
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Caso 11 — Pértico Isotrépico e Homogéneo 3D

Para 0 estudo e projeto 6timo de um pdrtico no espaco, considerou-se uma estrutura semelhante
a representacdo esquematica da Figura 4.2.10. A seccdo transversal de cada viga é quadrada com
50 mm de lado, com 1 m de comprimento, pelo que a relacdo de aspeto de todas os elementos

viga-barra € de 20.

Y
P o
X
Ye/iaa Yecoaa
Z
77777 Veciaa

Figura 4.2.10 - Representacdo Esquematica do Pértico 3D com Carga Concentrada Aplicada

Analogamente ao caso de verificacdo 10, para a verificacdo das estruturas no espacgo, recorreu-se
ao software Solidworks, e do qual foram retirados os deslocamentos nodais do n¢ solicitado com
uma carga de 1000 N, presentes na Tabela 4.2.39, e as primeiras cinco frequéncias naturais da
estrutura, apresentadas na Tabela 4.2.40, de modo a comparar os resultados do modelo

implementado.

Tabela 4.2.39 - Deslocamentos Nodais do N6 no qual foi aplicada a Carga de 1000 N

GdL Deslocamento [SW] Deslocamento [Presente] Desvio (%)
Ux [mm] 3,380 3,4561 2,2515
Uy [mm] 0,0151 0,0061 -59,5759
uz [mm] -0,7909 -0,7991 1,0368

Paraas frequéncias naturais, realizou-se um estudo de convergéncia, devido a ligeira discrepancia
entre as frequéncias obtidasparaa primeira discretizacdo. Apesarde haverumligeiro desvioentre
os resultados provenientes do Solidworks, que utiliza uma discretizagdo com 712 nés e 700

elementos, e os obtidos no presente trabalho, 0 modelo encontra-se verificado.
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Tabela 4.2.40 - Primeiras Cinco Frequéncias de Ressonancia do Pdrtico 3D obtidascom 1,2 e 3
elementos/viga-barra, comparando com Solidworks, e respetivos desvios

vodo i page® pemio PR penio PRSI pen

swW) (1 elemento) (%) (2 elementos) (%) (3 elementos) (%)
1 90,885 90,4259 -0,5051 90,1666 -0,7904 90,1535 -0,8049
2 90,896 90,4259 -0,5172 90,1666 -0,8025 90,1535 -0,8169
3 116,37 115,9469 -0,3636 115,4462 -0,7938 115,4201 -0,8163
4 292,38 299,1564 2,3177 290,6082 -0,6060 290,1865 -0,7502
5 292,46 299,1564 2,2897 290,6082 -0,6332 290,1865 -0,7774

4.3 Verificacdo do Modelo de Otimizacdo de Arquimedes

Para a verificacdo do modelo de otimizacdo de Arquimedes implementado, procurou-se
apresentar uma verificacdo dos valores otimos calculados através do presente algoritmo
relativamente aos obtidos pelo autor [47], em trés tipos de funcdes de Benchmark, cujas
expressodes sdo apresentadas na Tabela 4.3.1.

Tabela 4.3.1 - Funcdes de Benchmark Utilizadas na Verificacdo do Modelo de Otimizacdo de
Arquimedes Implementado

Nome da ; =
Funcéo ! DM~ finin *
fi = (14 Gy 4 %, + D219 — 14x, + 3x2 — 14x, + 6x,x,
in- 2
GoFI)d_steln +3x2)) 2 3 0,-1)
rice (30 + (2x; — 3x,))?(18 —32x, + 12x% + 48x, — 36x,x,
+ 27x2))
N
Esfera = Z x? 30 0 (0,...,0)
i=1
N
Rastrigin £ =10+ Z:[xl2 — 10cos (2mx;)] 30 0 (0, ...,0)
i=1

Nos estudos efetuados na literatura [47], foram consideradas 30 corridas independentes, 1000
iteracdes em cada corrida, e populacdes de 20 individuos. Os resultados presentes na literatura
para 0s minimos globais de cada uma das funcdes sdo apresentados na Tabela 4.3.2.

Tabela 4.3.2 — Minimos Globais obtidos em [47] das FuncBes de Benchmark Utilizadas na Verificagcdo do
Modelo de Otimizacdo de Arquimedes

f DM Xmin Fmar  fin 7]
fi 2 2 2 3,0017
£ 30  -100 100 1,2E-222
fs 30 512 512 10,4661

Para a verificagdo do modelo de otimizacdo implementado, no caso da primeira funcgéo de
Benchmark, que € uma func¢do multimodal, foram considerados os parametros ja referidos: 30
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corridas, 1000 iteragdes e 20 individuos, e apresentam-se 0s valores obtidos parao minimo global
na Tabela 4.3.3.

Tabela 4.3.3 — Resultados do Estudo de Verificacdo da Fungdo Goldstein-Price, através da realizacdo de
30 corridas, 1000 iterages, e populagdes com 20 individuos

Corrida Valor 6timo x1 X2 Corrida Valor 6timo x1 X2

1 3,0002 1,1102E-04 -0,9994 16 3,0001 4,7648E-04 -0,9999
2 30,0977 -5,8577E-01 -0,4156 17 3,0001 -4,7412E-04 -1,0001
3 3,0001 -3,3235E-04 -0,9996 18 30,0361 -5,90060E-01 -0,4089
4 3,0000 2,6756E-04 -0,9999 19 3,0000 1,9420E-04 -1,0000
5 3,0000 3,1329E-04 -0,9999 20 3,0000 4,5786E-05 -1,0000
6 3,0004 1,3275E-03 -0,9996 21 3,0000 -4,5688E-05 -1,0002
7 3,0000 -2,0849E-04 -0,9998 22 3,0002 -9,3851E-04 -1,0001
8 3,0001 3,9645E-04 -0,9997 23 30,0001 -6,0049E-01 -0,3997
9 34,9873 -4,0628E-01 -0,5930 24 31,2376 -5,3654E-01 -0,4538
10 3,0001 -4,5672E-04 -0,9998 25 30,1436 -5,8133E-01 -0,4186
11 3,0000 -4,0537E-04 -1,0001 26 3,0002 -2,1037E-04 -1,0007
12 3,0000 -6,9610E-05 -1,0001 27 3,0000 7,5610E-05 -0,9999
13 3,0000 1,2492E-04 -1,0000 28 34,9464 -4,1426E-01 -0,5867
14 34,9675 -3,9006E-01 -0,6108 29 3,0000 -1,6536E-04 -0,9999
15 30,0733 -5,8613E-01 -0,4122 30 3,0001 000047848 -1,0000

Média 11,6497

Desvio Padréo 13,2696

Por observacgéo dos resultados obtidos na Tabela 4.3.3, pode verificar-se que 0 modelo tende, por
vezes, a convergir paraminimos locais, nomeadamente nas corridas 2, 9, 14,15,18,23,24, 25¢
28. Para contornar este problema, considerou-se a possibilidade de implementar umatécnica de
reinicializacédo inicialmente considerada conjuntamente com a técnica dos algoritmos genéticos,
neste Gltimo caso, conjugado com populacBes de dimenséao reduzida (micro-GA), que consiste na
renovacdo da populacdo ao fim de um determinado ndmero de iteragBes. Para isso, de 10 em 10
iteracdes foi registado e mantido o melhor valor, e renovou-se a restante populagéo. A utilizacéo
desta técnica tem como objetivo minimizar possiveis convergéncias locais precoces e 0
refrescamento da diversidade da populagdo a um menor custo computacional, dado serem
utilizadas com populacdes mais pequenas. Neste caso, consideraram-se 0S mesmaos parametros,
de modo aavaliar o comportamentodoalgoritmo, e apresentam-se os resultados obtidos na Tabela
4.3.4.
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Tabela 4.3.4 - Resultados do Estudo de Verificacdo da Funcdo Goldstein-Price com inclusdo de Técnica
de Reinicializacdo da Populacdo, através da realizacdao de 30 corridas, 1000 iteracdes, e popula¢des com

20 individuos
Corrida Valor 6timo x1 x2 Corrida  Valor 6timo x1 X2

1 3,0000 -9,104E-05 -1,0001 16 3,0001 -5,058E-04  -1,0002
2 3,0000 -2,402E-04  -1,0002 17 3,0000 -1,210E-04  -1,0001
3 3,0003 -1,048E-03  -1,0005 18 3,0000 1,125E-04 -0,9998
4 3,0001 -5,879E-04  -1,0003 19 3,0001 -3,505E-04  -0,9998
5 3,0010 1,873E-03  -0,9989 20 3,0000 1,019E-04 -0,9999
6 3,0001 -4,284E-04  -1,0004 21 3,0001 5,071E-04 -0,9998
7 3,0036 2,260E-03  -1,0018 22 3,0000 -2,140E-04  -1,0001
8 3,0010 5578E-05  -0,9985 23 3,0000 -9,104E-05 -1,0001
9 3,0000 -3,5653E-05  -1,0000 24 3,0000 -2,402E-04  -1,0002
10 3,0000 1,147E-04  -0,9999 25 3,0003 -1,048E-03 -1,0005
11 3,0001 -5,802E-04  -1,0003 26 3,0001 -5,879E-04  -1,0003
12 3,0000 -1,462E-04  -0,9999 27 3,0010 1,873E-03 -0,9989
13 3,0001 -5,722E-04  -0,9997 28 3,0001 -4,284E-04  -1,0004
14 3,0001 7,095E-04  -0,9999 29 3,0036 2,260E-03 -1,0018
15 3,0000 -6,933E-05  -0,9999 30 3,0010 5,578E-05 -0,9985

Média 3,0002

Desvio Padréo 0,0007

A aplicacdo da técnica de reinicializacdo da populacéo, no caso da funcdo Goldstein -Price,

permitiu ao algoritmo convergir parao extremo global em todas as corridas efetuadas, sem que

fosse necessario 0 aumento dos parametros, que implicariam um maior custo computacional.

Para as funcdes de Benchmark para as quais em [47] foi considerada dimensédo 30, foram

realizados estudos com populacdes e nimero maximo de iteracBes idénticas as da literatura, no

entanto, foram consideradas dimensdes diferentes, com o intuito de avaliar o comportamento do

algoritmo. Assim, realizaram-se séries de 10 corridas, visto que cada corrida implica um peso

computacional bastante elevado, para dimensdo 30, 10 e 5. Os resultados desses estudos séo

apresentados nas tabelas 4.3.5, 4.3.6 e 4.3.7, respetivamente.

Tabela 4.3.5 - Resultados do Estudo de Verificacdo da Funcao da Esfera com Dimensdo de 30, através da
realizacdo de 10 corridas, 1000 iterac6es, e populagdes com 20 individuos
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Corrida Valor 6timo Corrida Valor 6timo

1 0,6679 6 0,0057

2 0,0047 7 0,0059

3 0,0059 8 0,4575

4 0,0087 9 0,0081

5 0,0046 10 0,0081
Média 0,1177
Desvio Padréo 0,2274




Tabela 4.3.6 - Resultados do Estudo de Verificacdo da Funcao da Esfera com Dimensédo de 10, através da
realizacdo de 10 corridas, 1000 iteragdes, e populacdes com 20 individuos

Corrida  Valor étimo Corrida Valor 6timo

1 2,1747E-04 6 2,3956E-04

2 7,3474E-05 7 3,3896E-04

3 2,8913E-02 8 2,6810E-04

4 4,4930E-03 9 1,1240E-04

5 6,0464E-05 10 1,5916E-04
Média 3,4876E-03
Desvio Padréo 8,5724E-03

Tabela 4.3.7 - Resultados do Estudo de Verificacdo da Funcdo da Esfera com Dimensdo de 5, através da
realizacdo de 10 corridas, 1000 iteragdes, e populacdes com 20 individuos

Corrida  Valor étimo Corrida Valor 6timo

1 1,5113E-05 6 9,6662E-06

2 4,7203E-06 7 2,1062E-05

3 6,0332E-04 8 4,2217E-05

4 3,4619E-04 9 6,6066E-06

5 3,7461E-04 10 2,8057E-05
Média 1,4516E-04
Desvio Padréo 2,0417E-04

Tabela 4.3.8 - Resultados do Estudo de Verificacdo da Funcdo da Esfera com Dimensdo de 2, através da
realizacdo de 30 corridas, 1000 iterac6es, e popula¢des com 20 individuos

Corrida Valor 6timo x1 X2 Corrida  Valor 6timo x1 x2

1 3,6562E-07 2,6163E-04 -54513E-04 16 5,0920E-08  2,1654E-04 -6,3475E-05
2 5,0441E-07 7,0688E-04  6,8797E-05 17 4,0154E-08  1,0168E-04 -1,7267E-04
3 3,2827E-10  -1,6628E-05 -7,1963E-06 18 7,7451E-08  -2,2570E-04 -1,6283E-04
4 3,2671E-08 1,6794E-04  6,6830E-05 19 1,9488E-08 -2,0595E-05 1,3807E-04
5 9,7023E-07 9,7064E-04  -1,6761E-04 20 2,5073E-07 -4,3811E-04 2,4246E-04
6 6,6777E-08 -1,7222E-04 -1,9266E-04 21 1,4535E-07 -3,8125E-04 -8,7104E-07
7 4,9175E-07  3,1464E-05 -7,0054E-04 22 6,1947E-08  1,4259E-04 2,0400E-04
8 1,1934E-07 -2,0033E-04 2,8144E-04 23 1,2631E-08 3,6911E-05 1,0615E-04
9 2,1695E-07  4,1393E-04  -2,1357E-04 24 1,2202E-06  5,3236E-05 -1,1033E-03
10 1,0607E-08  1,0275E-04  7,0147E-06 25 3,7686E-08  6,5380E-05 -1,8279E-04
11 6,4217E-07 -3,0060E-04 -7,4284E-04 26 2,7144E-07 2,9385E-04 -4,3023E-04
12 2,1608E-07 1,3705E-04 4,4418E-04 27 1,6715E-09 -3,1453E-05 2,6118E-05
13 3,1922E-07 1,9014E-04  -5,3204E-04 28 8,9330E-07  2,0204E-04  9,2330E-04
14 2,7189E-08  1,2716E-04  -1,0498E-04 29 1,0035E-07  2,3730E-04  2,0985E-04
15 55599E-08 -9,9493E-05 2,1378E-04 30 1,6814E-07  3,4183E-04 2,2648E-04

Média 2,4635E-07

Desvio Padréo 3,0991E-07
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Os estudos apresentados nas tabelas 4.3.5,4.3.6 e 4.3.7 mostram que, para problemas com as
dimensdes avaliadas, seria necessario aumentar os paradmetros relativos ao nimero maximo de
iteragdes e a dimensao da populagao para que o valormédio da série de corridas tivesse a mesma
ordem de grandeza que em [45] (no caso de dimensdo 30), o que implicaria tempos
computacionais muito elevados. No entanto, como se pretende otimizar estruturas FGM, em que
o numero de variaveis de projeto consideradas ¢ reduzido, procedeu-se ao estudo do
comportamento do algoritmo para dimensdo 2, cujos resultados sao apresentados na Tabela 4.3.8.
Para a funcéo da esferacom dimensao 2 da Tabela 4.3.8, os resultados obtidos para o minimo
global da fun¢aoestudadae respetivassolugdes 6timas apresentamordem de grandezacompativel

com os valores expectaveis indicados na Tabela 4.3.1.

Por fim, relativamente a fungéo Rastrigin, realizaram-se 10 corridas em vez de 30 para 0s

parametros definidosem [47], e para 0s quais se obtiveram os valores presentes na Tabela 4.3.9.

Tabela 4.3.9 - Resultados do Estudo de Verificacdo da Funcao da Esfera com Dimensédo de 30, através da
realizacdo de 10 corridas, 1000 iteracdes, e populagdes com 20 individuos

Corrida Valor 6timo Corrida Valor 6timo

1 149,7459 6 191,5407

2 151,9400 7 141,6163

3 192,2579 8 133,4298

4 131,3572 9 180,4365

5 185,6333 10 231,9137
Média 168,9871
Desvio Padréo 30,8358

Os minimos globais obtidos na série de 10 corridas para 30 variaveis, apresentados na Tabela
4.3.9, sugerem que, paraque o valor médio dos mesmos tomasse um valor proximo do obtido em
[47] seria necessario aumentar os parametros de entrada, nomeadamente o ndmero de individuos
na populacdo e as iteracGes, assim como restringir os limites que caracterizam cada variavel, no
entanto, isso traria um peso computacional muito elevado. Analogamente a funcéo da esfera,
optou-se por introduzir a técnica da renovacgao da populagdo em determinadas iteragdes, com o
intuito de averiguar o efeito da mesma no valor médio. Os resultados obtidos sdo apresentados na
Tabela 4.3.10.

Neste caso, a utilizagdo da técnica de reinicializagdo ndo introduz umareducao significativa no
valor médio. Mais uma vez, como se pretende otimizar estruturas FGM, em que o nimero de
variaveis de projeto consideradas ¢ reduzido, procedeu-se ao estudo do comportamento do
algoritmo para esta fungdo para dimensdo 2. Assim, na Tabela 4.3.11 sdo apresentados os
resultados obtidos numa série de 30 corridas para uma populagdo com 20 individuos, 1000

iteracdes, e 2 variaveis.

64



Tabela 4.3.10 - Resultadosdo Estudo de Verificacdo da Funcao da Esfera com Dimensao de 30 incluindo
a Técnica de Reinicializacdo da Populacdo a cada 10 iteragdes, atravésda realizacdo de 10 corridas, 1000
iteracdes, e populacdes com 20 individuos

Corrida Valor 6timo Corrida Valor 6timo

1 182,7640 6 176,6780

2 128,2823 7 164,3218

3 132,5087 8 175,7749

4 213,2652 9 193,8015

5 123,3375 10 155,8608
Média 164,6595
Desvio Padréo 28,1949

Tabela 4.3.11 - Resultadosdo Estudo de Verificagdo da Funcao da Esfera com Dimensdo de 2, através da
realizacdo de 30 corridas, 1000 iteraces, e populacdes com 20 individuos

Valor

Corrida 6timo x1 X2 Corrida Valor 6timo x1 x2

1 2,2261E-06  7,1575E-05  -7,8086E-05 16 7,5106E-06 -9,7429E-05 1,6842E-04
2 8,7611E-05 -6,4460E-04 -1,6155E-04 17 9,7786E-06 -5,8530E-05 -2,1416E-04
3 3,2354E-05 2,0283E-04  -3,4920E-04 18 4,4038E-05 2,2631E-04 4,1323E-04
4 2,0809E-05 3,1148E-04  8,8684E-05 19 1,1002E-04 7,9916E-05 7,4038E-04
5 6,0460E-04 1,3181E-03  -1,1446E-03 20 2,9182E-05 3,7090E-04 -9,7611E-05
6 3,5706E-05 -4,1523E-04 -8,6955E-05 21 8,8181E-06 -1,7562E-04 -1,1664E-04
7 3,8134E-04 -4,7342E-04  1,3031E-03 22 6,2623E-05 3,6919E-04 -4,2350E-04
8 7,2106E-05 1,9886E-04  5,6913E-04 23 9,3279E-08 -1,3761E-05 1,6757E-05
9 1,3137E-06 4,9995E-05 -6,4204E-05 24 6,5966E-06 -1,5477E-04 -9,6421E-05
10 1,6951E-04 -8,6029E-05 9,2034E-04 25 3,8960E-06 1,1958E-04 7,3065E-05
11 2,6723E-06 1,1170E-04  -3,1524E-05 26 1,9488E-04 2,4492E-04 -9,6037E-04
12 1,2621E-05 -1,9397E-04 1,6122E-04 27 2,5494E-05 -3,4838E-04 -8,4494E-05
13 8,4976E-07 -2,3366E-05 6,1133E-05 28 2,3699E-05 -1,6866E-04 -3,0168E-04
14 5,1541E-06  7,9984E-05  1,3993E-04 29 4,5645E-08 1,3583E-05 -6,7504E-06
15 4,4782E-05 3,9299E-04  2,6698E-04 30 4,5579E-05 -4,0122E-04 -2,6223E-04

Média 6,8197E-05

Desvio Padréao 1,2628E-04

Para a funcéo Rastrigin com dimensé&o 2, o algoritmo de Arquimedes permitiu obter resulados
obtidos para o minimo global da funcdo estudada e respetivas solugdes 6timas cuja ordem de

grandeza é compativel com os valores expectaveis indicados na Tabela 4.3.1.
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4.4 Verificacdo do Modelo de Otimizagdo das Raposas Vermelhas

Para a verificagdo do modelo de otimizacdo das Raposas Vermelhas implementado, realizou-se a
verificacdo dos valores 6timos obtidos atraves do presente algoritmo relativamente aos obtidos
pelo autor [39], em trés tipos de func¢Bes de benchmark, em que cada func¢éo foi testada em 100
corridas independentes, 100 iteracdes e 100 individuos. Para a verificacdo do modelo de
otimizacéo, foram realizadas apenas 10 corridas independentes para as fungdes de benchmark
com duas variaveis, e 20 corridas independentes para a fungdo com 20 variaveis, considerando-
se para cada funcdo 100 iteracdes e 100 individuos. As funcdes testadas sdo apresentadas na
Tabela 4.4.1.

Tabela 4.4.1 - Funcdes de Benchmark Utilizadas na Verificacdo do Modelo de Otimizacdo das Raposas
Vermelhas Implementado

Nome da Funcéo f DiM  Xpin  Xmax  famin x
N
Esfera £ = Z x? 2 10 10 0 (0.0
i=1
N
Rastrigin f, =10 + z:[xi2 — 10cos (2mx;)] 2 -10 10 0 (, ...,0)
i=1
N
Soma dos Quadrados fi = Z i+ x? 20 -10 10 0 (,...,0)
i=1

A primeira fungdo utilizadaé unimodal, e paraa verificagdo do modelo de otimizacao, foram
realizadas 10 corridas independentes, 100 iteracdes e 100 individuos, cujos resultados estdo

presentes na Tabela 4.4.2.

Tabela 4.4.2 — Resultados do Estudo de Verificacdo da Fun¢do da Esfera com Dimensdo 2, através da
realizacdo de 10 corridas, 100 iteracées, e popula¢cdes com 100 individuos

Corrida x1 X2 frmin
1 1,8361E-25 -4,1521E-13 1,8361E-25
2 4,6098E-18 -2,1467E-09 4,6098E-18
3 1,8651E-24 -3,4829E-13 1,8651E-24
4 1,4830E-18 3,4113E-10 1,4830E-18
5 1,7701E-20 -5,5185E-11 1,7701E-20
6 1,4319E-20 9,6300E-11 1,4319E-20
7 1,7838E-23 1,0361E-12 1,7838E-23
8 7,8485E-21 2,4849E-11 7,8485E-21
9 4,9898E-23 5,1449E-12 4,9898E-23
10 2,7335E-19 -5,1258E-10 2,7335E-19
Média Calculada 6,4061E-19
Média [39] 1,2990E-07
Desvio Padréao Calculado 1,3287E-18
Desvio Padréo [39] 3,2200E-08
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A segunda funcdo utilizada é multimodal, mas neste caso tem a dimensdo fixa de 2 variaveis de

projeto, e para aqual foram realizadas 10 corridas, e cujos resultados das corridas efetuadas estdo

presentes na Tabela 4.4.3.

Tabela 4.4.3 - Resultados do Estudo de Verificagdo da Funcdo Rastrigin com Dimensdo 2, através da

realizacdo de 10 corridas, 100 iteracGes, e populagdes com 100 individuos

Corrida x1 X2 fmin
1 2,1372E-09 1,9420E-10 9,1367E-16
2 -6,7385E-08 -8,2852E-08 2,2627E-12
3 7,1884E-11 1,3883E-10 4,8489E-18
4 -7,0627E-10 6,3963E-10 1,8013E-16
5 5,6276E-10 -3,9101E-10 9,3162E-17
6 -7,7343E-11 4,0890E-11 1,5185E-18
7 -2,4210E-11 -7,3662E-11 1,1928E-18
8 -5,8023E-09 -8,7128E-09 2,1740E-14
9 -6,1365E-11 1,5509E-10 55191E-18
10 -1,4728E-14 -2,3298E-13 1,0812E-23
Média Calculada 2,2856E-13
Média [39] 1,3740E-07
Desvio Padréo Calculado 6,7808E-13
Desvio Padréo [39] 3,7200E-08

Aterceirafuncioutilizadaé multimodal, e foramobtidos os valores 6timos dafungdo comrecurso
a 20 variaveis de projeto, e como tal, foram realizadas 20 corridas, e cujos resultados sdo
apresentados na Tabela 4.4.4.

Tabela 4.4.4 - Resultados do Estudo de Verificacdo da Funcdo da Soma dos Quadrados com Dimenséao
20, através da realizacdo de 20 corridas, 100 iteracgdes, e populacdes com 100 individuos

Corrida fmin Corrida fmin
1 5,2493E-08 11 8,4226E-07
2 6,6234E-08 12 1,1592E-06
3 1,3214E-07 13 5,9515E-08
4 6,8963E-09 14 8,1866E-07
5 3,9354E-09 15 6,0568E-06
6 5,3984E-09 16 3,5550E-07
7 4,7102E-08 17 1,8613E-09
8 8,2362E-08 18 3,0456E-10
9 1,0905E-07 19 3,1400E-09
10 1,0499E-06 20 3,5231E-08
Média calculada 5,4440E-07
Média [39] 7,5400E-08
Desvio Padréo calculado 1,3183E-06
Desvio Padréo [39] 2,7800E-08
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Pelos resultados apresentados nas tabelas 4.4.1, 4.4.2, 443 e 4.4.4, considera-se 0
comportamento do algoritmo nas funcdes avaliadas muito satisfatorio, apresentando valores
médios para 0s minimos globais das fun¢des com uma ordem de grandeza bastante proxima dos
presentes na literatura.

45 Verificacdo do Modelo de 1 VVariavel de Projeto

Para a verificacdo do modelo desenvolvido para 1 variavel de projeto, e considerando os estudos
paramétricos realizados para cada estrutura (apresentados no capitulo 5), optou-se pelo estudo do
Portico 1, pela sua simplicidade, associada ao menor peso computacional que o seu estudo
implica. Para a discretizagdo minima do Pértico 1, a maximizacdo da frequéncia fundamental

deve levar a obtencdo dasolucdo 6tima (2, 39.3221), oua um valor 6timo superior a 39.3221.

Para a reducao do tempo que cada corrida demoraria com a utilizagdo de integragcdo exata na
construcdo das matrizes de rigidez de membrana-flexao e de massas de cada elemento (através da
funcéo Int), foi considerada a integragcdo aproximada (integracdo numeérica, realizada através da
funcéo Approximatelnt) do Maple, e apresenta-se, na Tabela4.5.1 a frequéncia fundamental da
estrutura calculada para cada expoente para os dois tipos de integragdo, podendo verificar-se que
os resultados sdo bastante aproximados, pelo que, nos estudos de otimizacédo, a integracéo a
utilizar sera a aproximada.

Tabela 4.5.1 - Frequéncia Fundamental do Pdrtico 1 para diferentes valores de expoente da Leide
Poténcia calculadas através de Integracdo Exata e Integracdo Aproximada, respetivamente

ey 18 Frequérlcia [rad/s] 18 Freq~uéncia [r_ad/s]
(Integracdo Exata) (Integracdo Aproximada)

0 30,7859 30,6588
0,1 33,5754 33,2675
0,2 35,4086 35,0613
05 38,1721 37,8981

1 39,4551 39,2785

2 39,4660 39,3221

5 38,5265 38,3893

10 37,9670 37,8254

© 35,8244 35,6800

Para a minimizacéo dos deslocamentos resultantes nodais, e carregamento correspondente ao
considerado nos estudos previamente realizados (Px = 50 N, pz = -1000 N/m), a solucao 6tima
serdaque caracterizao menordeslocamentoresultante do nd mais solicitado —no6 4 —da estrutura,
correspondendo a (10, 10.9900), como é apresentado na Tabela 4.5.2.

68



Tabela 4.5.2 - Deslocamentos Resultantes [mm] dos N6s que Constituem a Discretizacdo Minima do
Pértico 1 calculados com recurso a Integracdo Aproximada

ey 0 1 2 5 10
N6 1 0 0 0 0 0
N6 2 4,4625 0,6908 0,6618 0,8857 1,0258

N6 3 22,2142 12,1260 11,3076 10,7763 10,4648
N6 4 22,9209 12,9616 12,0627 11,3875 10,9900
N6 5 22,2122 12,1236 11,3053 10,7739 10,4623
N6 6 15,6657 9,7842 9,0057 8,1962 7,6918
N6 7 0 0 0 0 0

Para o estudo desta estrutura, foram definidas 50 iteragdes, e uma populacdo de 10 individuos,
cujos resultados sdo apresentados na Tabela 4.5.3 para 10 corridas, para analise estatica e
dinamica.
Tabela 4.5.3 — Solugbes Otimas do Estudo de Otimizacao do Pértico 1 obtidas através do algoritmo de
Arquimedes e do algoritmo das Raposas Vermelhas para a minimizacdo do deslocamento resultante

maximo e para maximizacao da frequencia fundamental da estrutura para 10 corridas, 50 iteragdes e
populacGes com 10 individuos

Corrida AOA RFO
ey fmin [mm)] ey fmax [rad/s] ey fmin [mMm] ey fmax [rad/s]

1 10 10,9900 1,4236 39,4528 10 10,9900 14114 39,4529
2 10 10,9900 1,4236 39,4528 10 10,9900 1,4231 39,4530
3 10 10,9900 14217 39,4528 10 10,9900  1,4265 39,4530
4 10 10,9900 1,4223 39,4528 10 10,9900 1,4231 39,4531
5 10 10,9900 1,4229 39,4528  0,7427 10,9952 14310 39,4530
6 10 10,9900 1,4233 39,4528 10 10,9900 1,4224 39,4530
7 10 10,9900 11,4235 39,4528 10 10,9900 1,4224 39,4530
8 10 10,9900 14237 39,4528 10 10,9900 1,4306 39,4530
9 10 10,9900 14239 39,4528 10 10,9900 1,4152 39,4530
10 10 10,9900 1,4234 39,4528 10 10,9900  1,4345 39,4530

MO 10 10,9900 14217 39,4528 10 10,9900 1,4231 39,4531
PO 10 10,9900 1,4229 39,4528 0,7427 10,9952 14114 39,4529

Média 10,9900 39,4528 10,9905 39,4530
Dp 0 3,0259E-07 0,0016 3,6797E-05

De modo a tornar o processo menosdemorado, considerou-se uma situagdo em que, para cada
corrida, a populagéo é constituida por 5 individuos, e realizam-se 10 iteragdes, com o intuito de
verificar se 0 modelo converge para as mesmas solugBes que a serie com parametros superiores,

e os resultados sdo apresentados na Tabela 4.5.4.
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Tabela 4.5.4 - Solugdes Otimas do Estudo de Otimizacao do Pértico 1 obtidas através do algoritmo de

Arquimedes e do algoritmo das Raposas Vermelhas para a minimizacdo do deslocamento resultante

maximo e para maximizacao da frequencia fundamental da estrutura para 10 corridas, 10 iteragdes e
populacdes com 5 individuos

AOA RFO
Corrida
ey fmin [Mm] ey fmax [rad/s] ey fmin [Mm] ey fmax [rad/s]
1 10 10,9900 2,1800 39,2555 10 10,9900 1,4972 39,4496
2 10 10,9900 1,6089 39,4342 7,0298 11,1833 1,4495 39,4524
3 10 10,9900 1,5758 39,4399 10 10,9900 1,7502 39,4017
4 10 10,9900 5,3205 38,3277 10 10,9900 1,6666 39,4226
5 8,4396 11,0805 1,4200 39,4528 10 10,9900 1,6756 39,4205
6 10 10,9900 1,6429 39,4276 10 10,9900 1,4754 39,4512
7 10 10,9900 1,4189 39,4528 10 10,9900 1,4251 39,4530
8 10 10,9900 1,4639 39,4518 99839 10,9909 14154 39,4530
9 10 10,9900 1,4030 39,4526 10 10,9900 11,5220 39,4474
10 10 10,9900  1,5883 39,4379 10 10,9900 2,3277 39,1983
MO 10 10,9900 1,4200 39,4528 10 10,9900 1,4251 39,4530
PO 8,4396 11,0805 5,3205 38,3277 7,0298 11,1833  2,3277 39,1983
Média 10,9991 39,3133 11,0094 39,4150
Dp 0,027144 0,3334 0,0579 0,0742

As figuras 4.5.1 e 4.5.2 representam esquematicamente a configuragdo obtida com as solugdes
otimas encontradas para minimizagdo do deslocamento resultante maximo da estrutura e para a

maximizagdo da frequéncia fundamental, respetivamente, com o modelo de 1 variavel de projeto.

Modulo de Elasticidade - Poértico 1

1

1,6

12 -—

Zr0,

Y [m]

0,8

04

70 120 170
Erom [GPa]

Figura 4.5.1 - Distribuicdo do Mddulo de Elasticidade no Pdrtico 1 para a solu¢do 6tima encontrada para
minimizacdo do deslocamento resultante maximo
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Modulo de Elasticidade - Pértico 1

]

3 N A
> 0,8 Zro,

70 90 110 130 150 170 190 :
Erem [GPa]

Figura 4.5.2 - Distribuicdo do Mddulo de Elasticidade no Pértico 1 para a solucdo 6tima encontrada para
maximizacdo da frequéncia fundamental

A melhor solugdo encontrada em termos de minimizac¢io de deslocamento resultante maximo
neste caso de verificagdo do modelo de otimizacao corresponde a uma estrutura maioritariamente
construida em Zirconia desde a zona inferior até a uma altura de aproximadamente 1,2 m,
aproximadamente. No caso da maximizagdo de frequéncia fundamental, a solucdo 6tima ¢
caracterizada por uma distribui¢do aproximadamente linear de material em fun¢@o da coordenada

vertical.
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5 Casos de Estudo

O capitulo 5 do presentetrabalhoengloba os estudos realizados as estruturastipicas consideradas.
Numa primeira fase, foram realizados estudos paramétricos a 6 estruturas diferentes — 3 treligas
e 3 porticos — para averiguar a influéncia de parametros como o expoente da lei de poténcia do
FGM, escrita da lei de misturas que rege a distribui¢do das propriedades do FGM ao longo da
coordenada vertical, e segundo momento de area, na resposta estatica e dindmicade vibragio livre
de cada estrutura, tendo sido realizadas, posteriormente, duas verificagdes relativamente a
possibilidade de ocorréncia de encurvadura se as estruturas fossem construidas em aco, e ao
numero de pontos de Gauss a utilizar aquando da constituicdo das matrizes de rigidez ao corte
transversal através de integragdo numérica. Apos analise de resultados e identificagdo de
tendéncias, procedeu-se a realizacdo de estudos de otimizagao de estruturas com recursos as meta
heuristicas de otimizagio descritas no subcapitulo 2.5, considerando as aplicagdes desenvolvidas

e apresentadas no capitulo 3.
5.1 Estudos Paramétricos das Estruturas

No presente subcapitulo sdo apresentados os estudos paramétricos realizados as estruturas
bidimensionais consideradas, com anélise de resultados e identificacdo de tendéncias. A analise

das estruturas estudadas foi realizada com algumas consideragdes, nomeadamente:

e arelacdo de aspeto dos componentes viga-barra que constituem cada estrutura é L/h>50.

e 0 gradiente material ocorre em fungdo da altura da estrutura, tendo sido considerado que,
como a espessura de cadaelemento € muito inferiorao respetivo comprimento, quando a
espessura coincide com a direcdo da altura da estrutura, a fracdo voliumica se mantém
constante em cada coordenada vertical.

e nestes estudos, ndo foi considerada a ocorréncia de encurvadura, no entanto, foi efetuada
uma verificacéo pds-estudos da possibilidade de ocorréncia de encurvadura no caso de a
estrutura ser totalmente constituida por material metalico.

e considera-se que a realizagdo de analises de instabilidade sera um aspeto complementar e
relevante a considerar, mas atendendo a abrangéncia do presente trabalho, iria ultrapassar o

ambito de uma dissertacdo de Mestrado.

Para cada caso de estudo, apresentam-se resultados para deslocamentos nodais e as primeiras
cinco frequéncias naturais de cada estrutura, para diferentes valores de expoente da lei de
poténcia, cuja expressdo traduz a variagdo da quantidade de um determinado material ao longo da
coordenada vertical (Y) da estrutura. Neste subcapitulo, considerou-se que todas as estruturas sdo
constituidas por FGM composto por Aluminio e Zirc6nia, cujas propriedades constam na Tabela
3.2.1.
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511 Treligal

O primeiro caso de estudo consiste numa treliga constituida por 3 barras, semelhante ao caso de

verificacdo 7, sujeita a uma carga concentrada P = 100 N no nd livre.

‘D L

B>

Figura 5.1.1 - Representacdo Esquem@tica da Trelica 1 e do carregamento considerado

Nesta estrutura, foi considerado que o comprimento dos elementos horizontais e verticais é
unitario, correspondendo a L e os elementos apresentam seccdo quadrada com 20 mm de lado. A
origem do referencial da estruturalocaliza-se no apoio simples, pelo que a expresséo da fragéo
volumica metélica é definida por:

ey

V(¥) = (; + 1) (5.1.1

Para o estudo do comportamentoda estruturaem FGM, foramconsideradas 3 discretizagdes, com
0 consecutivo aumento do numero de elementos, de modo a verificar a convergéncia de

resultados.

A Figura 5.1.2 apresenta esquematicamentea discretizacdo minimada estrutura, com 3 elementos

quadraticos, e a evolucao da fragdo volimica em funcdo da coordenada vertical Y.

Fracdo Volumica de Material Metéalico na Trelica 1

o
]
]
o

0,2 0,4 1
-0,1

02
03
04
05
06
07
08

-0,9

0 0,1 0,2 05—+—1-—9-2—>%-5-—®8-10——x
Figura 5.1.2 - Representacdo Esquematica da Discretizacdo Minima da Trelica 1 considerando Elementos

Unidimensionais Quadraticos, e Evolucdo da Fracdo Voliumica de Material Metalico em funcdo da Altura
da Estrutura
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As figuras 5.1.3 e 5.1.4 apresentam a evolucao do Médulo de Elasticidade e da Massa VolUmica
do FGM constituido por Aluminio e Zirconia considerado em fungéo da coordenada vertical da
estrutura, respetivamente, numa situacdo em que a expressdo da fracdo volumica exprime a
distribuicdo de material metalico em funcéo da coordenada vertical da estrutura.

Modulo de Elasticidade do FGM (GPa)

70 0 150 170 190
-0,1

-0,2
-0,3
-0,4
-0,5
-0,6
-0,7
-0,8

-0,9
0 0,1 0,2 05 —+—1 -2 =<5 810 -

Figura 5.1.3 - Evolucdo do Modulo de Elasticidade de um FGM ao longo Coordenada Vertical da
Estrutura, constituido, na zona superior, por Aluminio, e na zona inferior, Zircénia

Massa Voltimica do FGM (kg/m3)

4700 5200

0 0,1 0,2 05 —+—1-9-2 <5810 0w

Figura 5.1.4 - Evolucdo da Massa Volimica de um FGM ao longo da Coordenada Vertical da Estrutura,
constituido, na zona superior, por Aluminio, e na zona inferior, Zirconia

A primeira discretizacao considerada apresenta 4 elementos quadréticos, sendo que as barras
horizontal e vertical sdo caracterizadas por um elemento cada uma, e a barra obliqua € constituida
por 2 elementos, tal que a estrutura seja analisada através de elementos com comprimentos
aproximados. A segunda discretizagdo tem um total de 7 elementos, em que as barras vertical e

horizontal sdo caracterizadas por 2 elementos cada, e a barra obliqua apresenta 3 elementos.
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A terceira discretizagdo tem umtotal de 10 elementos, em que as barras vertical e horizontal sdo
caracterizadas por 3 elementos cada, e abarraobliqua apresenta 4 elementos. Para o presente caso
de estudo, os resultados apresentados dos deslocamentos nodais correspondem aos obtidos com
a primeira discretizacdo, ja que apresentam resultados satisfatorios face ao nimero de elementos
considerados. No caso das frequéncias naturais, sdo apresentados os resultados obtidos com a

discretizagdo mais completa, quando € verificada convergéncia das mesmas.

O primeiro estudo paramétrico realizado consiste na estrutura FGM cuja lei de poténcia para a
fracdo volumica descrita em (5.1.1) constitui a variagdo do material metalico na estrutura em
funcéo dacoordenada vertical da estrutura, sendo a Regra de Misturas escrita através da equacdo
(5.1.2), cujos resultados para os deslocamentos nodais sdo apresentados na Tabela5.1.1, e as
primeiras 5 frequéncias naturais na Tabela 5.1.2.

Prew (V) = By Vi + P, (1-V;) (5.1.2)
.
Zr0,

Figura 5.1.5 - Representacdo Esquematica da Trelica 1 quando a Regra das Misturas é escrita de tal forma
que a fracdo volumica é relativa a Distribuicdo de Material Metalico

Tabela 5.1.1 - Deslocamentos Nodais do NO Livre da Trelica 1 para diferentesvalores de Expoente da Lei
de Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM
Al/ZrOz, e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

ey Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacao [rad]
0 3,5699 -17,2370 1,8164E-05
0,1 3,5699 -15,4318 1,6552E-05
0,2 3,5699 -14,3664 1,5579E-05
0,5 3,5698 -12,6222 1,3906E-05
1 3,5698 -11,2803 1,2510E-05
2 3,5698 -10,1445 1,1214E-05
5 3,5699 -9,1413 9,9548E-06
10 3,5699 -8,7346 9,4077E-06
© 1,2495 -6,0329 6,3574E-06

Os deslocamentos nodais obtidos permitemverificar que ocorreumadiminui¢do do deslocamento
vertical e da rotacdo do n6 em estudo com o aumento do expoente da lei de poténcia, devido a

existéncia crescente de material com maior modulo de elasticidade (neste caso, ceramico).
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Na Tabela 5.1.1 é notado ainda que 0 deslocamento nodal na diregéo x da estrutura totalmente
metalica € mantido para os diferentes expoentes estudados.
Tabela 5.1.2 — Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 1 para diferentes valores de Expoente da Lei de

Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO;,
e secgdo transversal 20 mm x 20 mm

18 Frequéncia 22 Frequéncia 32Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 221,4770 349,1966 575,5106 750,6624 1384,1043
01 227,4448 357,6705 589,6909 773,9224 1412,7562
0,2 230,3535 362,9582 596,5771 787,3944 1427,7406
0,5 233,5317 371,7801 603,4569 806,5315 1448,2246
1 234,2136 378,5760 603,9065 817,2049 1462,5000
2 233,6079 384,9476 602,7151 822,9459 1478,5614
5 232,6224 393,2762 606,8558 825,7050 1506,2052
10 232,2437 398,4635 614,6431 825,9015 1528,7442
© 257,7513 406,3877 669,7679 873,6067 1610,7939

Os resultados obtidos para as primeiras 5 frequéncias naturais da estrutura evidenciam, para a
primeira frequéncia natural da estrutura, um aumento desde ey=0 (estrutura totalmente metalica)
paraey=1, e umadiminuicdo desde ey=1 paraey=10, e paraas restantes frequéncias, este aumento
verifica-se desde ey=0 até ey=ow. Em todos 0s casos, quando ey=co (estrutura totalmente
ceramica),estastomamvaloressuperiores, em virtude do material que constitui a estrutura possuir

uma maior massa volumica, e por Ilhe conferir uma rigidez superior.

Por outro lado, se for considerado que a lei de poténcia caracteriza a distribuicdo do material
ceramico em funcéo da coordenada vertical da estrutura, é verificado um comportamento idéntico
ao considerado no estudo previamente descrito, mas invertido, em func¢éo da configuracéo

material. Nesse caso, a lei de Misturas é escrita da forma:

Pogn (V) = Prro, V5 + Pu (1 - Vf) (5.1.3)

B>

. A
l ’ Zr0,
Figura 5.1.6 - Representacdo Esquematica da Trelica 1 quando a Regra das Misturas é escrita de tal forma

que a fracdo volimica é relativa a Distribuicdo de Material Ceramico
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Os deslocamentos nodais e as frequéncias naturais obtidas para esta distribuicdo de material sdo
apresentados nas tabelas 5.1.3 e 5.1.4, respetivamente.
Tabela 5.1.3 - Deslocamentos Nodais do N6 Livre da Treliga 1 para diferentesvalores de Expoente da Lei

de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO,, e secgdo transversal 20 mm x 20 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [pum] Rotacéo [rad]
0 1,2495 -6,0329 6,3574E-06
0,1 1,2495 -6,3490 6,6427E-06
0,2 1,2495 -6,6713 6,9418E-06
05 1,2494 -7,6214 7,8583E-06
1 1,2494 -8,9586 9,2151E-06
2 1,2493 -10,6487 1,1039E-05
5 1,2493 -12,6082 1,3284E-05
10 1,2493 -13,5429 1,4314E-05
© 3,5699 -17,2370 1,8164E-05

Os deslocamentos nodais apresentados permitem evidenciar o comportamento ja verificado para
a situacdo contréria, pelo que, quanto menor a quantidade de material ceramico, cujo modulo de
elasticidade é superiorao do material metalico, maiores sdo os deslocamentos nodais diretamente
afetados pelo carregamento (deslocamento segundo y e rotagdo). Da Tabela 5.1.3 é possivel notar
que, para o deslocamento nodal na direcdo x, € mantido o valor obtido quando a estrutura é
totalmente cerdmica paraos diferentesexpoentes. A discrepancia na resposta para as duas escritas
possiveis para a lei de misturas pode dever-se & localizagdo do no6 analisado, que a coordenada
vertical a que se encontra, sendo uma estrutura assimétrica, mantém as caracteristicas do material
que constitui a zona superior.
Tabela 5.1.4 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 1 para diferentes valores de Expoente da Leide

Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO;,
e secgdo transversal 20 mm x 20 mm

13 Frequéncia 22 Frequéncia 32Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 257,7513 406,3877 669,7679 873,6067 1610,7939
01 255,5531 403,1320 663,8800 866,0617 1599,2675
0,2 253,6898 400,3341 659,2949 859,8454 1589,7764
05 250,0545 394,1020 651,4369 846,5098 1569,7335
1 248,2639 387,9951 648,4440 833,8669 1550,8235
2 249,4478 381,9102 650,4140 822,1832 1528,9579
5 253,2231 374,8986 650,1533 814,2952 1495,6903
10 253,8509 370,0182 639,8775 815,6029 1474,6951
© 221,4770 349,1966 575,5106 750,6624 1384,1043
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Os resultados das frequéncias naturais da Tabela 5.1.4 permitem verificar uma diminuicdo da
primeira frequéncia desde ey=0 (estrutura totalmente ceramica) até ey=1, seguida de um aumento
desde ey=1 até ey=10, e para as seguintes frequéncias, ocorre diminui¢éo desde ey=0 até ey=oo.
Osresultados menores sdo verificados para umasituagcdo em que a estrutura é totalmente metéalica
(ey=c0). Esta tendéncia lembra o comportamento da estrutura no caso anterior,embora a evolucdo
dos valores seja contréria: 0s expoentes cujos valores das frequéncias naturais da estrutura em
FGM no caso em que a lei de poténciaavalia a distribuicdo de material metélico apresentam
valores méaximos correspondem aos expoentes cujos valores das frequéncias naturais da estrutura
em FGM no caso em que a lei de poténciatraduz a distribuicdo de material cerdmico ao longo da
coordenada vertical da estrutura tém valores minimos.

Apds a andlise do comportamento da estruturaquando a secgéo transversal é quadrada (seccdo
A), foram consideradas duas situagdes de seccdo retangular em que a area da secgao transversal
é mantida constante, mas o 2° momento de area é diferente. Num primeiro caso, a altura do
retdngulo tem o dobro daaltura da sec¢ao quadrada (40 mm), e por sua vez, a largura tem metade
damesma dimensdo (10 mm). Destaforma, o segundo momentode areaquadruplica face a seccdo
inicial A. No segundo caso, a altura do retangulo tem metade da altura da sec¢do quadrada (10
mm) e a largura tem o dobro (40 mm), e assim, 0 segundo momento de area torna-se 4 vezes
inferior ao daseccdo A. NaFigura 5.1.7 apresenta-se uma representacéo esquematica das secgoes

transversais consideradas nos estudos paramétricos.

10 mm

20 mm

40 mm 40 mm

20 mm
10 mm

Secgdao A Secgdo B Secgao C

Figura 5.1.7 - Representacdo Esquematica das Seccdes Transversais Consideradas nos Estudos
Paramétricos Realizados

Para o caso da estrutura com secg¢ao retangular com as dimensdes 40 mm x 10 mm (secgdo B),
estudou-se o comportamento da estrutura para um FGM cuja lei de poténcia descreve a
distribuicao do material metalico e paraum FGM cuja lei de poténcia traduz a distribuicdo do
material cerdmico, e os resultados sao apresentados nas tabelas 5.1.5 e 5.1.7 para os
deslocamentosnodais, e tabelas 5.1.6 ¢ 5.1.8 para as primeiras 5 frequéncias naturais da estrutura,

respetivamente.
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Tabela 5.1.5 - Deslocamentos Nodais do N6 Livre da Treliga 1 para diferentesvalores de Expoente da Lei
de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metélico em FGM
Al/ZrO», e seccao transversal 40 mm x 10 mm

ey Deslocamento x [pm] Deslocamento y [um] Rotacéo [rad]

0 3,5653 -17,2148 1,8125E-05
01 3,5653 -15,4127 1,6517E-05
0,2 3,5652 -14,3488 1,5545E-05
0,5 3,5650 -12,6069 1,3875E-05

1 3,5650 -11,2667 1,2482E-05

2 3,5650 -10,1324 1,1189E-05

5 3,5652 -9,1304 9,9330E-06
10 3,5652 -8,7242 9,3874E-06
0 1,2479 -6,0252 6,3437E-06

Tabela 5.1.6 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrOz,
e seccao transversal 40 mm x 10 mm

18 Frequéncia 2%Frequéncia 3%Frequéncia 42 Frequéncia 52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 440,5345 693,3911 1139,2493 1482,0161 25715776
0,1 452,4078 710,2204 1168,4376 1527,0394 2637,5736
0,2 458,1798 720,7702 1182,5943 1553,1438 2674,7751
05 4644424 738,4678 11968044  1590,1355 2732,0848

1 465,7079 752,1791 1197,8881 1610,4001 2775,7106

2 464,3842 765,0075 1195,5162 1620,4946 2819,6169

5 462,3180 781,5699 1203,6102 1623,5471 2878,7850
10 4615582 791,8398 1218,8849 1622,2501 2918,1834

o 512,6859 806,9554 1325,3366 1724,7421 2992,7528

Tabela 5.1.7 - Deslocamentos Nodais do N6 Livre da Trelica 1 para diferentesvalores de Expoente da Lei
de Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO», e seccdo transversal 40 mm x 10 mm

ey  Deslocamento x [um]  Deslocamento y [pm] Rotacéo [rad]

0 1,2479 -6,0252 6,3437E-06
01 1,2478 -6,3406 6,6282E-06
0,2 12478 -6,6623 6,9266E-06
05 12477 -7,6103 7,8404E-06

1 12476 -8,9443 9,1929E-06

2 12474 -10,6303 1,1012E-05

5 12473 -12,5863 1,3250E-05
10 1,2473 -13,5201 1,4279E-05

0 3,5653 -17,2148 1,8125E-05
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Tabela 5.1.8 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrOy,
e seccdo transversal 40 mm x 10 mm

128 Frequéncia 2% Frequéncia 32 Frequéncia 42Frequéncia 5?2 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 512,6859 806,9554 1325,8366 1724,7421 2992,7528
0,1 508,2910 800,4856 1313,5386 1710,1391 2962,8898
0,2 504,5608 794,8873 1303,8461 1698,0632 2934,1333
05 497,2661 782,2428 1286,6798 1672,0200 2856,4757
1 493,6513 769,5638 1278,9824 1647,2962 2761,5556
2 495,9913 756,6992 1281,4137 1624,6511 2662,3444
5 503,4517 741,9330 1280,4826 1609,9374 2576,8574
10 504,6557 731,8415 1261,0553 1612,9765 2547,6991
© 440,5345 693,3911 1139,2493 1482,0161 25715776

No caso de uma secgao transversal dos elementos da estrutura coincidente coma secgao C, sdo
apresentados os valores dos deslocamentos nodais do né livre e das primeiras 5 frequéncias
naturais da estrutura para uma situacdo em que a regra de misturas traduz a distribuicdo do
material metalico nas tabelas 5.1.9 ¢ 5.1.10, respetivamente, € posteriormente, uma situagao em
que aregra de misturas € relativa a distribui¢do do material ceramico em fun¢do da coordenada

vertical nas tabelas 5.1.11 e 5.1.12, respetivamente.

A tendéncia que foi verificada relativamente a evolucdo dos deslocamentos nodais e as
frequéncias naturais da estrutura nas situagdes da sec¢do B e C é analoga a seccdo A, em que os
deslocamentos nodais aumentam com a progressdo de ey quando existe maior quantidade de
material metalico, e 0 aumento/diminui¢do das frequéncias segue 0 mesmo comportamento que
a primeira variante do presente caso de estudo.

Tabela 5.1.9 - Deslocamentos Nodais do N6 Livre da Trelica 1 para diferentesvalores de Expoente da Lei

de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM
Al/ZrO», e seccdo transversal 10 mm x 40 mm

ey Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacéo [rad]

0 3,5710 -17,2425 1,8174E-05
01 3,5710 -15,4366 1,6561E-05
0.2 3,5710 -14,3708 1,5587E-05
05 3,5710 -12,6260 1,3914E-05

1 3,5710 -11,2837 1,2517E-05

2 3,5710 -10,1475 1,1221E-05

5 3,5710 -9,1440 9,9602E-06
10 3,5710 -8,7372 9,4128E-06
0 1,2499 -6,0349 6,3609E-06
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Tabela 5.1.10 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrOo,
e seccdo transversal 10 mm x 40 mm

1% Frequéncia 22 Frequéncia 32 Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 110,8897 174,9093 288,4854 376,5318 697,5001
0,1 113,8770 179,1547 295,5291 388,2535 712,3229
0,2 115,3341 181,8004 298,9505 395,0414 720,0168
05 116,9294 186,2086 302,3650 404,6905 730,2517
1 117,2758 189,5990 302,5792 410,0948 737,1037
2 116,9809 192,7798 301,9833 413,0512 7447417
5 116,4938 196,9507 304,0652 4145797 757,9193
10 116,3051 199,5500 307,9766 414,7762 768,2907
© 129,0532 203,5554 335,7334 438,2011 811,7370

Tabela 5.1.11 - Deslocamentos Nodais do No Livre da Trelica 1 para diferentes valores de Expoente da
Lei de Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO,, e sec¢do transversal 10 mm x 40 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [pum] Rotacéo [rad]
0 1,2499 -6,0349 6,3609E-06
0.1 1,2499 -6,3510 6,6463E-06
0,2 1,2499 -6,6735 6,9456E-06
0,5 1,2499 -7,6242 7,8628E-06
1 1,2498 -8,9622 9,2207E-06
2 1,2498 -10,6533 1,1046E-05
5 1,2498 -12,6138 1,3292E-05
10 1,2498 -13,5486 1,4322E-05
o 3,5710 -17,2425 1,8174E-05

Tabela 5.1.12 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrOy,
e seccao transversal 10 mm x 40 mm

12 Frequéncia 22Frequéncia 32Frequéncia 42Frequéncia 5% Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 129,0532 203,5554 335,7334 438,2011 811,7370
0,1 1279514 201,9248 332,8190 434,3970 805,9945
0,2 127,0203 200,5258 330,5559 431,2661 801,2867
05 125,2038 197,4195 326,7066 4245566 791,4449
1 124,3099 194,3933 325,3010 418,1962 782,3595
2 124,9028 191,3923 326,3618 412,3062 772,0317
5 126,7964 187,9312 326,2506 408,2998 758,0120
10 127,1135 185,5123 321,0556 408,9307 750,3889
© 110,8897 174,9093 288,4854 376,5318 697,5001
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Quanto as frequéncias naturais obtidas, pode verificar-se quea estrutura que apresenta frequéncias
superiores é a que corresponde & estrutura em que a lei de poténcia reflete a distribuicdo do
material cerdmico e secc¢do transversal B, apresentando comportamento mais satisfatorio para
ey=0.1 e para ey=10, seguida da estrutura com a mesma sec¢do (B) com lei de poténcia
correspondente a distribuicdo do material metalico, cujo melhor comportamento estrutural é

obtido para ey=1.

Além disso, é possivel notar que existe uma razao entre as frequéncias para cada sec¢do, na
medida em que, quando a seccdo passa de A para B, as frequéncias aumentam para o dobro;
quando a seccdo passa de A para C, as mesmas diminuem para aproximadamente metade das
obtidas inicialmente. Os deslocamentos nodais mantém-se para sec¢fes transversais com

geometria diferente, visto que o valor da area da secgdo € constante.

As figuras 5.1.8,5.1.9 e 5.1.10 representam graficamente os primeiros 3 modos de vibracéo da
trelica 1, respetivamente, para a estrutura totalmente metalica e para os expoentes da lei de
poténcia de 0,1 e 10 quando a expressao da fracdo volumica caracteriza a distribuigcdo do material
metalico. A representacdo destes modos de vibragdo permite evidenciar o comportamento
verificado para as frequéncias naturais registadas, em que o aumento/diminuicdo da fre quéncia
associadaa um determinado modoem fungdo doexpoenteda lei de poténcia nemsempre coincide
com o aumento/diminuigdo da frequéncia noutro modo de vibragéo.

Modo 1 de Vibrago da Treligal

ev=0
ev=0.1
ev=10
—— Estado Inicial

Figura 5.1.8 - Representacao Grafica do Modo 1 de Vibracdo da Trelica 1
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Modo2 de Vibragdo da Treligal

ey=0
ey=0.1
ey=10
——— Estado Inicial

Figura 5.1.9 - Representacdo Grafica do Modo 2 de Vibragdo da Trelica 1

IWlodo3 de Vibragdo da Treliga

ey=0
ev=0.1
ev=10
—— Estado Inicial

Figura 5.1.10 - Representacdo Grafica do Modo 3 de Vibracao da Trelica 1

512 Treliga 2

O segundo caso de estudo consiste numa trelica constituida por 19 barras, sujeita a uma carga
concentrada P = 1000 N no né superior da estrutura, como representado na Figura 5.1.11.

AN &

Figura 5.1.11 - Representacdo Esquematica da Trelica 2 e do carregamento considerado
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Para esta estrutura, considerou-se uma distancia entre os apoios de 7 m, e uma altura maxima
correspondente @ metade dessa distancia, e em que L toma um valor unitario, e a seccdo
transversal é quadrada de lado 20 mm. A origem do referencial da estrutura localiza-se no apoio
simples, e a fracdo volumica metélica é definida pela expressao:

ey

v, () = 7L (5.1.4)

2
A Figura 5.1.12 apresenta esquematicamente a discretizacdo minima da estrutura, com 19

elementos quadraticos, e a evolugdo da fracdo volumica em fungdo da coordenada vertical Y.

Fracdo Volimica de Material Metalico na Trelica 2

0 0,2 04 06 0,8 1
0 01 0,2 05—+ 1—4-2—%5-8-10—eo

Figura 5.1.12 - Representa¢do Esquematica da Discretiza¢do Minima da Trelica 2 considerando
Elementos Unidimensionais Quadraticos, e Evolugdo da Fracdo Volimica de Material Metalico em
funcéo da Altura da Estrutura
Para 0 estudo do comportamento da estrutura, foram consideradas 3 discretizagdes, com o
consecutivo aumento do numero de elementos, de modo a verificar a convergéncia de resultados.
Aprimeiradiscretizagdoapresenta 19 elementosquadraticos,sendo que cada barra é caracterizada
por um elemento quadrético. A segunda discretizagdo tem, no total, 50 elementos, em que as
barras da estrutura sdo caracterizadas por 2, 3 ou 4 elementos em fungdo do comprimento, para
que os elementos quadraticos em que sdo divididas as barras apresentem um comprimento
aproximado entre si. A terceiradiscretizacdo tem, no total, 100 elementos quadraticos, em que as
barras da estrutura sdo caracterizadas por 4, 6 ou 8 elementos em fungéo do comprimento, para
que os elementos em que sdo divididas as barras da estrutura apresentem um comprimento

aproximado entre si.

O primeiro estudo paramétricorealizado consiste na estruturaFGM cuja fragdo volimica constitui
a variagdo do material metalico na estrutura em fungdo da coordenada vertical da estrutura, cujos
resultados para os deslocamentos nodais séo apresentados na Tabela 5.1.13, que correspondem
aos obtidos para a primeiradiscretizacdo, e as primeiras 5 frequéncias naturais na Tabela 5.1.14,

obtidas para a discretizagdo mais completa.
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Tabela 5.1.13 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga Livre da Trelica 2 para diferentes
valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fragdo Volumica correspondente a Distribuicdo de
Material Metalico em FGM Al/ZrOz, e secgdo transversal 20 mm x 20 mm

ey Deslocamento x [um] Deslocamento y [pm] Rotacéo [rad]
0 62,4864 -239,2186 6,1112E-09
0,1 21,8706 -175,3372 6,8938E-10
0,2 21,8707 -161,5362 6,4658E-10
05 21,8708 -138,9344 5,6950E-10
1 21,8706 -121,7585 4,4618E-10
2 21,8706 -107,4425 2,5373E-10
5 21,8705 -94,7549 1,0409E-10
10 21,8704 -89,2960 -1,4863E-11
o 21,8703 -83,7265 -2,1357E-09

Relativamente aos resultados obtidos para os deslocamentos nodais, é verificado que ocorre uma
diminuigdo do deslocamento vertical do n6 em estudo com o aumento do expoente da lei de
poténcia, devido a existéncia cada vez mais frequente de material com maior modulo de
elasticidade (neste caso, ceramico). Um aspeto a salientar é relativo ao deslocamento segundo a
direcdo x, em que para os diferentes expoentes, o deslocamento é mantido semelhante ao da
estrutura totalmente cerdmica.

Tabela 5.1.14 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 2 para diferentes valores de Expoente da Leide

Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metéalico em FGM Al/ZrO,
e secgdo transversal 20 mm x 20 mm

18 Frequéncia 22 Frequéncia 32Frequéncia 42Frequéncia 5?2 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 15,6135 24,7411 51,5665 59,4895 108,7904
01 19,2510 22,2343 59,5937 59,7399 1228151
0,2 19,1054 22,7637 59,7899 60,7131 124,3798
05 18,7349 23,9856 59,4925 63,1756 126,0905
1 18,4218 25,3433 59,1425 65,6430 126,5831
2 18,2584 26,8426 59,0888 67,9000 126,5688
5 18,2158 28,2626 59,5850 69,2059 126,5359
10 18,1743 28,6698 59,8865 69,1567 126,5677
o 18,1311 28,7966 60,0079 69,2218 126,6111

Os resultados obtidos paraas primeiras 5 frequéncias naturais da estrutura evidenciam que, para
a primeira frequéncia natural da estrutura, estas aumentam desde ey=0 até ey=0.1, diminuem
ligeiramente desde ey=0,1 até ey=co; para a segunda frequéncia, existe uma diminuicéo desde
ey=0 até ey=0.1, seguida de aumento desde ey=0.1 até ey=oo; para a terceira ¢ quinta frequéncias,
as mesmas aumentam desde ey=0 até ey=0.2, seguidas de uma ligeira diminui¢cao desde ey=0.2
até ey=2, e aumento desde ey=2 até ey=co; para a quarta frequéncia, as frequéncias aumentam
desde ey=0 até ey=5, diminuem desde ey=5 até ey=10, e posteriormente voltam a aumentar em
ey=oo.
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Por outro lado, considerando que a lei de poténcia caracterizaa distribui¢do do material cerdmico
em funcdo da coordenada vertical da estrutura, os deslocamentos nodais e as cinco primeiras
frequéncias naturais daestrutura sdo apresentados nas tabelas 5.1.15 e 5.1.16, respetivamente.
Tabela 5.1.15 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 2 para diferentes valores

de Expoente da Leide Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material
Cerdmico em FGM AIl/ZrOg, e seccao transversal 20 mm x 20 mm

ey Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacéo [rad]
0 21,8703 -83,7265 -2,1357E-09
0,1 62,4794 -128,4471 -8,5064E-10
0,2 62,4804 -132,6806 4,8952E-09
05 62,4824 -145,1688 7,2667E-11
1 62,4843 -162,3874 -1,1081E-09
2 62,4856 -184,1000 -8,7118E-10
5 62,4859 -209,8865 -2,4132E-09
10 62,4860 -222,7829 -1,8789E-09
0 62,4864 -239,2186 6,1112E-09

Relativamente aos resultados obtidos para os deslocamentos nodais, é verificado que ocorre um
aumento dodeslocamento vertical do nGem estudocomo aumento doexpoenteda lei de poténcia,
devido a existéncia cada vez mais frequente de material com menor médulo de elasticidade
(metalico). Neste caso, é de salientar que o deslocamento segundo a direcdo x mantém o valor
obtido quando a estrutura é totalmente metélica para os diferentes expoentes.

Tabela 5.1.16 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 2 para diferentes valores de Expoente da Leide

Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrOy,
e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

1% Frequéncia 22 Frequéncia 3%Frequéncia 42Frequéncia 5?2 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 18,1311 28,7966 60,0079 69,2218 126,6111
0,1 15,5012 31,0876 52,7389 70,0461 112,0707
0,2 15,5849 30,8615 53,0569 69,7275 111,4732
05 15,7541 30,1940 53,6531 68,7014 110,1081
1 15,8447 29,2467 54,0413 66,9612 109,2404
2 15,7899 27,8264 53,8257 64,0684 109,0516
5 15,5708 25,7706 52,4897 60,4233 108,9685
10 15,5622 24,9748 51,7912 59,6048 108,8551
© 15,6135 24,7411 51,5665 59,4895 108,7904

Da Tabela 5.1.16 é notado que os resultados menores sao verificados para uma situagao em que
a estrutura é totalmente metalica (ey=), a exce¢do da frequéncia fundamental, que toma valores
inferiores ao da configuragéo totalmente metalica quando o expoente toma os valores 0.1, 0.2, 5
e 10.
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Além disso, para as primeiras trés e quinta frequéncias, uma diminui¢do de ey=0 para ey=0,1;
para a primeira e terceira frequéncias, ocorre um aumento desde ey=0,1 até ey=1, e no caso da
primeira frequéncia, ocorre uma diminuicdo desde ey=0,1 até ey=10, seguida de um aumento em
ey=ow, ¢ para a terceira frequéncia corre uma diminuicdo desde ey=1 até ey=co; nas restantes

frequéncias ocorre uma diminui¢do desde ey=0,1 até ey=co.

A tendéncia que foi verificada relativamente & evolucdo dos deslocamentos nodais e as
frequéncias naturais da estrutura nas situacoes da sec¢do B e C é analoga a sec¢do A, em que 0
deslocamento vertical aumenta com a progressdo de ey quando a mesma apresenta maior
quantidade de material metélico, e 0 aumento/diminuicdo das frequéncias segue 0 mesmo
comportamento que as primeiras variantes do presente caso de estudo. Comparando as estruturas
com a mesma secc¢do transversal, pode verificar-se que a estrutura que apresenta melhor
comportamento dindmico em regime de vibracdo livre corresponde a uma estruturacom seccdo
transversal B, para ambos os casos estudados relativamente a distribuicdo dos materiais. Os
resultadosdesses estudos, tanto paraatrelica 2 como paraas restantes estruturas, sdo apresentados

no apéndice A.
513 Trelica3

O terceiro caso de estudo consiste numatreliga constituida por 21 barras, sujeita a uma carga
concentrada P = 1000 N no n6 central superior da estrutura, e cuja representagdo é apresentada
na Figura 5.1.13.

A FAY

Figura 5.1.13 - Representacdo Esquematica da Trelica 3 e do carregamento considerado

Para esta estrutura, e considerando que as coordenadas dos nos da estrutura foram definidos em
funcdode L, comL =1 m correspondente ao valorda coordenada vertical das barras superiores,
assim como o comprimento de cada constituinte horizontal. A origem do referencial da estrutura

coincide com o apoio simples e a expressdo da fragdo volumica é definida pela expresséo:

pw =(5)" (5.1.5)

Para 0 estudo do comportamento da estrutura, foram consideradas 3 discretizagdes, com o
consecutivo aumento do numero de elementos, de modo a verificar a convergéncia de resultados.
Aprimeiradiscretizagdoapresenta 21 elementosquadraticos, sendo que cada barra é caracterizada

por um elemento quadratico.
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A segunda discretizacdo apresenta 48 elementos quadraticos, sendo que as barras sdo
caracterizadas por 2 ou 3 elementos em func¢éo docomprimentode cada barra, para que a estrutura
seja analisada com elementos em que as barras sdo divididas apresentem comp rimentos
aproximados entre si. Da mesma forma, a terceira discretizacdo apresenta 69 elementos
quadraticos, sendo que as barras sdo caracterizadas por 3 ou 4 elementos em fungdo do
comprimento de cada barra.

O primeiro estudo paramétrico realizado consiste na estrutura FGM cuja lei de poténcia para a
fracdo volumica descrita em (5.1.5) constitui a variagcdo do material metalico na estrutura em
funcdo da coordenada vertical da estrutura, cujos resultados para os deslocamentos nodais,
provenientes da anélise da estrutura com a primeira discretizacdo, sdo apresentados na Tabela
5.1.17, e as primeiras 5 frequéncias naturais, resultantes da andlise da estrutura com a
discretizagdo mais completa, na Tabela 5.1.18.

A Figura 5.1.14 apresenta esquematicamente a discretizagdo minima da estrutura, com 21

elementos quadraticos, e a evolugdo da fracdo volumica em funcdo da coordenada vertical Y.

Fracdo Volimica de Material Metalico na Trelica 3

0 0,2 0,4 0,6 08 1
0 0.1 0.2 05—+ 1--2-—>5-®-10—e

Figura 5.1.14 - Representacdo Esquematica da Discretizacdo Minima da Trelica 3 considerando
Elementos Unidimensionais Quadraticos, e Evolucdo da Fracdo Volimica de Material Metalico em
funcéo da Altura da Estrutura

Tabela 5.1.17 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 3 para diferentes valores
de Expoente da Leide Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material
Metalico em FGM Al/ZrOz, e sec¢édo transversal 20 mm x 20 mm

ey Deslocamento x [um] Deslocamento y [pm] Rotacéo [rad]
0 107,0915 -526,1675 6,4705E-11
0,1 37,4813 -338,9403 4,7936E-12
0,2 37,4818 -324,3968 9,3448E-12
05 37,4828 -300,5817 5,8877E-12
1 37,4839 -281,8495 -1,2021E-11
2 37,4851 -265,7296 4,3961E-12
5 37,4860 -252,0409 1,2261E-11
10 37,4862 -246,9596 -4,0025E-12
0 37,4821 -184,1588 -9,9749E-12
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Relativamente aos resultados aos deslocamentosnodais, ocorreuma diminui¢do do deslocamento
vertical do n6 em estudo com o aumento do expoente da lei de poténcia, devido a existéncia cada
vez mais frequente de material com maior médulo de elasticidade. Analogamente a trelica 2,
verifica-se a manutencao do deslocamento que caracteriza a estrutura totalmente ceramica para

os diferentes expoentes estudados.

Tabela 5.1.18 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metélico em FGM Al/ZrO,
e seccao transversal 20 mm x 20 mm

13 Frequéncia 2% Frequéncia 3%Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 230,3399 231,5420 2474769 258,3883 264,6864
01 2533700 255,7401 268,8388 282,4591 289,8927
02 2551297 256,9846 2718747 284,7352 292,7013
05 2551334 256,3048 2736116 284,3819 292,8696
1 253,0888 253,9074 271,9947 280,6268 289,2129
2 251,1698 251,7997 269,4350 276,1570 284,7869
5 2515227 252,0211 268,4811 2735379 282,4255
10 2536946 2541314 269,5822 274,1852 283,2597
© 2680657 269,4646 288,0093 300,7078 308,0374

Os resultados das frequéncias naturais da Tabela 5.1.18 permitem evidenciar um aumento da
primeira frequéncia desde ey=0 até ey=0,5, seguidade uma diminuicao desde ey=0,5 até ey=2, e
aumento desde ey=2 até ey=o0; a terceira e quinta frequéncias aumentam desde ey=0 até ey=0,5,
seguida de umadiminuicdo desde ey=0,5 até ey=>5, e posteriormente, um aumento desde ey=5 até
ey=co, € para as restantes frequéncias, ocorre um aumento desde ey=0 até ey=0,2; no caso da
segunda frequéncia, ocorre uma diminui¢cdo desde ey=0,2 até ey=2, e posterior aumento desde
ey=2 até ey=c; no caso da quarta frequéncia, ocorre diminuicao desde ey=0,2 até ey=5, e
posteriormente, um aumento desde ey=>5 até ey=co. Os resultados menores sdo verificados para

uma situacdo em que a estrutura € totalmente metélica (ey=0).

Por outro lado, considerando umasituagdo em que a lei de poténcia caracterizaa distribuicdo do
material ceramico em fungédo da coordenada vertical da estrutura, os deslocamentos nodais e as
primeiras cinco frequéncias naturais da estrutura sao apresentados nas tabelas 5.1.19e 5.1.20,

respetivamente.
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Tabela 5.1.19 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 3 para diferentes valores
de Expoente da Leide Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material
Cerdmico em FGM Al/ZrOg, e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [pum] Rotacéo [rad]
0 37,4821 -184,1588 -9,9749E-12
0,1 107,0719 -350,8037 -1,6798E-12
0,2 107,0716 -355,1475 -3,7633E-12
0,5 107,0702 -367,8785 1,4047E-11
1 107,0676 -386,0853 -2,6927E-11
2 107,0643 -409,5547 7,2151E-11
5 107,0626 -434,9801 -2,1133E-11
10 107,0634 -447,0768 1,5483E-11
0 107,0915 -526,1675 6,4705E-11

Relativamente aos resultados obtidos para os deslocamentos nodais, € verificado que ocorre um
aumento dodeslocamento vertical do nGem estudocomo aumento doexpoenteda lei de poténcia,
devido a existéncia cada vez mais frequente de material com menor médulo de elasticidade
(metélico). De salientar também que o deslocamento segundo a dire¢do x caracteristico da
estrutura totalmente metalica se mantém para osdiferentes expoentes (exceto 0, em que a estrutura
é totalmente cerdmica). Esta discrepancia no comportamento do deslocamento segundo a dire¢do
x face a situagdo contraria pode dever-se ao facto de, analogamente a trelica 2, 0 n6 analisado
encontrar-se localizado a coordenada vertical superior, a qual a quantidade de material existente
na globalidade da estrutura € superior ao material que constitui a estrutura a essa coordenada
vertical, pelo que o que prevalece € o comportamento do material em maior quantidade na
estrutura e que esta associado as condicGes de fronteira.

Tabela 5.1.20 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 3 para diferentes valores de Expoente da Leide

Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrOy,
e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

1% Frequéncia 2% Frequéncia 3%Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 268,0657 269,4646 288,0093 300,7078 308,0374
01 2451545 249,1337 264,8554 276,1929 288,7226
02 2457970 2495166 265,1496 274,4678 287,182
05  247,0591 250,3279 265,3464 271,9677 286,9816
1 248,4834 251,4724 267,2148 272,9011 288,4057
2 250,6501 253,4950 270,4639 277,4995 293,0145
5 252,5763 255,4495 274,7851 283,6432 298,7442
10 251,4537 254,2850 275,0148 284,3128 298,1550
w 230,3399 231,5420 2474769 258,3883 264,6864

Os resultados das frequéncias naturais da Tabela 5.1.20 permitem evidenciar, para as primeiras
trés frequéncias, uma diminuicdo desde ey=0 até ey=0.1, sequidade um aumento desde ey=0.1

até ey=5, e diminuicdo desde ey=5 até ey=co no caso da primeira e segunda frequéncias; na
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terceira, o aumento ocorre desde ey=0.1 até ey=10, seguido de uma diminui¢do até ey=co; para a
quarta frequéncia, ocorre diminui¢do desde ey=0 até ey=0.5, seguida de aumento desde ey=0.5
até ey=10, e posterior diminui¢ao; para a quinta frequéncia, ocorre diminui¢ao desde ey=0 até

ey=0.5, seguida de aumento desde ey=0.5 até ey=5, e posterior diminuigao desde ey=5 até ey=x.

A tendéncia que foi verificada relativamente a evolucdo dos deslocamentos nodais e as
frequéncias naturais da estrutura nas situacdes da seccdo B e C é anéloga a sec¢do A, em que 0s
deslocamentos nodais aumentam com a progressdo de ey quando a mesma aprese nta maior
quantidade de material metélico, e 0 aumento/diminui¢do das frequéncias segue 0 mesmo

comportamento que as primeiras variantes do presente caso de estudo.

Comparando as estruturas com a mesma secc¢ao transversal, pode verificar-se que a estrutura que
apresenta melhor resposta dindmica corresponde a uma estruturacom seccao transversal B, para
ambos o0s casos estudados relativamente a distribuicdo dos materiais, apresentando um
comportamento mais rigido para o caso em que a fragdo volumica caracterizao volume da fase

metalica presente.

Ainda relativamente aos deslocamentos nodais horizontas, tanto da trelica 2 como da treliga 3,
constata-se que nestas estruturas, na auséncia de carregamentosna direcdo horizontal, € o material
localizado ao nivel dos apoios que determina o deslocamento nessa dire¢do quando a mesma é

construida em FGM relativamente a cota Y.
5.1.4 Pbrtico 1

O quarto caso de estudo consiste num partico simples constituido por 3 vigas sujeito a uma carga
uniformemente distribuida no elemento horizontal superior e uma carga concentrada horizontal

no no superior esquerdo, cuja representacao esquematica e apresentada na Figura 5.1.15.

Px

»
>

TS T

Figura 5.1.15 - Representacdo Esquematica do Portico 1 e carregamento considerado
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Neste caso, foi considerado que o comprimento doselementos verticais corresponde ao dobro dos
elementos horizontais, cujo valor correspondea L = 1 m. Os elementos apresentam seccdo
quadrada de 20 mm de lado, tendo-se uma relagdo de aspeto L/h >50, e a origem do referencial
daestrutura coincide como encastramento localizado a esquerda. A expressaoda fragao volimica
traduz, numa primeira fase, a distribuicdo de material metéalico em funcédo da coordenada vertical
(YY) da estrutura, atraves da expressao:
Y\

v (¥) = <Z) (5.1.6)
Para o estudo do comportamento da estrutura, foram consideradas 3 discretizagdes, com o
consecutivo aumento do numero de elementos, de modo a verificar a convergéncia de resultados.
A primeira discretizagdo apresenta 3 elementos quadréaticos, em que cada viga € caracterizada por
um elemento, como mostra a Figura 5.1.16. A segunda discretizagdo tem um total de 10
elementos, em que as barras verticais sdo caracterizadas por 4 elementos cada, e a horizontal é
caracterizada por 2 elementos, tal que os elementos através dos quais as vigas sao divididas
apresentem comprimentos aproximados, e neste caso, iguais. Da mesma forma, a terceira
discretizacdo tem um total de 20 elementos, em que as barras verticais séo caracterizadas por 8

elementos cada, e a horizontal é caracterizada por 4 elementos.

A Figura 5.1.16 apresenta esquematicamente a discretizacdo minima da estrutura, com 3

elementos quadréticos, e a evolugdo da fracdo volumica em funcdo da coordenada vertical Y.

Fragdo VolUmica de Material Metéalico no Pértico 1

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0 0,1 0,2 05—+—1-—9-2—5-—8 10—

Figura 5.1.16 - Representacdo Esquematica da Discretizacdo Minima do Portico 1 considerando
Elementos Unidimensionais Quadraticos, e Evolu¢do da Fracdo Volumica de Material Metélico em
funcdo da Altura da Estrutura

No presente capitulo, os resultados apresentados para os deslocamentos nodais e reagdes nos
encastramentos correspondem aos obtidos com a primeira discretizacdo, ja que apresentam

resultados satisfatorios face ao nimero de elementos utilizados.
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No caso das frequéncias naturais, sdo apresentados os resultados obtidos com a segunda

discretizagao, quando € verificada convergéncia das mesmas relativamente a mais completa.

O primeiro estudo paramétrico realizado consiste na estrutura FGM cuja lei de poténcia para a
fragdo volumica constitui a variagdo do material metalico na estrutura em fungéo da coordenada
vertical da estrutura, cujos resultados para os deslocamentos nodais sdo apresentados na Tabela

5.1.21, e as primeiras 5 frequéncias naturais na Tabela 5.1.22.
Tabela 5.1.21 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Pértico 1

para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a
Distribuicdo de Material Metélico em FGM Al/ZrO., e sec¢do transversal 20 mm x 20 mm

ey Desl.x[mm] Desl.y[um] Rotacdo [rad] Desl.x[mm] Desl.y[um] Rotacéo [rad]

0 21,9895 -32,4192 2,6455E-02 21,9875 -39,0094 -1,8194E-02
01 18,5147 -28,3643 2,5351E-02 18,5126 -33,6603 -1,7707E-02
0,2 16,6890 -25,9245 2,4632E-02 16,6869 -30,5230 -1,7340E-02
0,5 14,1139 -21,8697 2,3304E-02 141116 -25,4455 -1,6540E-02

1 12,5842 -18,7312 2,2071E-02 12,5819 -21,6444 -1,5615E-02

2 11,6645 -16,0680 2,0692E-02 11,6622 -18,5284 -1,4329E-02

5 11,0059 -13,6615 1,8716E-02 11,0036 -15,8265 -1,2148E-02
10 10,6032 -12,6056 1,7340E-02 10,6008 -14,6836 -1,0528E-02
0 7,7012 -11,3460 9,2602E-03 7,7005 -13,6540 -6,3670E-03

Tabela 5.1.22 — Primeiras Cinco Frequéncias do Pértico 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metélico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

18 Frequéncias 2% Frequéncias 32 Frequéncias 42 Frequéncias 5?2 Frequéncias

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 29,8278 130,6897 1751141 351,5229 4553377
0,1 32,6295 137,8133 184,1185 362,9163 473,8697
0,2 34,3377 1413716 188,7245 368,8737 483,6228
05 36,0493 145,0632 194,0882 376,9117 496,0172
1 38,2750 1451146 1958318 382,0864 502,5574
2 38,3341 1432675 196 4375 387,4668 508,0146
5 37,3299 141,4884 197,8057 396,3459 5157549
10 36,7351 140,9934 1984439 403,1481 519,7374
o 34,7022 152,0939 203,7936 409,0955 529,9131

Por outro lado, se for considerado que a lei de poténcia caracteriza a distribuicdo do material
ceramico em fun¢ido da coordenada vertical da estrutura, os resultados dos deslocamentos nodais

e das frequéncias naturais sdo apresentados nas tabelas 5.1.23 e 5.1.24, respetivamente.
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Tabela 5.1.23 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Pdrtico 1
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

ey  Desl. x [mm] Desl.y [pm] R(E::g?o Desl. x[mm]  Desl. y [um] R(E:gg?o

0 7,7012 -11,3460 9,2602E-03 7,7005 -13,6540 -6,3670E-03
0,1 8,3379 -12,0552 9,4352E-03 8,3372 -14,6061 -6,4365E-03
0,2 8,9471 -12,7839 9,5961E-03 8,9465 -15,5859 -6,5003E-03
0,5 10,4688 -14,9375 9,9877E-03 10,4682 -18,4748 -6,6682E-03
1 11,9649 -17,9377 1,0409E-02 11,9643 -22,4379 -6,9125E-03
2 13,2076 -21,7957 1,0896E-02 13,2070 -27,3542 -7,3460E-03
5 14,7287 -26,5395 1,1658E-02 14,7281 -33,0325 -8,2349E-03
10 16,0755 -29,0020 1,2205E-02 16,0749 -35,7895 -8,9139E-03
0 21,9895 -32,4192 2,6455E-02 21,9875 -39,0094 -1,8194E-02

Tabela 5.1.24 - Primeiras Cinco Frequéncias do Portico 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e secc¢do transversal 20 mm x 20 mm

128 Frequéncias 22 Frequéncias 32Frequéncias 42 Frequéncias 52 Frequéncias

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 34,7022 152,0939 203,7936 409,0955 529,9131
01 333036 1488331 199,7622 404,2857 522,7049
02 32,1317 146,2845 196,5979 400,4413 517,0878
05 29,7782 141,9096 190,9876 393,0329 506,5443
1 28,1599 140,3405 188,3391 387,5234 498,8518
2 27,4307 141,9643 188,7417 382,4912 492,4405
5 27,0968 1456986 189,4137 372,4889 484,6241
10 26,7666 1473921 187,5318 365,1897 481,8890
o 20,8278 130,6897 175,1141 3515229 4553377

Os valores obtidos para as primeiras 5 frequéncias naturais no estudo do portico 1, cujaregra de
misturas corresponde a distribuicdo de material metalico em funcéo de Y, permitem verificar um
aumento da primeira frequéncia desde ey=0 até ey=2, seguida de diminuicdo até ey=co; para a
segunda frequéncia, a mesmaaumenta desde ey=0 até ey=1, com posterior diminui¢do até ey=10,
seguida de aumento em ey=co; nas restantes, ocorre aumento desde ey=0 até ey=o0. Quanto aos
deslocamentos, é verificada a mesma tendéncia que nas estruturas anteriormente estudadas, nas
quais os deslocamentos nodais diminuem com a crescente presenca de material cerdmico, com

maior modulo de elasticidade, como seria esperado.

O estudo das frequéncias naturais no caso do poértico 1 cuja regra de misturas apresenta a
distribuicdo de material cerdmico permitea verificacdo de umadiminuicdoda primeirafrequéncia
desde ey=0 até ey=10, seguida de aumento em ey=oo; a segunda e terceira frequéncias diminuem
desde ey=0 até ey=1, ocorrendo, para a segunda frequéncia, um aumento desde ey=1 até ey=10¢
posterior diminui¢do em ey=co, ¢ para a terceira frequéncia, ocorre um aumento desde ey=1 até

ey=5, seguida de uma diminuigao até ey=c0; a quartae quinta frequéncias desde ey=0 até ey=co.
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O estudo do pértico 1 com as sec¢des B e C permite verificar uma tendéncia semelhante, quer
para as frequéncias quer para os deslocamentos nodais. Comparando os estudos realizados, a
estruturacom seccdo B apresentamaior estabilidade, com comportamento mais favoravel no caso
em que a regra de misturas traduz a distribuicao de material metalico ao longo da coordenada

vertical da estrutura.

Analogamente atrelical, asfiguras5.1.17,5.1.18 e 5.1.19 representam graficamente os primeiros
3 modos de vibragdo do pértico 1, respetivamente, paraa estrutura totalmente metalica e para os
expoentes da lei de poténciade 0.1 e 10 quando a expressao da fragcdo volUmica caracteriza a

distribuicdo do material metalico.

A representagdo destes modos de vibragdo permite evidenciar o comportamento verificado para
as frequéncias naturais registadas, em que o aumento/diminuig¢do da frequéncia associada a um
determinado modo em fungéo do expoente da lei de poténcia nem sempre coincide com o

aumento/diminuicdo da frequéncia noutro modo de vibracgéo.

Iodol de Vitragiono Fartico 1

ey=0
ey=0.1
ey=10
——— Estado Inicial

Figura 5.1.17 - Representacdo Grafica do Modo 1 de Vibragdo do Portico 1

Modo2 de Vitragiono Partico 1

ey=0
ey=01
ey=10
—— Estado Inicial

Figura 5.1.18 - Representacdo Grafica do Modo 2 de Vibracdo do Pértico 1
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Llodo3 de Vikragiono Pértico 1

ey=0
ey=0.1
ey=10
—— Estado Inicial

Figura 5.1.19 - Representacdo Grafica do Modo 3 de Vibracdo do Pértico 1

5.1.5 Portico 2

O quinto caso de estudo consiste num portico que resulta da adi¢do de uma viga ao portico 1
(constituido por 3 vigas) sujeito a uma carga uniformemente distribuida no elemento horizontal
superior e uma carga concentrada horizontal no n6é superior esquerdo, cuja rep resentagdo

esquematica é apresentada na Figura 5.1.20.

AR nma TISS

Figura 5.1.20 - Representacdo Esquematica do Portico 2 e carregamento considerado

Neste caso, foi considerado que o comprimento doselementos verticais corresponde ao dobro dos
elementos horizontais, cujo valor correspondea L = 1 m. Os elementos apresentam secgéo
quadrada de 20 mmde lado, e a origem do referencial da estrutura coincide com o encastramento

localizado a esquerda. A expressdo da fragdo volumica é dada por (5.1.6).

Para o estudo do comportamento da estrutura, foram consideradas 3 discretizagdes, com 0
consecutivo aumento do nimero de elementos, de modo a verificar a convergéncia de resultados.
A Figura 5.1.21 apresenta esquematicamente a discretizacdo minima da estrutura, com 6
elementos quadréticos, e a evolucdo da fracdo volumica em funcdo da coordenada vertical Y.
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Fracéo Volumica de Material Metalico no Pdrtico 2
2

18
16
14
12
° ° ° 1
08
0,6
04
0,2
° e 0

0 02 04 0,6 0,8 1
0 0,1 0,2 05—+1-—2—%5-810—e«

Figura 5.1.21 - Representacdo Esquematica da Discretizacdo Minima do Pdrtico 2 considerando

Elementos Unidimensionais Quadraticos, e Evolucdo da Fracdo Volimica de Material Metalico em
funcdo da Altura da Estrutura

A primeira discretizagdo apresenta 6 elementos quadraticos, em que cada viga € caracterizada por
um elemento. A segunda discretizacdo tem um total de 12 elementos, em que cada viga é dividida
em dois elementos tal que os respetivos comprimentos sejam iguais. A terceira discretizagéo tem
um total de 18 elementos, em que cada viga € dividida em trés elementostal que os respetivos
comprimentos sejam iguais. No presente capitulo, os resultados apresentados para 0S
deslocamentos nodais dos nds superiores esquerdo e direito correspondem aos obtidos com a
primeira discretizacdo, ja que apresentam resultados satisfatérios face ao nimero de elementos
utilizados. No caso das frequéncias naturais, sdo apresentados os resultados obtidos com a

segunda discretizacdo, quando é verificada convergéncia das mesmas.

O primeiro estudo paramétrico realizado consiste na estrutura FGM cuja lei de poténcia para a
fragdo volumica descrita em (5.1.6) constitui a variagdo do material metalico na estrutura em
fungdo da coordenada vertical da estrutura, cujos resultados para os deslocamentos nodais sdo
apresentados na Tabela 5.1.25, e as primeiras 5 frequéncias naturais na Tabela 5.1.26.
Tabela 5.1.25 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 2

para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

ey Desl. x[mm] Desl.oy[pum] Rotacdo[rad] Desl. x[mm] Desl. y[pum] Rotacdo [rad]

0 9,3543 -32,3060 1,8399E-02 9,3508 -39,1226 -1,3510E-02
01 8,0661 -28,2583 1,7979E-02 8,0626 -33,7476 -1,3291E-02
0,2 7,3349 -25,8274 1,7626E-02 7,3314 -30,6059 -1,3085E-02
0,5 6,1949 -21,7843 1,6785E-02 6,1913 -25,5282 -1,2533E-02

1 5,3629 -18,6352 1,5776E-02 5,3591 -21,7158 -1,1785E-02

2 4,7001 -15,9281 1,4467E-02 4,6961 -18,5660 -1,0702E-02

5 4,2269 -13,4421 1,2590E-02 4,2228 -15,8040 -8,9413E-03
10 4,1165 -12,3855 1,1356E-02 41125 -14,6699 -7,6434E-03
0 3,2744 -11,3070 6,4397E-03 3,2731 -13,6930 -4,7283E-03
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Tabela 5.1.26 - Primeiras Cinco Frequéncias do Portico 2 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

o 12 Frequéncia 22 Frequéncia 32Frequéncia 42 Frequéncia 52 Frequéncia
[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 43,9921 144,4886 318,2772 453,5923 499,8121
0,1 479111 150,7673 324,9689 464,7397 517,7151
0,2 50,3416 154,2895 329,4327 471,3933 527,1581
05 54,3266 159,0650 337,7945 482,1147 540,7091
1 56,9080 161,4984 345,1595 489,9145 549,7032
2 58,1118 163,3293 352,0267 497,1278 557,5877
5 57,5302 165,6642 358,9197 507,3224 566,0864
10 56,4163 166,2676 362,9464 515,4645 569,6177
© 51,1988 168,1537 370,4040 527,8814 581,6713

Por outro lado, se for considerado que a lei de poténcia caracteriza a distribuicdo do material

ceramico em fun¢ido da coordenada vertical da estrutura, os resultados dos deslocamentos nodais

e das frequéncias naturais sdo apresentados nas tabelas 5.1.27 e 5.1.28, respetivamente.

Tabela 5.1.27 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Pértico 2
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a
Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e sec¢do transversal 20 mm x 20 mm

ey Desl. x[mm]  Desl. oy [nm] Rotagdo [rad] Desl. x [mm] Desl. y [nm]  Rotacéo [rad]
0 3,2744 -11,3070 6,4397E-03 32731 -13,6930 -4,7283E-03
0,1 3,4947 -12,0113 6,4959E-03 3,4935 -14,6438 -4,7548E-03
0,2 3,7042 -12,7321 6,5498E-03 3,7030 -15,6166 -4,7805E-03
05 4,2571 -14,8657 6,6993E-03 4,2559 -18,4851 -4,8549E-03
1 4,9524 -17,8783 6,9162E-03 49513 -22,4727 -4,9750E-03
2 5,8363 -21,7407 7,2639E-03 5,8352 -27,3943 -5,2015E-03
5 6,8646 -26,4915 7,9126E-03 6,8635 -33,0684 -5,7565E-03
10 7,2320 -28,8337 8,4928E-03 7,2310 -35,7017 -6,3796E-03
© 9,3543 -32,3060 1,8399E-02 9,3508 -39,1226 -1,3510E-02

Tabela 5.1.28 - Primeiras Cinco Frequéncias do Portico 2 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

ey

12 Frequéncia

22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 51,1988 168,1537 370,4040 527,8814 581,6713
0,1 49,2463 165,4572 367,7648 523,7429 574,2988
0,2 475817 163,3150 365,4231 520,2160 568,2919
05 44,1087 159,4238 360,0088 512,6972 556,7492
1 41,3438 157,2461 354,3017 505,4425 548,3769
2 39,2886 156,4988 347,3270 494,9265 539,6519
5 38,0059 154,9672 338,1728 475,4959 527,4384
10 38,1318 152,1345 334,4278 465,5881 525,4977
o 43,9921 144,4886 318,2772 453,5923 499,8121
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A introducdo de um elemento contraventamento no portico 2 face ao portico 1 permite aumentar
as frequéncias naturais, sendo possivel verificar uma alteracdo no comportamento da estrutura,
na qual é visivel um aumento da primeira frequéncia desde ey=0 até ey=2, seguida de diminuicdo
até ey=infinito (tendéncia semelhante ao pértico 1), e nas restantes, as frequéncias aumentam
desde ey=0 até ey=o0, nocaso daestrutura com regra de misturas relativaa distribuicdo de material
metalico.

Quanto a estrutura em que a regra de misturas traduz a distribuicdo de material ceramico, é
verificada uma diminuicdo da primeira frequéncia desde ey=0 até ey=5, seguida de aumento até
ey=infinito, e nas restantes, ocorre diminuicdo desde ey=0 até ey=co. Quanto aos deslocamentos
emestudo, é verificadaumadiminuigdo notavel nos deslocamentossegundox dos nésanalisados,
ocorrendo, como esperado, umadiminui¢do dosdeslocamentos nodais como aumento de material

ceramico na estrutura.

O estudo do pértico 2 com as sec¢des B e C permite verificar uma tendéncia semelhante, quer
para as frequéncias quer para os deslocamentos nodais. Comparando os estudos realizados, a
estruturacom seccdo B apresentamaior estabilidade, com comportamento mais favoravel no caso
em que a regra de misturas traduz a distribuicdo de material metélico ao longo da coordenada
vertical da estrutura.

5.1.6 Portico 3

O sexto caso de estudo consiste num portico que resulta da adi¢éo de 4 vigas ao portico 2 sujeito
a uma carga uniformemente distribuida no elemento horizontal superior e uma carga concentrada
horizontal no n6 superior esquerdo, cuja representacdo esquematica é apresentada na Figura
5.1.21.
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Figura 5.1.22 - Representacdo Esquematica do Pdrtico 3 e carregamento considerado
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Neste caso, foi considerado que o comprimento doselementos verticais corresponde ao dobro dos
elementos horizontais, cujo valor correspondea L = 1 m. Os elementos apresentam seccdo
quadrada de 20 mmde lado, e a origem do referencial da estrutura coincide com o encastramento
localizado a esquerda. A expressdo da fracdo volumica é dada por (5.1.6).

Para 0 estudo do comportamento da estrutura, foram consideradas 3 discretizagdes, com o
consecutivo aumento do numero de elementos, de modo a verificar a convergéncia de resultados.
A primeira discretizagdo apresenta 12 elementos quadraticos, em que cadaviga é caracterizada
por um elemento. A segunda discretizacdo tem um total de 20 elementos, em que cada viga é
dividida em um ou dois elementostal que o0s respetivos comprimentos sejam iguais. A terceira
discretizacdo tem um total de 40 elementos, em que cada viga é dividida em dois ou quatro
elementos tal que os respetivos comprimentos sejam iguais.

A Figura 5.1.23 apresenta esquematicamente a discretizacdo minima da estrutura, com 12
elementos quadréticos, e a evolucdo da fracdo volumica em funcdo da coordenada vertical Y.

Fragdo Volumica de Material Metélico no Pdrtico 3

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
0 0,1 0,2 05—+—1-—-2—¢5-810—e—

Figura 5.1.23 - Representacdo Esquematica da Discretizacdo Minima do Pdrtico 3 considerando
Elementos Unidimensionais Quadraticos, e Evolugdo da Fracdo Volimica de Material Metalico em
funcdo da Altura da Estrutura

No presente capitulo, os resultados apresentados para 0s deslocamentos nodais e reagdes nos
encastramentos correspondem aos obtidos com a primeira discretizacdo, ja que apresentam
resultados satisfatdrios face ao nimero de elementos utilizados. No caso das frequéncias naturais,
sdo apresentados os resultados obtidos com a segunda discretizacdo, quando é verificada

convergéncia das mesmas.

O primeiro estudo paramétrico realizado consiste na estrutura FGM cuja lei de poténcia para a
fracdo volumica descrita em (5.1.6) constitui a variagcdo do material metalico na estrutura em
funcéo da coordenada vertical da estrutura, cujos resultados para os deslocamentos nodais sdo
apresentados na Tabela 5.1.29, e as primeiras 5 frequéncias naturais na Tabela 5.1.30

101



Tabela 5.1.29 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Pértico 3
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e seccdo transversal 20 mm x 20 mm

ey  Desl. x [mm] Desl. y [um] Rotacdo [rad]  Desl. x [mm] Desl. y [nm]  Rotagdo [rad]
0 15,0466 -23,6098 1,9255E-03 13,8146 -27,1872 -1,9145E-03
0,1 12,9296 -19,8155 1,9054E-03 11,6867 -22,6348 -1,8960E-03
0,2 11,7166 -17,6845 1,8874E-03 10,4639 -20,1005 -1,8789E-03
05 9,8186 -14,4304 1,8412E-03 8,5413 -16,2787 -1,8339E-03
1 8,4722 -12,1993 1,7798E-03 7,1642 -13,7140 -1,7733E-03
2 7,4435 -10,5582 1,6912E-03 6,0962 -11,8858 -1,6852E-03
5 6,6385 -9,3284 1,5443E-03 5,2425 -10,5848 -1,5388E-03
10 6,3403 -8,8804 1,4312E-03 4,9154 -10,1324 -1,4258E-03
© 5,2663 -8,2634 6,7393E-04 4,8351 -9,5155 -6,7009E-04

A introducéo de mais 4 elementos de contraventamento no portico 3 face ao pértico 2 permitiu,

de uma forma geral, aumentar significativamente as frequéncias naturais da estrutura. Para a

primeira, segunda e quinta frequéncias naturais, em que a regra de misturas é relativa a

distribuicdo de material metélico, verifica-se um aumento desde ey=0 até ey=2, seguido de

diminuicao até ey=10, e em ey=co € obtido um valor superior; paraa terceirae quarta frequéncias,

a mesma tendéncia € verificada, mas neste caso para ey=5.

Por outro lado, se for considerado que a lei de poténcia caracteriza a distribuicdo do material

ceramico em fung&o da coordenada vertical da estrutura, é verificado um comportamento idéntico

ao considerado no estudo previamente descrito, mas invertido, em fungéo da configuracdo

material, e cujos resultados sdo apresentados dos deslocamentos nodais e das frequéncias naturais

nas tabelas 5.1.31 e 5.1.32, respetivamente.

Tabela 5.1.30 - Primeiras Cinco Frequéncias do Portico 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metélico em FGM Al/ZrO2,
e seccao transversal 20 mm x 20 mm
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13 Frequéncia 22 Frequéncia 32%Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia
[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 386,1612 440,3070 452,8642 492,4523 526,7631
0,1 395,2306 448,5796 477,4574 505,1636 552,0669
0,2 400,7786 453,8439 488,1754 514,4542 557,7006
05 410,3207 463,1009 501,4668 528,1698 569,5811
1 417,1017 469,8799 508,6964 536,3634 580,1761
2 420,3882 473,6186 513,6048 542,6436 587,3941
5 417,4372 472,4906 516,9263 544,3687 585,7992
10 413,7309 471,7662 515,5957 542,2324 581,7793
© 449,4085 512,4221 527,0360 573,1076 613,0380




Tabela 5.1.31 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Pdrtico 3
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e secgdo transversal 20 mm x 20 mm

ey Desl. x [mm] Desl. y [um] Rotacdo [rad] Desl. x [mm] Desl. y [um] Rotacdo [rad]
0 5,2663 -8,2634 6,7393E-04 4,8351 -9,5155 -6,7009E-04
0,1 5,6443 -8,9482 6,7655E-04 5,2145 -10,3408 -6,7242E-04
0,2 6,0313 -9,6492 6,7911E-04 5,6028 -11,1859 -6,7468E-04
0,5 7,1726 -11,7112 6,8638E-04 6,7478 -13,6709 -6,8108E-04
1 8,7524 -14,5328 6,9717E-04 8,3325 -17,0599 -6,9069E-04
2 10,6582 -17,8192 7,1473E-04 10,2450 -20,9575 -7,0692E-04
5 12,6274 -20,9107 7,4909E-04 12,2244 -24,4542 -7,4019E-04
10 13,3733 -21,9589 7,7995E-04 12,9786 -25,5364 -7,7085E-04
© 15,0466 -23,6098 1,9255E-03 13,8146 -27,1872 -1,9145E-03

Tabela 5.1.32 - Primeiras Cinco Frequéncias do Portico 3 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e secgdo transversal 20 mm x 20 mm

12 Frequéncia

22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

ey [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 449,4085 512,4221 527,0360 573,1076 613,0380
01 4455299 509,4579 516,2965 569,2699 598,6696
02  441,9476 506,8650 507,9619 566,0617 587,6595
05 4336835 493,6780 501,3209 558,7393 569,0933
1 426,2661 485,3450 496,5807 550,5438 558,298
2 419,9221 476,7528 491,7606 540,4948 547,8399
5 417,7563 464,6046 488,5508 529,8193 5342754
10 421,1538 465,0893 489,8125 526,8457 540,8609
o 386,1612 4403070 452,8642 492,4523 526,7631

Quanto a estruturacom a regra de misturas relativa a distribui¢do de material ceramico, verifica-

se uma diminuicdo das frequéncias desde ey=0 até ey=5 seguida de aumento até ey=10 para todas

as frequéncias excetoa quarta, que apresenta o valor minimo para ey=10; para ey=infinito, as

frequéncias sdo as mais baixas para este estudo paramétrico.

Atendénciaverificadanos estudospreviamente realizadosparaos deslocamentos nodais continua

a verificar-se, em que os mesmos diminuem com o aumento da presenca de material cerdmico. O

estudo do portico 3 comas seccdes B e C permite verificar uma tendéncia semelhante, quer para

as frequéncias quer para os deslocamentos nodais. Comparando os estudos realizados, a sec¢do B

confere um comportamentomais rigido, maisfavoravel no caso em que a regra de misturas traduz

a distribuicdo de material metalico ao longo da coordenada vertical da estrutura.

103



5.2 Coeficiente de Esbeltez dos Constituintes das Estruturas

Apesarde os objetivos do presente trabalho néo incluirem o estudo da instabilidade das estruturas,
considerou-se pertinente a verificagdo do coeficiente de esbeltez dos constituintes das estruturas
estudadas nas quais existe uma grande probabilidade de ocorréncia de encurvadura,

principalmente nos porticos.

Relembrando os conceitos associados a instabilidade de estruturas metélicas, o coeficiente de
esbeltez pode ser calculado com base nas caracteristicas geométricas da secc¢ao transversal da
estrutura, sendo também influenciado pelas condicdes de fronteiranas extremidades da mesma,
através da expressdo (5.2.1), em que Le corresponde ao comprimento equivalente, que pode ser
determinado relativamente ao comprimento L do componente em funcéo das condigdes de
fronteira, e cuja relacdo pode ser consultada na Tabela 5.2.1.

Le
A=— (5.2.1)

\ﬁ
A

Tabela 5.2.1 - Fator de Comprimento Equivalente em Vigas Sujeitas a Encurvadura, adaptado de [48]

' ¥ ' 1 i
f T
’ )

I \ / :
Forma da Viga sujeita a Encurvadura l.l | / rr

l'H 1 ,

[}
\

L‘ jI

Fator de Comprimento Equivalente 0,5 0,7 1,0 1,0 2,0 2,0

Considerado as 3 secgles transversais esquematizadas na Figura 5.1.7, apresentam-se, na Tabela
5.2.2, os intervalos de valores de coeficientes de esbeltez, aproximados a unidade, calculados
através da expressao (5.2.1) para componente de cada estrutura, respetivamente. Os valores
apresentados para o coeficiente de esbeltez calculados foram minorados para 0 caso de Amin, €
majorados para Amax, de modo indicativo do intervalo de valores existentes em cada situacéo, para

comparar com valores de referéncia para casos de material isotropico.
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Tabela 5.2.2 — Coeficientes de Esbeltez Presentes em Cada Estrutura se as mesmas fossem construidasem
material metalico (a¢o)

L/h
50 40 30 20 10
Amin A méx Amin A méx Amin A méx Amin A méx Amin A méx

1 173 245 138 196 103 147 69 97 34 49

Trelica 2 86 173 69 139 51 104 34 70 17 35

3 173 245 138 196 103 147 69 97 34 49

A 1 173 243 138 194 103 146 69 97 34 49
Portico 2 121 174 96 138 72 104 48 70 24 35

3 86 194 96 155 51 117 34 70 17 39

1 86 125 69 98 51 74 34 49 17 25

Trelica 2 43 87 34 70 25 52 17 35 8 17

B 3 86 123 69 98 51 74 34 49 17 25
1 86 122 69 97 51 73 34 49 17 25

Portico 2 60 87 48 70 36 52 24 35 12 18

3 43 97 34 78 25 59 17 35 8 20

1 346 490 277 393 207 294 138 196 69 98

Trelica 2 173 347 138 278 103 208 69 139 34 70

3 346 490 277 393 207 294 138 196 69 98

¢ 1 346 485 277 388 207 291 238 194 69 97
Portico 2 242 347 193 278 145 208 96 139 48 70

3 173 388 138 310 103 233 69 155 34 78

Analisando a Tabela 5.2.2, é visivel a presenca de coeficientes de esbeltez muito superiores aos
admissiveis para estruturas de aco ou aluminio (por exemplo), cujos valores podem ser
consultados, no caso de acos, no Decreto-Lein®211/86 de 31 de julho, no qual é referido que
coeficientes de esbeltez superiores a 180 apenas seriam admitidos em elementos com funcédo
estrutural de contraventamento e cujo valor nunca poderia ultrapassar 250, o que levaria a
necessidadede optar por componentes com caracteristicas geométricas distintasdas consideradas.

Por isso, seré pertinente considerar, em termos futuros e na sequéncia desde trabalho, a realizacéo
de estudos vocacionados para a caracterizagdo da instabilidade destas estruturas construidas com

material com gradiente funcional

5.3 Avaliacdo da Influéncia do N° de Pontos de Gauss

Nos estudos previamente descritos no presente capitulo, foi utilizado o método da integracdo
reduzida para o calculo das matrizes de rigidez que caracterizam o comportamento ao corte dos
elementosda estrutura, considerando-se, numa primeira fase, que a contribui¢éo da poténcia que

a variacao dafracdo volumica do material com a coordenada Y da estrutura era desprezavel.
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A influéncia que a poténcia que a matriz Qs introduzi no comportamento ao corte transversal dos
elementos pode ser estudadatendo em consideragdo o maior grau do polindmio resultante dos
produtos entre a matriz Q, e a matriz que relaciona a deformacéo de corte com os deslocamentos
(Bs), conforme se apresenta na Tabela 5.3.1, em funcdo do expoente da Lei de Poténcia.

Tabela 5.3.1 — NUmero de Pontos de Gauss a Aplicar Utilizando Integracdo Reduzida em Funcao do
Expoente da Leide Poténcia

ey p n r
0 4 3 2
5 3 2

6 4 3

9 5 4

10 14 8 7

Para o presente estudo, foram consideradas as discretizagdes mais completas de cada uma das
estruturas, paraos casos em que a lei de poténciatraduz a distribuicdo do material metalico em
funcéo da coordenada vertical da estrutura e secg¢ao transversal quadrada. De modo a evidenciar
a influéncia da quantidade de pontos e pesos de Gauss no comportamento das estruturas, foi
calculadoumdesviorelativamente aos resultadosobtidos previamente para as estruturas nasquais

foi desprezada a contribuicdo da poténcia da matriz Qs, através da equacao (3.1.1).

Para os valores presentes na Tabela 5.3.1, apresentam-se 0s pesos e 0s pontos de Gauss para a
Quadratura de Gauss-Legendre na Tabela 5.3.2 [35]:

Tabela 5.3.2 - Pesos e Pontos de Gauss a Aplicar quando utilizada a Quadratura de Gauss-Legendre

r Pontos Pesos r Pontos Pesos

1 0,0000000000 2,000000000 2 +0,5773502692 1,000000000
0,000000000 0,888888889 +0,3399810435 0,652145155
+0,7745966692 0,555555556 4 +0,8611363116 0,347854845
0,0000000000 0,568888889 +0,2386191861 0,467913935

5 +0,5384693101 0,478628671 6 +0,6612093865 0,360761573
+0,9061798459 0,236926885 +0,9324695142 0,171324492

; +0,9491079123 0,129484966 ; +0,4058451513 0,381830051
+0,7415311855 0,279705391 0,0000000000 0,417959184

A apresentacdo dos desvios relativos obtidos através do presente estudo é feita
pormenorizadamente no apéndice B. De forma a analisar tendéncias existentes nestes dados,
apresentam-se nas figuras 5.3.1 e 5.3.2, respetivamente, a comparacgdo entre as frequéncias
naturais obtidas para os dois casos na trelica 1, e a rotacdo do no livre da mesma estrutura, em
funcéo do expoente da lei de poténcia, ou seja, da quantidade de pontos utilizados na integracéo

numérica, correspondentes aos apresentados na Tabela 5.3.1.
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Avaliacdo da Influéncia dos Pontos de Gauss - Frequéncias Naturais [rad/s] em
funcdo do Bxpoente da Lei de Poténcia na Trelica 1

1800 e it B------- 2.
7 DR - - - 12 Frequéncia
1600 7 __-==-H - -+ - 12 Frequéncia Gauss
,,,,, B-----A------cA------oA e
140 A/ -- 22 Frequéncia
1200 22 Frequéncia Gauss
- -O- - 3 Frequéncia
el R ViR VI - ¥ - - - 3*Frequéncia Gauss
800 o ===="— S . o S o
X x __,——$ g $“‘~~~_____‘0--!t--4aFrequer1C|a
600 =====-- Q=== " ) CEEE ?- - -8 - 4 Frequéncia Gauss
400 - =&~ - 5 Frequéncia
200‘ _______ Q--=-== ==ffg=======ff======= ==""-'.—-U——5aFrequénciaGauss
0
0 1 2 5 10 £

Figura 5.3.1 - Avaliacéo da Influéncia dos Pontos de Gauss nas Primeiras Cinco Frequéncias Naturais da
Trelica 1 em fungdo do Expoente da Leide Poténcia quando a Fracdo Volimica descreve a Distribuicéo
de Material Metélico na estrutura

Por analise global dos resultados deste estudo, € possivel verificar que a principal influéncia que
a utilizagdo de mais quantidade de pontos na integra¢do numérica corresponde as frequéncias

naturais, nomeadamente para as mais elevadas, para as quais ocorre uma maior divergéncia.

No caso da primeira e segunda frequéncias, para os expoentes 2, 5 e 10, foram obtidos valores
cerca de 7% acima dos obtidos previamente. Para a terceira e quinta frequéncias, foram obtidos
valores cerca de 22-29% acima das calculadas nos estudos paramétricos. No caso da quarta
frequéncia, o desvio ronda 0s 16% acima dos resultados previamente obtidos.

Avaliacdo da Influéncia dos Pontos de Gauss
Rotacdo (x10%) em funcdo do expoente da Regra de Misturas na Trelica 1

L SN
R
10 * -======*========‘==‘
B
0
0 1 2 5 10
oo - @ - Rotagdo — =% - Rotagdo Gauss

Figura 5.3.2 - Avaliacdo da Influéncia dos Pontos de Gauss na Rotacdo do N6 Livre da Trelica 1 em
funcdo do Expoente da Leide Poténcia quando a Fragdo Volumica descreve a Distribuicdo de Material
Metalico na estrutura

No caso da rotagdo do no livre da Trelica 1, € visivel um ligeiro desvio dos valores calculados
relativamente aos obtidos previamente com 2 pontos para a integracdo numérica. Para 0s
deslocamentos nodais segundo X e y, 0s desvios sdo bastante reduzidos, cerca de 0,003% abaixo
dos resultados previamente obtidos nos estudos paramétricos. Quanto as rotagdes, 0s desvios sdo

ligeiramente superiores, com um maximo cerca de 3%.
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Para a trelica 2, 0 comportamento das frequéncias naturais apresenta umatendéncia semelhante
ao verificado na trelica 1, embora com desvios relativos mais baixos. No caso da primeira
frequéncia, foram calculados valores cercade 0,24-0,27% acimados obtidos anteriormente. Para
a segunda, quartae quinta frequéncias, sao verificados resultados cerca de 1,1-1,6% acima dos
calculados nos estudos paramétricos anteriores. Para a quarta frequéncia, este desvio ronda os
0,9% acima. Quando aos deslocamentos nodais, verificam-se desvios com ordem de grandeza 10°
% para o deslocamento segundo x e segundo y, e na rotacdo do nd, ocorrem desvios muito
elevados, no entanto, é expectavel poisa ordem de grandeza da rotacdo é de 10-°-101, pelo que

qualquer variagdo dos valores resulta num desvio muito elevado.

Na trelica 3, o comportamento das frequéncias naturais apresenta uma tendéncia semelhante a ja
verificada, em que, para cada uma das frequéncias a registar, foram calculadas frequéncias
naturais cerca de 9-10% acima das calculadas nos estudos paramétricos anteriores. Quanto aos
deslocamentos nodais, 0 comportamento € semelhante ao ja descrito, em que 0s desvios relativos
apresentam a ordem de grandeza 10-3% para o deslocamento segundo x e segundo y, e para a
rotacdo, verifica-se a mesma tendéncia que a trelica 2, com desvios relativos muito elevados.

No portico 1, as frequéncias naturais calculadas apresentam valores ligeiramente superiores aos
previamente calculados, cercade 1% acima no caso daprimeira, 2% paraa segunda frequéncias,
3% paraaterceira, 4% paraaquarta, e 5% paraa quinta frequéncia. Para os deslocamentosnodais,
obtiveram-se resultados cercade 2-3% abaixo no caso dos deslocamentos segundo x, 0,1-0.2%

nos deslocamentos segundo y, e 1-3% abaixo na rotagéo.

No pértico 2, as frequéncias calculadas apresentam valores cerca de 5% acima dos resultados
prévios no caso da primeira, segunda e terceira frequéncias naturais, 12-13% para a quarta
frequéncia, e 11% para a quinta frequéncia. Para os deslocamentos nodais, obtiveram-se
resultados cerca de 11% abaixo dos prévios para os deslocamentos segundo X, 0,1-0,2% para 0s

deslocamentos em y, e 8-11% para a rotagéo.

No portico 3, as frequéncias calculadas apresentam valores 8-9% superioresaos prévios para a
primeira e terceira frequéncias, e 10-12% acima para as restantes. Para os deslocamentos nodais,
obtiveram-se deslocamentos segundo x cerca de 0.04-0.2% abaixo dos calculados nos estudos
paramétricos prévios, 0.4-0.8% para deslocamentos segundo y, e cerca de 13-14% abaixo na

rotacao.

Tendo em consideracdo os resultados obtidos, e de modo a adotar uma abordagem conducente a
resultados menos conservadores e que, portanto, ndo subestimem o comportamento real da

estrutura, considerou-se a manutengdo da metodologia de integragéo inicial.
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5.4 Estudos Paramétricos das Meta heuristicas de Otimizacéao

De modo a introduzir o modelo de otimizagdo no modelo numérico para o estudo e otimizacdo de
estruturas FGM, considerou-se pertinente a avaliacdo do comportamento do modelo
implementado em funcgéo da variacdo do tamanho da populagdo, em que N toma valores de 10,
20, 30, 40 e 50, e do numero de iteracdes, em que sdo realizadas 50, 100, 150, 200 e 1000
iteracdes. Para isso, foram consideradas 3 funcdes de Benchmark — Esfera, Goldstein-Price e
Rastrigin —paraambos os algoritmos, cada umacomdimenséo 2, e foi avaliado o comportamento
do modelo com base nos valores médios, desvio padréo (DP), melhor 6timo (MO) e pior 6timo

(PO) de uma série de 10 corridas para cada funcéo.
5.4.1 Algoritmo de Arquimedes

As tabelas 5.4.1,5.4.2,5.4.3 ¢ 5.4 4 apresentam os resultados obtidos para as fun¢des da Esfera,

Goldstein-Price e Rastrigin, respetivamente, pelo Algoritmo de Arquimedes.

Tabela 5.4.1 - Resultados do Estudo Paramétrico da Fungdo Esfera com o Algoritmo de Arquimedes

N tmax 50 100 150 200 1000
Média 1,5346E-03 1,5506E-04 7,4337E-05 3,7441E-05 8,2127E-07
10 DP 2,0667E-03 2,3388E-04 1,6223E-04 8,7562E-05 7,5557E-07
MO 1,2420E-06 1,6233E-05 1,8079E-06 3,3795E-07 1,0987E-07
PO 7,4431E-03 8,6655E-04 5,8309E-04 3,1087E-04 2,3780E-06
Média 3,0360E-04 3,6040E-04 2,0378E-05 1,1157E-05 5,1192E-07
20 DP 4,9817E-04 8,8971E-04 3,6498E-05 1,2544E-05 7,0550E-07
MO 1,2326E-06 4,9610E-07 4,3585E-08 1,6193E-07 4,0342E-08
PO 1,8316E-03 3,1343E-03 1,3327E-04 3,9393E-05 2,5063E-06
Média 2,3724E-04 8,9846E-05 9,2488E-06 3,9789E-06 1,0828E-07
DP 4,4466E-04 1,6347E-04 1,1731E-05 2,6291E-06 1,2114E-07
30 MO 2,6704E-06 2,2059E-06 5,7795E-07 2,2559E-07 2,1234E-09
PO 1,6062E-03 5,9679E-04 4,2484E-05 9,5177E-06 3,5714E-07
Média 6,3357E-05 1,1823E-05 4,0235E-06 3,9769E-06 6,4686E-08
DP 5,6267E-05 2,2636E-05 4,7269E-06 5,2953E-06 6,4334E-08
40 MO 3,7024E-06 5,1275E-07 1,3106E-07 7,4670E-08 3,1505E-09
PO 1,9698E-04 8,2458E-05 1,7791E-05 1,9979E-05 1,8602E-07
Média 5,5941E-04 1,5542E-05 6,5906E-06 2,0517E-06 8,4849E-08
50 DP 1,4830E-03 2,7103E-05 7,8529E-06 1,6372E-06 9,7260E-08
MO 3,2008E-06 5,4257E-08 1,3065E-07 3,1056E-08 2,6843E-09
PO 5,2246E-03 9,8061E-05 2,9444E-05 4,9333E-06 3,3877E-07
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Tabela 5.4.2 - Resultados do Estudo Paramétrico da Fungdo Goldstein-Price com o Algoritmo de

Arquimedes
N tmax 50 100 150 200 1000
Média 3187,6493 14,7304 9399,0869 11,9434 3,4217
10 DP 9524,3004 14,2601 28142,9472 13,6978 1,2626
MO 3,0049 3,0013 3,0003 3,0011 3,00004
PO 31760,5239 34,4631 93827,8964 35,0252 7,2094
Média 22,3716 12,1304 8,5537 16,5853 8,4002
DP 32,1653 14,5785 11,0463 13,5813 10,8001
20 MO 3,0002 3,0004 3,00002 3,0005 3,000001
PO 84,0489 44,1068 31,2537 30,4067 30,0009
Média 23,5739 8,5736 8,4975 11,3821 8,8258
DP 25,2679 11,1309 10,9939 12,8101 11,6878
30 MO 3,0045 3,0005 3,00004 3,00008 3,000001
PO 84,1034 31,0069 30,7488 32,0266 34,1832
Média 16,1729 16,5526 5,7344 10,8284 12,2924
DP 16,5594 24,8939 8,1967 12,1743 12,1108
40 MO 3,0010 3,0002 3,00002 3,00008 3,000001
PO 46,0667 84,0066 30,3246 35,0000 30,0183
Média 13,8442 13,9503 13,9399 13,9683 3,00002
DP 16,6907 13,4086 13,4001 13,4544 0,00005
>0 MO 3,0007 3,00004 3,000015 3,00001 3,000001
PO 455291 30,5331 30,9594 32,4452 3,0002

Tabela 5.4.3 - Resultados do Estudo Paramétrico da Fun¢do Rastrigin com o Algoritmo de Arquimedes

N tmax 50 100 150 200 1000
Média 1,6430 8,3027E-01 9,0160E-01 3,1666E-01 3,1649E-04
DP 1,1806 1,1493 1,1347 4,4816E-01 4,3452E-04
10 MO 0,1004 5,6129E-03 5,3796E-05 3,6373E-04 8,1091E-06
PO 4,2556 3,9803 3,9998 1,0020 1,4685E-03
Média 0,9398 5,0614E-01 2,0118E-01 1,0076E-01 8,6688E-05
DP 1,3316 4,9110E-01 3,9848E-01 2,9820E-01 1,1389E-04
20 MO 0,0011 3,2696E-03 2,7775E-04 7,2941E-05 1,8961E-06
PO 45416 1,0004 9,9878E-01 9,9533E-01 3,5533E-04
Média 0,3205 2,0227E-01 2,0022E-01 1,0097E-01 3,6442E-05
DP 0,4441 3,9997E-01 3,9862E-01 2,9834E-01 5,5677E-05
30 MO 0,0043 7,9748E-05 1,5931E-05 1,8650E-05 6,1207E-07
PO 1,0008 1,0087 9,9757E-01 9,9598E-01 1,9917E-04
Média 0,4082 1,0414E-01 1,8105E-03 4,1346E-03 1,8621E-05
40 DP 0,4917 2,9947E-01 2,6866E-03 9,6367E-03 2,0688E-05
MO 0,0001 1,6562E-04 1,7036E-05 4,3815E-05 1,0182E-06
PO 1,0383 1,0025 9,2223E-03 3,2790E-02 6,4078E-05
Média 0,3037 2,0765E-03 4,8560E-04 4,1315E-04 1,3462E-05
50 DP 0,4542 3,8333E-03 5,3496E-04 3,5622E-04 1,2819E-05
MO 4,4308E-06 2,5944E-07 1,6458E-06 1,7725E-05 1,6882E-06
PO 0,9996 1,3408E-02 1,8607E-03 1,0815E-03 3,9466E-05
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Tabela 5.4.4 - Resultados do Estudo Paramétrico da Fungdo Rastrigin com o Algoritmo de Arquimedes

com recurso a técnica de reinicializacao de populacdo a cada 10 iteracdes

N tmax 50 100 150 200 1000
Média 6,7422E-01 9,0715E-01 1,1644E-01 2,1440E-01 2,3152E-04
10 DP 4,7074E-01 6,9388E-01 2,9802E-01 4,0497E-01 4,8947E-04
MO 9,2318E-04 1,5207E-03 3,1866E-04 1,3550E-04 1,8786E-06
PO 1,2826 1,9944 1,0034 1,0501 1,6727E-03
Média 1,2075 6,3661E-01 5,8545E-03 1,0291E-01 9,5261E-05
20 DP 6,6426E-01 6,9298E-01 7,2745E-03 2,9762E-01 1,1217E-04
MO 9,8866E-03 7,4659E-05 9,3456E-05 3,7329E-05 3,5447E-08
PO 2,1062 2,0373 2,0780E-02 9,9565E-01 3,3545E-04
Média 6,2312E-01 2,0710E-01 1,0533E-01 6,4719E-03 1,4660E-05
DP 6,5171E-01 3,9447E-01 2,9698E-01 1,6677E-02 1,5243E-05
30 MO 2,2758E-03 1,8379E-05 1,6468E-05 2,7437E-06 2,5086E-07
PO 1,9909 9,9588E-01 9,9530E-01 5,6348E-02 4,7434E-05
Média 0,1313 0,2077 9,9938E-02 9,6109E-04 6,0623E-05
DP 0,3115 0,4101 0,2984 1,5290E-03 5,8133E-05
40 MO 1,4046E-04 8,6443E-04 9,0101E-06 7,7547E-07 5,1509E-07
PO 1,0590 1,0599 9,9511E-01 4,6763E-03 1,6803E-04
Média 0,2235 1,4622E-03 1,3625E-01 1,8848E-03 1,4058E-05
DP 0,3901 1,3638E-03 2,9755E-01 2,5377E-03 2,0957E-05
>0 MO 5,4205E-05 7,6468E-06 4,6503E-05 1,2145E-05 1,4427E-06
PO 1,0016 4,6170E-03 1,0042 8,7539E-03 7,5694E-05

De uma forma geral, analisando as tabelas apresentadas, pode constatar-se que o modelo de
otimizacdo baseado no principio de Arquimedes é um modelo cuja precisdo apresenta algumas
variagdes consoante 0s parametros utilizados, mesmo para apenas 2 variaveis de projeto.
Analisando a Tabela 5.4.1, em termos médios, e tratando-se de uma func¢do unimodal, os
resultados sdo satisfatdrios, e € notada uma melhoria com o aumento dos parametros N e tmax.
Por outro lado, para fungdes multimodais, existe alguma dificuldade de convergéncia para o
minimo global (para as fun¢es estudadas). Para o caso da fungdo Goldstein-Price, presente na
Tabela 5.4.2, foram encontrados, frequentemente, minimos locais mais frequentemente com
parametros mais baixos, no entanto, em todas as séries de corridas, foi encontrado, pelo menos
uma vez, o0 minimo global desta funcéo, para qualquer dos pares de pardmetros N e tmax
considerados. Em termos médios, é notada uma dificuldade na convergéncia para 0 minimo
global, pelo que o ideal, neste caso, seria utilizar uma populacdo de 50 individuos, e 1000
iteracdes, paraumaprecisao mais elevada. Por Gltimo, para a funcdo Rastrigin, presentena Tabela
5.4.3, também multimodal, é notada alguma dificuldade na convergéncia para 0 minimo global
da funcéo, principalmente quando se consideram apenas 50 iteragdes.
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Em termos médios, o minimo global apresenta valores mais precisos para 1000 iteracgdes,
independentemente da populagdo considerada, e se forem consideradasapenas200iterac¢des, para
populacgdes com 40 ou 50 individuos. Para esta func¢éo, foi ainda considerada a utilizacéo da
técnica de reinicializacdo da populacdo a cada 10 iterages, cujos resultados sao apresentados na
Tabela 5.4.4, devido & dificuldade de convergéncia deste algoritmo nas corridas realizadas
previamente. Neste caso, em termos médios, houve uma ligeira melhoria na precisao do valor
6timo da funcdo, no entanto, ndo significativa. Por isso, ndo se considera relevante a utilizacdo
dessa técnica nos estudos de otimizagdo a realizar nos subcapitulos 5.5 e 5.6. Apesar das
dificuldades encontradas com a utilizagdo deste algoritmo, como a otimizagdo de estruturas FGM
constituium problemade otimizagdocomum ndmero reduzidode variaveisde projeto, considera-

se relevante a utilizacdo deste algoritmo para o efeito.
5.4.2 Algoritmo da Raposa Vermelha

As tabelas 5.4.5, 5.4.6 e 5.4.7 apresentam os resultados obtidos para as funcdes da Esfera,

Goldstein-Price e Rastrigin, respetivamente, pelo Algoritmo das Raposas Vermelhas.

Tabela 5.4.5 - Resultados do Estudo Paramétrico da Funcdo Esfera com o Algoritmo das Raposas

Vermelhas

N tmax 50 100 150 200 1000
Média 5,4590E-10 3,2542E-14 7,0283E-17 3,0926E-17 8,3237E-25
DP 1,5241E-09 6,6117E-14 1,3920E-16 6,5361E-17 1,2685E-24
10 MO 9,1134E-18 2,5961E-25 2,1112E-26 4,3024E-24 1,6846E-30
PO 5,1080E-09 2,0777E-13 3,9613E-16 2,0478E-16 3,8150E-24
Média 3,2253E-13 1,4731E-16 6,2721E-18 1,5993E-18 4,5509E-26
DP 5,7391E-13 3,9488E-16 1,1851E-17 2,9224E-18 1,2774E-25
20 MO 1,5701E-19 8,4871E-25 1,9987E-26 6,9038E-25 3,5296E-36
PO 1,5298E-12 1,3304E-15 3,9784E-17 9,4846E-18 4,2832E-25
Média 1,4154E-13 8,4313E-16 1,4132E-20 1,7217E-17 5,0635E-25
DP 3,5882E-13 2,3704E-15 3,2197E-20 3,4514E-17 1,1003E-24
30 MO 6,3036E-21 3,6025E-26 1,3083E-25 3,0368E-26 3,0444E-31
PO 1,2121E-12 7,9449E-15 1,0994E-19 1,0695E-16 3,5534E-24
Média 1,1263E-13 1,6582E-16 1,6045E-17 2,3731E-17 3,0241E-24
DP 3,2698E-13 4,7542E-16 4,6058E-17 7,1185E-17 7,7408E-24
40 MO 1,3717E-19 2,9369E-23 2,3685E-28 4,4566E-28 1,0602E-30
PO 1,0932E-12 1,5918E-15 1,5417E-16 2,3729E-16 2,5954E-23
Média 1,8240E-13 7,4545E-14 1,4457E-18 5,6411E-18 4,6755E-25
DP 4,8878E-13 2,2058E-13 3,5881E-18 1,1220E-17 1,3457E-24
>0 MO 1,6173E-19 2,2579E-23 7,7336E-30 2,9383E-24 1,9139E-34
PO 1,6417E-12 7,3628E-13 1,2007E-17 2,9870E-17 4,5029E-24
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Raposas Vermelhas

Tabela 5.4.6 - Resultados do Estudo Paramétrico da Fungdo Goldstein-Price com o Algoritmo das

N tmax 50 100 150 200 1000
Média 19,4299 5,7000 3,0000 11,1000 3,0000
10 DP 32,8638 8,1000 0,0000 24,3000 6,8169E-12
MO 3* 3* 3* 3* 3*
PO 86,2982 30,0000 3,0000 84,0000 3,0000
Média 27,3000 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000
20 DP 37,1189 0,0000 0,0000 0,0000 3,5665E-12
MO 3* 3* 3* 3* 3*
PO 84,0002 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000
Média 3,0000 11,1000 3,0000 3,0000 3*
30 DP 9,74131E-07 24,3000 1,01402E-07  3,01962E-09 2,8266E-12
MO 3* 3* 3* 3* 3*
PO 3,0000 84,0000 3,0000 3,0000 3,0000
Média 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000
40 DP 4,5991E-07 3,0962E-08 1,1329E-08 3,9185E-09 1,009E-11
MO 3* 3* 3* 3* 3*
PO 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000
Média 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000
DP 2,5119E-07 1,0573E-08 1,0879E-07 5,4817E-10 4,9448E-13
>0 MO 3* 3* 3* 3* 3*
PO 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000 3,0000

Tabela 5.4.7 - Resultados do Estudo Paramétrico da Fungdo Rastrigin com o Algoritmo das Raposas
Vermelhas para Populacbes com 10, 20, 30, 40 e 50 Individuos, realizando-se 50, 100, 150, 200 e 1000
iteracdes, em cada corrida, num total de 10 corridas

N tmax 50 100 150 200 1000
Média 1,4889E-08 8,1351E-12 1,5752E-11 4,4964E-14 3,3958E-18
DP 2,4002E-08 1,6126E-11 4,5814E-11 13173E-13 9,8577E-18
10 MO 6,9227E-15 9,8826E-17 6,3831E-19 2,2888E-19  6,8048E-30
PO 6,8876E-08  4,8493E-11 1,5317E-10 4,4010E-13  3,2957E-17
Média 1,4199E-02 9,5090E-12 3,3717E-13 2,3184E-16 5,3125E-24
DP 4,2596E-02  2,3226E-11 1,0015E-12 5,6013E-16  1,5130E-23
20 MO 2,4432E-15  1,0245E-19 3,5858E-24 1,7517E-20  3,0000E-29
PO 1,4199E-01  7,8357E-11 3,3416E-12 1,8806E-15 5,0680E-23
Média 7,1360E-09 3,6047E-14 6,6013E-14 8,8798E-16 1,6059E-24
DP 1,6881E-08 7,3914E-14 19662E-13 1,9995E-15 3,5300E-24
30 MO 2,2824E-21  1,1413E-21  2,7996E-20 1,8786E-23  1,4108E-30
PO 5,6015E-08 2,4053E-13 6,5586E-13 6,5059E-15 1,1857E-23
Média 9,9503E-02  1,2851E-12 2,4476E-16 3,8491E-17  3,7492E-25
DP 2,9849E-01 3,8163E-12 7,1567E-16 1,0085E-16  7,7064E-25
40 MO 1,0001E-16  3,8536E-18 8,8350E-26  3,9000E-28  2,1486E-30
PO 9,9496E-01 1,2734E-11 2,3916E-15 3,3830E-16 2,6235E-24
Média 2,6129E-10  7,4608E-14 2,4943E-15 4,4832E-16 7,2765E-24
50 DP 7,8101E-10  2,1036E-13  6,9106E-15 1,2806E-15 1,8412E-23
MO 3,0220E-25 1,6152E-19 2,0960E-26  1,5347E-25 6,3968E-31
PO 2,6043E-09 7,0505E-13 2,3211E-14 4,2870E-15 6,1839E-23
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De notar que na Tabela 5.4.6, séo apresentados valores 3* por apresentarem 10 zeros antes do
proximo algarismo néo nulo apos a virgula. Os valores médios obtidos para a fungdo Goldstein-
Price apresentam alguma variabilidade, devidoa existéncia de minimos locais, dos quaiso modelo
ndo teve capacidade de se afastar, nomeadamente para populacfes menores e menor namero de
iteracdes, no entanto, quando esses dois pardmetros sdo aumentados, 0 modelo apresenta valores

bastante satisfatérios, com desvios-padrdo muito reduzidos.

De uma forma geral, analisando as tabelas apresentadas, pode constatar-se que o modelo de
otimizacgdo baseado nas raposas vermelhas ¢ um modelo com precisdo elevada, que sera utilizado
para a otimizac&o das estruturas FGM a estudar nos subcapitulos 5.5, 5.6 e 5.7. Comparando com
o algoritmo de Arquimedes, 0s resultados obtidos para 0s mesmos parametros, apresentam maior
precisdo, podendo-se considerar parametros mais baixos, o que permite obter resultados de uma
formamaisrapida,ao diminuir o pesocomputacional decorrente da realizacdo das corridas. Desta

forma, considera-se relevante a utilizacdo deste algoritmo na otimizagdo de estruturas FGM.
5.5 Estudos de Otimizacdo com 1 Variavel de Projeto

Os casos de estudo que foram alvo de estudos paramétricos no subcapitulo 5.1 aos quais foi
aplicada a técnica de otimizacdo correspondem a trelica 3 e ao pértico 3, sendo as estruturas mais
complexas das estudadas, que podem ter maior interesse. Para isso, consideraram-se ambas as
estruturas com seccdo quadrada 20 mm x 20 mm, no entanto, a relagéo de aspeto foi alterada para
que o estudo fosse realizado em estruturas nas quais, caso a estrutura fosse puramente metalica,
ndo ocorresse encurvadura. Assim, e recordando a Tabela 5.2.2, foi escolhida uma relagéo de
aspeto de 30, conforme os valores previamente calculados para relacdo de aspeto em cada

estrutura.

Além das referidas estruturas, consideraram-se ainda 2 estruturas no espaco, correspondentes a
utilizadas nos estudos de verificagdo para material isotrépico homogéneo do modelo no espago,

nos casos 10 e 11, comas mesmas caracteristicas geomeétricas neles descritas, respetivamente.

Nos estudos de otimizacéo, foi ainda considerado, paraa construgéo das matrizes de rigidez de
corte transversal dos elementos, a utilizagdo de apenas dois pontos de Gauss-Legendre para a
Integracdo Reduzida desses coeficientes, uma vez que, pelo estudo presente no capitulo 5.2,
verifica-se que, com o aumento do namero de pontos devido ao aumento da poténcia dos
coeficientes de rigidez reduzidos resultante do expoente da lei de poténcia, ocorre uma
rigidificacdo das estruturas. Assim, se forem considerados apenas 2 pontos para a integragéo

reduzida, considera-se a situacdo mais desfavoravel, ou seja, uma estrutura menos rigida.
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55.1 Trelica 3

Nesta estrutura,o né maissolicitadoé 0 19, e correspondeao n6 ondeé aplicadaa carga. A Tabela
5.5.1 apresenta o deslocamento resultante do né 19, caracterizado pelo maior deslocamento
resultante de entre 0osn6s estabelecidos com o carregamento considerado, e a primeira frequéncia

natural da estrutura, obtidos através do modelo de elementos finitos.

Tabela 5.5.1 - Deslocamento resultante do n6 19 da Trelica 3 e Primeira Frequencia natural da estrutura

ey  Deslocamento Resultante [um] 12 Frequéncia [rad/s]

0 321,7973 591,9599
0,1 204,5508 661,0307
0,2 195,8514 661,8260
0,5 181,5643 658,2207

1 170,3850 651,6240

2 160,8003 643,8601

5 152,6575 634,9667
10 149,6053 630,3244

Para cada meta-heuristica, foi realizada umasérie de 10 corridas, com populagéo de 5 individuos
e 10 iteragdes, e os resultados obtidos para analise estatica e dindmica da estrutura sdo

apresentados na Tabela 5.5.2.

Tabela 5.5.2 - Resultados do Estudo de Otimizacdo a Trelica 3 através de ambas as Meta heuristicas de
Otimizacdo Implementadas para 1 variavel de projeto

Corrida AOA RFO
ey fmin [um] ey fmax [rad/s] ey fmin [um] ey fmax [rad/s]
1 10 149,6053 0,2724  661,3400 10  149,6053  0,1609 661,8009
2 10 149,6053 0,1917 661,8426 10  149,6053 0,2126 661,7827
3 10 149,6053 0,1961 661,8350 10  149,6053  0,2430 661,5994
4 10 149,6053 1,2939  648,7509 10  149,6053  0,2385 661,6323
5 10 149,6053 0,1732 661,8386 10  149,6053 0,1764 661,8437
6 9,5498  149,7497 0,1 661,0308 10  149,6053  0,1960 661,8353
7 10 149,6053 0,2449 6615843 10  149,6053 0,2310 661,6837
8 10 149,6053 0,1775 661,8450 10  149,6053  0,2600 661,4571
9 10 149,6053 0,2216 661,7390 10 149,6053 0,1641 661,8135
10 10 149,6053 0,1678 661,8257 10  149,6053 0,1895 661,8450
Média 149,6198 660,3632 149,6053 661,7294
DP 0,0433 3,8794 3,0294E-06 0,1246

As figuras 5.5.1 ¢ 5.5.2 apresentam a evolugdo do modulo de elasticidade caracterizada pela
melhor solugdo 6tima encontrada para minimizagao de deslocamento resultante maximo e para
maximizagdo da frequéncia fundamental da treliga 3, respetivamente, incluindo uma
representacio esquematica da configuracdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes

do FGM.

115



Modulo de Elasticidade - Trelica 3
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Figura 5.5.1 - Evolucdo do Modulo de Elasticidade da Trelica 3 pela Solucdo Otima encontrada para
Minimizacao de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 1 varigvel
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Figura 5.5.2 - Evolugdo do Mddulo de Elasticidade da Trelica 3 pela Solu¢do Otima encontrada para
Maximizacao da Frequéncia Natural através do Modelo de 1 variavel

Relativamente aos resultados obtidos, ¢ de notar que, numa situacdo em que se pretenda
minimizar o deslocamento resultante maximo, a solugdo 6tima em termos de expoente da lei de
poténcia ¢ o valor 10, correspondendo a trelica composta maioritariamente por zirconia na zona
inferior até uma altura de aproximadamente 0,4 m. Por outro lado, se se pretender maximizar a
frequéncia fundamental da estrutura, o melhor comportamento dinamico em regime de vibragao

livre ¢ conseguido com um expoente de aproximadamente 0,19.

5.5.2 Portico 3

Nesta estrutura, 0 né mais solicitado é o 10, que corresponde ao n6 central do elemento V. A
Tabela 5.5.3 apresenta o deslocamento resultante do nd 10, por ser 0 n6 sujeito a um maior
deslocamento resultante de toda a estrutura com o carregamento considerado, e a primeira

frequéncia natural da estrutura, obtidos através do modelo de elementos finitos.
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Tabela 5.5.3 - Deslocamento resultante do n6 10 do Pértico 3 e Primeira Frequencia natural da estrutura

ey  Deslocamento Resultante [um]

12 Frequéncia [rad/s]

0 43,5415 1240,7333
0.1 41,4279 1305,7998
0.2 40,0927 1346,3775
05 37,7015 1410,0339

35,5525 14445965
33,2506 14443502
30,2133 1393,7095
10 28,1360 1356,8710

Para cada meta-heuristica, foi realizada umasérie de 10 corridas, com populagéo de 5 individuos

e 10 iteragdes, e os resultados obtidos para analise estatica e dinamica da estrutura sao

apresentados na Tabela 5.5.4.

Tabela 5.5.4 - Resultados do Estudo de Otimizagdo ao Portico 3 através de ambas as Meta heuristicas de
Otimizacdo Implementadas para 1 variavel de projeto

Corrida AOA RFO
ey fmin [um] ey fmax [rad/s] ey fmin [um] ey fmax [rad/s]
1 10 28,1360 11,4190 1449,6707 10 28,1360 0,9131 1441,6775
2 10 28,1360 11,4064 1449,6712 10 28,1360 11,4388 1449,6560
3 10 28,1360 15429 14493232 7,3115 29,0357 2,2493 1440,2599
4 10 28,1360 11,3154 1449,4526 10 28,1360 1,4055 1449,6710
5 10 28,1360 1,3982 1449,6678 10 28,1360 14554 1449,6308
6 10 28,1360 1,4023  1449,6699 10 28,1360 1,2742 1449,2112
7 10 28,1360 1,4392  1449,6555 10 28,1360 0,9639 1443,4907
8 10 28,1360 1,4203  1449,6703 10 28,1360  1,4903 1449,5424
9 10 28,1360 15091  1449,4757 10 28,1360 15658 1449,1981
10 10 28,1360 1,3615  1449,6139 10 28,1360 2,3401 1438,6473
Média 28,1360 1449,5871 28,2260 1446,0985
DP 0,0000 0,1183 0,2699 4,3013

As figuras 5.5.3 e 5.5.4 apresentam a evolucdo do médulo de elasticidade caracterizada pela

melhor solugdo 6tima encontrada para minimizacgao de deslocamento resultante maximo e para

maximizacdo da frequéncia fundamental do portico 3, respetivamente, incluindo uma

representacdo esquematica da configuracdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes

do FGM.
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Figura 5.5.3 - Evolucdo do Mddulo de Elasticidade do Pértico 3 pela Melhor Solu¢do Otima encontrada
para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 1 variavel
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Figura 5.5.4 - Evolugdo do Mddulo de Elasticidade do Pértico 3 pela Melhor Solugéo Otima encontrada
para Maximizacdo da Frequéncia Natural através do Modelo de 1 variavel

Analogamente aos casos previamente estudados, a solugdo Otima que caracteriza um
deslocamento resultante maximo no portico 3 ¢ um expoente da lei de poténcia de 10. Pela
perspetiva da maximizagdo da frequéncia fundamental da estrutura, ¢ de notar que a melhor
configuragdo € a que corresponde a uma distribuicdo aproximadamente linear entre os dois

materiais que constituem o FGM.
5.5.3 Treliga 3D

Para uma série de 10 corridas, populacdo com 5 individuos e 10 iteracdes, obtiveram-se os

resultados para analise estatica e dindmica, apresentados na Tabela 5.5.5.

As figuras 5.5.5 e 5.5.6 apresentam a evolugdo do mddulo de elasticidade caracterizada pela
melhor solu¢édo étima encontrada para minimizacao de deslocamento resultante méximo e para
maximizacdo da frequéncia fundamental da trelica 3D, respetivamente, incluindo uma
representacdo esquematica da configuracdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes
do FGM.
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Tabela 5.5.5 - Resultados do Estudo de Otimizacao a Trelica 3D através de ambas as Meta heuristicas de
Otimizacdo Implementadas para 1 variavel de projeto

Corrida ACA RFO

ey fmin [wm] ey fmax [rad/s] ey fmin [um] ey fmax [rad/s]
1 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 8,8471 255,1698
2 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 7,4426 254,0038
3 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 9,8663 255,8696
4 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 9,1000 255,3535
5 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 8,7564 255,1022
6 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 9,3028 255,4959
7 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 9,1827 2554121
8 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 9,3112 255,5017
9 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 7,9742 2544769
10 10 1,7266 10 255,9539 10 1,7266 9,3355 255,5184

Média 1,7266 255,9539 1,7266 255,1904

DP 0 0,0000 0 0,5254
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Figura 5.5.5 - Evolugio do Médulo de Elasticidade da Trelica 3D pela Melhor Solugdo Otima encontrada
para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 1 variavel
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Figura 5.5.6 - Evolucdo do Mddulo de Elasticidade da Trelica 3D pela Melhor Solugdo Otima encontrada
para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental através do Modelo de 1 variavel
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No caso desta trelica no espago, € de notar que tanto para uma situacdo em que se pretende
minimizar deslocamentos resultantes como para maximizar a frequéncia fundamental, a
distribui¢do de propriedades mais vantajosa ¢ a caracterizada por um expoente de valor 10, em

que a zirconia constitui a estrutura na totalidade até uma altura cerca de 0,9 m.
5.5.4 Portico 3D

Para uma série de 10 corridas, populacdo com 5 individuos e 10 iteracdes, obtiveram-se os

resultados para andlise estatica e dindmica, apresentados na Tabela 5.5.6, respetivamente:

Tabela 5.5.6 - Resultados do Estudo de Otimizacao ao Portico 3D atravésde ambasasMeta heuristicas de
Otimizacdo Implementadas para 1 variavel de projeto

Corrida ACA RFO
ey fmin [Mm] ey fmax [rad/s] ey  fmin [mm] ey fmax [rad/s]
1 10 1,5930 3,2175  121,0680 10 1,5930 3,1690  121,0679
2 10 1,5930 3,1893  121,0680 10 1,5930 3,2185  121,0680
3 10 1,5930 3,1855  121,0681 10 1,5930 3,2263  121,0678
4 6,1559 1,6218 3,2090 121,0681 10 1,5930 3,3891  121,0598
5 10 1,5930 3,1827  121,0681 10 1,5930 3,0905  121,0653
6 10 1,5930 3,2413  121,0676 10 1,5930 2,7019  120,9957
7 10 1,5930 3,2166  121,0680 10 1,5930 44759  120,8182
8 10 1,5930 3,2213  121,0679 10 1,5930 3,2125  121,0681
9 10 1,5930 3,1973  121,0680 10 1,5930 3,0179  121,0599
10 10 1,5930 3,1939  121,0681 10 1,5930 3,3001  121,0657
Média 1,5959 121,0680 1,5930 121,0336
DP 0,0086 0,0001 0 0,0748

As figuras 5.5.7 e 5.5.8 apresentam a evolucao do médulo de elasticidade caracterizada pela
melhor solugédo 6tima encontrada para minimizagao de deslocamento resultante maximo e para
maximizacdo da frequéncia fundamental do poértico 3D, respetivamente, incluindo uma
representacdo esquematica da configuracdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes
do FGM.
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Figura 5.5.7 - Evolugio do M6dulo de Elasticidade do Pértico 3D pela Melhor Solugdo Otima encontrada
para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 1 variavel
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Modulo de Elasticidade - Pértico 3D
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Figura 5.5.8 - Evolugio do Mddulo de Elasticidade do Pértico 3D pela Melhor Solugdo Otima encontrada
para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental através do Modelo de 1 variavel

Mais uma vez, se se tiver como objetivo a minimizagao de deslocamento resultante, o expoente a
aplicar para se obter um melhor comportamento estatico da estruturaé o valor 10, como noscasos
previamente considerados. Por outro lado, se o objetivo for a maximizagdo da frequéncia
fundamental, o expoente da lei de poténcia que caracteriza um melhor comportamento dinamico

¢ de aproximadamente 3,2, cuja distribuicdo de propriedades ¢ visivel na Figura 5.5.8.

5.6 Estudos de Otimizacdo com 4 Variaveis de Projeto

Analogamente ao subcapitulo 5.5, as estruturas estudadas quanto a otimizacdo com 4 variaveis de
projeto sdo a trelica 3, o pdrtico 3, a trelica 3D e o portico 3D. Para cada estrutura, foram
realizadas séries de 10 corridas, populagdo com 5 individuos e 10 iteragdes, e obtiveram-se os
resultados paraanalise estatica e dinamica segundo cada uma das meta-heuristicas consideradas,
considerando a minimizagdo do deslocamento resultante maximo da estrutura e a respetiva

frequéncia fundamental.
56.1 Trelica3

As tabelas 5.6.1 e 5.6.2 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do
Algoritmo de Otimizagdo de Arquimedes com vista @ minimizac¢do de deslocamento resultante
maximo e maximizag¢ao da frequéncia fundamental da treliga 3, respetivamente. Por sua vez, as
tabelas 5.6.3 e 5.6.4 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do
Algoritmo de Otimizagdo das Raposas Vermelhas com vista a minimizagdo de deslocamento

resultante maximo e maximizagao da frequéncia fundamental da treliga 3, respetivamente.
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Tabela 5.6.1 - Resultados do Estudo de Otimizagdo a Trelica 3 através do Algoritmo de Otimizacdo de
Arquimedes para 4 variaveis de projeto para Minimizacao de Deslocamento Resultante Maximo

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [um]
1 10 1 2 2 60,6018
2 3,5925 1 2 2 63,0142
3 5,9906 1 2 2 61,4833
4 8,3039 1 2 2 60,8652
5 7,7017 1 2 2 60,9885
6 10 1 2 2 60,6018
7 5,9585 1 2 1 129,3570
8 10 1 2 2 60,6018
9 10 1 2 2 60,6018
10 9,5382 1 2 2 60,6638

Média 67,8779
DP 20,5052

Tabela 5.6.2 - Resultados do Estudo de Otimizacgdo a Trelica 3 através do Algoritmo de Otimizacdo de
Arquimedes para 4 variaveis de projeto para Maximizacao da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]
1 1,4607 1 2 1 661,6468
2 0,1 1 1 1 661,0310
3 1,3113 1 2 1 661,6527
4 0,1579 1 1 1 661,7867
5 1,3299 1 2 1 661,6526
6 1,3159 1 2 1 661,6527
7 1,3189 1 2 1 661,6527
8 1,3442 1 2 1 661,6525
9 0,1807 1 1 1 661,8476
10 0,1898 1 1 1 661,8449

Média 661,6420
DP 0,2187

Tabela 5.6.3 - Resultados do Estudo de Otimizacéo a Trelica 3 através do Algoritmo de Otimizacdo das
Raposas Vermelhas para 4 varidveis de projeto para Minimizacao de Deslocamento Resultante M&aximo

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [um]
1 9,2058 1 2 2 60,7124
2 7,4511 1 2 2 61,0461
3 6,7573 1 2 2 61,2290
4 10 1 2 2 60,6019
5 10 1 2 2 60,6018
6 10 1 2 2 60,6018
7 10 1 2 2 60,6018
8 10 1 2 2 60,6018
9 10 1 2 2 60,6018
10 10 1 2 2 60,6018

Média 60,7200
DP 0,2152
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Tabela 5.6.4 - Resultados do Estudo de Otimizacéo & Trelica 3 através do Algoritmo de Otimizagdo das
Raposas Vermelhas para 4 variaveis de projeto para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]
1 0,1 1 1 1 661,0310
2 2,6027 1 2 1 661,4264
3 0,1541 1 1 1 661,7661
4 1,8867 1 2 1 661,5841
5 0,1 1 1 1 661,0309
6 0,1288 1 1 1 661,5361
7 2,4382 1 2 1 661,4644
8 0,2538 1 1 1 661,5120
9 42274 1 2 1 661,0788
10 6,2322 1 2 1 660,7578

Média 661,3188
DP 0,3043

As figuras 5.6.1 e 5.6.2 apresentam a evolugdo do médulo de elasticidade caracterizada pela
melhor solugdo 6tima encontrada para minimizacao de deslocamento resultante maximo e para
maximizacdo da frequéncia fundamental da trelica 3, respetivamente, incluindo uma
representacdo esquematica da configuracgdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes
do FGM.
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Figura 5.6.1 - Evolugio do Mddulo de Elasticidade do Trelica 3 pela Melhor Solugédo Otima encontrada
para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 4 variaveis

Relativamente aos resultados obtidos, ¢ de notar que, numa situacdo em que se pretenda
minimizar o deslocamento resultante maximo, face ao modelo de uma variavel, a solugao 6tima
encontrada permite uma diminui¢do do deslocamento resultante maximo da estrutura para o
mesmo carregamento para menos de metade do valor obtido com o modelo anterior, e corresponde
a trelica constituida por carboneto de tungsténio na zona inferior e titdnio na zona superior da

estrutura, com a distribuicdo de propriedades representada na Figura 5.6.1.
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Figura 5.6.2 - Evolugio do Mddulo de Elasticidade da Trelica 3 pela Melhor Solugédo Otima encontrada
para Maximizacao da Frequéncia Fundamental através do Modelo de 4 variaveis

Por outro lado, para maximizar a frequéncia fundamental da estrutura, o melhor comportamento
dindmico em regime de vibragao livre ¢ conseguido com a mesma configuragdo obtida com o

modelo de uma variavel.

5.6.2 Portico 3

As tabelas 5.6.5 e 5.6.6 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do
Algoritmo de Otimiza¢do de Arquimedes com vista @ minimizacao de deslocamento resultante

maximo e maximizagdo da frequéncia fundamental do portico 3, respetivamen te.

Tabela 5.6.5 - Resultados do Estudo de Otimiza¢do ao Portico 3 através do Algoritmo de Otimizacgdo de
Arquimedes para 4 varidveis de projeto para Minimizacéo de Deslocamento Resultante Maximo

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [um]
1 3,5861 2 2 2 9,2658
2 4,3382 2 2 2 9,6784
3 0.1 2 1 2 45277
4 0,1 2 2 2 45157
5 5,9567 2 2 2 10,2363
6 0,2742 2 2 2 4,7867
7 01 2 1 2 45277
8 0,1 2 2 2 45157
9 10 2 2 2 10,7905
10 2,4860 2 2 2 8,3725

Média 7,1217
DP 2,6144
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Tabela 5.6.6 - Resultados do Estudo de Otimizagdo ao Pdrtico 3 através do Algoritmo de Otimizacao de

Arquimedes para 4 varidveis de projeto para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]
1 0,4807 1 1 2 1565,8842
2 0,8060 1 2 2 1560,2406
3 0,9818 1 2 2 1559,3209
4 0,8196 1 2 2 1560,3440
5 0,4581 1 1 2 1565,8225
6 0,8198 1 2 2 1560,3452
7 1,5232 1 1 1 1449,4170
8 1,3845 1 1 1 1449,6551
9 0,8132 1 2 2 1560,2998
10 1,4133 1 1 1 1449,6719

Média 1528,1001
DP 51,4492

As tabelas 5.6.7 ¢ 5.6.8 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do

Algoritmo de Otimizagdo das Raposas Vermelhas com vista @ minimizagao de deslocamento

resultante maximo e maximizac¢do da frequéncia fundamental do poértico 3, respetivamente.

Tabela 5.6.7 - Resultados do Estudo de Otimizacdo ao Pdrtico 3 através do Algoritmo de Otimizacao de
Raposas Vermelhas para 4 variaveis de projeto para Minimizacao de Deslocamento Resultante Maximo

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [um]
1 1,0969 2 2 2 6,3853
2 2,2732 2 2 2 8,1455
3 0,1 2 2 2 45157
4 0,1 2 2 2 45157
5 0,1 2 2 2 45157
6 1,8228 2 2 2 7,5849
7 0,1 2 2 2 45157
8 3,1461 2 2 2 8,9572
9 0,1 2 2 2 45157
10 0,1 2 2 2 45157

Média 58167
DP 1,6998
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Tabela 5.6.8 - Resultados do Estudo de Otimizacao ao Portico 3 através do Algoritmo de Otimizacdo de
Raposas Vermelhas para 4 variaveis de projeto para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]
1 2,4000 1 2 2 1504,5482
2 0,4378 1 1 2 1565,4877
3 1,2156 1 2 2 1553,1407
4 1,0410 1 2 2 1558,1536
5 0,1 2 1 2 1574,5160
6 2,3204 1 2 2 1507,6686
7 0,9987 1 2 2 1559,0219
8 0,5496 1 1 2 1564,4595
9 1,1062 1 1 1 1447,1009
10 0,8112 1 2 2 1560,2844

Média 1539,4382
DP 38,2675

As figuras 5.6.3 e 5.6.4 apresentam a evolucdo do modulo de elasticidade caracterizada pela
melhor solugédo 6tima encontrada para minimizagao de deslocamento resultante maximo e para
maximizacdo da frequéncia fundamental do portico 3, respetivamente, incluindo uma
representacdo esquematica da configuracdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes
do FGM.
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Figura 5.6.3 - Evolucdo do Md6dulo de Elasticidade do Portico 3 pela Melhor Solugdo Otima encontrada
para Minimizacao de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 4 varidveis

Modulo de Elasticidade - Portico 3

1,2

Legenda:

_08

E, .

> 0,4 Zr0,
N 1icaiav

0 I e
70 260 450 640 LV N

Erem [GPa]

Figura 5.6.4 - Evolucdo do Mdédulo de Elasticidade do Portico 3 pelas Melhores Solugdes Otimas
encontradas para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental através do Modelo de 4 variaveis
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Para a presente estrutura, a solucdo 6tima encontradacom o modelode 4 varidveisque caracteriza
o menor deslocamento resultante maximo corresponde ao poértico constituido por titdnio da zona
inferior e carboneto de tungsténio na zona superior, diminuindo-se o deslocamento resultante
maximo em cerca de 6 vezes. Pela perspetiva da maximizacdo da frequéncia fundamental da
estrutura, foram obtidas duas solucdes 6timas distintas, cujos valores 6timos sdo proximos,
correspondendo, no caso do Algoritmo de Arquimedes, a estrutura construida em aluminio junto
aos encastramentos, e carboneto de tungsténio na parte superior, com um expoente cerca de 0,48;
a solucdo 6tima encontrada pelo algoritmo das Raposas Vermelhas corresponde ao portico
constituido por carboneto de tungsténio nazona inferior e aluminio da zona superior da estrutura,
com um expoente de 0,1, tendo-se obtido frequéncias fundamentais superiores as do modelo de

uma variavel.
5.6.3 Trelica 3D

As tabelas 5.6.9 ¢ 5.6.10 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do
Algoritmo de Otimiza¢do de Arquimedes com vista @ minimizacao de deslocamento resultante
maximo ¢ maximizagdo da frequéncia fundamental da trelica 3D, respetivamente. Por sua vez, as
tabelas 5.6.11 ¢ 5.6.12 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do
Algoritmo de Otimizagdo das Raposas Vermelhas com vista 2 minimizagao de deslocamento

resultante maximo e maximizac¢do da frequéncia fundamental do portico 3, respetivamente.

Tabela 5.6.9 - Resultados do Estudo de Otimizacdo a Trelica 3D através do Algoritmo de Otimizacdo de
Arquimedes para 4 variaveis de projeto para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [um]
1 10 1 2 2 0,5078
2 10 1 2 2 0,5078
3 10 1 2 2 0,5078
4 10 1 2 2 0,5078
5 10 1 2 2 0,5078
6 0,1 2 1 2 0,5073
7 10 1 2 2 0,5078
8 10 1 2 2 0,5078
9 10 1 2 2 0,5078
10 7,0417 1 2 2 0,5305

Média 0,5100
DP 0,0068
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Tabela 5.6.10 - Resultadosdo Estudo de Otimizagdo a Treligca 3D através do Algoritmo de Otimizagéo de
Arquimedes para 4 variaveis de projeto para Maximizacao da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]

1 9,6291 1 2 2 284,6461
2 5,2631 1 2 2 277,6285
3 10 1 2 2 285,0245
4 9,5877 1 2 2 284,6026
5 10 1 2 2 285,0245
6 10 1 2 2 285,0245
7 10 1 2 2 285,0245
8 0,1 2 1 2 291,9462
9 7,5038 1 2 2 281,9629
10 6,0891 1 2 2 279,4775

Média 284,0362

DP 3,6511

Tabela 5.6.11 - Resultadosdo Estudo de Otimizagdo a Trelica 3D através do Algoritmo de Otimizagdo de
Raposas Vermelhas para 4 variaveis de projeto para Minimizacao de Deslocamento Resultante Maximo

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [um]
1 10 1 2 2 0,5078
2 8,9649 1 2 2 0,5139
3 10 1 2 2 0,5078
4 10 1 2 2 0,5078
5 10 1 2 2 0,5078
6 6,2308 1 1 2 0,5494
7 10 1 2 2 0,5078
8 10 1 2 2 0,5078
9 10 1 2 2 0,5078
10 10 1 2 2 0,5078

Média 0,5126
DP 0,0124

Tabela 5.6.12 - Resultadosdo Estudo de Otimizacao & Treliga 3D através do Algoritmo de Otimizagédo de
Raposas Vermelhas para 4 variaveis de projeto para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]
1 8,0635 1 2 2 282,7698
2 3,6395 1 2 2 272,6311
3 6,9487 1 2 2 281,0725
4 0,3494 2 2 2 280,7884
5 8,2045 1 2 2 282,9602
6 9,1870 1 1 2 283,2585
7 5,1050 1 2 2 277,2310
8 7,7088 1 2 1 257,0151
9 0,1024 2 1 2 291,8510
10 10 1 2 2 285,0245

Média 279,4602
DP 8,8424
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As figuras 5.6.5 e 5.6.6 apresentam a evolucdo do modulo de elasticidade caracterizada pela
melhor solugédo 6tima encontrada para minimizagao de deslocamento resultante méximo e para
maximizacdo da frequéncia fundamental da trelica 3D, respetivamente, incluindo uma
representacdo esquematica da configuracdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes
do FGM.
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Figura 5.6.5 - Evolugio do Mddulo de Elasticidade da Trelica 3D pelas Melhores Solugées Otimas
encontradas para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 4 variaveis
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Figura 5.6.6 - Evolucdo do Mddulo de Elasticidade da Trelica 3D pela Melhor Solugdo Otima encontrada
para Maximizac¢do da Frequéncia Fundamental através do Modelo de 4 variaveis

No caso desta trelica no espaco, foram obtidas duas solugdes distintas para o problema de
minimizacdo de deslocamento resultante maximo da estrutura, através das quais se obtém
deslocamentos cerca de 3,4 vezes inferiores. A solu¢do encontrada através do algoritmo de
Arquimedes corresponde a trelica composta por aluminio na zona de aplicagdo da carga e
carboneto de tungsténio junto as condic¢des de fronteira, com um expoente da lei de poténcia de
0,1. A solucdo encontrada através do algoritmo das Raposas Vermelhas corresponde a
combinacdo de carboneto de tungsténio na zona inferior e titdnio na zona superior da estrutura,
com um expoente de lei de poténciade 10. Por outro lado, quando se tem como objetivo
maximizar a frequéncia fundamental, as solu¢des 6timas encontradas por ambos os algoritmos
sao bastante proximas, correspondendo a uma combinagdo de aluminio na zona naqual € aplicada

a carga e carbonetode tungsténiojunto aos apoios da estrutura, comum expoente de 0,1 € 0,1024,
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obtendo-se uma frequéncia fundamental ligeiramente superior a encontrada através do modelo de

uma variavel.
5.6.4 Portico 3D

As tabelas 5.6.13 ¢ 5.6.14 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do
Algoritmo de Otimizagao de Arquimedes com vista @ minimizacao de deslocamento resultante
maximo e maximizagdo da frequéncia fundamental da trelica 3D, respetivamente.

Tabela 5.6.13 - Resultados do Estudo de Otimizagdo ao Pértico 3D através do Algoritmo de Otimizacao
de Arquimedes para 4 variaveis de projeto para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [pm]
1 10 1 2 2 546,1123
2 10 1 2 2 546,1127
3 3,0940 1 2 2 600,2359
4 5,4995 1 2 2 560,8527
5 10 1 2 2 546,1122
6 10 1 2 2 546,1128
7 3,7564 1 2 2 583,0338
8 0,1 2 2 2 390,3248
9 10 1 2 2 546,1122
10 10 1 2 2 546,1118

Média 541,1121
DP 53,41308

Tabela 5.6.14 - Resultados do Estudo de Otimizacdo ao Portico 3D através do Algoritmo de Otimizagdo
de Arquimedes para 4 variaveis de projeto para Maximizac¢do da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]
1 1,4166 1 1 2 163,7403
2 1,5007 1 1 2 163,7633
3 1,5642 1 1 2 163,7448
4 2,2660 1 2 2 149,0600
5 4,9463 1 1 2 156,1860
6 2,0326 1 1 2 163,0303
7 1,4677 1 1 2 163,7613
8 1,3610 1 1 2 163,6897
9 15175 1 1 2 163,7613
10 1,3457 1 1 2 163,6701

Média 161,4407
DP 4,6927

As tabelas 5.6.15 e 5.6.16 apresentam os resultados obtidos em séries de 10 corridas através do
Algoritmo de Otimizagdo das Raposas Vermelhas com vista & minimizag@o de deslocamento

resultante maximo e maximizagdo da frequéncia fundamental do portico 3, respetivamente.
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Tabela 5.6.15 - Resultados do Estudo de Otimizagdo ao Pértico 3D através do Algoritmo de Otimizacao
de Raposas Vermelhas para 4 variaveis de projeto para Minimizacdo de Deslocamento Resultante

Méaximo
Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [pm]

1 10 1 2 2 546,1122
2 7,5461 1 2 2 551,0629
3 0,1 2 2 2 390,3244
4 10 1 2 2 546,1124
5 0,1 2 2 2 390,3247
6 0,1 2 2 2 390,3244
7 0,1 2 2 2 390,3244
8 0,1 2 2 2 390,3244
9 0,1 2 2 2 390,3244
10 55267 1 2 2 560,6505
Média 4545884

DP 78,79651

Tabela 5.6.16 - Resultados do Estudo de Otimizagdo ao Pdrtico 3D através do Algoritmo de Otimizacao
de Raposas Vermelhas para 4 variaveis de projeto para Maximiza¢do da Frequéncia Fundamental

Corrida ey RM M1 M2 Valor Otimo [rad/s]
1 1,2145 1 1 2 163,3825
2 2,4340 1 2 2 149,0320
3 1,9551 1 2 2 148,9432
4 2,9279 1 1 2 160,7510
5 2,9981 1 1 2 160,5673
6 1,5486 1 1 2 163,7520
7 5,5640 1 2 2 145,9512
8 2,2144 1 1 2 162,6061
9 2,1287 1 1 1 120,6251
10 2,8792 1 1 2 160,8786

Média 153,6489
DP 12,7315

As figuras 5.6.7 e 5.6.8 apresentam a evolucdo do modulo de elasticidade caracterizada pela
melhor solugédo 6tima encontrada para minimizacao de deslocamento resultante maximo e para
maximizacdo da frequéncia fundamental do portico 3D, respetivamente, incluindo uma
representacdo esquematica da configuracdo da estrutura relativamente aos materiais constituintes
do FGM.
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Moddulo de Elasticidade - Portico 3D
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Figura 5.6.7 - Evolucdo do Médulo de Elasticidade do Pértico 3D pela Melhor Solugdo Otima
encontrada para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do Modelo de 4 variaveis

Moddulo de Elasticidade - Portico 3D
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Figura 5.6.8 - Evolucdo do Modulo de Elasticidade do Portico 3D pela Melhor Solugio Otima
encontrada para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental através do Modelo de 4 variaveis

No caso do porticotridimensional estudado, para se minimizar o deslocamento resultante maximo
da estrutura, a melhor solugéo encontrada por ambos os algoritmos corresponde a combinagdo de
titdnio junto aos encastramentos ¢ carboneto de tungsténio na zona superior da estrutura,
analogamente ao portico 3, obtendo-se um deslocamento maximo cerca de 4 vezes inferior a
situagdo com uma variavel. Para maximizar a frequéncia fundamental, a solug@o 6tima obtida
com o modelo de 4 variaveis corresponde a uma combinac¢io de carboneto de tungsténio junto
aos encastramentos e aluminio na zona superior da estrutura, com um expoente de
aproximadamente 1,5, obtendo-se uma frequéncia fundamental cerca de 1,35 vezes superior a

encontrada pelo modelo de 1 variavel.

5.7 Estudos de Otimizacdo com Restricado de Massa

Apos todos os estudos de otimizagdo realizados em termos de minimizar deslocamento resultante
méaximo e maximizar a frequénciafundamental daestrutura, sem restri¢des aplicadas, considerou-
se pertinente a consideragdo deumarestri¢ao, no presente caso, de massa, a titulo exemplificativo,
paraasestruturas tridimensionais estudadas. O célculo da massatotal da estrutura é realizado pelo
somatdrio da massa de cada elemento, no respetivo dominio, em que telem corresponde ao

numero total de elementos que constitui a discretizacdo considerada:
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M, = ]Zﬂ [( f_llp(f)> Jac bh]

telem

(5.7.1)

Na Tabela 5.7.1 apresenta-se a massa total da trelica 3D e do pdrtico 3D quando constituidas

pelos materiais isotropicos considerados.

Tabela 5.7.1 — Massa Total das Estruturas Tridimensionais Estudadas quando construidas em material

isotrépico
. Massa Total [kg]
Material - -

Trelica 3D Pértico 3D

Al 57,6422 108,0800
ZrO2 121,5991 228,0000
Ti 94,5060 177,2000
wcC 334,9308 628,0000

Para 0 modelo de 1 variavel arbitrou-se, para a trelica 3D, uma restricdo de massa até 90 kg, e

para o portico, um maximo de 170 kg. Para o modelo de 4 variaveis, a restricdo de massa sera de

300 kg para a trelica 3D e de 500 kg para o pértico 3D.

Nas tabelas 5.7.2 e 5.7.3 apresentam-se os resultados dos estudos de otimizagdo com

constrangimentos, realizados a trelica 3D para minimizacéo de deslocamento resultante méximo

e para maximizagdo da frequéncia fundamental, respetivamente, com restricdo de massa, com o

modelo de uma varidvel de projeto. Por sua vez, nas tabelas 5.7.4 e 5.7.5 apresentam-se 0s

resultados dos estudos de otimizagdo com constrangimentos, realizados ao Pdrtico 3D, para as

mesmas funcdes objetivo que as j& descritas paraa Trelica 3D, para 0 modelo de uma variavel.

Tabela 5.7.2 — Resultados do Estudo de Otimizacdo com Constrangimento (restricio de massa), realizado
a Trelica 3D para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do modelo de 1 variavel de

projeto
Corrida AOA RFO
ey fmin [um]  Massa [kg] ey fmin [um]  Massa [kg]
1 1,0139 2,5844 89,8416 1,0012 2,5925 89,6401
2 0,9926 2,5980 89,5024 0,9191 2,6479 88,2734
3 1,0077 2,5884 89,7427 0,9969 2,5953 89,5712
4 0,9685 12,6139 89,1097 0,9409 2,6327 88,6465
5 0,9826 2,6046 89,3396 1,0108 2,5864 89,7918
6 1,0113 2,5861 89,8005 1,0039 2,5907 89,6834
7 1,0206 2,5802 89,9459 0,9395 2,6336 88,6234
8 1,0201  2,5805 89,9381 1,0171 2,5824 89,8910
9 1,0233 2,5785 89,9891 0,9418 2,6320 88,6622
10 0,9769 2,6083 89,2469 0,9490 2,6271 88,7833
Média 2,5923 2,6121
DP 0,0122 0,0233
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Tabela 5.7.3 - Resultados do Estudo de Otimiza¢do com Constrangimento (restricdo de massa), para
Maximizacéo da Frequéncia Fundamental realizado & Trelica 3D através do modelo de 1 varidvel de

projeto
Corrida AOA RFO
ey fmax [rad/s] Massa [kg] ey fmax [rad/s] Massa [kg]
1 1,0186 241,8486 89,9161 0,9933 241,7632 89,5138
2 1,0155 241,8380 89,8666 1,0164 241,8410 89,8804
3 0,9940 241,7654 89,5244 0,7795 241,0004 85,6584
4 0,9876 241,7436 89,4205 0,7596 240,9236 85,2519
5 1,0127 241,8286 89,8228 0,9544 241,6304 88,8749
6 0,9897 241,7507 89,4548 0,9415 241,5859 88,6571
7 1,0196 241,8519 89,9315 0,9180 241,5043 88,2540
8 0,9869 241,7414 89,4103 0,8963 241,4281 87,8721
9 1,0144 241,8345 89,8500 0,8503 241,2635 87,0330
10 0,9975 2417773 89,5808 0,9041 2414557 88,0109
Média 241,7980 241,4396
DP 0,0438 0,2861

Para uma restricdo de massa de 90 kg para a trelica estudada, a solucdo Gtima altera de um
expoente de 10 para aproximadamente 1, tanto pelo algoritmo de Arquimedes como pelo das
Raposas Vermelhas, traduzindo-seem deslocamentos cerca de 1,5 vezes superioresrelativamente
a estrutura ndo restringida, e frequéncias naturais ligeiramente inferiores ao modelo anterior.

Tabela 5.7.4 - Resultadosdo Estudo de Otimiza¢do com Constrangimento (restricdo de massa), realizado
ao Portico 3D para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo atravésdo modelo de 1 variavel de

projeto
Corrida AOA RFO
ey fmin [um]  Massa [kg] ey fmin [um] Massa [kg]
1 1,9493 1,8351 169,9262 11,9162 11,8404 169,5162
2 1,9150 1,8406 169,5013 11,9081 11,8417 169,4143
3 1,9546 1,8343 169,9921 11,8102 11,8583 168,1342
4 1,9207 1,8397 169,5721 11,9473 18354 169,9019
5 1,9480 1,8353 169,9108 11,8096 11,8584 168,1270
6 1,9416 1,8363 169,8315 11,7855 1,8628 167,7976
7 1,9327 1,8377 169,7215 11,7782 1,8641 167,6972
8 1,9507 1,8349 169,9434 1,8423  1,8527 168,5637
9 1,9486 1,8352 169,9175 11,9386 1,8368 169,7948
10 1,9518 1,8347 169,9571 11,8949  1,8439 169,2464
Média 1,8364 1,8495
DP 0,0021 0,0105
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Tabela 5.7.5 - Resultados do Estudo de Otimiza¢do com Constrangimento (restricdo de massa), para
Maximizacdo da Frequéncia Fundamental realizado ao Pértico 3D através do modelo de 1 variavel de

projeto
Corrida AOA RFO
ey fmax [rad/s] Massa [kg] ey fmax [rad/s] Massa [Kg]
1 1,8969 120,3252 169,2719 1,8834  120,3040 169,0992
2 1,9378 120,3869 169,7852 1,8625  120,2702 168,8288
3 1,8377 120,2288 168,5033 1,9176  120,3570 169,5333
4 1,9470 120,4001 169,8981 1,7829  120,1306 167,7620
5 1,9488 120,4027 169,9200 18135 120,1862 168,1778
6 1,9327 120,3794 169,7213 1,2060 118,3548 157,8442
7 1,9410 120,3916 169,8248 1,7881  120,1400 167,8335
8 1,9473 120,4006 169,9022 1,7482  120,0637 167,2764
9 1,9534 120,4093 169,9771 19159  120,3544 169,5120
10 1,8969 120,3252 169,2719 1,7883  120,1405 167,8363
Média 120,3635 120,0301
DP 0,0552 0,5667

Para uma restricdo de massa de 170 kg, verifica-se que o expoente 6timo, tanto em termos de
comportamento estaticocomo dindmico, toma um valor entre 1,91 e 1,95,n80impondo alteracoes

significativas no portico analisado.

As tabelas 5.7.6,5.7.7,5.7.8 ¢ 5.7.9 contém os resultados dos estudos de otimizagdao com
constrangimentos, realizados a treliga 3D com o modelo de 4 variaveis de projeto com restricio
de massa, para minimizar deslocamento resultante maximo e para maximizar a frequéncia
fundamental da estrutura, através do algoritmo de Arquimedes ¢ o algoritmo das Raposas
Vermelhas, respetivamente.

Tabela 5.7.6 - Resultados do Estudo de Otimizagdo com Constrangimento (restrigdo de massa), realizado

a Trelica 3D para Minimizacgdo de Deslocamento Resultante Méaximo atravésdo modelo de 4 varidveis de
projeto com o algoritmo das Raposas Vermelhas

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg] Valor Otimo [um]
1 4,7179 1 2 2 292,8831 0,5698
2 55411 1 2 2 298,1746 0,5519
3 10 1 2 1 119,1361 1,6847
4 6,7259 1 1 2 299,0403 0,5419
5 5,6896 1 2 2 298,9909 0,5493
6 5,4783 1 2 2 297,8184 0,5531
7 5,6644 1 2 2 298,8550 0,5497
8 6,7892 1 1 2 299,3315 0,5410
9 5,8315 1 2 2 299,7372 0,5469
10 5,7219 1 2 2 299,1635 0,5487

Média 0,6637
DP 0,3404

135



Tabela 5.7.7 - Resultados do Estudo de Otimizacdo com Constragimento (restricdo de massa), realizado a
Trelica 3D para Minimizagdo de Deslocamento Resultante M&ximo através do modelo de 4 variaveis de
projeto com o algoritmo de Arquimedes

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg] Valor Otimo [um]
1 3,1144 1 2 2 276,4953 0,6321
2 5,0351 1 2 2 295,0932 0,5622
3 6,7461 1 1 2 299,1338 0,5416
4 44574 1 2 2 290,8762 05768
5 1,7314 2 2 2 182,5273 1,3199
6 8,9519 1 2 1 118,8767 1,6934
7 1,5408 1 1 2 225,7964 0,8747
8 7,8007 1 2 1 118,5206 1,7054
9 1,1679 2 2 2 205,4060 1,0514
10 0,6027 2 1 2 230,6535 0,7937

Média 0,9751
DP 0,4303

Relativamente a uma situacdo em que se pretende a minimizacao de deslocamento resultante
maximo, a aplicacdo de uma restricdo de massa de 300 kg a trelica 3D, traduz-se na obtencdo de
solucdes 6timas com uma combinagdo de variaveis significativamente distinta face ao modelo
nao restringido. Neste caso, a combinagdo de carboneto de tungsténio a coordenada inferior da
estrutura com aluminio a coordenada superior, com expoente entre 6,74 e 6,78 permite o melhor

comportamento estatico, ocorrendo um ligeiro aumento do deslocamento resultante maximo.

Tabela 5.7.8 - Resultados do Estudo de Otimizacdo com Constragimento (restricdo de massa), realizado a
Trelica 3D para Maximizagdo da Frequéncia Fundamental através do modelo de 4 variaveis de projeto
com o algoritmo de Arquimedes

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg] Valor Otimo [rad/s]
1 4,0922 1 2 2 287,7165 274,2579
2 1,8533 1 2 2 250,6676 263,3081
3 3,9076 1 2 2 285,9401 273,6204
4 5,5462 1 1 2 292,5723 276,8762
5 4,5330 1 2 2 291,4783 275,6517
6 7,9763 1 2 1 118,5808 257,1822
7 9,7099 1 2 1 119,0694 258,0952
8 0,3630 2 2 2 270,9025 280,1811
9 9,0675 1 2 1 118,9079 257,7874
10 0,5650 2 2 2 248,1284 271,4627

Média 268,8423
DP 8,3833
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Tabela 5.7.9 - Resultados do Estudo de Otimizagdo com Constrangimento (restrigdo de massa), realizado
a Trelica 3D para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental através do modelo de 4 variaveis de projeto
com o algoritmo das Raposas Vermelhas

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg] Valor Otimo [rad/s]
1 4,0206 1 2 2 287,0429 274,0146
2 8,5118 1 2 1 118,7507 257,4935
3 5,6562 1 2 2 298,8106 278,5531
4 6,2542 1 1 2 296,7062 278,5184
5 4,2511 1 2 2 289,1454 274,7802
6 5,0889 1 2 2 295,4453 277,1898
7 5,5264 1 2 2 298,0918 278,2572
8 1,8148 1 1 2 236,4211 259,9936
9 3,8704 1 2 2 285,5665 273,4880
10 0,2408 2 1 2 281,1156 285,9711

Média 273,8259
DP 8,2581

A restrigdo de massaaplicada a treliga 3D trouxe duas solugdes 6timas distintas entre si e face ao
modelo ndo restringido, que, no entanto, ndo introduzem uma diminuicao significativa das
frequéncias naturais associadas faceao modelonao restringido. Porum lado, atravésdo algoritmo
de Arquimedes, obteve-se como solucao 6tima a combinagao de titAnio a coordenada inferior da
estrutura com carboneto de tungsténio a coordenada superior, com um expoente de
aproximadamente 0,36. Por outro lado, com um valor de frequéncia fundamental superior, a
solugdo otima obtida, neste caso pelo algoritmo das raposas vermelhas, ¢ a combinagdo de
aluminio na zona inferior e carboneto de tungsténio na zona superior, com um expoente de

aproximadamente 0,24.

Analogamente aos resultados apresentados para a trelica 3D, as tabelas 5.7.10,5.7.11,5.7.12 ¢
5.7.13 contém os resultados dos estudos de otimizagdo com constrangimentos, realizados ao
portico 3D com o modelo de 4 variaveis de projeto com restrigdo de massa, para as mesmas
fungdes objetivo ja descritas, através do algoritmo de Arquimedes e o algoritmo das Raposas

Vermelhas, respetivamente.
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Tabela 5.7.10 - Resultados do Estudo de Otimiza¢gdo com Constrangimento (restricdo de massa),
realizado ao Pértico 3D para Minimizagdo de Deslocamento Resultante Maximo através do modelo de 4
variaveis de projeto com o algoritmo de Arquimedes

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg]  Valor Otimo [mm]
1 1,5836 1 2 2 390,4535 0,6969
2 1,7036 1 2 2 397,3263 0,6834
3 10 2 2 2 310,5010 1,4105
4 2,3288 1 1 2 394,0518 0,7188
5 6,8434 2 2 2 319,6189 1,3506
6 6,8316 2 2 2 319,6702 1,3503
7 1,3371 1 2 2 374,2458 0,7311
8 4,2644 2 2 2 338,5796 1,2210
9 1,8716 2 2 2 399,1888 0,8801
10 8,2116 2 2 2 314,7492 1,3821

Média 1,0425
DP 0,3080

Tabela 5.7.11 - Resultados do Estudo de Otimizagdo com Constrangimento (restricdo de massa),
realizado ao Pértico 3D para Minimizacdo de Deslocamento Resultante Maximo através do modelo de 4
variaveis de projeto com o algoritmo das Raposas Vermelhas

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg]  Valor Otimo [mm]
1 2,3151 2 2 2 380,5387 0,9680
2 2,0760 2 2 2 389,9042 0,9222
3 1,3733 1 2 2 376,8221 0,7255
4 2,1377 2 2 2 387,3452 0,9344
5 1,8707 2 2 2 399,2320 0,8799
6 1,3645 1 2 2 376,2063 0,7268
7 1,6035 1 2 2 391,6397 0,6946
8 1,8933 1 1 2 373,1806 0,7591
9 2,0613 1 1 2 381,9597 0,7416
10 2,4407 2 2 2 376,1691 0,9906

Média 0,8343
DP 0,1092

A aplicacdo de umarestricio de massa de 500 kg para o portico 3D resultou na obtengdo de uma
combinacio de variaveis que caracterizam a solucdo 6tima significativamente distinta face a

obtida através do modelo ndo restringido.

Para esta estrutura, o par de materiais mantém-se, no entanto, neste caso, a solugao 6tima ¢
caracterizadapor carboneto de tungsténio a coordenada inferior da estrutura e titdnio a coordenada
superior com um expoente entre 1,6 e 1,7. Esta restricao resulta num deslocamento resultante

maximo cerca de duas vezes superior ao obtido com o modelo néo restringido.
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Tabela 5.7.12 - Resultadosdo Estudo de Otimiza¢do com Constrangimento (restricdo de massa) realizado
ao Portico 3D para Maximizacgdo da Frequéncia Fundamentalatravésdo modelo de 4 variaveis de projeto
com o algoritmo de Arquimedes

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg] Valor Otimo [rad/s]
1 3,2963 1 1 1 181,0123 121,0659
2 3,5514 1 1 1 182,2890 121,0416
3 0,4690 1 1 2 227,1485 151,1539
4 4,4426 1 1 1 185,6246 120,8284
5 0,5450 1 1 2 240,6815 154,0699
6 1,6014 1 1 2 355,2547 163,7220
7 3,3228 1 1 1 181,1534 121,0643
8 3,3331 1 1 1 181,2073 121,0638
9 1,4563 1 1 2 344,8189 163,7586
10 2,4302 1 1 1 1749776 120,8716

Média 135,8640
DP 18,5662

Tabela 5.7.13 - Resultadosdo Estudo de Otimizagdo com Constragimento (restricdo de massa), realizado
ao Portico 3D para Maximizacdo da Frequéncia Fundamental através do modelo de 4 variaveis de projeto
com o algoritmo das Raposas Vermelhas

Corrida ey RM M1 M2 Massa da Estrutura [kg] ~ Valor Otimo [rad/s]
1 3,3803 1 1 1 181,4522 121,0605
2 1,6075 1 1 2 355,6699 163,7174
3 3,7080 1 1 1 182,9900 121,0161
4 1,7987 1 1 2 367,7736 163,4834
5 0,8103 1 2 2 326,5186 142,4026
6 1,5443 1 2 2 388,0673 148,2120
7 0,9821 1 1 2 301,0610 162,1242
8 2,4264 1 1 1 174,9435 120,8693
9 1,7374 1 2 2 399,1614 148,6657
10 1,6984 1 2 2 397,0407 148,5920

Média 144,0143
DP 16,5817

Por fim, em termos de comportamento dindmico em regime de vibragao livre, € de notar que a
solucdo Otima, neste caso, ¢ bastante proxima a obtida sem restricdo de massa, pelo que a
combinacdode materiais se mantém, no entanto, o expoentetoma valores ligeiramente diferentes,
entre 1,45 ¢ 1,6, o que, em termos de frequéncia natural da estrutura, permite valores muito

proximos do modelo anterior.
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6 Conclusdes e Proposta de Trabalho Futuro

O presente capitulo tem como objetivo a apresentacdo das conclusdes que resultam de todo o
trabalho desenvolvido nesta dissertacao.

Primeiramente, e de umaformageral, os estudos de verificagdo apresentados no subcapitulo 4.2
do presente documento permitiram confirmar a veracidade dos resultados obtidos com o modelo
implementado. Nos primeiros seis estudos realizados, realizou-se a verificacdo em vigas com
diferentes condigbes de fronteira e de material (isotropico e FGM), relativamente a
comportamento estatico e também dindmico em regime de vibracao livre, tendo-se obtido,
globalmente, desvios muito reduzidos relativamente aos valores de referéncia. Nos casos 7 e 8,
foram analisadas estruturas bidimensionais tipicas em material isotropico e homogéneo — uma
trelica simples e um pdrtico hiperestatico, respetivamente — quanto ao comportamento estatico e
em termos de frequéncias naturais, para os quais foram realizados estudos de convergéncia para
todos os resultados avaliados, e comparados os resultados com a aplicagdo Ftool (no caso da
resposta estatica das estruturas), tendo-se obtido desvios muito reduzidos. O caso 9 corresponde
a verificacdo do modelo quando a anélise é expandida a estruturas no espaco, através daanalise
de uma viga em balango no espaco, sujeita a diferentes carregamentos, tendo-se comparado os
resultadoscom o software Solidworks, e obtidodesvios muitoreduzidos. Nos casos10e 11 foram
analisadas duas estruturas no espaco — uma trelica e um portico — e analogamente aos estudos ja

descritos, foram verificados deslocamentos e frequéncias naturais, com desvios muito reduzidos.

No subcapitulo 4.3 sdo apresentados os estudos de verificagdo realizados ao algoritmo de
otimizacdo de Arquimedes, para o qual foram testadas trés funcbes de Benchmark: Goldstein-
Price, Esfera e Rastrigin, notando-se, paraas dimensdes definidas na literatura para cada funcéo,
uma dificuldade do algoritmo convergir para as soluc¢des 6timas de referéncia para 0s mesmos
parametros. No caso da fungéo Goldstein-Price, de dimensédo 2, considerou-se uma técnica de
renovacédo da populagdo a cada 10 iteragGes, que permitiu que em todas as corridas realizadas,
fosse obtido o minimo global da funcdo. Para as restantes funcdes testadas, para a dimensdo
definidana literatura (30 variaveis),as solu¢fesobtidas ndo sdo muito satisfatdrias, peloque seria
necessario aumentar os parametros do algoritmo para que se pudesse obter resultados com maior
precisdo. Noentanto, comoa otimizacdode estruturasFGM implica reduzido nimero de variaveis
de projeto, as funcdes foram testadas para dimenséo 2, e apresentaram resultados com ordens de
grandeza satisfatorias. Para o algoritmo das Raposas Vermelhas, no subcapitulo 4.4, foram
testadas trés fungdes de Benchmark: Esfera, Rastrigin e Soma dos Quadrados, e os resultados
obtidos foram bastante satisfatérios, cuja ordem de grandeza dos mesmos é muito proxima aos

resultados presentes na literatura.
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No subcapitulo 4.5apresenta-se a verificagdo domodelo de otimizacdo com 1 variavel de projeto,
para o qual foi estudado um pdrtico simples, correspondente ao portico 1 dos casos de estudo
descritos no capitulo 5, e cujas solu¢Bes 6timas coincidem com os melhores resultados
encontrados aquando do estudo paramétrico da estrutura.

No capitulo 5 sdo apresentados os estudos paramétricos e de otimizacgao realizados a estruturas
tipicas. No subcapitulo 5.1 sdo apresentados os estudos paramétricos a seis estruturas
bidimensionais tipicas — 3 trelicas e 3 porticos. Em todas as estruturas constata-se que 0s
deslocamentos nodais diretamente afetados pelo carregamento considerado diminuem com a
crescente presenca dematerial cerdmico, queapresentamaior modulode elasticidade. Além disso,
é notado que, para 0 mesmo valor de sec¢éo transversal, é mais vantajosa a utilizacdo de uma
seccdo retangular em que a altura seja superior & largura (secgdo B), principalmente em termos
de frequéncia fundamental, ja& que em termos de deslocamentos, ndo se verificam alteracdes

significativas.

Dos estudosrealizados a trelica 1 foi possivel notar que, quer em termos de deslocamentos (para
0 carregamento considerado), quer em regime de vibracao livre, a estrutura apresenta melhor
comportamento quando a lei de poténcia caracteriza a distribuigdo de material cerdmico em
funcéo daaltura daestrutura. Alémdisso, neste caso, o deslocamento segundo x do né analisado
mantém o valor da estrutura totalmente ceramica, enquanto quando a lei de poténcia caracteriza
a distribuicdo de material metalico, ¢ mantido o deslocamento segundo x caracteristico da
estrutura totalmente metalica, que é superior, pelo que o deslocamento resultante do n6 sera
inferior quando a lei de poténcia descreve a distribuigdo do material ceramico. Relativamente ao
comportamento em regime dinamico de vibracdo livre, obtém-se frequéncias superiores quando

a expressdo da fracdo volimica € relativa ao material ceramico.

Relativamente as trelicas 2 e 3, em termos de deslocamento resultante dos nos analisados, sera
preferivel uma situacdo em que a lei de poténcia caracterize o material com menor modulo de
elasticidade, j& que o deslocamento segundo a dire¢do x se mantém igual ao da estrutura
totalmente constituida pelo material localizado na zona inferior da estrutura (neste caso,
ceramico), pelo que o deslocamento resultante serd menor. Em termos de frequéncias naturais, a
combinacdo de material cerdmico & coordenada inferior com material metélico a coordenada
superior, resultaem frequéncias ligeiramente superiores relativamente a quando a lei de poténcia

caracteriza a distribuicdo de material cerdmico.

No caso dos porticos analisados, tanto para o pdrtico 1 como para o portico 2, obtém-se
frequéncias superiores quando a expressdo da fracdo volumica caracteriza a distribuicdo de

material metélico em funcgdo da coordenada vertical da estrutura.
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No portico 2, é de notar que os deslocamentos nodais analisadosdiminuem paramenos de metade
pelaadicdo do elemento de contraventamento, para o carregamento considerado. A localizacdo
deste elemento poderia ser alterada com o intuito de se obter um melhor comportamento da
estrutura, e em funcdo dessa localizacdo, a fracdo volimica de material seriaalterada, no entanto,
nédo se considerou essa situagdo. A adigdo do elemento de contraventamento permitiu 0 aumento
quase para o dobro da frequéncia fundamental, face ao pértico 1. No p6rtico 3, como seria
expectavel, a adicdo de mais quatro elementos de contraventamento permitiu uma diminuicao
consideravel dos deslocamentos nodais analisados para o carregamento considerado, e em termos
de comportamento dindmico em regime de vibragdo livre, sdo obtidas frequéncias
significativamente mais elevadas face aos pdrticos 1 e 2, apresentando valores ligeiramente

superiores quando a expressdo da lei de poténcia é relativa ao material ceramico.

No subcapitulo 5.2, através do estudo realizado, é de notar a importancia da avaliacdo de
instabilidade das estruturas FGM. Neste caso, foi avaliadaa variagcdo do coeficiente de esbeltez
de cada estrutura, mantendo a secgdo transversal e alterando-se o comprimento dos tro¢os, e é
visivel que, se as estruturas analisadas fossem construidas em metal, todas as analisadas com
excecdo do portico 3, com as relagdes de aspeto que foram utilizadas (L/h > 50) para seccdo
quadrada, teriam uma grande probabilidade de ocorréncia de encurvadura. Nos casos analisados,
deveria ter sido considerado, com maior énfase, a sec¢cdo B, e/ou relacdes de aspeto até 30,
globalmente.

O estudo apresentado no subcapitulo 5.3 teve como objetivo a verificacdo, posterior aos estudos
paramétricos, da influéncia que o expoente da lei de poténcia teria relativamente a construcéo da
matriz de rigidez ao corte transversal. Inicialmente, a contribuicéo do expoente da lei de poténcia
foi desprezada, tendo-se utilizado sempre 2 pontos de Gauss para a integra¢do numérica reduzida
dos termos derigidez ao corte transversal dos elementos. A considera¢do do expoente aumenta o
grau dos polindmios a integrar, pelo que, para os expoentes 2, 5 e 10, foram considerados,
respetivamente, 3, 4 e 7 pontos de Gauss, e foi notado que, em termos de comportamento
dindmico em regime de vibracao livre, as frequéncias obtidas sdo superioresquando é tida em
consideragdo a contribuicdo do expoente da lei de poténcia, sendo significativamente notada a
partir da terceira frequéncia fundamental. Relativamente a deslocamentos nodais, sdo obtidos
desvios bastante reduzidos,sendoque, a excegdodatrelical, de ummodogeral, 0s deslocamentos
obtidos séo inferiores quando sao utilizados mais pontos de Gauss no método de integracdo
numeérica, o que implicaum aumento da rigidez da estrutura. No caso da trelica 1, as rotacoes
obtidas sdo cerca de 3% superiores as do modelo com apenas 2 pontos de ponderagdo. Nos
pérticos 2 e 3 foram identificados desviosacimados 10%entreas duasmetodologias. Nosestudos

de otimizacgéo, de modo a evitar subestimar as estruturas, considera-se pertinente a continuagao
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da utilizagdo de apenas 2 pontos de ponderagéo para a integracdo dos termos de rigidez ao corte

transversal.

No subcapitulo 5.4 sdo apresentados os estudos parameétricos realizados aos algoritmos de
otimizacgdo implementados, de modo a identificar os parametros que possibilitam a obtencdo dos
minimos globais das fungGes eficazmente. Para o algoritmo de Arquimedes foi verificado que a
sua precisdo, para as funges testadas, apresenta alguma variagdo, mesmo para as que apresentam
apenas duas variaveis. De uma forma geral, com o aumento dos parametros N e tmax, como
esperado, maior a precisdo dos resultados da solucao 6tima e valor 6timoda funcéo. Para a funcdo
da esfera com dimenséo 2, sendo uma fungdo unimodal, os valores 6timos da funcéo obtidos sdo
satisfatdrios. No caso das fun¢@es multimodais, existe algumadificuldade para convergir para a
solugdo global. Para a funcdo Goldstein-Price, em média, a melhor combinag&o de pardmetros
corresponde a populagdes de 50 individuose 1000 iteragdes, no entanto, em todas as séries de
corridas, é obtido pelo menos umavez a solugdo étima da funcéo. No caso da fungdo Rastrigin,
em termos médios, os resultados comegam a apresentar uma ordem de grandeza coerente com a
solucdo tedrica paraqualquer populacdodesde que utilizadas 1000 iteracdes, e com 200 iteracoes,
utilizando populacgdes a partirde 40 individuos. Neste caso, se foraplicada a técnica de renovacao
da populacdo a cada 10 iteracdes, como no subcapitulo 4.3, ndo é notada uma melhoria
significativa nos resultados, pelo que ndo se considerou vantajosaa sua utilizagao para os estudos
de otimizacédo. Para o algoritmo das Raposas Vermelhas, para a funcdo unimodal considerada
(esfera), sdo obtidos resultados satisfatérios para qualquer combinagdo de pardmetros N e tmax,
obtendo-se, como espectavel, melhores resultados com o aumento desses parametros. No caso da
funcédo Goldstein-Price, verifica-se que, para popula¢des pequenas (10 individuos), existe
tendénciaa identificar como solugdo 6tima, minimos locais em vez dos globais, com exce¢do do
caso em que se utilizem 1000 iteragOes; para as restantes populagdes, desde que utilizadas mais
de 150 iteracdes, os resultados, em média, tém uma precisdo elevada. Por Gltimo, paraa funcéo
Rastrigin, os resultados apresentam preciséo elevada. De notar que, nos estudos apresentados, é
visivel que o algoritmo das Raposas Vermelhas tem uma maior capacidade de obter os valores
6timos das funcgdes, quer sejam unimodais quer multimodais, para a mesma combinagédo dos
parametros N e tmax. Apesar de ter sido realizado este estudo aprofundado relativamente aos
parametros N e tmax no comportamento dos algoritmos, como foi verificado no subcapitulo 4.5,
os resultados obtidos para populacdes de 10 individuos e 50 iteragbes ndo divergiam
consideravelmente dos obtidos parapopulacdes de 5 individuos e 10 iteracdes, peloque, de forma
a diminuir o tempo de corrida de cada estudo, optou-se pela utilizagdo desses dois parametros,
atendendo a que a otimizacdo de estruturas FGM efetuados exige um numero reduzido de
variaveis de projeto, e supde-se que as funcdes objetivo a avaliar ndo tém um comportamento

como o encontrado em func¢des multimodais como a Rastrigin.
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No subcapitulo 5.5 apresentam-se 0s estudos de otimizacao realizados a duas das estruturas
estudadas em 5.1, considerando-se ainda duas estruturas tridimensionais, com vista a procura das
solucdes que permitam minimizar o deslocamento resultante maximo e maximizar a frequéncia
fundamental, através do modelo de otimizacdo com uma variavel de projeto — o expoente da lei
de poténcia. Para as estruturas bidimensionais anteriormente estudadas, foi possivel verificar os
resultados obtidos através do modelo de otimizacdo implementado, j& que as solugdes 6timas
obtidas coincidem com os melhores resultados provenientes dos estudos paramétricos. Para todos
os casos estudados, quando se pretendea minimizacao dodeslocamento resultante maximo, numa
situacdo em que apenas é considerado que a estrutura é totalmente metalica a coordenada mais
elevada e totalmente ceramica a coordenada mais baixa, a progressao entre 0s dois materiais deve
corresponder a um expoente da lei de poténcia de 10. Quando o objetivo passa por maximizar a
frequéncia fundamental, ndo é possivel generalizar, tendo-se verificado que, para a trelica 3, o
expoente deve ser de aproximadamente 0,18; para o portico 3, a melhor solugédo corresponde a
um expoente cerca de 1,4; na trelica 3D, deve ser de 10; para o pértico 3D, a melhor solugdo
encontrada corresponde a um expoente de aproximadamente 1,5. As solu¢des obtidas através dos

dois algoritmos sdo bastante préximas entre si.

No subcapitulo 5.6 encontram-se descritos 0s estudos de otimizacao realizados as mesmas
estruturas apresentadasem 5.5, considerando-se, neste caso, 4 variaveis de projeto: o expoente da
lei de poténcia, a escrita daregra de misturas, duas op¢des para material metalico e duas opcoes
para material ceramico. Dos resultados obtidos em cada estrutura, é de notar que, por um lado, 0s
deslocamentos resultantes sofreram uma reducdo significativa, e as frequéncias obtidas
aumentaram visivelmente, através da combinacdo e distribuicdo dos diferentes materiais, em
conjunto com os diferentes expoentes possiveis; no entanto, ndo é possivel generalizar uma
solugdo 6tima para todas as estruturas, sendo sempre aplicadas caso a caso, em funcgéo das

caracteristicas das estruturas e do carregamento.

Para a trelica 3, a combinacgéo de carboneto de tungsténio a coordenada inferior da estrutura com
titdnio a coordenada superior permite a redugdo, para menos de metade, do deslocamento
resultante maximo obtido anteriormente, com um expoente de 10; em termos de frequéncia
fundamental, a solucdo 6tima encontrada corresponde a encontrada com o modelo de 1 variével.
Para o portico 3, sujeito ao carregamento considerado, a combinacéo de titdnio a coordenada
inferior com carboneto de tungsténio a coordenada superior da estrutura permite a diminuicéo do
deslocamento resultante maximo para cercade 7 vezes inferior. Por outro lado, relativamente ao
comportamento dindmico em regime de vibracdo livre, cada algoritmo obteve uma solugdo 6tima
diferente, contrariamente aos casos anterior, sendo que a correspondente a uma frequéncia
fundamental superior provémdo algoritmo das Raposas Vermelhas, e coincide coma combinacéo
de aluminio a coordenada inferior e carboneto de tungsténio a coordenada superior com um
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expoente de 0,1; no entanto, o algoritmo de Arquimedes devolveu como solugdo 6tima a
combinacéo de carboneto de tungsténio na zona inferior e aluminio na zona superior com um

expoente de 0,48.

No caso datrelica 3D, o algoritmo de Arquimedes permitiu encontrar uma solugdo 6tima comum
aos dois objetivos estudados separadamente, correspondendo a combinacdo de aluminio a
coordenada inferior e carboneto de tungsténio a coordenada superior com um exp oente de 0,1.
Assim, obtém-se um deslocamento resultante méximo cerca de 3,4 vezes inferior ao modelo
anterior, e em termos de frequéncia fundamental, existe um ligeiro aumento. O algoritmo das
Raposas Vermelhas encontrou solu¢@es otimas distintas, contudo, com resultados bastante
proximosas obtidas através do algoritmo de Arquimedes. Numa situagdo em que se tenha como
objetivo a minimizagdo de deslocamento resultante méaximo, a solugdo 6tima corresponde a
combinacdo de carboneto de tungsténio na zona inferior com titanio na zona superior com
expoente de 10. No caso de maximizar a frequéncia fundamental, a solu¢éo 6tima coincide com
a obtidacom o algoritmoanteriormente referido, tendochegadoa um expoente de 0,1024. Apesar
da divergéncia entre as solucdes 6timas encontradas, os valores 6timos das funcdes avaliadas sao

muito proximos entre os dois algoritmos.

No portico 3D, para o carregamento considerado, a melhor solucdo é anéloga a obtida para o
pértico 3, combinando-setitanio a coordenadainferior com carboneto de tungsténio a coordenada
superior com um expoente de 0,1, o que resulta na redugdo para cerca de 5 vezes menos
relativamente ao modelo de 1 variavel. Em termos de melhor comportamento dindmico em
vibracdo livre, a combinagéo de carboneto de tungsténio na zona inferior com aluminio nazona
superior com um expoente de aproximadamente 1,5 é a que o permite, obtendo-se valores de
frequéncia fundamental ligeiramente superiores ao modelo de 1 variavel.

Dos resultados obtidos e ja referidos sucintamente, é de notar que os valores das variaveis de
projeto correspondentes as solucdes 6timas em termos de minimizagdo de deslocamento
resultante maximo raramente coincidem ou sdo préximos aos das solugdes 6timas em termos de
maximizacdo de frequéncias, pelo que, para se encontrar uma solugao 6tima para determinado
problema seria necessaria a adi¢do de restricdes ao nivel da massa da estrutura, custos, entre

outros.

Assim, no subcapitulo 5.7, apresentam-se estudos de otimizagdo com restricdo de massa, nos
quais foram arbitrados valores maximos de massa para cada estrutura, com o objetivo, a titulo
exemplificativo, de comparar as solucdes 6timas com as anteriormente obtidas, visto que esta
restricdo pode definir a aplicabilidade ou ndo de determinada combinacdo de materiais, que sem

qualquer restricdo, poderia ser a solucdo 6tima para a estrutura. Para este efeito, o estudo foi
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realizado apenas para as estruturas tridimensionais ja analisadas, para ambos os modelos

desenvolvidos.

Relativamente ao estudo das estruturas tridimensionais com recurso ao modelo com 1 variavel de
projeto, se for considerada, no caso datrelica 3D, um valor méximo de massa de 90 kg, tanto para
o melhor comportamento estatico como dindmico, a solugéo 6tima passa a corresponder a um
expoente de aproximadamente 1, através de ambos os algoritmos implementados, o que resulta,
em termos de deslocamentos, num aumento paracercade 1,5 vezes do deslocamento resultante
anteriormente obtido, e numa frequéncia fundamental ligeiramente inferior. No caso do pdrtico
3D, se for considerado um valor maximo de 170 kg, é verificado que a restricdo de massa ndo
traz alterac@es significativas no comportamento da estrutura, ocorrendo apenas uma mudanca em

termos de expoente da lei de poténcia para cerca de 1,95.

Na analise das estruturas com o modelo de 4 varidveis de projeto, arbitrou-se um valor de massa
maximo de 300 kg para a trelica 3D, e 500 kg para o pértico 3D. No caso da trelica 3D, para o
carregamento considerado, é a combinacao de carboneto de tungsténio a coordenada inferior com
aluminio a coordenada superior com um expoente de 6,74 a 6,78 que permite o melhor
comportamento estatico, implicando um ligeiro aumento em termos do deslocamento resultante
maximo obtido. Para o0 melhor comportamento dindmico em vibracdo livre, verifica-se que cada
algoritmo encontrou solugdesdistintas, sendoa que permite uma frequéncia fundamental superior
é a obtida através do algoritmo das Raposas Vermelhas, e corresponde & combinagdo de aluminio
na zona inferior com carboneto de tungsténio nazona superior e um expoente de 0,24. A solucdo
encontrada pelo algoritmo de Arquimedes corresponde a combinagao de titdnio na zona inferior
com carboneto de tungsténio na zona superior com um expoente de 0,36, com uma diferenca de
menos 5 rad/s da anteriormente descrita. A introdugéo das restricdes de massa arbitradas resulta
na obtencgédo de frequéncias ligeiramente inferiores quando comparadas com o modelo n&o

restringido.

Por fim, para o portico 3D, a solugdo 6tima, alcangada porambos os algoritmos, corresponde a
combinagdo de carboneto tungsténio a coordenada inferior com titdnio & coordenada superior, e
0 expoente toma valores entre 1,6 e 1,7, 0 que resulta em deslocamentos cerca do dobro
relativamente ao modelo néo restringido. Em termos de comportamento dindmico em vibragdo
livre, o par de materiais que permite frequéncias mais elevadas mantém-se igual ao modelo néo
restringido, com um expoente ligeiramente diferente, entre 1,45 e 1,6, mantendo um valor

bastante proximo ao obtido com o modelo néo restringido.

A alteracdo da solucéo 6tima de determinado problema quando se transita de otimizagao ndo
restringida para otimizagaorestringida e expectavel,namedidaem que, semrestri¢do, o algoritmo
obtém a melhor solugdo sem qualquer condicionante. Ao aplicar umarestricdo de massa, cujos

147



valores foram arbitrados, o algoritmo tem de descartar as melhores solugdes 6timas quando estas
ultrapassam o parametro definido, obtendo-se a melhor solucéo tendo em conta determinada
restricao.

Ao longo da anélise dos resultados de otimizacdo, verifica-se que os algoritmos de otimizacdo
distintos implementados permitiram, na maioria dos casos, chegar a mesma solugao 6tima, ou
proxima, para as estruturas estudadas, apesar do comportamento verificado nos estudos
paramétricos realizados aos algoritmos, no que a convergéncia para 0s extremos globais de

funcdes diz respeito.

Além disso, e contrariamente ao esperado, na maioria das situacdes, o algoritmo de Arquimedes
permitiu a obtencgéo de resultados ligeiramente mais vantajosos, o que pode dever-se ao facto de,
como se utilizaram populagdes com reduzida dimenséo, o algoritmo das Raposas Vermelhas ndo
tertido a possibilidade de colocar empraticao mecanismode controlo da populagéo, que funciona
como uma técnica de renovacao da populacéo, ainda que para apenas 5% dos individuos, ndo

sendo possivel a sua aplicagdo em populacdes de 5 individuos.

Para trabalho futuro, teria interesse a adi¢do de diferentes restri¢des ao problema, nomeadamente
de custo, e a consideracdo de outros pares de materiais, salientando-se que os utilizados nos
estudos descritos foram selecionados com base na diferenga entre as suas caracteristicas (mddulo
de Young e massa volumica), além do estudo de diferentes condi¢des de carregamento, mais
complexos e aproximados a situacoes reais, e a consideracdo de outras sec¢des transversais, visto

que apenas se considerou sec¢do quadrada e retangular.
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Apéndice A. Resultados dos Estudos Paramétricos das
Estruturas com Seccao Transversal Retangular

Trelica 2

Apds a analise do comportamento da estrutura quando a seccdo transversal é quadrada, foram
consideradas as duas seccdes retangulares apresentadas na figura 5.1.7. Para ambos 0s casos,
estudou-se 0 comportamento da estrutura para o caso em que a lei de poténcia descreve a
distribuicdo do material metalico e parao caso em que a lei de poténcia traduz a distribuico do
material ceramico, e os resultados sdo apresentados nas tabelas A.1 e A.3 para os deslocamentos

nodais, e tabelas A.2 e A.4 paraas primeiras 5 frequéncias naturais da estrutura, respetivamente.

Tabela A. 1 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 2 para diferentes valores de
Expoente da Lei de Poténcia,com a Fracdo VVolumica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico
em FGM Al/ZrO2, e seccdo transversal 40 mm x 10 mm

ey Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacédo [rad]
0 62,4459 -239,0453 1,5319E-09
0,1 21,8576 -175,1995 5,7429E-11
0,2 21,8580 -161,4068 1,8600E-10
05 21,8581 -138,8155 6,7004E-11
1 21,8576 -121,6460 4,9697E-11
2 21,8573 -107,3370 -1,0581E-11
5 21,8570 -94,6642 -6,5648E-11
10 21,8567 -89,2183 -9,1866E-11
0 21,8561 -83,6659 -4,8100E-10

Tabela A. 2 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 2 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 40 mm x 10 mm

1% Frequéncia 22 Frequéncia 3%Frequéncia 42 Frequéncia 52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 31,1911 49,3054 102,9476 118,5688 217,2588
0,1 38,4789 44,2823 118,8120 119,3132 245,2832
0,2 38,1817 45,3394 119,4117 121,0547 248,4015
05 37,4428 47,7779 118,8145 125,9929 251,8125
1 36,8272 50,4873 118,1092 130,9134 252,7922
2 36,4911 53,4751 117,9885 135,3964 252,7601
5 36,4108 56,3025 118,9600 137,9725 252,6920
10 36,3371 57,1138 119,5560 137,8598 252,7551
© 36,2741 57,3769 119,8043 137,9808 252,8416
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Tabela A. 3 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 2 para diferentes valores de

Expoente da Lei de Poténcia, com a Fra¢do Volumica correspondente a Distribuicdo de Material

Cerdmico em FGM Al/ZrO2, e secgdo transversal 40 mm x 10 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [pum] Rotacéo [rad]
0 21,8561 -83,6659 -4,8100E-10
0,1 62,4180 -128,3329 -3,0323E-10
0,2 62,4217 -132,5669 1,3468E-09
05 62,4299 -145,0545 -2,0803E-10
1 62,4375 -162,2711 -3,2743E-10
2 62,4427 -183,9794 -2,6061E-10
5 62,4438 -209,7571 -4,1712E-10
10 62,4443 -222,6442 -4,3891E-10
o 62,4459 -239,0453 1,5319E-09

Tabela A. 4 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 2 para diferentes valores de Expoente da Leide

Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM

Al/ZrO2, e seccao transversal 40 mm x 10 mm

18 Frequéncia

22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 36,2741 57,3769 119,8043 137,9808 252,8416
0.1 30,9780 61,9556 105,1822 139,5508 223,7734
0.2 31,1645 61,5068 105,8134 138,9116 222,5832
05 31,4986 60,1746 106,9963 136,8350 219,8634
1 31,6736 58,2954 107,7795 133,3445 218,1410
2 31,5643 55,4565 107,3817 127,5824 217,7692
5 31,1418 51,3638 104,7747 120,3775 217,6108
10 31,1091 49,7768 103,3958 118,7746 217,3865
w 31,1911 49,3054 102,9476 118,5688 217,2588

Astabelas A.5 e A.6 apresentam, respetivamente, os valoresdos deslocamentos nodais do nd livre

e das primeiras 5 frequéncias naturais da estrutura para uma situagdo em que a fragéo volumica

traduz a distribui¢ao do material metalico no caso de uma sec¢ao C, ¢ as tabelas A.7 ¢ A.8, os

deslocamentos nodais e frequéncias naturais no caso em que a fragdo volimica descreve a

distribuicdo de material cerdmico.

Tabela A. 5 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicagdo da Carga da Trelica 2 para diferentes valores de
Expoente da Lei de Poténcia,com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico
em FGM Al/ZrO2, e seccao transversal 10 mm x 40 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [paum] Rotacéo [rad]
0 62,4966 -239,2622 1,9367E-08
0,1 21,8739 -175,3718 9,0682E-10
02 21,8739 -161,5687 2,6745E-09
05 21,8739 -138,9644 1,5888E-09
1 21,8739 -121,7869 9,2903E-10
2 21,8739 -107,4690 7,2468E-10
5 21,8739 -94,7778 1,2148E-10
10 21,8738 -89,3155 -1,5533E-09
o 21,8738 -83,7418 -9,0314E-09
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Tabela A. 6 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 2 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 10 mm x 40 mm

1% Frequéncia 22 Frequéncia 32Frequéncia 42Frequéncia 5?2 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 7,8320 12,3859 25,7988 29,7773 54,4156

0,1 9,6230 11,1305 29,8169 29,8805 61,4298
0,2 9,5588 11,3970 29,9066 30,3815 62,2130
05 9,3719 12,0094 29,7588 31,6119 63,0692
1 9,2168 12,6896 29,5851 32,8404 63,3159

2 9,1261 13,4348 29,5560 33,9741 63,3086

5 9,1010 14,1467 29,8059 34,6279 63,2924

10 9,0941 14,3508 29,9573 34,6087 63,3084
© 9,0280 14,4081 30,0133 34,6281 63,3297

Tabela A. 7 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 2 para diferentes valores de
Expoente da Lei de Poténcia, com a Fragdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material
Ceramico em FGM Al/ZrO2, e secgdo transversal 10 mm x 40 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [pum] Rotacéo [rad]
0 21,8738 -83,7418 -9,0314E-09
0.1 21,8739 -175,3718 9,0682E-10
0,2 21,8739 -161,5687 2,6745E-09
0,5 21,8739 -138,9644 1,5888E-09
1 21,8739 -121,7869 9,2903E-10
2 21,8739 -107,4690 7,2468E-10
5 21,8739 -94,7778 1,2148E-10
10 21,8738 -89,3155 -1,5533E-09
o 62,4966 -239,2622 1,9367E-08

Tabela A. 8 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 2 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e seccao transversal 10 mm x 40 mm

1% Frequéncia 22 Frequéncia 3%Frequéncia 42Frequéncia 52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 9,0280 14,4081 30,0133 34,6281 63,3297

0,1 7,7492 15,5644 26,3880 35,0559 56,0610
0,2 7,7802 15,4524 26,5482 34,8935 55,7619
05 7,8639 15,1174 26,8443 34,3837 55,0786
1 7,9230 14,6365 27,0421 33,5112 54,6413

2 7,8874 13,9231 26,9277 32,0662 54,5463

5 7,7758 12,8952 26,2572 30,2355 54,5044

10 7,7884 12,4978 25,9076 29,8318 54,4477
o 7,8320 12,3859 25,7988 29,7773 54,4156
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Trelica 3

Para 0 caso da estrutura com secgao retangular B, estudou-se o comportamento da estrutura para
um FGM cuja lei de poténcia descreve a distribuicdo do material metalico e para um FGM cuja
lei de poténcia traduz a distribuigdo do material ceramico, e os resultados sdo apresentados nas
tabelas A.9 e A.11 para os deslocamentos nodais, e tabelas A.10 e A.12 para as primeiras 5
frequéncias naturais da estrutura, respetivamente.

Tabela A. 9 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicagdo da Carga da Trelica 3 para diferentes valores de

Expoente da Lei de Poténcia,com a Fragdo Volimica correspondente & Distribuicdo de Material Metalico
em FGM Al/ZrO2, e secgao transversal 40 mm x 10 mm

ey Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacédo [rad]
0 106,9386 -525,1115 2,8699E-11
0,1 37,4255 -338,1858 3,2787E-12
0,2 37,4275 -323,7172 9,4110E-13
0,5 37,4317 -300,0270 -2,4683E-12
1 37,4361 -281,3943 3,5995E-12
2 37,4405 -265,3562 1,2177E-11
5 37,4441 -251,7299 1,7435E-12
10 37,4451 -246,6690 6,6956E-12
0 37,4286 -183,7892 2,1398E-13

Tabela A. 10 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 40 mm x 10 mm

18 Frequéncia 22 Frequéncia 32Frequéncia 42 Frequéncia 52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 345,5470 458,2233 460,7814 491,6352 506,1476
0,1 383,4603 503,9657 508,7121 534,1311 557,6040
0,2 384,1009 507,2106 511,2291 540,2020 562,1463
05 382,3155 506,5956 510,0763 543,6896 561,3532
1 378,4553 501,8252 505,5654 540,3471 553,9788
2 373,7380 497,1895 501,6221 534,8485 545,7259
5 369,0092 496,7060 502,3537 532,0784 542,1230
10 367,2309 500,0488 506,7621 533,5894 544,7834
© 402,1413 533,2717 536,2488 572,1559 589,0451

Tabela A. 11 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 3 para diferentes valores
de Expoente da Leide Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material
Ceramico em FGM Al/ZrO2, e seccao transversal 40 mm x 10 mm

ey Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacédo [rad]

0 37,4286 -183,7892 2,1398E-13
01 106,8605 -349,9544 -2,5273E-12
0,2 106,8593 -354,2683 -6,2258E-12
0,5 106,8537 -366,9029 -1,5932E-12

1 106,8437 -384,9537 1,3522E-11

2 106,8312 -408,2003 9,1596E-12

5 106,8244 -433,3902 -2,3117E-12
10 106,8278 -445,4068 4,9738E-12
0 106,9386 -525,1115 2,8699E-11
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Tabela A. 12 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e seccao transversal 40 mm x 10 mm

18 Frequéncia 22 Frequéncia 3%Frequéncia 42 Frequéncia 52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 402,1413 533,2717 536,2488 572,1559 589,0451
0,1 305,5164 493,1786 495,7858 533,2428 553,2500
0,2 308,1236 494,1025 496,4556 532,1351 549,8986
05 313,6701 495,7387 497,9866 530,0657 544,9290
1 319,0796 497,5415 500,4037 530,9567 545,5987
2 324,7259 500,9608 504,6555 536,9173 552,7840
5 330,9042 504,2391 508,8946 545,2748 562,8440
10 333,8024 501,8117 506,6890 545,6463 562,9641
© 345,5470 458,2233 460,7814 491,6352 506,1476

No caso de uma secg¢ao retangular C, sdo apresentados os valores dos deslocamentos nodais do
no central superior e das primeiras 5 frequéncias naturais da estrutura para uma situacéo em que
a regra de misturas traduz a distribuicdo do material metalico nas tabelas A.13 e A.14,
respetivamente, ¢ posteriormente, uma situagdo em que a regra de misturas € relativa a
distribuicdo do material ceramico em funcdo da coordenada vertical nas tabelas A.15 ¢ A.16,

respetivamente.

Tabela A. 13 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo de Carga da Trelica 3 para diferentes valores
de Expoente da Leide Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material
Metélico em FGM Al/ZrO2, e seccao transversal 10 mm x 40 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [pum] Rotacéo [rad]
0 107,1300 -526,4338 -3,6640E-11
0,1 37,4953 -339,1305 -5,4858E-11
02 37,4954 -324,5682 8,5928E-11
05 37,4957 -300,7215 4,8742E-11
1 37,4960 -281,9640 -3,0417E-11
2 37,4963 -265,8235 4,3511E-11
5 37,4965 -252,1191 2,1181E-10
10 37,4966 -247,0325 1,0243E-10
o 37,4955 -184,2520 -7,0342E-11
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Tabela A. 14 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metélico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 10 mm x 40 mm

128 Frequéncia 22 Frequéncia 32 Frequéncia 42Frequéncia 5?2 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 115,5103 115,9254 123,9836 132,8785 133,7963
0,1 126,8724 128,0396 134,6412 1446730 146,2659
0,2 127,7664 128,6651 136,1610 146,0895 147,7530
05 127,7965 128,3361 137,0332 146,3281 147,9348
1 126,8020 127,1522 136,2347 144,7327 146,1292
2 125,8770 126,1218 134,9808 142,7436 143,9129
5 126,1056 126,2741 134,5700 141,7720 142,7333
10 127,2390 127,3676 135,2005 142,3156 143,1486
© 134,4304 1349134 1442914 154,6430 155,7112

Tabela A. 15 - Deslocamentos Nodais do N6 de Aplicacdo da Carga da Trelica 3 para diferentes valores
de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material
Ceramico em FGM Al/ZrO2, e secgdo transversal 10 mm x 40 mm

ey Deslocamento x [pum] Deslocamento y [paum] Rotacéo [rad]

0 37,4955 -184,2520 -7,0342E-11
0,1 107,1251 -351,0178 2,5757E-11
0.2 107,1250 -355,3691 6,8493E-11
0,5 107,1247 -368,1246 1,8677E-10

1 107,1240 -386,3710 -1,7809E-10

2 107,1232 -409,8972 -3,1872E-10

5 107,1227 -435,3827 -4,4527E-11
10 107,1230 -447,4998 6,3805E-11

0 107,1300 -526,4338 -3,6640E-11

Tabela A. 16 - Primeiras Cinco Frequéncias da Trelica 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e seccao transversal 10 mm x 40 mm

138 Frequéncia 2% Frequéncia 32 Frequéncia 42Frequéncia 5?2 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 134,4304 134,9134 144,2914 154,6430 155,7112
0,1 124,4947 124,7382 137,2417 1448472 145,8320
0,2 1246578 124,9270 136,3282 144,4870 145,3880
05 124,9519 125,3361 134,7481 144,1098 144,8696
1 125,3542 125,9270 134,4391 1448778 145,6184
2 126,1802 126,9630 135,7223 147,1841 148,0480
5 126,9204 127,9701 137,7466 149,9658 151,1367
10 126,2483 127,3902 137,8289 149,5739 151,0039
o 115,5103 115,9254 123,9836 132,8785 133,7963
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Portico 1

Para o caso da estrutura com secgdo retangular B, estudou-se o comportamento da estrutura para
um FGM cuja lei de poténcia descreve a distribui¢do do material metéalico e para um FGM cuja
lei de poténcia traduz a distribuigdo do material ceramico, e os resultados sdo apresentados nas
tabelas A.17 e A.19 para os deslocamentos nodais, e tabelas A.18 e A.20 para as primeiras 5

frequéncias naturais da estrutura, respetivamente.

Tabela A. 17 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 1
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e seccdo transversal

ey Desl.x[mm]  Desl. y [pm] R(E:Zg‘?o Desl. x [mm]  Desl. y [um] R‘E:gg?o

0 55117 -32,4206 6,6243E-03 5,5096 -39,0079 -4,5424E-03
0,1 4,6402 -28,3657 6,3469E-03 4,6381 -33,6588 -4,4219E-03
0,2 4,1826 -25,9258 6,1667E-03 4,1805 -30,5217 -4,3311E-03
05 3,5370 -21,8708 5,8335E-03 3,5348 -25,4444 -4,1320E-03
1 3,1534 -18,7322 5,5245E-03 3,1511 -21,6434 -3,9012E-03
2 2,9227 -16,0690 5,1791E-03 2,9203 -18,5274 -3,5801E-03
5 2,7577 -13,6625 4,6848E-03 2,7553 -15,8256 -3,0349E-03
10 2,6571 -12,6066 4,3408E-03 2,6546 -14,6826 -2,6300E-03
0 1,9293 -11,3471 2,3186E-03 1,9286 -13,6529 -1,5898E-03

Tabela A. 18 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pértico 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccao transversal 40 mm x 10 mm

18 Frequéncias 22 Frequéncias 32Frequéncias 42 Frequéncias 5% Frequéncias

ey [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 59,5917 260,9689 349,3872 699,3460 906,5408
0,1 65,1932 275,1886 367,3686 721,9981 943,4610
0,2 68,6072 282,2915 376,5716 733,8833 962,8993
05 73,8295 289,6618 387,3004 750,0143 987,6125

1 76,4830 289,7614 390,8001 760,4726 1000,6428

2 76,6050 286,0630 392,0215 771,3203 1011,4886

5 74,5983 282,5000 394,7655 789,0918 1026,9117
10 73,4060 2815153 396,0485 802,6572 1034,9122

0 69,3476 303,7105 406,6098 813,8855 1055,0148

No caso de uma secgio retangular C, sdo apresentados os valores dos deslocamentos nodais dos
nos superiores esquerdo e direito, respetivamente, ¢ das primeiras 5 frequéncias naturais da
estrutura parauma situacdo em que a regra de misturas traduz a distribuicdo do material metalico
nas tabelas A.21 e A.22, respetivamente, e posteriormente, uma situagdo em que a regra de
misturas € relativa a distribuicao do material ceramico em funcdo da coordenada vertical nas

tabelas A.23 e A.24, respetivamente.
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Tabela A. 19 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 1
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a

Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e sec¢éo transversal

Deslocamento  Deslocamento Rotacéao Deslocamento  Deslocamento Rotacéo
X [mm] y [pm] [rad] X [mm] y [pm] [rad]

0 1,9293 -11,3471 2,3186E-03 1,9286 -13,6529 -1,5898E-03
0,1 2,0888 -12,0564 2,3625E-03 2,0882 -14,6049 -1,6069E-03
0,2 2,2414 -12,7853 2,4030E-03 2,2407 -15,5845 -1,6227E-03
05 2,6228 -14,9393 2,5015E-03 2,6222 -18,4730 -1,6640E-03

1 2,9981 -17,9399 2,6076E-03 2,9975 -22,4357 -1,7244E-03

2 3,3103 -21,7983 2,7302E-03 3,3097 -27,3516 -1,8320E-03

5 3,6913 -26,5425 2,9215E-03 3,6907 -33,0295 -2,0535E-03
10 4,0279 -29,0053 3,0583E-03 4,0273 -35,7862 -2,2230E-03
0 55117 -32,4206 6,6243E-03 5,5096 -39,0079 -4,5424E-03

Tabela A. 20 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pdrtico 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Cerdmico em FGM
Al/ZrO2, e seccao transversal 40 mm x 10 mm
e 13 Frequéncia  2%Frequéncia  3%Frequéncia 42 Frequéncia 52 Frequéncia

y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 69,3476 303,7105 406,6098 813,8855 1055,0148
0,1 66,5520 297,2027 398,5583 804,2958 1040,6508
0,2 64,2109 292,1138 392,2326 796,6029 1029,4406
0,5 59,5053 283,3726 380,9967 781,6642 1008,3472
1 56,2669 280,2310 375,6559 770,3785 992,9398
2 54,8035 283,4712 376,4066 759,9653 980,1454
5 54,1381 290,9323 377,7131 739,5970 964,4950
10 53,4837 294,2968 373,9572 724,7393 958,9667
0 59,5917 260,9689 349,3872 699,3460 906,5408
Tabela A. 21 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Pértico 1
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fra¢do Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e sec¢éo transversal
Deslocamento  Deslocamento ~ Deslocamento  Deslocamento ~
ey Rotacédo [rad] Rotacao [rad]
X [mm] y [pm] X [mm] y [pm]

0 87,8710 -32,4202 1,0577E-01 87,8690 -39,0085 -7,2807E-02
0,1 73,9765 -28,3653 1,0136E-01 73,9744 -33,6595 -7,0853E-02
0,2 66,6892 -25,9252 9,8489E-02 66,6871 -30,5225 -6,9383E-02
05 56,4015 -21,8701 9,3179E-02 56,3993 -25,4452 -6,6178E-02

1 50,2940 -18,7314 8,8253E-02 50,2917 -21,6443 -6,2473E-02

2 46,6236 -16,0680 8,2740E-02 46,6213 -18,5284 -5,7328E-02

5 43,9969 -13,6614 7,4839E-02 43,9946 -15,8267 -4,8602E-02
10 42,3824 -12,6055 6,9334E-02 42,3800 -14,6837 -4,2124E-02
0 30,8119 -11,3449 3,7031E-02 30,8112 -13,6551 -2,5472E-02
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Tabela A. 22 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pdrtico 1 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 10 mm x 40 mm

ey

18 Frequéncia

22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 14,9203 65,3702 87,6099 175,9914 227,9294
01 16,3229 68,9346 92,1143 181,6969 237,2047
0,2 17,1762 70,7141 94,4176 184,6775 242,0854
0,5 18,4822 72,5609 97,0993 188,6937 248,2875
1 19,1443 72,5867 97,9703 191,2746 251,5607
2 19,1728 71,6628 98,2722 193,9596 254,2936
5 18,6691 70,7736 98,9561 198,3985 258,1674
10 18,3726 70,5263 99,2751 201,8023 260,1565
00 17,3481 76,0763 101,9575 204,8154 265,2595

Tabela A. 23 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 1
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fragdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Cerdmico em FGM Al/ZrO2, e seccgdo transversal

Deslocamento

Deslocamento

Deslocamento

Rotacéo [rad]

Deslocamento

Rotacéo [rad]

X [mm] y [pm] X [mm] y [pm]

0 30,8119 -11,3449 3,7031E-02 30,8112 -13,6551 -2,5472E-02
0,1 33,3578 -12,0540 3,7730E-02 33,3572 -14,6073 -2,5751E-02
0,2 35,7918 -12,7828 3,8373E-02 35,7911 -15,5871 -2,6007E-02
05 41,9000 -14,9353 3,9940E-02 41,8993 -18,4771 -2,6678E-02

1 47,8736 -17,9352 4,1620E-02 47,8729 -22,4405 -2,7659E-02

2 52,8577 21,7921 4,3566E-02 52,8571 -27,3579 -2,9395E-02

5 58,9339 -26,5357 4,6611E-02 58,9333 -33,0365 -3,2954E-02
10 64,3536 -28,9967 4,8802E-02 64,3530 -35,7949 -3,5669E-02

0 87,8710 -32,4202 1,0577E-01 87,8690 -39,0085 -7,2807E-02

Tabela A. 24 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pértico 1 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e secgdo transversal 10 mm x 40 mm

ey

12 Frequéncia

22 Frequéncia 32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 17,3481 76,0763 101,9575 204,8154 265,2595
0,1 16,6493 74,4450 99,9408 202,4084 261,6521
0,2 16,0644 73,1705 98,3589 200,4860 258,8418
05 14,8840 70,9824 95,5547 196,7884 253,5703
1 14,0772 70,1985 94,2333 194,0488 249,7251
2 13,7111 71,0103 94,4378 191,5522 246,5173
5 13,5454 72,8784 94,7763 186,5721 242,6098
10 13,3773 73,7262 93,8347 182,9386 241,2457
© 14,9203 65,3702 87,6099 175,9914 227,9294
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Portico 2

Para o caso da estrutura com secgdo retangular B, estudou-se o comportamento da estrutura para
um FGM cuja lei de poténcia descreve a distribuicdo do material metalico e para um FGM cuja
lei de poténcia traduz a distribuigdo do material ceramico, e os resultados sdo apre sentados nas
tabelas A.25 e A.27 para os deslocamentos nodais, e tabelas A.26 ¢ A.28 para as primeiras 5
frequéncias naturais da estrutura, respetivamente.

Tabela A. 25 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Pdrtico 2

para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e seccédo transversal

ey Desl. x[nm]  Desl. oy [um] Rotacéo [rad] Desl. x [mm] Desl. y [nm] Rotacéo [rad]
0 2,3539 -32,3078 4,6147E-03 2,3505 -39,1208 -3,3780E-03
01 2,0294 -28,2599 4,5086E-03 2,0259 -33,7460 -3,3246E-03
0,2 1,8453 -25,8288 4,4197E-03 1,8417 -30,6045 -3,2734E-03
0,5 1,5584 -21,7855 4,2084E-03 1,5547 -25,5270 -3,1363E-03
1 1,3492 -18,6362 3,9553E-03 1,3454 -21,7148 -2,9497E-03
2 1,1827 -15,9290 3,6271E-03 1,1787 -18,5651 -2,6792E-03
5 1,0638 -13,4430 3,1569E-03 1,0598 -15,8032 -2,2384E-03
10 1,0361 -12,3864 2,8478E-03 1,0320 -14,6691 -1,9135E-03
0 0,8239 -11,3077 1,6152E-03 0,8227 -13,6923 -1,1823E-03

No caso de uma seccdo retangular C, sdo apresentados os valores dos deslocamentos nodais e das
primeiras 5 frequéncias naturais da estrutura para uma situacdo em que a regra de misturas traduz
a distribuicdo do material metalico nas tabelas A.29 e A.30, respetivamente, e posteriormente,
uma situagao em que aregra de misturas € relativa a distribuigdo do material ceramico em fungao

da coordenada vertical nas tabelas A.31 e A.32, respetivamente.

Tabela A. 26 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pdrtico 2 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 40 mm x 10 mm

128 Frequéncia 2% Frequéncia 32 Frequéncia 42 Frequéncia 52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 87,7476 288,2778 634,0203 894,0744 994,5140
0,1 95,5717 300,8325 647,2703 917,0580 1030,1729
0,2 100,4314 307,8801 656,1386 930,8070 1048,9790
05 108,3878 317,4332 672,8084 952,9258 1075,9583

1 113,5449 322,3051 687,5406 968,8700 1093,8435

2 115,9457 325,9666 701,2903 983,2645 1109,4981

5 114,7775 330,6348 715,0337 1003,1516 1126,3992
10 112,5545 331,8457 723,0064 1019,0054 11334756
© 102,1219 335,4931 737,8609 1040,5067 1157,3965
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Tabela A. 27 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 2
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fra¢do Volumica correspondente a

Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e sec¢éo transversal

ey Desl.x[mm] Desl.oy[pum] Rotagdo[rad] Desl. x [mm] Desl. y [um] Rotacéo [rad]
0 0,8239 -11,3077 1,6152E-03 0,8227 -13,6923 -1,1823E-03
0,1 0,8794 -12,0121 1,6294E-03 0,8783 -14,6431 -1,1887E-03
0,2 0,9323 -12,7329 1,6431E-03 0,9311 -15,6157 -1,1949E-03
05 1,0718 -14,8667 1,6811E-03 1,0706 -18,4841 -1,2130E-03
1 1,2473 -17,8796 1,7362E-03 1,2462 -22,4714 -1,2423E-03
2 1,4700 -21,7423 1,8242E-03 1,4689 -27,3928 -1,2983E-03
5 1,7285 -26,4933 1,9876E-03 1,7275 -33,0666 -1,4368E-03
10 1,8208 -28,8356 2,1331E-03 1,8198 -35,6998 -1,5926E-03
© 2,3539 -32,3078 4,6147E-03 2,3505 -39,1208 -3,3780E-03

Tabela A. 28 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pértico 2 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e seccgdo transversal 40 mm x 10 mm

12 Frequéncia

28 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

ey [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 102,1219 335,4931 737,8609 1040,5067 1157,3965
0.1 98,2246 330,0959 732,6331 1031,7630 1142,7103
0,2 94,8999 325,8031 727,9861 1024,2082 1130,7325
05 87,9575 317,9810 717,1979 1007,6544 1107,6802

1 82,4315 313,5732 705,7517 991,3092 1090,9644

2 78,3279 312,0367 691,6897 969,2520 1073,6053

5 75,7761 308,9719 673,1575 931,5718 1049,2523
10 76,0310 303,3357 665,4522 912,6185 1045,3163
o 87,7476 288,2778 634,0203 894,0744 9945140

Tabela A. 29 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 2
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fragdo Volumica correspondente a

Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e seccdo transversal

ey Desl.x[mm] Desl.oy[um] Rotagdo[rad] Desl. x[mm] Desl. y [um] Rotag¢do [rad]
0 37,3512 -32,3060 7,3534E-02 37,3477 -39,1226 -5,4038E-02
01 32,2094 -28,2582 7,1859E-02 32,2058 -33,7477 -5,3160E-02
0,2 29,2913 -25,8273 7,0449E-02 29,2877 -30,6060 -5,2330E-02
05 24,7396 -21,7841 6,7089E-02 24,7359 -25,5284 -5,0119E-02
1 21,4161 -18,6350 6,3057E-02 21,4123 -21,7160 -4,7127E-02
2 18,7682 -15,9280 5,7824E-02 18,7642 -18,5661 -4,2796E-02
5 16,8778 -13,4420 5,0321E-02 16,8738 -15,8041 -3,5753E-02
10 16,4371 -12,3854 4,5386E-02 16,4330 -14,6701 -3,0563E-02
© 13,0781 -11,3066 2,5738E-02 13,0769 -13,6934 -1,8912E-02
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Tabela A. 30 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pértico 2 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metélico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 10 mm x 40 mm

18 Frequéncia 22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 22,0076 72,2873 159,2968 227,6064 250,2284
0,1 23,9705 75,4275 162,6516 233,1415 259,1894
0,2 25,1849 77,1877 164,8872 236,4424 263,9159
05 27,1796 79,5760 169,0716 241,7628 270,6990
1 28,4684 80,7919 172,7538 245,6421 275,2026
2 29,0744 81,7092 176,1867 249,2505 279,1523
5 28,7845 82,8762 179,6360 254,3775 283,4073
10 28,2272 83,1779 181,6548 258,4739 285,1725
© 25,6177 84,1287 185,3855 264,8833 291,2106

Tabela A. 31 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 2
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a
Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e secgdo transversal

ey Desl. x[mm] Desl.oy[um] Rotacdo[rad] Desl. x[mm] Desl. y[pum] Rotacio [rad]
0 13,0781 -11,3066 2,5738E-02 13,0769 -13,6934 -1,8912E-02
0,1 13,9572 -12,0110 2,5962E-02 13,9560 -14,6442 -1,9019E-02
0,2 14,7943 -12,7316 2,6177E-02 14,7932 -15,6170 -1,9122E-02
05 17,0018 -14,8650 2,6773E-02 17,0006 -18,4858 -1,9422E-02
1 19,7757 -17,8777 2,7637E-02 19,7746 -22,4733 -1,9905E-02
2 23,3074 -21,7396 2,9024E-02 23,3063 -27,3954 -2,0813E-02
5 27,4160 -26,4902 3,1613E-02 27,4150 -33,0697 -2,3034E-02
10 28,8854 -28,8322 3,3933E-02 28,8844 -35,7031 -2,5526E-02
© 37,3512 -32,3060 7,3534E-02 37,3477 -39,1226 -5,4038E-02

Tabela A. 32 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pértico 2 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e seccao transversal 10 mm x 40 mm

18 Frequéncia

22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 25,6177 84,1287 185,3855 264,8833 291,2106
0,1 24,6430 82,7813 184,0630 262,8410 2875210
0,2 23,8102 81,7093 182,8901 261,1054 2845152
05 22,0743 79,7675 180,1799 2574313 2787417
1 20,6897 78,6808 177,3280 253,9070 2745537
2 19,6639 78,3094 1738472 248,7075 270,1856
5 19,0258 77,5444 169,2826 238,9291 264,0736
10 19,0861 76,1270 167,4224 233,9306 263,1066
. 22,0076 72,2873 159,2968 2276064 2502284
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Portico 3

Para o caso da estrutura com seccdo retangular B, estudou-se o comportamento da estrutura para

um FGM cuja lei de poténcia descreve a distribuicdo do material metalico e para um FGM cuja

lei de poténcia traduz a distribui¢do do material ceramico, e os resultados sdo apresentados nas

tabelas A.33 e A.35 para os deslocamentos nodais, e tabelas A.34 e A.36 para as primeiras 5

frequéncias naturais da estrutura, respetivamente.

Tabela A. 33 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 3
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e seccédo transversal

ey  Desl. x [mm] Desl. y [um]  Rotacéo [rad]  Desl. x [mm] Desl. y [pm] Rotacéo [rad]
0 14,9979 -23,5203 5,0583E-04 13,7680 -27,1153 -4,9482E-04
0,1 12,8850 -19,7596 4,9872E-04 11,6428 -22,5945 -4,8928E-04
0,2 11,6750 -17,6425 4,9283E-04 10,4225 -20,0726 -4,8424E-04
05 9,7828 -14,4020 4,7866E-04 8,5054 -16,2621 -4,7131E-04
1 8,4414 -12,1741 4,6102E-04 7,1336 -13,6985 -4,5447E-04
2 7,4169 -10,5302 4,3664E-04 6,0712 -11,8655 -4,3064E-04
5 6,6163 -9,2937 3,9754E-04 5,2239 -10,5563 -3,9198E-04
10 6,3200 -8,8431 3,6804E-04 4,8997 -10,1006 -3,6263E-04
© 5,2493 -8,2321 1,7704E-04 4,8188 -9,4904 -1,7319E-04

Tabela A. 34 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pértico 3 para diferentes valores de Expoente da Leide
Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccdo transversal 40 mm x 10 mm
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12 Frequéncia

22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

&y [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 680,2145 873,4234 896,7445 943,1005 1045,6475
01 7088388 889,8209 938,3996 978,9001 1090,6851
02 7260594 900,2845 955,5243 10034340 1102,1282
05 7537265 918,7042 981,9715 1034,1372 1126,1265

1 771,4175 932,1645 999,8735 1049,5661 1147,4342

2 778,0887 939,4822 1011,3041 1061,4982 1161,8919

5 767,6706 937,0228 1015,2366 1066,1279 1158,6481
10 756,8795 935,5065 1009,8829 1063,0525 1150,5820

© 7916205 1016,4736 1043,6141 1097,5623 1216,9046




Tabela A. 35 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 3
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a
Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e sec¢éo transversal

ey Desl. x [mm] Desl. y [pm] Rotacdo [rad]  Desl. x [mm] Desl. y [um]  Rotacéo [rad]
0 5,2493 -8,2321 1,7704E-04 4,8188 -9,4904 -1,7319E-04
01 5,6265 -8,9096 1,7803E-04 5,1978 -10,3087 -1,7389E-04
0,2 6,0128 -9,6027 1,7901E-04 5,5856 -11,1463 -1,7458E-04
05 7,1517 -11,6407 1,8183E-04 6,7287 -13,6085 -1,7652E-04
1 8,7273 -14,4321 1,8598E-04 8,3098 -16,9694 -1,7949E-04
2 10,6269 -17,7026 1,9253E-04 10,2158 -20,8539 -1,8470E-04
5 12,5864 -20,8210 2,0484E-04 12,1840 -24,3815 -1,9591E-04
10 13,3267 -21,8897 2,1495E-04 12,9317 -25,4869 -2,0581E-04
0 14,9979 -23,5203 5,0583E-04 13,7680 -27,1153 -4,9482E-04

Tabela A. 36 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pdrtico 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fra¢do Volumica correspondente a Distribuicdo de Material Ceramico em FGM
AllZrO2, e secgdo transversal 40 mm x 10 mm

ey

18 Frequéncia 22 Frequéncia

32 Frequénc

ia  4%Frequéncia

52 Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]

0 791,6205 1016,4736 1043,6141 1097,5623 1216,9046
0,1 777,3702 1010,5897 1022,2703 1086,9728 1188,4118
0,2 763,7151 1004,8394 1005,4231 1077,9978 1166,5440
05 729,0808 973,3181 994,3024 1056,3494 1129,5703

1 693,3106 954,3828 984,7303 1033,1451 1109,3049

2 665,6330 935,8186 975,1327 1009,1762 1087,3750

5 662,4657 906,9122 969,0420 992,8889 1051,7106
10 676,7140 902,4248 971,6635 1001,2337 1045,8242

© 680,2145 873,4234 896,7445 943,1005 1045,6475

No caso de uma secc¢do retangular C, sdo apresentados os valores dos deslocamentos nodais dos

nos superiores esquerdo e direito, respetivamente, e das primeiras 5 frequéncias naturais da

estrutura parauma situagdo em que a regra de misturas traduz a distribuicdo do material metalico

nas tabelas A.37 e A.38, respetivamente, e posteriormente, uma situagdo em que a regra de

misturas ¢ relativa a distribui¢ao do material ceramico em fungao da coordenada vertical nas

tabelas A.39 e A.40, respetivamente.
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Tabela A. 37 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 3
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a

Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2, e sec¢éo transversal

ey Desl. x [mm] Desl. y [um]  Rotacéo [rad]  Desl. x [mm] Desl. y [pm] Rotacdo [rad]
0 15,0589 -23,6330 7,6026E-03 13,8264 -27,2059 -7,5917E-03
0,1 12,9409 -19,8299 7,5307E-03 11,6978 -22,6453 -7,5213E-03
0,2 11,7271 -17,6954 7,4646E-03 10,4744 -20,1078 -7,4560E-03
05 9,8276 -14,4377 7,2902E-03 8,5504 -16,2831 -7,2828E-03
1 8,4801 -12,2058 7,0542E-03 7,1720 -13,7181 -7,0477E-03
2 7,4502 -10,5655 6,7088E-03 6,1025 -11,8910 -6,7028E-03
5 6,6442 -9,3374 6,1309E-03 5,2473 -10,5922 -6,1254E-03
10 6,3455 -8,8901 5,6834E-03 4,9194 -10,1406 -5,6780E-03
© 5,2706 -8,2715 2,6609E-03 4,8393 -9,5221 -2,6571E-03

Tabela A. 38 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pdrtico 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicdo de Material Metalico em FGM Al/ZrO2,
e seccao transversal 10 mm x 40 mm

12 Frequéncia

22 Frequéncia

32 Frequéncia

42 Frequéncia

52 Frequéncia

ey [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 197,4082 220,6084 226,9797 248,3835 263,3803
01 2015361 224,7543 239,6069 254,5000 276,8716
02  204,0633 227,3904 2451973 258,8749 279,6801
05  208,4969 232,0252 251,8859 265,5188 285,6098
1 211,7448 235,4212 255,3220 269,6253 290,9013
2 213,4359 237,3014 257,6992 272,7801 294,5098
5 212,2520 236,7491 259,5111 273,6483 293,7138
10 210,6025 236,3916 259,0170 272,5699 291,7055
o 229,7416 256,7412 264,1562 289,0649 307,1002

Tabela A. 39 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo e Direito, respetivamente, do Portico 3
para diferentes valores de Expoente da Lei de Poténcia, com a Fracdo Volumica correspondente a

Distribuicdo de Material Ceramico em FGM Al/ZrO2, e seccgdo transversal

ey  Desl. x [mm] Desl. y [um]  Rotacdo [rad] Desl. x [mm] Desl. y [pm] Rotacéo [rad]
0 5,2706 -8,2715 2,6609E-03 4,8393 -9,5221 -2,6571E-03
01 5,6488 -8,9582 2,6700E-03 5,2187 -10,3492 -2,6659E-03
0,2 6,0359 -9,6612 2,6789E-03 5,6072 -11,1962 -2,6745E-03
05 7,1780 -11,7296 2,7039E-03 6,7527 -13,6872 -2,6986E-03
1 8,7588 -14,5591 2,7411E-03 8,3382 -17,0836 -2,7346E-03
2 10,6661 -17,8496 2,8025E-03 10,2524 -20,9846 -2,7947E-03
5 12,6378 -20,9339 2,9246E-03 12,2346 -24,4731 -2,9157E-03
10 13,3852 -21,9767 3,0380E-03 12,9905 -25,5492 -3,0289E-03
© 15,0589 -23,6330 7,6026E-03 13,8264 -27,2059 -7,5917E-03
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Tabela A. 40 - Primeiras Cinco Frequéncias do Pdrtico 3 para diferentes valores de Expoente da Lei de
Poténcia, com a Fracdo Volimica correspondente a Distribuicao de Material Ceramico em FGM
Al/ZrO2, e seccao transversal 10 mm x 40 mm

1% Frequéncia 2% Frequéncia 3% Frequéncia 4% Frequéncia 5% Frequéncia

[rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s] [rad/s]
0 229,7416 256,7412 264,1562 289,0649 307,1002
01 228,0387 255,2554 258,7607 287,1600 299,9004
0,2 226,4785 253,9580 254,6204 285,5673 294,3859
0,5 223,0092 247,6400 251,1870 282,0646 285,0917
1 220,2174 243,6109 248,8222 278,4732 280,0070
2 217,6264 239,4165 246,4084 274,0131 274,4464
5 215,4206 233,8462 244,7825 265,4123 270,4583
10 216,0170 2345078 245,4085 263,9212 2729016
© 197,4082 220,6084 226,9797 248,3835 263,8803
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Apéndice B. Avaliacéo da Influéncia do N° de Pontos

de Gauss no Comportamento da Estrutura

O presente apéndice contém os resultados do estudo da avaliacdo da influéncia do numero de

pontos a utilizar para o método de integragdo numérica no comportamento da estrutura, de forma

mais detalhada, complementando o subcapitulo 5.3.

As tabelas B.1 e B.2 apresentam as primeiras cinco frequéncias naturais e os deslocamentos

nodais o no livre da trelica 1, respetivamente, e nas quais sdo comparados os valores obtidos

através da integragdo com 2 pontos e com 2 (p+1) pontos, em que p € o grau do polindémio a

avaliar.

Tabela B. 1 - Primeiras Cinco FrequénciasNaturais da Trelica 1 obtidascom Diferente Nimero de Pontos
de Gauss para Integracdo Numérica, em fungdo do Grau dos Polindmios que Caracterizam a Matriz de
Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss 1* Frequéncia 2? Frequéncia 3" Frequéncia 4" Frequéncia 5* Frequéncia
2 233,6079 384,9476 602,7151 822,9459 1478,5614
2 3 250,9245 411,6455 752,6273 961,1228 1913,4114
Desvio (%) 7,4127E+00 6,9355E+00 2,4873E+01 1,6791E+01 2,9410E+01
2 232,6224 393,2762 606,8558 825,7050 1506,2052
5 4 249,2518 421,0427 766,8865 960,6588 1892,5921
Desvio (%) 7,1487E+00 7,0603E+00 2,6370E+01 1,6344E+01 2,5653E+01
2 232,2437 398,4635 614,6431 825,9015 1528,7442
10 7 247,6334 425,8297 768,5749 952,3308 1868,4117
Desvio (%) 6,6265E+00 6,8679E+00 2,5044E+01 1,5308E+01 2,2219E+01

Tabela B. 2 - Deslocamentos Nodais do N6 Livre da Trelica 1 obtidas com Diferente Nimero de Pontos
de Gauss para Integracdo Numérica, em funcdo do Grau dos Polindmios que Caracterizam a Matriz de
Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacao [rad]
2 3,5698 -10,1888 1,1198E-05
2 3 3,5697 -10,1885 1,1536E-05
Desvio (%) -2,7507E-03 -2,8557E-03 3,0222E+00
2 3,5699 -9,2090 9,9988E-06
5 4 3,5698 -9,2087 1,0291E-05
Desvio (%) -2,8995E-03 -3,0914E-03 2,9269E+00
2 3,5699 -8,7875 9,4604E-06
10 7 3,5698 -8,7872 9,7153E-06
Desvio (%) -2,6057E-03 -2,8078E-03 2,6941E+00
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As tabelas B.3 e B.4 apresentam as primeiras cinco frequéncias naturais e os deslocamentos

nodais o nd superior, no qual estd aplicada a carga, da treliga 2, respetivamente, ¢ nas quais sdo

comparados os valores obtidos através da integracdo com 2 pontos e com 2 (p+1) pontos, em que

p € o grau do polinémio a avaliar.

Tabela B. 3 - Primeiras Cinco Frequéncias Naturais da Trelica 2 obtidascom Diferente Nimero de Pontos
de Gauss para Integracdo Numérica, em funcdo do Grau dos Polindmios que Caracterizam a Matriz de
Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss 1* Frequéncia 2% Frequéncia 3% Frequéncia 4* Frequéncia 5" Frequéncia
2 18,2584 26,8426 59,0888 67,9000 126,5688
2 3 18,3024 27,1688 59,6311 68,7758 128,4876
Desvio (%) 2,4098E-01 1,2151E+00 9,1770E-01 1,2898E+00 1,5161E+00
2 18,2158 28,2626 59,5850 69,2059 126,5359
5 4 18,2642 28,6135 60,1584 70,1365 128,5054
Desvio (%) 2,6562E-01 1,2415E+00 9,6241E-01 1,3448E+00 1,5565E+00
2 18,1743 28,6698 59,8865 69,1567 126,5677
10 7 18,2264 29,0006 60,4295 70,0360 128,4162
Desvio (%) 2,8709E-01 1,1537E+00 9,0677E-01 1,2713E+00 1,4605E+00

Tabela B. 4 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior da Trelica 2 obtidas com Diferente Numero de
Pontos de Gauss para Integragdo Numérica, em funcdo do Grau dos Polinémios que Caracterizam a

Matriz de Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotagio [rad]

2 21,8706 -107,4957 3,3498E-09

2 3 21,8705 -107,4948 -5,8029E-10
Desvio (%) -3,7838E-04 -8,5524E-04 -1,1732E+02

2 21,8705 -95,0096 -1,0837E-09

5 4 21,8705 -95,0089 3,2438E-09
Desvio (%) -3,7026E-04 -8,0323E-04 -3,9934E+02

2 21,8704 -89,7516 -5,1092E-09

10 7 21,8703 -89,7510 7,0983E-09
Desvio (%) -4,3199E-04 -7,3085E-04 -2,3893E+02

As tabelas B.5 e B.6 apresentam as primeiras cinco frequéncias naturais e os deslocamentos

nodais o nd central superior da trelica 3, respetivamente, € nas quais sdo comparados os valores

obtidos através da integragdo com 2 pontose com 2 (p+1) pontos, em quep € o grau do polinémio

a avaliar.
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Tabela B. 5 - Primeiras Cinco Frequéncias Naturais da Trelica 3 obtidascom Diferente Nimero de Pontos
de Gauss para Integracdo Numérica, em fun¢do do Grau dos Polindmios que Caracterizam a Matriz de
Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss 1* Frequéncia 2" Frequéncia 3" Frequéncia 4" Frequéncia 5" Frequéncia
2 251,1698 251,7997 269,4350 276,1570 284,7869
2 3 274,1235 275,0646 294,6998 301,3424 314,7487
Desvio (%) 9,1387E+00 9,2394E+00 9,3770E+00 9,1200E+00 1,0521E+01
2 251,5227 252,0211 268,4811 273,5379 282,4255
5 4 275,7880 276,5350 294.2022 299,1045 312,7354
Desvio (%) 9,6473E+00 9,7269E+00 9,5802E+00 9,3466E+00 1,0732E+01
2 253,6946 254,1314 269,5822 274,1852 283,2597
10 7 276,9096 277,6204 293,8083 298,4031 311,8936
Desvio (%) 9,1508E+00 9,2428E+00 8,9865E+00 8,8327E+00 1,0109E+01
Tabela B. 6 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Central da Trelica 3 obtidas com Diferente Nimero
de Pontos de Gauss para Integracdo Numeérica, em funcdo do Grau dos Polinémios que Caracterizam a
Matriz de Rigidez ao Corte Transversal
ey ngauss Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacdo [rad]
2 0,0375 -0,2673 -2,7995E-10
2 3 0,0375 -0,2673 -2,9835E-10
Desvio (%) -2,4536E-03 -3,0929E-03 6,5737E+00
2 0,0375 -0,2539 5,7200E-11
5 4 0,0375 -0,2539 -1,3564E-09
Desvio (%) -2,1555E-03 -2,3571E-03 -2,4714E+03
2 0,0375 -0,2482 -2,6800E-10
10 7 0,0375 -0,2482 7,2157E-11
Desvio (%) -1,9004E-03 -1,9277E-03 -1,2692E+02
As tabelas B.7 ¢ B.8 apresentam as primeiras cinco frequéncias naturais e os deslocamentos
nodais o n6 superior esquerdodoportico 1, respetivamente, e nas quais sdo comparados os valores
obtidos através da integragdo com 2 pontose com 2 (p+1) pontos, em quep ¢ o grau do polinémio
a avaliar.
Tabela B. 7 - Primeiras Cinco Frequéncias Naturais do Portico 1 obtidas com Diferente Nimero de
Pontos de Gauss para Integragdo Numérica, em funcdo do Grau dos Polinémios que Caracterizam a
Matriz de Rigidez ao Corte Transversal
ey ngauss 1* Frequéncia 2" Frequéncia 3" Frequéncia 4" Frequéncia 5" Frequéncia
2 38,3364 142,8618 195,6327 381,7047 495,3417
2 3 38,7526 145,4803 201,3762 396,4872 522,5560
Desvio (%) 1,0859E+00 1,8329E+00 2,9359E+00 3,8727E+00 5,4941E+00
2 37,3068 141,0587 196,8571 390,5864 502,5900
5 4 37,8148 143,7109 203,1197 406,1991 530,7832
Desvio (%) 1,3618E+00 1,8802E+00 3,1813E+00 3,9972E+00 5,6096E+00
2 36,6911 140,5975 197,4382 397,2223 506,6419
10 7 37,2019 143,0442 203,4702 412,0243 532,7397
Desvio (%) 1,3921E+00 1,7402E+00 3,0551E+00 3,7264E+00 5,1511E+00
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Tabela B. 8 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo do Portico 1 obtidas com Diferente
NUmero de Pontos de Gauss para Integragdo Numeérica, em funcao do Grau dos Polinémios que
Caracterizam a Matriz de Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotacio [rad]
2 11,6708 -0,0161 2,0710E-02
2 3 11,3510 -0,0161 2,0302E-02
Desvio (%) -2,7403E+00 -1,0673E-01 -1,9718E+00
2 11,0383 -0,0137 1,8792E-02
5 4 10,6559 -0,0137 1,8258E-02
Desvio (%) -3,4645E+00 -1,4552E-01 -2,8430E+00
2 10,6516 -0,0127 1,7469E-02
10 7 10,2809 -0,0126 1,6919E-02
Desvio (%) -3,4806E+00 -1,5386E-01 -3,1472E+00

As tabelas B.9 e B.10 apresentam as primeiras cinco frequéncias naturais e os deslocamentos

nodais o n6 superior esquerdodo portico 2, respetivamente, € nas quais sdo comparados os valores

obtidos através daintegracdocom 2 pontose com 2 (p+1) pontos, em quep € o grau do polinémio

a avaliar.

Tabela B. 9 - Primeiras Cinco Frequéncias Naturais do Pértico 2 obtidas com Diferente Nimero de
Pontos de Gauss para Integracdo Numeérica, em funcdo do Grau dos Polindmios que Caracterizam a

Matriz de Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss 1* Frequéncia 2* Frequéncia 3" Frequéncia 4" Frequéncia 5* Frequéncia
2 58,1118 163,3293 352,0267 497,1278 557,5877
2 3 61,2637 172,1237 373,8992 568,3339 628,6391
Desvio (%) 5,4238E+00 5,3845E+00 6,2133E+00 1,4324E+01 1,2743E+01
2 57,5302 165,6642 358,9197 507,3224 566,0864
5 4 60,8038 175,1410 380,7790 587,2435 638,0502
Desvio (%) 5,6904E-+00 5,7205E+00 6,0903E-+00 1,5754E+01 1,2713E+01
2 56,4163 166,2676 362,9464 515,4645 569,6177
10 7 59,5307 175,5676 383,7653 595,9535 637,2597
Desvio (%) 5,5204E+00 5,5934E+00 5,7361E+00 1,5615E+01 1,1875E+01

Tabela B. 10 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo do Pdrtico 2 obtidas com Diferente
Numero de Pontos de Gauss para Integragdo Numeérica, em funcdo do Grau dos Polinémios que
Caracterizam a Matriz de Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotagao [rad]
2 4,7598 -0,0160 1,4814E-02
2 3 4,2576 -0,0160 1,3660E-02
Desvio (%) -1,0551E+01 -1,3722E-01 -7,7912E+00
2 4,2820 -0,0136 1,3096E-02
5 4 3,7975 -0,0136 1,1768E-02
Desvio (%) -1,1313E+01 -1,6083E-01 -1,0141E+01
2 4,1564 -0,0125 1,1808E-02
10 7 3,7023 -0,0125 1,0551E-02
Desvio (%) -1,0924E+01 -1,5388E-01 -1,0647E+01
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As tabelas B.11 e B.12 apresentam as primeiras cinco frequéncias naturais e os deslocamentos

nodais o n6 superior esquerdo doportico 3, respetivamente, € nas quais sdo comparados os valores

obtidos através da integragdocom 2 pontose com 2 (p+1) pontos, em quep € o grau do polinémio

a avaliar.

Tabela B. 11 - Primeiras Cinco Frequéncias Naturais do Pértico 3 obtidas com Diferente Nimero de
Pontos de Gauss para Integracdo Numeérica, em funcao do Grau dos Polindmios que Caracterizam a
Matriz de Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss 1* Frequéncia 2% Frequéncia 3" Frequéncia 4* Frequéncia 5* Frequéncia
2 420,3882 473,6186 513,6048 542,6436 587,3941
2 3 457,9555 527,5876 557,9746 601,3177 661,8629
Desvio (%) 8,9363E+00 1,1395E+01 8,6389E+00 1,0813E+01 1,2678E+01
2 417,4372 472,4906 516,9263 544,3687 585,7992
5 4 456,2262 530,6506 560,7961 606,7100 666,6571
Desvio (%) 9,2922E+00 1,2309E+01 8,486 7E+00 1,1452E+01 1,3803E+01
2 413,7309 471,7662 515,5957 542,2324 581,7793
10 7 449,4658 526,5942 554,6951 601,2392 659,0238
Desvio (%) 8,6372E+00 1,1622E+01 7,5833E+00 1,0882E+01 1,3277E+01

Tabela B. 12 - Deslocamentos Nodais do N6 Superior Esquerdo do Pdrtico 3 obtidas com Diferente
NUmero de Pontos de Gauss para Integragdo Numérica, em funcao do Grau dos Polindmios que
Caracterizam a Matriz de Rigidez ao Corte Transversal

ey ngauss Deslocamento x [pm] Deslocamento y [pm] Rotagio [rad]
2 0,0075 -0,0106 1,72112E-03

2 3 0,0074 -0,0105 1,48534E-03
Desvio (%) -1,8442E-01 -7,9511E-01 -1,36994E+01

2 0,0067 -0,0094 1,59447E-03

5 4 0,0067 -0,0093 1,36024E-03
Desvio (%) -2,0881E-01 -6,1321E-01 -1,46899E+01

2 0,0064 -0,0089 1,48292E-03

10 7 0,0064 -0,0089 1,27970E-03
Desvio (%) -4,1506E-02 -4,1165E-01 -1,37041E+01
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BIO-INSPIRED OPTIMIZATION OF FUNCTIONALLY
GRADED TRUSS AND FRAME STRUCTURES
IS5D. Gaspar'”, M. A F_Loja'?, I Barbosa'*®
1: CIWVOSM - Centro de Investizardo em Modelacio e Optimizacdo de Sistemas Multifuncionsis,
ISEL - Instituto Superior de Engenharia de Lisbosz, IPL - Institute Politécnico de Lishoa
E. Consslheing Emidio Mavarro, 1, 1959-007 Lishoa
2: IDMEC, I5T-Instimito Superior Técnico, Universidade de Lishoa, 1040-001 Lishoa, Pormugal

e-mail: 344087 alunos isel pt , arpelia lojai@iisel pt , joaguim barbosa/@isel pt

Kevwords: Funchionally graded matenals, Tmss and frame-fype stuctures, Arquimedes

optmizaton algorithm, Eed Fox alzonthm optimization, Finafe element analysis.

Absztract

Functionally graded material: (FGM) are characterized by presemting properties that.
depend on the mixture of comztitwent material: az ether composite materials do, bur
additionally also depend on the directions in which thiz mixture will be developed, which
enkances the customization of the component or structure depemding om the imfended

application.

Although it iz possible to find a siewjficant number of works published on FGM beams,
plates, and shells, mostly in the divection of their thicknessz, it was not pozsible fo find

studies on FGM trusses or frame-type structures in 2D or 3D spaces.

Thiz first work aims to address the static and free vibration analysis of these structuras in
whick the material gradient is a function of the vertical coordinate of the beam-bar

componsnts within the structure.

The optimal dezign of these structures is carvied out threugh two metaheuriztic eptimization
technigues, namely the Archimedes and the Red Fox algorithms. A ser of illustrative case
studies is considered allowing us to concluds on the performance of the overall analyzis-

optimization codas implemented.
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Abstract In necent years, the use of functionally graded maberiak has by B focus of savenal
sludies duae to Beir inbriveic ability bo be bilomed sccordisg to e feguisements of sbrucbuses while
mmnmg-mmm;mtmmmﬂ;m@u&; In gnset sbudies,
thee aberials’ mintus gradient is establishid hoosgh s structusal cosmpedent, L, thsckiess, which
i Botserweny bo visibly enhance stoocheral beban ionr. Hiw ever, depending on the fype of sbhockuse, i
i Emparkant b e ploit the possibility of building o sbrochete using obbwer gradient disecons. The
v alive charsceristic of this work, which sims lo shedy plene buass and Framse-type sbiuctuses
make of huenctiooally gradad materials, Bes in the specifeity that the materials mivtune gradient
oot s o Fumclion of & geodne e sihockase kature, Lo, foreample the sbrockose hiight, rathser
thsan B et wiual appeosch, asa compodent dependenos, Lo, heough o member thicksess or even
along s bength The perfomnena of the pacsent mode] & illusbrabed thresgh & s of case shudies,
vl e e poossibde, Ui nesan i achser ed ane ooampannd weikh mede esditional soluliose.

Keywarde functicnally graded msterials; sthoctuse-dependent material gradiend; plasse brosses;
il fraies; sbabic aned e vikealSon sl

L Introduction

In engineering applications, conflicting property requissments necessityie combining
materials, which can be in the molten state {or a.'I.Iu:,l:in.p;}_. Eirmbesd 'b_1_,l 'H.'l:n'nn-d.}rnamin:
i:l:_|1.|.'i]:|'.|:u'iu.|:r|. lirnits, and i the solid stabe, resalbing m m:u'npnﬂ't maierials Cum‘pmite
maferials can be divided into lxminates ard functional gradients, with the latter being
characterised 'I:r_g,l the minimissbon of that ocour in lamirebes, :|1..:m.1:l_1_,l :'I'm'l:r
inberfaces between layers in which abrupt stress transitions ocoor and failures stars [1.2]

Functionally graded materials am composite maierials with propertes that result from
a combination of distinct materials in which the mixtare ions vary alomg one or
more spatial coordinates. The improved propertes of FGMs that have been achieved by
using this tailoring Aexibility in parallel with echnological advances in manofacturing
such as sddifive manufacturing, powder metallurgy, etc, (Kumar et al [2]) justfy their
i.n:rea.n'n;:;l}l Eueq_'uau use FGMs have wide appl:ic.:hilil.}l in aircraft, rpuuzm&_. anxd spaoe
stroctures, which space i:r:pln'm:m d.-:pen:Ll. omn, as well as in car 'p.:'rl:l._.el:l:h:\:ru: and
medical squipment, thermal coatings for ceramic engines, the manine industry, gas tarbines,
and biomedicine, amang other apphications [4-8]. Although functionally graded materials
=il have high production costs, this type of material is a topic that has been significandy
discussed I:f_g,l numerous authors in eoEnt years, with marny Pu]:h]i.-:.ﬁ.un: on the subject
being published, making it a very corment and important topic that shoold be explored
further [1.9,10].

Toimrestigaie the advantages of using FGMs, several authors hawve deveoped models
through which static and fres vibration analyses have been carried out to investigaie the
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