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Resumo: Este artigo enguadra-se numa experiéncia de formacdo inicial com futuros
professores e educadores. O objetivo é compreender de que forma as tarefas de investigacao
podem contribuir para o desenvolvimento do raciocinio espacial e quais 0s processos de
raciocinio que promovem. Os dados foram recolhidos por registos audio e video e a sua
analise incidiu nos processos de construcdo, andlise e transformacdo de modelos mentais e
operagdes com modelos mentais. O estudo sugere que o tipo de tarefas propostas, 0s recursos
e as interacOes na sala de aula sdo condi¢Oes relevantes para a ativacdo destes processos. No
que respeita as tarefas, a realizacdo de contagens de elementos dos poliedros e o
estabelecimento de relagdes e justificacdes revelam-se promotores dos processos de raciocinio
espacial; o material manipulavel é importante como suporte, apoiando 0s processos de
raciocinio espacial, mas a sua utilizacdo deve ser considerada de modo a ndo reduzir
demasiado o desafio cognitivo; e o contexto de trabalho colaborativo favorece a comunicacao
do raciocinio e a estruturacdo espacial.

Palavras-chave: Geometria; Raciocinio Espacial; Poliedros; Materiais manipulaveis; Ensino
exploratdrio.

Introducéo

A evolucdo da matematica no séc. XIX, onde a busca pelo rigor se traduziu na recusa das
demonstracdes apoiadas em figuras e na desconfianga sobre a percecdo visual, contribuiu para
a desvalorizacédo da visualizacao (Veloso, 1998). Também o enfraquecimento da investigacao
na area da visualizagdo, particularmente depois de a psicologia ter sido dominada pela
corrente behaviorista, teve uma influéncia na sua desvalorizacdo (Presmeg, 2006). Contudo, a
evolucdo das perspectivas sobre a geometria que identificamos em matematicos como Atiyah
(1982) ou Malkevitch (2009), valorizando a sua componente visual, contribuiram para uma
mudanca de paradigma. O conceito de visualizacdo, inicialmente muito associado a criagdo de
imagens mentais (Zimmermann & Cunningham,1991), passou ser visto como uma forma de
raciocinio baseado no uso de elementos visuais ou espaciais, mentais ou fisicos, que visam a
resolucdo de problemas ou demonstracéo de propriedades (Gutiérrez, 1996) ou representar e
comunicar informacéo, pensar e desenvolver ideias anteriormente desconhecidas e avangar na
sua compreensdo (Arcavi, 2003). Surgem assim novas expressdes que remetem para esta
conceptualizagdo, como “o raciocinio espacial”, capaz de fornecer “ndo apenas o input para o
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raciocinio geométrico formal, mas também ferramentas cognitivas criticas para uma analise
geométrica formal” (Battista, 2007, p. 844).

Sinclair et al. (2016) afirmam que na Ultima década o raciocinio espacial tem merecido uma
atencdo crescente na investigacao, quer no campo da educacdo matematica, quer das ciéncias
cognitivas. Contudo, estes autores defendem a necessidade de mais investigacdo sobre a
promocdo de oportunidades de envolvimento em raciocinio espacial, tanto para alunos como
professores, bem como as formas de avaliar e valorizar tal raciocinio. Nesse sentido, este
artigo visa compreender, num contexto de formacéo inicial de professores, de que forma as
tarefas podem contribuir para o desenvolvimento do raciocinio espacial e quais 0s processos
de raciocinio envolvidos durante a sua resolucdo. Concretamente, procuraremos responder as
seguintes questdes: Quais 0s processos de raciocinio espacial em que os formandos se
envolvem quando resolvem tarefas de contagem e estabelecimento de relagdes em classes de
poliedros? De que forma estas tarefas, realizadas num contexto de ensino exploratério e com
recurso a materiais manipulaveis, promovem a realizacao destes processos?

Raciocinio espacial e materiais manipulaveis

Gutiérrez (1996) e, mais recentemente, Sinclair et al. (2016), referem a existéncia de varios
termos ou expressdes (entre os quais raciocinio visual, pensamento espacial, imagens mentais,
espaciais, visuais, etc.) que pretendem significar algo parecido e que ttm em comum a
atividade de imaginar objetos estaticos ou dinamicos e atuar sobre eles (por exemplo, rodar,
aumentar, etc.). Esta variedade de termos gera uma “confusdo” que reflete a coexisténcia de
diferentes correntes de investigacao que se dedicam e este estudo.

Tomemos como referéncia a proposta de Battista (2007) que define raciocinio espacial como
sendo a

capacidade de ‘ver’, analisar e refletir sobre objetos espaciais, imagens, relacdes e
transformagdes. O raciocinio espacial inclui gerar imagens, analisa-las para responder a
questdes sobre elas, transformar e operar sobre imagens, € manter as imagens ao servigo
de outras operagdes mentais. (p. 843)

Pelo seu lado, Gutiérrez (1996) utiliza o termo visualizacdo, mas a sua definicdo é muito
préxima da anterior, pois concebe-a como um tipo de raciocinio baseado no uso de elementos
visuais ou espaciais, igualmente desenvolvida com vista & resolucdo de questbes, como
problemas ou demonstracdo de propriedades. Para este investigador, este tipo de raciocinio
integra quatro elementos principais: imagens mentais, representacfes externas, processos de
visualizacdo e capacidades de visualizag&o.

As imagens mentais sdo 0 centro do raciocinio espacial. Gutiérrez (1996) define imagem
mental como uma representacdo cognitiva de um conceito ou propriedade através de
elementos visuais ou espaciais que assume constituir o elemento basico. No entanto,
considera relevante ter ainda em conta outro tipo de representacfes que mobilizamos e se
articulam com as imagens mentais: as representagcdes externas, que correspondem a qualquer
tipo de representagdo verbal ou gréfica de conceitos ou propriedades, incluindo retratos,
desenhos, diagramas, etc. que ajudam a criar ou transformar as imagens mentais e a realizar
raciocinio espacial. Para o autor, um processo de visualizacdo ¢ uma acdo mental ou fisica
que envolve imagens mentais. Existem dois processos: a interpretacdo visual da informacéo
para criar as imagens mentais e a interpretacdo de imagens mentais para gerar informacao, a
qual se decompde em trés subprocessos: observacdo e analise de imagens mentais,
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transformacdo de imagens mentais noutras imagens mentais e a transformacdo de imagens
mentais noutro tipo de informacao.

Na perspetiva de Battista (2009), para que seja possivel operar mentalmente com objetos
geométricos (por exemplo, comparé-los, decompd-los e analisa-los), € necesséario que estes
tenham sido abstraidos a um nivel suficientemente profundo, o que envolve a estruturacao
espacial. A estruturacdo espacial € um tipo especial de abstracdo correspondente ao ato mental
de construir uma organizagdo ou uma configuracdo para um objeto ou conjunto de objetos.
Inclui identificar unidades, relagdes entre as unidades e reconhecer que um subconjunto de
objetos, devidamente repetidos, pode gerar todo o conjunto (Battista & Clements, 1996). A
estruturacdo espacial estd assim associada a um modelo mental, ou seja, uma versdo visual,
ndo-verbal, da situagdo (objeto, a¢do...) que tem uma estrutura isomorfica a estrutura
percecionada da situacdo e que é ativada para interpretar e raciocinar sobre ela (Battista,
2007). Desta forma, podemos afirmar que o modelo mental resulta do conjunto das imagens
mentais que capturam as propriedades percecionadas do objeto.

No caso de objetos tridimensionais, como explica Yamanskaya (citado por Gutiérrez, 1996), a
criacdo das imagens que dao origem aos modelos (mentais) daqueles objetos s6 é possivel a
partir da acumulacdo de diferentes representacdes que sdo necessarias a sua construcao e,
quanto mais rico e diverso for o repertorio de representacdes, mais facil € a construcdo dos
modelos. Mas a construcdo dos modelos mentais destes objetos implica ainda a coordenacao e
a integracdo de imagens correspondentes a partes desse objeto ou das suas vistas® (Battista &
Clements, 1996). Contudo, como refere Gutiérrez (1996), frequentemente a unica informacéo
que os alunos tém sobre os sélidos é a partir das suas representacdes no plano, em particular
dos manuais escolares. Estas representacdes fornecem uma informacdo parcelar pois usam
habitualmente o0 mesmo tipo de perspetiva e variam pouco as posi¢oes dos sélidos, o que ndo
favorece a construcdo de modelos mentais e justifica a necessidade de manipulacdo dos
modelos tridimensionais.

Além da utilizacdo de modelos tridimensionais de sélidos, ha ainda a considerar o interesse da
sua construcao fisica. Como refere Guillén Soler (2004), a construcdo de modelos de s6lidos
conduz a uma analise primaria dos seus elementos (vértices, arestas e faces), bem como da
forma como se organizam localmente, e favorece uma contagem estruturada. O material
utilizado na construcdo pode, inclusivamente, conduzir a diferencas na sua analise. Por
exemplo, os modelos “abertos” podem facilitar que a atencdo se foque nas arestas, ao
contrario dos “fechados” que direcionam a atengdo para as faces. Mais ainda, a construcéo
destes modelos promove a percecdo dos aspetos comuns e diferencas entre sélidos e a
introdugdo das ideias que estdo na “génese” das suas classes.

Metodologia de investigacao
Opcdes metodoldgicas, participantes e recolha de dados

Os dados que apresentamos foram recolhidos durante o segundo ciclo de uma investigacéo
baseada em design, na modalidade de experiéncia de formacdo (Cobb, Confrey, diSessa,
Lehrer & Schauble, 2003), envolvendo uma turma de 25 formandos que frequentavam a
disciplina de Geometria (2.° ano da Licenciatura em Educacdo Basica) lecionada pela
primeira autora deste artigo. Habitualmente, o trabalho em aula desenvolvia-se a partir de
tarefas consistentes com um ensino exploratorio (Ponte, 2005) e realizadas de acordo com a
dindmica: lancamento da tarefa pela professora, seguida de trabalho em grupos de trés a cinco
elementos, apresentacdo e discussé@o coletiva, finalizando com uma sistematizacdo. A turma
mostrou-se sempre bastante empenhada e o ambiente de trabalho era muito bom. Os dados

! Referimo-nos as projecdes ortogonais do objeto, tal como Veloso (1998) descreve.
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gue apresentamos referem-se a um grupo de formandos que exibe habitualmente algumas
dificuldades, tanto no dominio de conceitos trabalhados no ensino basico como na aquisi¢éo
de novos conceitos e desenvolvimento de capacidades.

A recolha de dados foi feita a partir dos registos audio e video das aulas que foram ainda
confrontados com a anélise documental das produc@es escritas, muito embora ndo haja aqui
referéncia a essas producdes. Esta opcao deriva do facto de os didlogos e os gestos captados
nas imagens video evidenciarem o raciocinio espacial dos participantes de uma forma mais
clara. Como defendem Battista e Clements (1996), as acOes fisicas e mentais (neste caso
explanadas em parte nos dialogos) tornam-se representacfes explicitas da estruturagdo dos
objetos, um elemento fundamental do raciocinio espacial.

Neste artigo apresentamos dados resultantes da realizacdo da tarefa Solidos platonicos
truncados (Figura 1). Para a resolucdo da tarefa, cada grupo tinha ao seu dispor pecas
encaixaveis (ver Figuras 2 a 11) para que pudessem construir os sélidos platénicos, uma
classe que ja haviam estudado com apoio deste material, bem como a classe dos anti-prismas.
Optamos por esta tarefa pois ela envolve o trabalho com figuras tridimensionais que, na
perspectiva de Gutiérrez (2017), € a area da matematica que implica uma maior exigéncia em
termos do raciocinio espacial. Além disso, o facto de se partir de um tipo de solido para gerar
mentalmente outro é uma atividade que implica necessariamente a construcdo de imagens
mentais, bem como a realizacdo de operagdes e transformacgdes de imagens mentais.
Finalmente, este tipo de tarefa corresponde ao que Battista e Clements (1996) designam por
tarefa de contagem ou enumeracdo que, como referem, influencia e é influenciada pela
estruturacdo espacial. Por um lado, a estruturacdo espacial fornece o input e a organizacao
para a contagem. Por outro, as tentativas de contagem geram frequentemente a estruturacdo
ou restruturacdo espacial.

Sélidos platénicos truncados

Cubo truncado

Cubo

Imagina que vamos cortar um cubo junto de cada vértice por um plano, de modo a que a
seccdo obtida seja um poligono regular, tal como mostra sequéncia de figuras que
termina no cubo truncado.

1. No caso do cubo truncado, as faces correspondentes as secc¢fes sao triangulos
equilateros e as restantes octogonos regulares. Observa o0s outros solidos
platonicos e diz como serdo as faces dos sélidos platonicos truncados.

2. Quantos vértices, arestas e faces tem o cubo truncado? E os outros poliedros
truncados? Preenche a tabela da pagina seguinte.

3. Observa os dados e compara-0s. Estabelece as seguintes relacfes e procura
justifica-las.
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a. Qual a relacdo entre o numero de vértices do solido original e do solido
truncado?
b. E entre o numero de faces?
c. E de arestas?
Sugestdo: Além de observares os valores, pensa na forma como chegaste até eles.

Figura 1 — Tarefa proposta (Adaptado de Projeto Matematica para Todos, s.d.)

Andlise de dados

Para analisarmos o raciocinio espacial desenvolvido durante a atividade de contagem e
estabelecimento de relacBes na classe dos sélidos platénicos, utilizamos um quadro de analise
que construimos a partir das ideias de Battista (2009) e Gutiérrez (1996) sobre raciocinio
espacial que, do nosso ponto de vista, se complementam.

Desta forma, consideramos que o raciocinio espacial inclui, por um lado, a construcdo mental
de imagens e modelos sobre objetos espaciais e relacdes e, por outro, a analise e realizacdo de
transformac0Oes e operacdes entre objetos e relagdes usando as imagens e modelos mentais,
ainda gque se possam apoiar em representacdes externas (Tabela 1).

Tabela 1 — Processos de raciocinio espacial

Processos Subprocessos

Interpretacdo visual da informacéao

Construcdo dos modelos Identificacdo de subconjuntos do objeto

mentais Coordenagéo dos subconjuntos do objeto

Integracao dos subconjuntos do objeto

Observacéo e anélise de imagens mentais

Anélise e transformacéo

. Transformacao de imagens mentais noutras imagens
de modelos mentais e

N mentais
operacgdes com modelos
mentais Transformacdo de imagens mentais noutro tipo de
informacao

A construcdo de modelos inclui a interpretacdo visual da informacéo (como perceber quais as
caracteristicas do plano de corte a partir das seccdes apresentadas), a identificacdo de
subconjuntos do objeto (como decompor um sélido noutros sélidos ou em partes do sélido,
como as faces), a coordenacao de subconjuntos do objeto (implica identificar relagcdes entre
0s subconjuntos, por exemplo, perceber se duas faces que se situam em subconjuntos
diferentes sdo adjacentes ou partilham algum vertice) e a integracdo dos subconjuntos do
objeto (que se traduz, por exemplo, na constru¢cdo da imagem de um sélido a partir do
conhecimento sobre a suas faces). A anélise, transformacdo e operacdo com modelos mentais
inclui a observacdo e andlise de imagens mentais (conduz, por exemplo, a identificar o
numero de arestas em torno de um veértice), a transformacédo de imagens mentais noutras
imagens mentais (como identificar qual a face resultante de uma seccdo do s6lido por um
determinado plano) e a transformacdo de imagens mentais noutro tipo de informacéo (por
exemplo, generalizar que o nimero de vértices de um solido platénico truncado corresponde
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ao produto do numero de vértices do solido platonico pelo nimero de arestas convergentes no
mesmao vértice).

Resultados

Na aula anterior a realizacdo da tarefa Solidos Platonicos Truncados, a turma tinha estudado a
classe dos sélidos platonicos, nomeadamente as propriedades que a caracterizam. J& nesta
aula, a professora fez uma introducéo da tarefa com foco na ideia de seccionar um sdlido
(desconhecida da maioria) e incentivou a descoberta de novos sélidos e das relacGes entre si.
Nesta seccdo, apresentamos e analisamos dados de trés episodios ocorridos durante a
resolucdo da tarefa em grupos. Os episodios ocorreram sequencialmente na mesma aula, sem
interrupcdo para trabalho coletivo, e sdo representativos dos aspetos e questdes que
emergiram no grupo.

Episodio A
Sandra, Vania, Afonso e Mdnica estdo numa fase inicial da resolucdo da tarefa e estdo a

contar o nimero de faces, vértices e arestas de um cubo truncado. No dialogo que se segue
discutem o nimero de arestas:

Sandra: D&-me 40. 3 e 3 sdo 6, mais 6 sdo 12 [contou as arestas das faces triangulares no topo].
12 + 12 sdo 24 [juntou as da base]. 25, 26, 28, 28 [circunda uma face lateral, figuras 2, 3 e 4],
29, 30, 31, 32 [outra], 33,34,35,36 [outra], 37, 38, 39, 40! [a 4 face lateral].

Figuras 2, 3, 4 — Sandra conta as arestas de um cubo truncado a partir do cubo

Sandra: E o nimero de arestas do cubo mais 24 porque é o numero de arestas que se
acrescenta. 12 + 12, 24.

Vania: Tem de ser 48. Quanto é que vos deu as arestas?
Afonso: 40.

Vania: A nds deu-nos 48.

Afonso: Repara, quantas arestas € que tu ja tens?

Vania: Nos ndo fizemos assim. Tu tens em cada face um octdégono. Entdo sabes que séo 8
arestas em cada lado, entdo fazes 8, 8, 8, 8, 8, 8 [aponta para cada face do s6lido]. 6 vezes 8.

Afonso: Mas a n6s deu-nos 40. SO se nos enganamos.

Sandra: Acho que faltam os de cima [volta a repetir o que fizeram]. Esquecemo-nos de contar
as de cima e as de baixo que sdo 4+4, 8. D4 48.

Afonso: Ndo! Mas ao contares estas ja estas a contar as de cima! Logo € 40.
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Neste momento, a professora passa pelo grupo e alerta para o que diz o Afonso:

Professora: Reparem que isto [apontando para as arestas do modelo fisico] é s uma aresta!

Sandra: Entdo ainda da menos do que 40!

Sandra e o Afonso voltam ao cubo, contam as arestas (12):

Sandra e Afonso: Entdo 12 + 24. D4 36!

Neste episddio podemos observar como 0 mesmo objeto pode ser estruturado de formas
diferentes, o que é evidenciado pela explicitacdo das contagens. As a¢des de Sandra e Afonso
sugerem um modelo mental que resulta da identificacdo de subconjuntos do objeto: a
composicao das faces triangulares (e respetivas arestas) com as arestas do cubo que surgem
associadas as arestas das quatro faces laterais. Contudo, a integracdo dos varios elementos
ndo é correta devido a um problema de coordenagdo — nao identificam inicialmente que
estdo a duplicar a contagem de quatro arestas. Ja Vania e Monica (que ndo intervém neste
didlogo apesar de estar a trabalhar com a colega) revelam um modelo que resulta também da
identificacdo de subconjuntos do objeto: a composicdo de 6 octdgonos e respetivas arestas, o
que ndo requer a contagem separada das arestas das faces triangulares. No entanto, também
este par erra na contagem pelo mesmo problema identificado no raciocinio dos colegas — a
coordenacdo dos 6 octdgonos que tém 12 arestas em comum.

Apesar dos erros, Sandra ja havia identificado que o nimero de arestas do sélido truncado é a
soma do nimero de arestas do sélido original com o nimero de arestas que resultam da
seccdo. Esta relacdo resulta da transformacdo de imagens mentais noutro tipo de informacao
e, curiosamente, € a sua aplicacdo e o confronto de resultados diferentes que os leva a
repensar as suas estratégias e a restruturar o soélido. Ha ainda a referir que, se o material
disponivel foi fundamental para realizar as contagens, possibilitando a realizacdo de acdes
que explicitam o modelo mental, as diferencas entre 0 modelo fisico e 0 s6lido geométrico
(nomeadamente a existéncia de arestas que se encaixam mas nao se “fundem”) levaram Vania
e Monica a fazer uma interpretacdo visual da informacéo errada.

Episodio B
Afonso e Modnica estdo a determinar o nimero de faces, vértices e arestas de outros sélidos

truncados sobre os quais ndo existe qualquer representacdo externa. No inicio deste episddio
estdo a analisar o icosaedro truncado:

Afonso: O nimero de Vértices, ou seja 12, vezes 5. Percebes porque é que é?
Monica: Néo.
Afonso: Vamos fazer com este [usa 0 modelo do octaedro]. Entdo é assim: cada vértice, quando

tiver a face truncada’, essa face vai ficar com o nimero de lados que é o nimero de arestas que
converge nesse Vértice. E depois s6 temos de multiplicar pelo nimero de vértices.

Monica: Ah! J& percebi.

2 Para simplificar, consideremos que a expressdo “face truncada” corresponde a nova face que se obtém quando o poliedro é
truncado.
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Neste dialogo é percetivel que Afonso ja encontrou uma relagdo entre o nimero de vértices do
solido original e do sélido truncado e explica-a a Mdnica. Esta relacdo pressupde a construcao
de uma imagem mental da face truncada em que os vértices da nova face se situam nas arestas
que convergem num Vvértice do poliedro original, ou seja, a transformacdo de imagens
mentais noutras imagens mentais que € apoiada pela utilizacdo do material. Ao encontrar a
relacdo referida, Afonso procede a transformacdo de imagens mentais noutro tipo de
informacgdo. A utilizacdo desta expressdo € representativa de uma situacdo em que é a
estruturacdo espacial do sélido que determina a contagem e néo o contrario.

No préximo passo, vdo analisar o dodecaedro truncado, mas comegam por registar o0 nimero
de vértices do dodecaedro. Mdnica segura no solido e Afonso conta (Figura 5):

Afonso: 1, 2, 3, 4, espera. J& contaste este?

Figuras 5, 6 e 7 — Mdnica e Afonso contam os Vértices do dodecaedro

Afonso: Poe assim que é mais facil [Figura 6]. Estdo 5 aqui e 5 aqui [pentdgono na base e no
topo]. ... 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 [Figura 7]. OK 10. Entdo sdo...

Monica; 20.
Afonso: 5, 5, 10. Sim, sdo 20.

Afonso: Agora nimero de vértices do solido truncado... é s6 fazer 5 vezes 20. Vamos ver
porqué. O nimero de arestas que converge...

Monica: E 3, agora é 3.
Afonso: Ah, pois é, agora é triangulos [a face truncada]. 60.

Monica: Entdo, nimero de faces do sélido truncado. Entdo este é 12. Somar as faces truncadas
20. 20+12.

Nesta interacdo, vemos que a determinacdo do numero de vértices do dodecaedro truncado
surge naturalmente da relacdo encontrada e Mdnica parece encontrar sentido nessa relagdo
que Afonso Ihe explicou, j& que € ela que corrige o colega ao dizer que deve multiplicar por 3
e ndo por 5. Curiosamente, o que parece ser mais desafiante é a contagem dos vértices do
solido original. De facto, o dodecaedro é o poliedro regular que tem mais vertices e €
importante, mais do que nos outros sélidos, encontrar uma organizagdo mental que nos
permita realizar a contagem eficazmente. A primeira tentativa deste par foi percorrer,
aparentemente sem critério, todos os vértices, uma abordagem que foi rapidamente
abandonada. A estratégia que usaram depois mostra que, por um lado, a posi¢cdo do modelo
fisico é relevante, em particular pelo posicionamento de uma face na horizontal, como se
tratasse de uma base. Por outro lado, a forma de contar mostra que 0 modelo mental que estdo
a construir resulta da identificagcdo dos subconjuntos do objeto: os 5 vértices da face topo, 0s
5 vértices da face “base” e os 10 vértices que se encontram na zona central do poliedro e que
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formam uma espécie de ziguezague. Desta forma, neste caso € a tarefa de contagem e as a¢oes
que desencadeia, nomeadamente fixando a posi¢édo do modelo e percorrendo organizadamente
o0s elementos, que sugerem uma estruturacao do solido.

Ainda neste episodio vemos que o par de formandos ja percebeu que para contar o nimero de
faces de um solido truncado tem de adicionar o numero de faces do sélido original com o seu
namero de vértices (de novo transformacéo de imagens mentais noutro tipo de informacao).

Episodio C

Monica e Afonso identificaram todas as relagcdes pedidas e o nimero de faces, vértices e
arestas dos poliedros truncados. Contudo, a professora pediu-lhes para completarem a
resposta a primeira questdo, sobre o tipo de faces de cada novo poliedro, uma vez que s

tinham referido a face que se obtém ao truncar o sélido e omitiram a forma da face original
depois de transformada. No dialogo seguinte estdo a analisar o tetraedro truncado:

Afonso: E um quadrilatero assimétrico. N&o sei. Quando se corta o tetraedro fica assim [Figura
8]... Nio sei dizer bem qual ¢ o quadrilatero...

Figuras 8 e 9 — Afonso e a professora simulam como ficam as faces triangulares quando o cubo é
truncado

Professora: Ah! Ja estou a perceber. A outra face fica um quadrilatero, qual € esse quadrilatero?
Afonso: Pois é essa a questdo. A Mdnica diz que é um paralelogramo.

Professora: Mas ndo se esquegam que 0 que acontece a este vértice vai acontecer aos outros
também! Portanto, tém de fazer assim [Modnica coloca as maos também, Figura 17]

Figura 10 — Ménica simula com a professora Figura 11 — Afonso conta 0 nimero
como fica uma face triangular depois de truncar de arestas da nova face
trés vértices
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Afonso: Ah, sim, j& percebi. Tem 1, 2, 3, 4, 5, 6 [contorna a figura formada, Figura 11]. OK, ja
percebi. E um... pentagono? Ndo, um hexagono.

Professora: Mas agora pensem la... O Afonso contou um a um, usando o seu dedo. Nao existe
uma ldgica que me permita perceber quantos lados é que eu vou ter?

Afonso: Ah! Basta contar o nimero de vértices e 0 nimero de lados ja existentes!

Professora: Ou seja? Isso ndo € 0 mesmo nimero? Ou seja, aqui [tetraedro] tens 3 lados e 3
vértices. Passaste a ter?

Afonso: Um hexagono, sim.

Professora: E importante a estrutura da figura para nds percebermos o que esta a acontecer.

Num outro momento, a professora passa pelo grupo e Afonso aborda-a:

Afonso: Nos estivemos a ver a figura e deu-nos em todos um hexagono.
Professora: Em todos?
Afonso: Sim.

Professora: Entdo vamos |4 pensar naquela relacdo que tu disseste ha bocado. Portanto, quando
temos triangulos nas faces vamos passar a ter hexagonos. Foi 0 que aconteceu no tetraedro, e
aqui [octaedro]?

Afonso: Também é um tridngulo, vai acontecer 0 mesmo.
Professora: Portanto ficamos com hexagonos. No icosaedro idem. E no dodecaedro?

Afonso: Também porque convergem 3 arestas num vértice. Ah nao! Pois €, ndo pode ser. Entdo
fica... é multiplicar, ndo? 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10. Eum...

Ménica: Ja falamos disso aqui.

Professora: Entdo qual ¢é o prefixo de 10...

Anteriormente, Afonso havia determinado corretamente o tipo de face que surge nos
poliedros quando os truncamos e justificou o nimero de vértices dessa face. Esta acdo implica
uma transformacdo do modelo mental do poliedro original, através da transformacéo de
imagens mentais noutras imagens mentais, dando origem a um novo modelo — o do poliedro
truncado. Contudo, os formandos ndo tiveram 0 mesmo sucesso em transformar mentalmente
as faces existentes. No caso do tetraedro, foi necessaria uma simulacdo com materiais e a
realizacdo de acOes fisicas para contar o niumero de arestas do hexagono resultante, ou seja,
foi necessario ir além de uma operacdo mental. Mesmo depois da andlise do tetraedro
truncado, ndo foi facil generalizar a relacdo pois Afonso considerava que seriam sempre
hexagonos e foi a professora que Ihe sugeriu repensar esta concluséo.

Desta forma, podemos perceber que mesmo tendo descoberto anteriormente todos os valores
corretos para 0 numero de arestas, vértices e faces dos poliedros truncados e um dos tipos de
faces, estes formandos néo tinham ainda uma estruturagdo completa dos solidos, mas sim uma
estruturacdo local, focada nas faces truncadas.

Discussao

A analise da forma como os participantes resolveram a tarefa revelou varios aspetos sobre os
processos de raciocinio espacial em que se envolveram. Verificamos que os futuros
professores construiram modelos mentais dos solidos platonicos e dos solidos platonicos
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truncados, analisaram, transformaram e operaram com estes modelos, o que ja era esperado.
Analisando mais detalhadamente estes processos, percebemos que o trabalho realizado
envolveu ainda todos os subprocessos que consideramos no quadro de analise, ainda que com
niveis de desafio diferentes.

Na constru¢do de modelos mentais, a interpretagdo visual da informacgdo e a identificagdo de
subconjuntos dos objetos que, integrados, resultassem no objeto completo parecem ser
processos que os participantes realizaram com alguma facilidade; ja a coordenac¢do dos
subconjuntos constituiu um desafio maior, uma vez que surgiram alguns erros de duplicacao
de arestas (Episédio A). Para a superagao deste desafio contribuiram especialmente a
manipulacdo dos modelos fisicos e a explicitagao verbal dos modelos mentais que tinham dos
solidos, o que permitiu corrigir a interpretagdo errada de duas formandas. Na construgdo dos
modelos mentais, destacamos ainda como o mesmo objeto pode ser estruturado de formas
diferentes (Episodio A) e que, por vezes, a estruturagdo dos objetos ¢ apenas local, ou seja,
pode ndo existir um modelo para todo o objeto mas apenas de partes do objeto, sem haver
integracao (Episodio C).

Do ponto de vista da andlise, transforma¢do e operag¢do sobre os modelos mentais,
consideramos que a observagdo e andlise de imagens mentais foi um processo realizado com
sucesso na maioria das vezes, o que contribuiu para a transformagdo de imagens mentais
noutro tipo de informag¢do — neste caso, a explicitacdo das relagdes entre os elementos dos
solidos. Ja a transformagdo de imagens mentais noutras imagens mentais assume diferentes
niveis de dificuldade, tal como vimos na determina¢do da forma das faces do sélido truncado
(Episodio C), o que provavelmente decorre da complexidade do objeto ¢ da operacao a
realizar. No entanto, destacamos que, mais uma vez, foi determinante a manipulagdo fisica
dos sélidos e a explicitagdo verbal dos modelos mentais para o raciocinio correto.

Assim, no que diz respeito a utilizagdo dos materiais manipulaveis, confirma-se a perspetiva
de que constituem representagdes externas que, tal como refere Gutiérrez (1996), ajudam a
realizar raciocinio espacial. Concretamente, na andlise dos solidos platonicos, os materiais
favoreceram a identificagdo de subconjuntos do objeto por permitirem manipular essas
representacdes colocando-as em posi¢des mais favordveis a organizagdo da contagem
(Episodio B) e realizar simulagdes que apoiam a constru¢do dos modelos mentais dos novos
solidos através da transformagao de imagens mentais noutras imagens mentais (Episodio C).

Apesar das vantagens reconhecidas, ha alguns aspetos a ressalvar. Em primeiro lugar, como
referem ainda Sarama e Clements (2016), embora fornecam suporte € mediagdo, os materiais
ndo “carregam” diretamente as ideias matematicas subjacentes, pelo que ¢ necessario estar
atento ao entendimento que os individuos fazem dos recursos. Em segundo lugar, ¢ tdo
importante saber como ¢ quando usar os materiais, como perceber quando devemos limitar a
sua utilizacdo. Nesta tarefa, a existéncia de modelos fisicos para os so6lidos platonicos e a
inexisténcia do mesmo tipo de modelo para os truncados obrigou a um trabalho mental que
ndo seria realizado se existissem os modelos para todos os solidos. Este ¢ um aspeto
importante para o raciocinio espacial e que pode depender de individuo para individuo, pelo
que cabe ao professor estar atento as necessidades de cada um.

Finalmente, centremo-nos no papel da tarefa. Tal como referem Battista ¢ Clements (1996), a
atividade influencia e ¢ influenciada pela forma como os individuos estruturam os objetos.
Neste caso, parece-nos que a mobilizacdo de varios processos de raciocinio espacial foi
particularmente promovida por alguns fatores: a complexidade dos sélidos utilizados e da
operagdo de seccdo por um plano que deve ser adequada aos individuos a que se destina,
mantendo um nivel de desafio cognitivo elevado mas alcangavel; o pedido do nimero de
faces, vértices e arestas que, associado a complexidade dos objetos, implica a sua
estruturacdo; o estabelecimento de relagdes e sua justificacdo que reforca a necessidade de
estruturagao.
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Além do enunciado da tarefa, temos a forma como foi realizada. Como os didlogos mostram,
a interacdo entre os participantes com a comunicacao dos seus raciocinios foi um elemento
determinante para o sucesso da atividade. Como mostra o episodio A, o confronto de
respostas diferentes resultou na revisdo do raciocinio dos futuros professores ou no seu
enriquecimento, decorrente da diversidade de perspetivas. Também o episodio C, em que os
formandos interagem com a professora, mostra a importancia do seu apoio para ultrapassar
erros de interpretacdo e raciocinio e reorientar a sua analise com base em estratégias
produtivas. De facto, apesar do raciocinio espacial apelar a uma atividade centrada em
imagens mentais, eventualmente mais dificeis de partilhar, sublinhamos a relevancia do
trabalho de natureza exploratoria (Ponte, 2005), com uma forte componente de discussao e
negociacao de resultados que se revela fundamental.

Conclusao

O desenvolvimento do raciocinio espacial envolve a realizacdo de processos associados a
construcdo, andlise, transformagdo de modelos mentais e operacdes com modelos mentais
(Battista, 2009; Gutiérrez, 1996). Este estudo sugere que héa véarias condigdes que sdo
relevantes para a ativagdo destes processos, em particular, no que respeita ao tipo de tarefas
propostas, os recursos disponibilizados e as interacdes na sala de aula. No que respeita as
tarefas, a selecdo dos solidos e das operagdes mentais deve manter o nivel de desafio
cognitivo elevado, mas alcancavel; a realizacdo de contagens de elementos dos poliedros e o
estabelecimento de relagdes e justificagdes revelam-se promotores dos processos de raciocinio
espacial; o material manipuldvel ¢ importante como suporte, mas a sua utilizagdo nao deve
diminuir o desafio cognitivo, nomeadamente, substituindo ou sobrepondo-se as imagens
mentais; ¢ o contexto de trabalho colaborativo favorece a comunicagao do raciocinio que, por
sua vez, estimula a estruturagao e restruturacao espacial dos objetos.
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